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1 Spre
hweisen, Symbole undMengen1.1 (a) Wir vertaus
hen die Quantoren und erhalten:
∃n /∈ P ∪ {1} ∀ k /∈ {1, n} : k | n .Man liest diese Aussage als: Es gibt eine Ni
htprimzahl n unglei
h 1, die von jeder Zahl

k unglei
h 1 und n geteilt wird. Diese Aussage ist fals
h: Für jede Ni
htprimzahl n 6= 1gilt, dass n ni
ht von n+ 1 6∈ {1, n} geteilt wird.(b) Wir erhalten na
h Vertaus
hen der Quantoren:
∀N ∈ N ∃n ≥ N :

1

n
≤ 0.001 .Gelesen wird diese Aussage als: Zu jeder natürli
hen Zahl N gibt es eine natürli
he Zahl

n, die gröÿer oder glei
h N ist, mit 1
n ≤ 0.001. Diese Aussage ist ni
ht identis
h zu derin der Aufgabenstellung, jedo
h ebenso ri
htig.1.2 (a) j∏

n=1

(
j∑

k=1

n · k
)

= (1 · 1 + 1 · 2 + 1 · 3 + . . .+ 1 · j)
· (2 · 1 + 2 · 2 + 2 · 3 + . . . + 2 · j)
· (3 · 1 + 3 · 2 + 3 · 3 + . . . + 3 · j)

...

· (j · 1 + j · 2 + j · 3 + . . .+ j · j) .(b) 5∑
n=1




n∏
i=1

3
∑

k=1

k3

5i


 = 36

5 +
(
36
5 · 3652

)
+ . . .+

(
36
5 · 3652 · . . . · 3655

).1.3 (a) 3
1 + 5

4 + 9
9 + 17

16 + . . .+ 1073741825
900 =

30∑
n=1

2n+1
n2 .(b) 2

3 + 4
9 + 6

27 + 8
81 + . . .+ 18

19683 =
9∑

n=1

2n
3n .(
)61 · 92 · 123 · . . . · 30099 =

100∏
n=2

3n
n−1 =

99∏
n=1

3(n+1)
n .(d) 1 + 1·2

1·3 + 1·2·3
1·3·5 + . . .+ 1·2·3·...·13

1·3·5·...·25 =
13∑

n=1

(
n∏

i=1

i
2i−1

).1.4 (a)
A ∩ C = {x ∈ R |x ∈ A ∧ x ∈ C} = {x ∈ R | 5 > x > −2 ∧ −1 < x ≤ 1}

= {x ∈ R | − 2 < x < 5 ∧ −1 < x ≤ 1} = {x ∈ R | − 1 < x ≤ 1} = C .



2 1 Spre
hweisen, Symbole und Mengen(b)
B \A = {x ∈ R |x ∈ B ∧ x /∈ A} = {x ∈ R | 1 > x ∧ (x ≤ −2 ∨ x ≥ 5)}

= {x ∈ R |x < 1 ∧ (x ≤ −2 ∨ x ≥ 5)} = {x ∈ R |x ≤ −2} .(
)
(R \ C) ∪B = {x ∈ R | x /∈ C ∨ x ∈ B} = {x ∈ R | x ≤ −1 ∨ x > 1 ∨ 1 > x}

= {x ∈ R | x 6= 1} .1.5(a) A ∩B = {x ∈ R | − 2 < x < 5 ∧ 1 ≥ x} = {x ∈ R | − 2 < x ≤ 1} .(b) A ∪D = {x ∈ R | − 2 < x < 5 ∨ x2 > 1}
= {x ∈ R | − 2 < x < 5 ∨ x < −1 ∨ x > 1} = R .(
) B \ C = {x ∈ R | 1 ≥ x ∧ x2 > 4} = {x ∈ R | x ≤ 1 ∧ (x < −2 ∨ x > 2)}

= {x ∈ R |x < −2} .(d) D \ (A ∩B) = {x ∈ R | x2 > 1 ∧ ¬(−2 < x < 5 ∧ 1 ≥ x)}
= {x ∈ R | (x < −1 ∨ x > 1) ∧ ¬(−2 < x ≤ 1)}
= {x ∈ R | (x < −1 ∨ x > 1) ∧ (x ≤ −2 ∨ x > 1)}
= {x ∈ R | x ≤ −2 ∨ x > 1} .(e) C ∩ (A ∪B) = {x ∈ R | x2 ≤ 4 ∧ (−2 < x < 5 ∨ 1 ≥ x)}

= {x ∈ R | − 2 ≤ x ≤ 2 ∧ x < 5} = {x ∈ R | − 2 ≤ x ≤ 2} .(f) (
R \ (A ∩B)

)
∪ (C ∩D)={x ∈ R | ¬(−2 < x < 5 ∧ 1 ≥ x) ∨ (x2 ≤ 4 ∧ x2 > 1}

={x ∈ R |x ≤ −2 ∨ x > 1 ∨ −2 ≤ x < −1 ∨ 1 < x ≤ 2}
={x ∈ R |x < −1 ∨ x > 1} .1.6(a) Fals
h. a ∈ A, aber a ( A. So ist die Aufgabe au
h gemeint. Man kann die Aussageaber au
h als wahr deuten: Ist z.B. a = ∅, so ist die Aussage wahr. Insofern ist dieAufgabenstellung ni
ht ganz eindeutig.(b) Ri
htig. b ∈ A⇒ {b} ⊆ A⇒ {b} ∈ B, also ist die Aussage ri
htig.(
) Fals
h. a ∈ A. Wieder könnte man mit etwas Willen die Aussage als ri
htig inter-pretieren, falls nämli
h b = {a}.(d) Ri
htig, A ist Teilmenge von A und daher Element von B.



3(e) a ∈ A, aber a /∈ B, also ist die Aussage fals
h.(f) Ri
htig, da a ∈ A.(g) Ri
htig, da ∅ ⊆ A.(h) Ri
htig, da ∅ ⊆M für jede Menge M .(i) Ri
htig, da aus ∅ ∈ B folgt {∅} ⊆ B.1.7 (a) Angenommen, es gibt eine Menge B mit ∅ 6⊆ B. Dann ∃ a ∈ ∅ mit a 6∈ B.Widerspru
h, denn ∄ a ∈ ∅.(b) �⊆�: a ∈ A \ (B ∪C)⇒ a ∈ A ∧ (a 6∈ B ∪C)⇒ a ∈ A ∧ (a 6∈ B ∧ a 6∈ C)⇒ a ∈
A \ B ∧ a ∈ A \ C ⇒ a ∈ (A \B) ∩ (A \ C).�⊇�: a ∈ (A \B) ∩ (A \ C)⇒ a ∈ A \B ∧ a ∈ A \C ⇒ a ∈ A ∧ (a 6∈ B ∧ a 6∈ C)⇒
a ∈ A ∧ (a 6∈ B ∪ C)⇒ a ∈ A \ (B ∪ C).(
) klar.(d) �⊆�: a ∈ A∩ (B ∪C)⇒ a ∈ A ∧ (a ∈ B ∪C)⇒ a ∈ A ∧ (a ∈ B ∨ a ∈ C)⇒ (a ∈
A ∧ a ∈ B) ∨ (a ∈ A ∧ a ∈ C)⇒ (a ∈ A∩B) ∨ (a ∈ A∩C)⇒ a ∈ (A∩B)∪ (A∩C).�⊇�: a ∈ (A ∩B)∪ (A ∩C)⇒ (a ∈ A ∩B) ∨ (a ∈ A ∩C)⇒ (a ∈ A ∧ a ∈ B) ∨ (a ∈
A ∧ a ∈ C)⇒ a ∈ A ∧ (a ∈ B ∨ a ∈ C)⇒ a ∈ A ∧ (a ∈ B ∪C)⇒ a ∈ A∩ (B ∪C).Die zweite Glei
hung beweist man analog.



2 Die natürli
hen, ganzen undrationalen Zahlen2.1 (a) Ind.anfang : n = 1: Ein Element kann auf eine Art angeordnet werden. XInduktionsvoraussetzung :Die Aussage sei korrekt für n ∈ N.Induktionss
hritt : Wir haben n+ 1 Elemente a1, a2, . . . , an+1.Die ersten n Elemente a1, a2, . . . , an lassen si
h na
h Annahme auf n! viele Arten ordnen.
a1 a2 . . . an−1 an

an+1

jj

ff

XX

44

77

FFFür jede der n! Anordnungen gibt es n+1 Mögli
hkeiten das Element an+1 einzufügen,folgli
h gibt es insgesamt n! (n+ 1) = (n+ 1)! Anordnungen. X(b) Induktionsanfang : n = 1: ∑1
k=1(2k − 1) = 2 · 1− 1 = 1 = 12 = n2. XInduktionsvoraussetzung : Es gilt ∑n

k=1(2k − 1) = n2 für ein n ∈ N.Induktionss
hritt :∑n+1
k=1 (2k − 1) =

∑n
k=1(2k − 1) + 2(n+ 1)− 1 = n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2 . X(
) Induktionsanfang : n = 1: (1 + x)1 = 1 + x ≥ 1 + 1x für alle x ∈ R und damit füralle x ≥ −1. XInduktionsvoraussetzung :Es gilt (1 + x)n ≥ 1 + nx für ein n ∈ N und x ∈ R mit x ≥ −1.Induktionss
hritt :

(1 + x)n+1 = (1 + x)(1 + x)n ≥ (1 + x)(1 + nx) = 1 + nx2 + x+ nx ≥ 1 + (n+ 1)x . X(d) Induktionsanfang : n = 1: 43 + 33 = 91 = 7 · 13 . XInduktionsvoraussetzung : 42n+1 + 3n+2 ist dur
h 13 teilbar für ein n ∈ N.Induktionss
hritt :
42(n+1)+1 + 3(n+1)+2 = 42+2n+1 + 31+n+2 = 16 · 42n+1 + 3 · 3n+2

= 16 · (42n+1 + 3n+2)− 13 · 3n+2 .Na
h Induktionsvoraussetzung ist 42n+1 + 3n+2 dur
h 13 teilbar, ebenso ist 13 · 3n+2dur
h 13 teilbar. Damit ist au
h 42(n+1)+1 + 3(n+1)+2 dur
h 13 teilbar. X



5(e) Induktionsanfang : n = 1. ∑1
i=1(i

2 − 1) = 1− 1 = 0 = 1
6 (2 + 3− 5) . XInduktionsvoraussetzung : Es gilt ∑n

i=1(i
2 − 1) = 1

6 (2n
3 + 3n2 − 5n) für ein n ∈ N.Induktionss
hritt :

n+1∑

i=1

(i2 − 1) =

n∑

i=1

(i2 − 1) + (n+ 1)2 − 1 =
1

6
(2n3 + 3n2 − 5n) + n2 + 2n

=
1

6
(2n3 + 9n2 + 7n) =

1

6
(2(n+ 1)3 + 3(n+ 1)2 − 5(n+ 1)) . X(f) Induktionsanfang : n = 1. ∑1

k=1 k! · k = 1! · 1 = 1 = 2!− 1 . XInduktionsvoraussetzung : Es gilt ∑n
k=1 k · k! = (n+ 1)! − 1 für ein n ∈ N.Induktionss
hritt :

n+1∑

k=1

k! · k =

n∑

k=1

k! · k + (n+ 1)! · (n+ 1) = (n+ 1)!− 1 + (n+ 1)! · (n+ 1)

= (n+ 2) · (n+ 1)! − 1 = (n+ 2)! − 1 . X(g) Induktionsanfang : n = 1.∑1
i=0 = 20 + 21 = 1 + 2 = 3 = 4− 1 = 22 − 1 = 21+1 − 1 . XInduktionsvoraussetzung : Es gilt ∑n

i=0 2
i = 2n+1 − 1 für ein n ∈ N.Induktionss
hritt :∑n+1

i=0 2i =
∑n

i=0 2
i + 2n+1 = 2n+1 − 1 + 2n+1 = 2 · 2n+1 − 1 = 2(n+1)+1 − 1 . X(h) Induktionsanfang : n = 5: 25 = 32 > 25 = 52 . XInduktionsvoraussetzung : Es gilt 2n > n2 für ein n ∈ N mit n > 4.Induktionss
hritt :

2n+1 = 2 · 2n > 2 · n2 = n2 + n2>n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2 . XIm obigen Beweis wird n2 na
h unten dur
h 2n + 1 abges
hätzt, man nutzt also aus,dass für n > 4 stets die Unglei
hung n2 > 2n+1 gilt. Die Gültigkeit dieser Unglei
hunglässt si
h wiederum dur
h Induktion beweisen:Induktionsanfang : n = 5: 52 = 25 > 11 = 2 · 5 + 1 . XInduktionsvoraussetzung : Es gilt n2 > 2n+ 1 für ein n ∈ N mit n > 4.Induktionss
hritt :
(n+1)2 = n2+2n+1 > 2n+1+2n+1 = 2n+2+2n = 2(n+1)+2n > 2(n+1)+1 . X(i) Induktionsanfang : n = 1.∑1

i=1(Fi)
2 = F 2

1 = 12 = 1 · 1 = 1 · (1 + 0) = F1 · (F0 + F1) = F1 · F2 = F1 · F1+1 . XInduktionsvoraussetzung :Es gilt ∑n
i=1(Fi)

2 = Fn · Fn+1 für ein n ∈ N.



6 2 Die natürli
hen, ganzen und rationalen ZahlenInduktionss
hritt :∑n+1
i=1 (Fi)

2 =
∑n

i=1(Fi)
2 +(Fn+1)

2 = Fn ·Fn+1 +Fn+1 ·Fn+1 = Fn+1 · (Fn +Fn+1) =

Fn+1 · Fn+2 . X2.2 (a) (nk) = n!
k!(n−k)! =

(
n

n−k

),(b) (nn) = n!
n!(n−n)! = 1 = n!

0!(n−0)! =
(
n
0

),(
) Es gilt:
(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

n!

k!(n− k)! +
n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
=
n!(n− k + 1)

k!(n− k + 1)!
+

n!k

k!(n− k + 1)!

=
(n+ 1)!

k!(n− k + 1)!
=

(
n+ 1

k

)
.2.3 (a) Es gilt:

1000 · x− 10 · x = 990 · x = 10124.24− 101.24 = 10023 .Nun folgt: x = 10023
990 = 3341

330 .(b) Es sei a = 10 · 0.09 = 0.9. Dann gilt
10 · a− a = 9.9− 0.9 = 9 .Na
h a aufgelöst erhalten wir a = 1 und damit x = 0.09 = 1

10 .(
) Es gilt
106 · x− x = 142857.142857− 0.142857 = 142857 .Na
h x aufgelöst erhalten wir:

x =
142857

106 − 1
=

142857

999999
=

1

7
.2.4 Wir nummerieren die Wohneinheiten in der Reihenfolge ihrer Fertigstellungdur
h. Die k-te Wohnung hat 4380 − (k − 1) Verbrau
hstage, k = 1, 2, . . . , 4380. DieZahlen 4380− (k−1) dur
hlaufen die Werte 4380, 4379, . . . , 1. Die Anzahl N der Woh-nungsverbrau
hstage ist

N =

4380∑

k=1

k =
4380 · 4381

2
= 9594390 .Damit ist der dur
hs
hnittli
he Verbrau
h pro Tag und Wohnung

1.8709 · 108
N

= 19.5 kWh .



72.5 Wir bezei
hnen die S
huld na
h der k-ten Rate mit Sk. Der Verzinsungsfaktorist q = 1.07. Damit erhalten wir
S0 = 100 000 Euro ,
S1 = S0 · q −A ,
S2 = S1 · q −A = (S0 · q −A) · q −A ,
...

...

Sn = (· · · (S0 · q −A) · q −A) · q −A) · · · ) · q −A
= S0 · qn −A · (qn−1 + qn−2 + · · ·+ q + 1)

= S0 · qn −A · q
n − 1

q − 1
.Die Bedingung S20 = 0 liefert demna
h

0 = S0 · q20 −A · q
20 − 1

q − 1
.Aufgelöst na
h A bedeutet das:

A = S0 · q20 q − 1

q20 − 1
≈ 9439.29 Euro .



3 Die reellen Zahlen3.1 Angenommen, √2 ist rational. Dann wäre √2 = m
n ∈ Q und dur
h Kürzenerhielten wir √2 = p

q , wobei p und q teilerfremd wären. Mit Quadrieren folgte dann:
(
√
2)2 =

p2

q2
⇐⇒ 2q2 = p2 .Es müsste also die Zahl p2 gerade sein, da sie 2 als Teiler hat. Damit wäre dann au
h pgerade, also p = 2r mit r ∈ Z. Einsetzen lieferte dann:

2q2 = p2 ⇐⇒ 2q2 = 4r2 ⇐⇒ q2 = 2r2.Damit wäre also au
h q gerade. Dann hätten sowohl p als au
h q den Teiler 2. Das stehtim Widerspru
h dazu, dass p und q teilerfremd sind. Es gibt demna
h keine Darstellungvon √2 als Bru
h.3.2 (a) Die erste Idee ist, diese Unglei
hung mit x + 1 zu multiplizieren. Dazu isteine Fallunters
heidung x+ 1 > 0 und x+ 1 < 0 nötig. Wir vermeiden diese Fallunter-s
heidung dur
h folgenden Tri
k, wobei das Glü
k uns beisteht und si
h der entstehendeQuotient derart vereinfa
ht, sodass keine Fallunters
heidung nötig wird:
x− 1

x+ 1
< 1 ⇔ x− 1

x+ 1
− 1 < 0 ⇔ x− 1− (x+ 1)

x+ 1
< 0⇔ − 2

x+ 1
< 0

⇔ x+ 1 > 0 ⇔ x > −1 ,sodass L = {x ∈ R | x > −1}.(b) Die Mitterna
htsformel zeigt, dass das Polynom x2 + x+1 keine reellen Nullstellenhat:
x1/2 = −1

2
±
√

1

4
− 1 mit 1

4
− 1 < 0 .Damit gibt es keinen Vorzei
henwe
hsel. Setzt man x = 0 ein, so stimmt die Unglei-
hung, damit ist die Unglei
hung aber für alle x ∈ R erfüllt, also L = R.(
) Es gilt:

x3 − x2 < 2x− 2 ⇔ (x− 1)(x2 − 2) < 0 .1. Fall: x− 1 > 0 und x2 < 2. In diesem Fall gilt L1 = {x ∈ R | 1 < x <
√
2}.2. Fall: x− 1 < 0 und x2 − 2 > 0. In diesem Fall gilt L2 = {x ∈ R |x < −
√
2}.Insgesamt erhalten wir L = {x ∈ R | x < −

√
2 ∨ 1 < x <

√
2}.(d) Wir unters
heiden 1− x ≥ 0 und 1− x < 0:1. Fall: 1− x ≥ 0. Dann erhalten wir:

1− x ≤ 1 + 2x ⇔ 3x ≥ 0 ⇔ x ≥ 0 , also L1 = {x ∈ R | 0 ≤ x ≤ 1} .



92. Fall: 1− x < 0. Dann erhalten wir:
−(1− x) ≤ 1 + 2x ⇔ x− 1 ≤ 2x+ 1 ⇔ x ≥ −2 , also L2 = {x ∈ R | x > 1} .Insgesamt erhalten wir L = {x ∈ R | x ≥ 0}.(e) Wir erhalten mit der Mitterna
htsformel

15x2 ≤ 7x+ 2 ⇔ 15(x− 2/3)(x+ 1/5) ≤ 0 .1.Fall: x− 2/3 > 0 und x+ 1/5 < 0. Sol
he x ∈ R gibt es ni
ht, sodass L1 = ∅.2. Fall: x− 2/3 ≤ 0 und x+ 1/5 ≥ 0. In diesem Fall erhalten wir L2 = [−1/5, 2/3].Insgesamt haben wir also L = [−1/5, 2/3].(f) Wir lösen die Beträge auf, indem wir eine Fallunters
heidung gemäÿ der Teilmengen
(−∞,−1), [−1, 5/2) und [5/2,∞) betra
hten:1. Fall: x ≥ 5/2. Es gilt x + 1 + 5x − 2 = 6 ⇔ 6x = 7 ⇔ x = 7/6. Hier erhalten wir
L1 = {7/6}.2. Fall: x < −1. Es gilt −x− 1 − 5x+ 2 = 6 ⇔ 6x = −5 ⇔ x = −5

6
. Hier erhaltenwir L2 = ∅.3. Fall: −1 ≤ x < 5/2. Es gilt x + 1 − 5x + 2 = 6 ⇔ 4x = −3 ⇔ x = −3/4. Hiererhalten wir L3 = {−3/4}.Insgesamt erhalten wir die Lösungsmenge L = {−3/4, 7/6}.(g) Wir werden den Betrag los, indem wir die Fälle x ≥ 0 und x < 0 unters
heiden:1. Fall: x ≥ 0. Es gilt x2

/2 = 8 ⇔ x2 = 16 ⇔ x = 4. Hier erhalten wir L1 = {4}.2. Fall: x < 0. Es gilt −x2
/2 = 8 ⇔ x2 = −16. Sol
he x gibt es in R ni
ht, sodass

L2 = ∅.Insgesamt erhalten wir L = {4}.(h) Wir unters
heiden die Fälle x ≥ 0 und x < 0.1. Fall: x ≥ 0. Es gilt x2 = 1
2x

3 ⇔ x3−2x2 = 0 ⇔ x2(x−2) = 0 ⇔ x = 0 ∨ x = 2.Hier erhalten wir L1 = {0, 2}.2. Fall: x < 0. Es gilt −x2 = 1
2x

3 ⇔ x3 +2x2 = 0 ⇔ x2(x+2) = 0 ⇔ x = −2. Hiererhalten wir L2 = {−2}.Insgesamt erhalten wir L = {−2, 0, 2}.(i) Wir ma
hen eine Fallunters
heidung, um den Betrag loszuwerden.1. Fall: x− 4 ≥ 0. Es gilt:
x− 4 > x2 ⇔ x2 − x < −4 ⇔ x2 − x+ 1/4 < −15/4 ⇔ (x− 1/2)2 < −15/4 ,



10 3 Die reellen Zahlensol
he gibt es in R ni
ht, sodass L1 = ∅.2. Fall: x− 4 < 0. Es gilt:
−x+ 4 > x2 ⇔ x2 + x < 4 ⇔ x2 + x+ 1/4 < 17/4 ⇔ (x+ 1/2)2 < 17/4

⇔ −
√

17/2 < x+ 1/2 <
√

17/2 ⇔ (−1−
√

17)/2 < x < (−1+
√

17)/2 .Damit erhalten wir L2 =
{
x ∈ R | − (

√
17+1)/2 < x < (−1+

√
17)/2

}.Insgesamt erhalten wir L = L2 = (−(
√
17+1)/2, (−1+

√
17)/2).3.3 (a) Es gelte p = m1

n1
, q = m2

n2
∈ Q. Dann gilt p+q = m1

n1
+ m2

n2
= m1n2+m2n1

n1n2
∈ Q,also stimmt die Behauptung.(b) Diese Behauptung kann ni
ht stimmen: Es sind nämli
h r =

√
2 und s = −

√
2irrationale Zahlen, die Summe r + s = 0 hingegen rational.(
) Angenommen, z ∈ Q. Dann gilt r = z − p ∈ Q, das stimmt ni
ht. Damit kann zni
ht rational sein, somit ist z irrational.3.4 (a) Fals
h, da z.B. |0− 1| = 1 6≤ −1 = |0| − |1|.(b) Fals
h, da z.B. |1− (−1)| = 2 6= 0 = ||1| − | − 1||.(
) Ri
htig, da für alle x, y ∈ R gilt:

|x| = |x− y + y| ≤ |x− y| + |y| ⇒ |x| − |y| ≤ |x− y|
|y| = |y − x+ x| ≤ |y − x|+ |x| ⇒ |y| − |x| ≤ |y − x| ⇒ −(|x| − |y|) ≤ |x− y| .Damit gilt also ||x| − |y|| ≤ |x− y|.3.5 (a) Die ersten Elemente der Menge lauten 1/2, 2/3, 3/4, 4/5 , . . .. Man s
höpft denVerda
ht: 1/2 ≤ x ≤ 1 für alle x ∈M . Bleibt nur no
h, den Verda
ht zu begründen.Wir beginnen mit der unteren S
hranke:

x ≥ 1/2 ∀x ∈M ⇔ n/n+1 ≥ 1
2 ∀n ∈ N ⇔ 2n ≥ n+ 1 ∀n ∈ N ⇔ n ≥ 1 ∀n ∈ N .Damit ist gezeigt, dass 1/2 eine untere S
hranke von M ist, insbesondere M also na
hunten bes
hränkt ist. Wegen 1/2 ∈M ist gezeigt: inf(M) = 1/2 und min(M) = 1/2.Nun zur oberen S
hranke:

x ≤ 1 ∀ x ∈M ⇔ n
n+1 ≤ 1 ∀n ∈ N ⇔ n ≤ n+ 1 ∀n ∈ N ⇔ 0 ≤ 1 n ∈ N .Damit ist gezeigt, dass 1 eine obere S
hranke von M ist. Angenommen, es gibt eineweitere obere S
hranke b < 1 von M , also x ≤ b für alle x ∈M , dann folgt:

x ≤ b < 1 ∀x ∈M ⇔ n
n+1 ≤ b ∀n ∈ N ⇔ n ≤ bn+ b ∀n ∈ N

⇔ (1− b)n ≤ b ∀n ∈ N ⇔ n ≤ b
1−b ∀n ∈ N



11(bea
hte, dass 1 − b > 0), das ist ni
ht mögli
h, da N unbes
hränkt ist. Damit gilt
sup(M) = 1. Da 1 /∈M , hat die Menge M kein Maximum.(b) S
hreibt man die ersten Elemente von M auf, so erkennt man s
hnell, dass man ambesten zwis
hen den geraden und ungeraden n ∈ N unters
heiden sollte: M =Mg ∪Mumit

Mg =
{
x ∈ R | x = 1

2k+1 + 1
2k , k ∈ N

} und Mu =
{
x ∈ R |x = 1

2k , k ∈ N
}
.Damit haben wir also

Mg = {5/6, 9/20, 13/42, . . .} , Mu = {1/2, 1/4, 1/6, . . .} .Da o�enbar max(Mg) = 5/6 und max(Mu) = 1/2 gilt, erhalten wir bereits:
max(M) = sup(M) = 5/6 .O�ensi
htli
h ist 0 eine untere S
hranke von M . Angenommen, 0 ist ni
ht das In�mum.Dann gibt es ein c > 0 mit x ≥ c für alle x ∈M . Es folgt

1
2k
≥ c ∀ k ∈ N ⇔ k ≤ 1

2c
∀ k ∈ N .Das kann ni
ht sein, da N ni
ht na
h oben bes
hränkt ist. Es folgt damit inf(M) = 0.Da 0 6∈M , hat M kein Minimum.(
) Wir bere
hnen zuerst ein paar Elemente der Menge:

M = {1/2, 4/4, 9/8, 16/16, 25/32, 36/64, . . .}Es liegt die Vermutung nahe, dass n2
/2n ≤ 1 für n ≥ 4, d. h. n2 ≤ 2n ∀n ≥ 4. Wirbeweisen diese per Induktion na
h n:Induktionsanfang : Für n = 4 ist die Aussage erfüllt. XInduktionsbehauptung : Es gelte n2 ≤ 2n für ein n ∈ N≥4.Induktionss
hritt : Zu zeigen ist: (n+ 1)2 ≤ 2n+1. Es gilt:

(n+ 1)2 = n2 + 2n+ 1<n2 + 2n+ n = n2 + 3n<n2 + n · n = 2 · n2≤2 · 2n = 2n+1 .Damit gilt n2 ≤ 2n für n ≥ 4 und folgli
h n2
/2n ≤ 1 für n ≥ 4.Es ist demna
h sup(M) = max(M) = 9/8. Auÿerdem gilt wegen

(n+1)2/2n+1

n2
/2n

=
(n+ 1)2

2n2
= 1

2

(
n+ 1

n

)2

= 1
2

(
1 +

1

n

)2

< 1 ∀n ≥ 3,dass (n+1)2/2n+1 < n2
/2n ist, für alle n ≥ 3. Man sagt: Die Folge (n2

/2n
) fällt �s
hlieÿli
hstreng monoton�. Wegen der Bes
hränktheit na
h unten dur
h 0 gilt inf(M) = 0; einMinimum existiert ni
ht, es gibt in M nämli
h kein kleinstes Element.



4 Mas
hinenzahlen4.1 2005 = 1024+512+256+128+64+16+4+1 = 1 · 210+1 · 29+1 · 28+1 · 27+
1 ·26+0 ·25 +1 ·24+0 ·23+1 ·22+0 ·21+1 ·20. Damit gilt (2005)10 = (11111010101)2.Wegen 0.25 = 1

4 = 2−2 gilt (0.25)10 = (0.01)2.4.2 (a) Es gilt 967 = 512 + 256 + 128 + 64 + 4 + 2 + 1 = 1 · 29 + 1 · 28 + 1 · 27 + 1 ·
26 + 0 · 25 + 0 · 24 + 0 · 23 + 1 · 22 + 1 · 21 + 1 · 20. Damit gilt (967)10 = (1111000111)2.Wegen 0.5 = 1

2 = 2−1 gilt (0.5)10 = (0.1)2.(b) Wegen 1 · 27 + 1 · 26 + 0 · 25 + 0 · 24 + 1 · 23 + 1 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20 = 205 gilt
(11001101)2 = (205)10.(
) Es gilt 1111 · 11 = 11110+ 1111 = 101101.Die Probe liefert (11)2 = (3)10, (1111)2 = (1+2+22+23)10 = (15)10 und (101101)2 =

(1 + 22 + 23 + 25)10 = (45)10.4.3 Dur
h Eingabe von:a=1/11;for i=1:30if a>=1a = a-1; x(i) = 1;else x(i) = 0;enda = 2*a;endxerhält man x = 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0.Daraus kann man ablesen, dass 1/11 binär ges
hrieben 0.0001011101 lautet.4.4 Der folgende Code taugt:fun
tion [ x ℄ = binaerganz( a )k=1;while a>=1if mod(a,2) ~= 0x(k)=1; a=a-1; a=a/2; k=k+1;elsex(k)=0; a=a/2; k=k+1;endendx=x(end:-1:1);



134.5 In M2,4,−3,3 gibt es 2 · 23 · 7+ 1 = 113 Mas
hinenzahlen. Es gilt eps = 2−3 = 1
8 .Verfügbare Mantissen:Mantisse in der Basis 10

±0000 = ±(0 · 2−1 + 0 · 2−2 + 0 · 2−3 + 0 · 2−4) = 0

±1000 = ±(1 · 2−1 + 0 · 2−2 + 0 · 2−3 + 0 · 2−4) = ±1
2

±1001 = ±(1 · 2−1 + 0 · 2−2 + 0 · 2−3 + 1 · 2−4) = ± 9
16

±1010 = ±(1 · 2−1 + 0 · 2−2 + 1 · 2−3 + 0 · 2−4) = ±5
8

...
...

±1111 = ±(1 · 2−1 + 1 · 2−2 + 1 · 2−3 + 1 · 2−4) = ±15
16Verfügbare Exponenten:Exponent in der Basis 10

−11 = −(1 · 21 + 1 · 20) = −3
−10 = −(1 · 21 + 0 · 20) = −2
−01 = −(0 · 21 + 1 · 20) = −1
±00 = ±(0 · 21 + 0 · 20) = 0

+01 = +(0 · 21 + 1 · 20) = 1

+10 = +(1 · 21 + 0 · 20) = 2

+11 = +(1 · 21 + 1 · 20) = 3Damit erhalten wir
xmin=+1000−11=+(1 · 2−1 + 0 · 2−2 + 0 · 2−3 + 0 · 2−4) · 2−(1·21+1·20)= 1

2 · 2
−3= 1

16

xmax=+1111+11=+(1 · 2−1 + 1 · 2−2 + 1 · 2−3 + 1 · 2−4) · 2+(1·21+1·20)= 15
16 · 2

3= 15
2 .4.6 MATLAB kann au
h mit ni
htnormalisierten Mas
hinenzahlen arbeiten. DerBefehl realmin liefert die Zahl

0.1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
52

2 · 2emin , emin = −1022Diese Zahl teilen wir dur
h 252 und kriegen
0.0 . . . 012 · 2emin .Erneutes Teilen dur
h 2 liefert (endli
h) 0.Der Befehl realmax gibt

0.1 . . . 12 · 2emax , emax = 1023.



14 4 Mas
hinenzahlenAus der IEEE Arithmetik (grundlegende arithmetis
he Operationen sind rundungs-genau) wissen wir, dass, solange die gerundete Summe kleiner als 2emax ist, wir aufrealmax was draufaddieren dürfen und dabei wieder realmax als Resultat bekommen.Anmerkung: Aus dem glei
hen Grund liefert (1+eps/2)-1 Null!4.7 Es ist z1 − 1 die Mas
hinengenauigkeit, das ist dur
h die Länge der Mantissebedingt. Weiter wissen wir: z1 = 1+ 21−t = 1+ 2−23. Die kleinste darstellbare positiveZahl z0 hängt aber au
h no
h von dem Exponent ab, kann also viel kleiner werden.Diese Zahl ist gegeben dur
h m = 1 und e = emin, also 2−24 · 2−126 = 2−150.



5 Polynome5.1 (a) Es gilt p(x) = q(x) (x3 + 2x2 − x+ 2).(b) Es gilt p(x) = q(x) (x3 − 5x+ 6)− 2x− 8.5.2 Auswerten der Polynome an Stellen wie 0, 1, -1 und/oder quadratis
he Er-gänzung liefert Nullstellen. Dur
h Polynomdivision lassen si
h die Polynome dann inFaktoren zerlegen.(a) p1(x) = (x+ 1)(x2 − x− 1) = (x− 1)(x− 1
2
(1 +

√
5))(x− 1

2
(1−

√
5)).(b) p2(x) = (x− 1)(x3− 2x2− 5x+6) = (x− 1)2(x2− x− 6) = (x− 1)2(x+2)(x− 3).(
) Mit der Substitution u = x2 ergibt si
h eine quadratis
he Glei
hung für u:

u2 − 6u+ 7 = (u− 3)2 − 2 = 0 .Die Lösungen dieser quadratis
hen Glei
hung sind dur
h u = 3±
√
2 gegeben. Fürdie vier Nullstellen bzw. die Faktorisierung des Polynoms p3(x) folgt somit

p3(x) = (x+

√
3 +
√
2)(x−

√
3 +
√
2)(x+

√
3−
√
2)(x−

√
3−
√
2) .(d) p4(x) = 9x4 + 30x3 + 16x2 − 30x− 25 = (x+ 1) (x− 1) (3x+ 5)2.(e) p5(x) = x3 − 7x2 + 4x+ 12 = (x+ 1) (x− 2) (x− 6).(f) Wir �nden keine Nullstelle, die wir wegdividieren können. Also ma
hen wir denAnsatz

p6(x) = (x2+ax+b)(x2+cx+d) = x4+(a+c)x3+(ac+d+b)x2+(ad+bc)x+bd .Ein Koe�zientenverglei
h liefert ein Glei
hungssystem
• a+ c = 1 • ac+ b+ d = 2 • ad+ bc = 1 • bd = 1Aus der ersten Glei
hung erhalten c = 1−a, dies eingesetzt in die zweite Glei
hungliefert a(1− a) + b+ d = 2. Wegen der letzten Glei
hung versu
hen wir es mit b =

d = 1 und erhalten nun a = 0 oder a = 1. Wir versu
hen es mit a = 0 und erhalten
c = 1. O�enbar erfüllen a = 0, b = 1, c = 1, d = 1 alle Glei
hungen. Damit habenwir die Zerlegung gefunden: p6(x) = x4+x3+2x2+x+1 =

(
x2 + 1

) (
x2 + x+ 1

).(g) p7(x) = x4 + 4x3 + 2x2 − 4x− 3 = (x+ 3) (x− 1) (x+ 1)2.(h) p8(x) = x3 + 1 = (x+ 1)(x2 − x+ 1).



16 5 Polynome5.3 (a) (1) Der Ansatz lautet:
x4−4

x2(x2+1)2 = A
x + B

x2 + Cx+D
x2+1 + Ex+F

(x2+1)2

= (A+C)x5+(B+D)x4+(2A+C+E)x3+(2B+D+F )x2+Ax+B
x2(x2+1)2 .(2) Multiplikation mit dem Nenner q(x) liefert:

x4 − 4 = (A+ C)x5 + (B +D)x4 + (2A+ C +E)x3 + (2B +D + F )x2 +Ax+B .(3) Wegen der Vielzahl der Unbekannten, versu
hen wir nun gar ni
ht, man
he dur
hEinsetzen spezieller Werte zu ermitteln.(4) Wir formulieren den Koe�zientenverglei
h als lineares Glei
hungssystem mit denMethoden aus Kapitel 9 (Rezeptebu
h): Der Koe�zientenverglei
h liefert



1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0
2 0 1 0 1 0
0 2 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0







A
B
C
D
E
F




=




0
1
0
0
0
−4



.Man erhält (der Reihe na
h): A = 0, B = −4, C = 0, D = 5, E = 0, F = 3.(5) Damit erhalten wir die Partialbru
hzerlegung:

x4−4
x2(x2+1)2 = − 4

x2 + 5
x2+1 + 3

(x2+1)2 .(b) (1) Der Ansatz lautet:
x

(1+x)(1+x2) = A
1+x + Bx+C

1+x2 = (A+B)x2+(B+C)x+(A+C)
(1+x)(1+x2) .(2) Multiplikation mit dem Nenner liefert

x = (A+B)x2 + (B + C)x+ (A+ C) .(3) Wir bevorzugen den Koe�zientenverglei
h.(4) Man erhält direkt: A = −1/2, B = C = 1/2.(5) Damit gilt
x

(1+x)(1+x2) = 1
2

1+x
1+x2 − 1

1+x .(
) (1) Der Ansatz lautet:
x−4

x(x2+1) = A
x + Bx+C

x2+1 = Ax2+A+Bx2+Cx
x(x2+1) = (A+B)x2+Cx+A

x(x2+1) .



17(2) Multiplikation mit dem Nenner liefert
x− 4 = (A+B)x2 + Cx+A .(3) Wir bevorzugen wieder den Koe�zientenverglei
h.(4) Der Koe�zientenverglei
h liefert A = −4, B = 4, C = 1.(5) Damit gilt:

x−4
x3+x = −4 1

x + 4x+1
x2+1 .(d) (1) Der Ansatz lautet:

x2

(x+1)(1−x2) = A
1+x + B

(1+x)2 + C
1−x = (C−A)x2+(2C−B)x+(A+B+C)

(1+x)(1−x2) .(2) Multiplikation mit dem Nenner liefert
x2 = (C −A)x2 + (2C −B)x+ (A+B + C) .(3) Wir verlassen uns auf den Koe�zientenverglei
h in (4).(4) Ein Koe�zientenverglei
h liefert:



−1 0 1
0 −1 2
1 1 1





A
B
C


 =



1
0
0


 




1 0 −1 −1
0 1 −2 0
0 0 4 1


 ,es folgt C = 1/4, B = 1/2, A = −3/4.(5) Es gilt also

x2

(x+1)(1−x2) = −3
4

1
1+x + 1

2
1

(1+x)2 + 1
4

1
1−x .(e) (1) Der Ansatz lautet:

9x
2x3+3x+5 = 1

2
9x

(x+1)(x2−x+
5
2 )

= 1
2

(
A

x+1 + Bx+C

x2−x+
5
2

)
= 1

2

(A+B)x2+(B+C−A)x+(
5
2A+C)

(x+1)(x2−x+
5
2)

.(2) Multiplikation mit dem Nenner liefert
9x = (A+B)x2 + (B + C −A)x+ (52A+ C) .(3) Wieder wollen wir die Koe�zienten verglei
hen:(4) Der Koe�zientenverglei
h liefert B = −A und somit C = 9+2A und somit 9

2
A+9 =

0. Also gilt A = −2, B = 2 und C = 5.



18 5 Polynome(5) Es gilt also
9x

2x3+3x+5 = 1
2

2x+5

x2−x+
5
2

− 1
x+1 .(f) (1) Der Ansatz lautet:

4x2

(x+1)2(x2+1)2 = A
x+1 + B

(x+1)2 + Cx+D
x2+1 + Ex+F

(x2+1)2

= A(x+1)(x2+1)2+B(x2+1)2+(Cx+D)(x+1)2(x2+1)+(Ex+F )(x+1)2

(x+1)2(x2+1)2

= (A+C)x5+(A+B+2C+D)x4+(2A+2C+2D+E)x3

(x+1)2(x2+1)2

+ (2A+2B+2C+2D+2E+F )x2+(A+C+2D+E+2F )x+(A+B+D+F )
(x+1)2(x2+1)2 .(2) Multiplikation mit dem Nenner liefert

4x2 = (2A+2B+2C+2D+2E+F )x2 +(A+C+2D+E+2F )x+(A+B+D+F ) .(3) Wir wollen die Koe�zienten verglei
hen.(4) Der Koe�zientenverglei
h liefert ein etwas gröÿeres Glei
hungssystem, das wir mitden Methoden aus Kapitel 9 lösen:



1 0 1 0 0 0
1 1 2 1 0 0
2 0 2 2 1 0
2 2 2 2 2 1
1 0 1 2 1 2
1 1 0 1 0 1







A
B
C
D
E
F




=




0
0
0
4
0
0



 




1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 −1
0 0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 0 1 0


(5) Aus obigem Glei
hungssystem erhalten wir nun die Lösung:

4x2

(x+1)2(x2+1)2 = 1
(x+1)2 − 1

x2+1 + 2x
x2+1 .



6 Trigonometris
he Funktionen6.1 (a) Es sei x ∈ [−1, 1]. Da arcsin auf [−1, 1] de�niert ist, gilt sin ( arcsin(x)) = x.Auÿerdem besagt der Satz des Pythagoras sin2
(
arcsin(x)

)
+ cos2

(
arcsin(x)

)
= 1, also

cos2
(
arcsin(x)

)
= 1− sin2 ( arcsin(x)

)
= 1− x2 .Da −π

2 ≤ arcsin(x) ≤ π
2 ist cos ( arcsin(x)) ≥ 0 und Wurzelziehen liefert:

cos
(
arcsin(x)

)
=
√

1− x2 .(b) Es sei x ∈ R. Dann gilt x = tan(arctan(x)) = sin(arctan(x))
cos(arctan(x)) .Mit Pythagoras (siehe Teil (a)) erhalten wir

sin(arctan(x)) = x
√

1− sin2(arctan(x)) .Au�ösen na
h sin(arctan(x)) liefert die Behauptung.6.2 Mit den Additionstheoremen gilt für alle x, y ∈ R:
sin(x− y) + sin(x+ y)=(sin(x) cos(y)− cos(x) sin(y))+(sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y))

= 2 sin(x) cos(y) .6.3 Unter Verwendung der bekannten Formeln zur Trigonometrie erhält man:(a) 1− tan2 (x/2)

1 + tan2 (x/2)
=

1− sin2(x/2)
cos2(x/2)

1 + sin2(x/2)
cos2(x/2)

=
cos2 (x/2)− sin2 (x/2)

cos2 (x/2) + sin2 (x/2)

= cos2 (x/2)− sin2 (x/2) =
1 + cos(x)

2
− 1− cos(x)

2
= cos(x) .(b) 2 tan (x/2)

1 + tan2 (x/2)
= 2 · sin (x/2)

cos (x/2)
(
1 + sin2(x/2)

cos2(x/2)

) = 2 · sin (x/2) cos (x/2)

cos2 (x/2) + sin2 (x/2)

= 2 sin (x/2) cos (x/2) = sin (x/2− x/2) + sin (x/2 + x/2) = sin(x) .(
) cos4(x)− sin4(x) =
(
cos2(x)− sin2(x)

)
·
(
cos2(x) + sin2(x)

)
= cos2(x)− sin2(x)

=
1 + cos(2x)

2
− 1− cos(2x)

2
= cos(2x) .6.4 Wir formen die Unglei
hung um, damit wir lei
hter eine Ents
heidung tre�enkönnen:

sin(2x) ≤
√
3 sin(x) ⇔ 2 sin(x) cos(x)−

√
3 sin(x) ≤ 0 ⇔ sin(x)

(
2 cos(x)−

√
3
)
≤ 0 .Na
hdem ein Produkt zweier Zahlen nur dann negativ sein kann, wenn einer der Fak-toren negativ und der andere positiv ist, erhalten wir nun zwei Fälle:



20 6 Trigonometris
he Funktionen1. Fall: sin(x) ≤ 0 ∧ 2 cos(x)−
√
3 ≥ 0⇔ cos(x) ≥

√
3

2 : Es folgt:
L1 = {x ∈ R | π + 2mπ ≤ x ≤ 2π + 2mπ ∧ −π

6 + 2nπ ≤ x ≤ π
6 + 2nπ, m, n ∈ Z}

= {x ∈ R | − π
6 + 2kπ ≤ x ≤ 2kπ, k ∈ Z}.2. Fall: sin(x) ≥ 0 ∧ 2 cos(x)−

√
3 ≤ 0⇔ cos(x) ≤

√
3

2 : Es folgt:
L2 = {x ∈ R | 2mπ ≤ x ≤ π + 2mπ ∧ π

6 + 2nπ ≤ x ≤ 11π
6 + 2nπ, m, n ∈ Z}

= {x ∈ R | π6 + 2kπ ≤ x ≤ π + 2kπ, k ∈ Z}.Insgesamt haben wir damit die Lösungsmenge L = {x ∈ R | − π
6 +2kπ ≤ x ≤ 2kπ ∨ π

6 +

2kπ ≤ x ≤ π + 2kπ, k ∈ Z}.6.5 Wir formulieren die Glei
hung um: Wir ersetzen cos2 dur
h 1−sin2 und erhalteneine quadratis
he Glei
hung in sin:
5 sin(x)− 2 cos2(x) = 1 ⇔ 5 sin(x)− 2

(
1− sin2(x)

)
= 1

⇔ sin2(x) +
5

2
sin(x)− 3

2
= 0 .Substitution mit y = sin(x) liefert die Glei
hung y2 + 5

2y − 3
2 = 0. Dur
h Lösen derGlei
hung mit der Mitterna
htsformel erhält man die beiden Nullstellen y1 = 1

2 und
y2 = −3. Es gilt nun no
h die Glei
hung sin(x) = y für y ∈ {−3, 12} zu lösen. Da
sin(x) ∈ [−1, 1], gibt es für y = −3 keine Lösung, für y = 1

2
gilt L = {x ∈ R | x =

π
6
+ 2kπ ∨ x = 5π

6
+ 2kπ, k ∈ Z}.6.6 (a) Im folgenden Bild sieht man die Graphen, die umso s
hneller s
hwingen, jegröÿer n ist:

0 1 2 3 4 5 6

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
n=1

n=2

n=3

n=4

6.7 Dur
h Anwenden des Additionstheorems für den Kosinus erhalten wir:
cos(x− ϕ) = cos(x) cos(ϕ) + sin(x) sin(ϕ) .Die na
hzuweisende Glei
hung hat damit die Form

a cos(x) + b sin(x) = R cos(x− ϕ) = (R cos(ϕ)) cos(x) + (R sin(ϕ)) sin(x) .



21Diese Glei
hung gilt genau dann, wenn
a = R cos(ϕ) und b = R sin(ϕ) .Quadrieren und Addieren dieser Glei
hungen liefert wegen sin2(x) + cos2(x) = 1:

a2 + b2 = R2 .Und Division der beiden Glei
hungen liefert
b

a
=
R sin(ϕ)

R cos(ϕ)
= tan(ϕ) .



7 Komplexe Zahlen � Kartesis
heKoordinaten7.1 Man bea
hte die Re
henregeln z1 + z2 = z1+z2 und z1 · z2 = z1 ·z2 für z1, z2 ∈
C. Damit erhalten wir für z:

p(z) = anz
n + . . . + a1z + a0 = anzn + . . .+ a1z + a0

= anzn + . . . + a1z + a0 = anzn + . . .+ a1z + a0 = p(z) = 0 = 0 .Es ist also au
h z eine Nullstelle von z.7.2 (a) Ausmultiplizieren liefert:
z = (2− i)(1 + 2 i) = 2− i +4 i+2 = 4 + 3 i .Es ist demna
h Re(z) = 4, Im(z) = 3 und |z| = √16 + 9 = 5.(b) Wir erweitern mit dem Komplexkonjugierten des Nenners und erhalten:

z =
50− 25 i

−2 + 11 i
· −2− 11 i

−2− 11 i
=
−100 + 50 i−550 i−275

125
= −3− 4 i .Entspre
hend ist Re(z) = −3, Im(z) = −4 und damit wiederum |z| = 5.(
) Wir können die erste Binomis
he Formel verwenden:

z = (1 + i
√
3)2 = 1 + 2

√
3 i+3 i2 = 1− 3 + 2

√
3 i = −2 + 2

√
3 i .Wir können ablesen: Re(z) = −2, Im(z) = 2

√
3 und |z| = √4 + 12 = 4 .(d) Zuerst betra
hten wir Potenzen von i. Es gilt:

i2 = −1, i3 = − i, i4 = 1, i5 = i, i6 = −1, i7 = − i, i8 = 1, . . .Jeweils na
h vier S
hritten, wiederholt si
h das Ganze, wir können also vereinfa
hen:
z = i96+3 + i100 +2 i100+1−2 = i4·24 · i3 + i4·25 +2 · i4·25 · i−2
= 1 · i3 +1 + 2 · i−2 = − i +1 + 2 i−2 = −1 + i .Damit ergibt si
h Re(z) = −1, Im(z) = 1 und |z| = √2.7.3 Es ist o�ensi
htli
h, dass z1 = 0 eine Nullstelle von p ist. Wir klammern dieseaus und erhalten p = z(z2 + 4z + 8). Die Nullstellen des zweiten Faktors erhalten wirnun mit der Mitterna
htsformel. Es gilt:

z2/3 =
−4±

√
16− 32

2
=
−4± 4 i

2
⇐⇒ z2 = −2 + 2 i ∧ z3 = −2− 2 i .



237.4 (a) Hier führt Ausmultiplizieren bereits zum Ziel:
(1 + 4 i) · (2− 3 i) = (2− 3 i+8 i+12) = 14 + 5 i .(b) Hier führt Erweitern mit dem Komplexkonjugierten des Nenners zum Ziel:

4

2 + i
=

4 · (2− i)

(2 + i)(2− i)
=

8− 4 i

4 + 1
=

8

5
− 4

5
i .(
) Wir bea
hten die Tatsa
he, dass i2 = −1, i3 = − i, ...

2009∑

n=0

in = i0 + i1 + i2 + i3︸ ︷︷ ︸
=0

+ i4 + i5 + i6 + i7︸ ︷︷ ︸
= 0

+. . .+ i2004 + i2005 + i2006 + i2007︸ ︷︷ ︸
= 0

+ i2008 + i2009

= 1 + i .7.5 (a) |z + i | ≤ 3 liefert einen ausgefüllten Kreis um − i mit Radius 3.(b) Re(z̄ − i) = z impliziert z ∈ R. Da alle x ∈ R diese Glei
hung erfüllen, handelt essi
h hier um die gesamte reelle A
hse.(
) Wir nennen die zu bestimmende Menge M . Aus
(z − 3)(z − 3) = |z − 3|2 = 4|z + 3|2 = 4(z + 3)(z + 3)erhalten wir die Glei
hung

|z|2 − 3z − 3z + 9 = 4|z|2 + 12z + 12z + 36 bzw. |z|2 + 5z + 5z + 9 = 0 .Somit gilt für Zahlen z ∈M die Beziehung
|z + 5|2 = 16 .Also folgt

z ∈ K = {z ∈ C | |z + 5| = 4} .Andererseits ergibt si
h dur
h dieselbe Re
hnung, dass z ∈ K au
h z ∈ M impliziert.Somit haben wir gezeigt, dass M = K ist. Die Menge bes
hreibt den Kreis mit Radius
4 um den Mittelpunkt −5 ∈ C.7.6 Wir erhalten jeweils mit der Mitterna
htsformel:(a) z2 − 4z + 5 = 0 ⇔ z = 2 + i ∨ z = 2− i.(b) z2 + (1− i)z − i = 0 ⇔ z1/2 = −(1−i)±

√
2 i

2 ⇒ z = i ∨ z = −1.(
) z2 + 4z + 8 = 0 ⇔ z = −2 + 2 i ∨ z = −2− 2 i.



8 Komplexe Zahlen �Polarkoordinaten8.1 Erste Formel: Wir multiplizieren z1 = r1
(
cos(ϕ1) + i sin(ϕ1)

)
6= 0 mit z2 =

r2
(
cos(ϕ2) + i sin(ϕ2)

)
6= 0:

z1 · z2 = r1
(
cos(ϕ1) + i sin(ϕ1)

)
r2
(
cos(ϕ2) + i sin(ϕ2)

)

= r1r2
(
(cos(ϕ1) cos(ϕ2)− sin(ϕ1) sin(ϕ2)) + i(sin(ϕ1) cos(ϕ2) + cos(ϕ1) sin(ϕ2))

)

= r1r2
(
cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)

)
,wobei wir bei der letzten Glei
hheit die Additionstheoreme von Seite 43 (Rezeptebu
h) be-nutzt haben.Zweite und dritte Formel: Diese Formeln ergeben si
h sofort aus der ersten Formel.Vierte Formel: Die letzte Formel zu den Wurzeln begründet man wie folgt: Für jedes

k = 0, . . . , n gilt wegen der ersten Formel für zk:
znk = ( n

√
r)n
(
cos
(
n
ϕ+ 2kπ

n

)
+ i sin

(
n
ϕ+ 2kπ

n

))

= r
(
cos(ϕ+ 2kπ) + i sin(ϕ+ 2kπ)

)
= r
(
cos(ϕ) + i sin(ϕ)

)
= z .Damit ist jedes der n angegebenen zk eine n-te Wurzel von z. Diese n Zahlen sind au
hno
h vers
hieden: Diese Zahlen z0, . . . , zn−1 liegen nämli
h in der Zahlenebene C aufeinem Kreis um 0 mit Radius n

√
r im Winkelabstand 2π

n . Damit sind sie (paarweise)vers
hieden.8.2 Wir wenden die bekannten Umre
hnungsformeln an:(a) Für z1 = −2 i gilt r =√02 + (−2)2 = 2 und ϕ = − arccos
(
0
2

)
= −π

2 .Damit erhalten wir z1 = 2
(
cos
(
−π

2

)
+ i sin

(
−π

2

)).Für z2 = i−1 gilt r =√(−1)2 + 12 =
√
2 und ϕ = arccos

(
− 1√

2

)
= 3

4π.Damit erhalten wir z2 =
√
2
(
cos
(
3
4π
)
+ i sin

(
3
4π
)).Es gilt z3 = 1

2 (−1 +
√
3 i) ⇒ r1 = 1

2

√
1 + 3 = 1, ϕ1 = arccos

(
−1

2

)
= 2

3π.Damit erhalten wir z3 = cos
(
2
3π
)
+ i sin

(
2
3π
).Es gilt z4 = 2

1−i = 2(1+i)
(1−i)(1+i) = 2(1+i)

2 = 1 + i ⇒ r2 =
√
1 + 1 =

√
2, ϕ2 =

arccos
(

1√
2

)
= π

4 .Damit erhalten wir z4 =
√
2
(
cos
(
π
4

)
+ i sin

(
π
4

)).(b) Für r1 = 2 und ϕ1 = 1
2π gilt a = 2 cos

(
1
2π
)
= 0 und b = 2 sin

(
1
2π
)
= 2. Es sind ader Real- und b der Imaginärteil.



25Damit erhalten wir z = 2 i.Für r2 = 1 und ϕ2 = 3
4π gilt a = 1 cos

(
3
4π
)
= − 1√

2
und b = 1 sin

(
3
4π
)
= 1√

2
. Es sind

a der Real- und b der Imaginärteil.Damit erhalten wir z = 1√
2
(−1 + i).Für r3 = 3 und ϕ3 = 5π/4 gilt a = 3 cos (5π/4) = − 3√

2
und b = 3 sin (5π/4π) = − 3√

2
. Essind a der Real- und b der Imaginärteil.Damit erhalten wir z = −3

(
1√
2
+ i 1√

2

).Für r4 = 4 und ϕ4 = 2
3
π gilt a = 4 cos

(
2
3
π
)
= −4

2
und b = 3 sin

(
2
3
π
)
= 4

√
3

2
. Es sind ader Real- und b der Imaginärteil.Damit erhalten wir z = −2 + 2

√
3 i.8.3 Die Lösungen dieser Glei
hung sind die n vers
hiedenen n-ten Wurzeln aus der

1, diese lauten
zk = cos

(
2πk
n

)
+ i sin

(
2πk
n

)
, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} .8.4 Wir s
hreiben die komplexe Zahl z =
√
3+ i in Polarkoordinaten. Hier erhaltenwir r = √3 + 1 = 2 und ϕ = arccos

(√
3

2

)
= π

6 , also z = 2
(
cos
(
π
6

)
+ i sin

(
π
6

)).Nun gilt:
z100 = 2100

(
cos
(
100 · π6

)
+ i sin

(
100 · π6

))
= 2100

(
cos
(
50 · π3

)
+ i sin

(
50 · π3

))

= 2100
(
cos
(
2
3π + 16π

)
+ i sin

(
2
3π + 16π

))
= 2100

(
cos
(
2
3π
)
+ i sin

(
2
3π
))

= 2100
(
−1

2
+ i

√
3

2

)
.Damit gilt Re (z100) = −299 und Im (z100) = √3 · 299.8.5 (a) Zuerst bestimmen wir die Polardarstellung:

z = −2 i = 2
(
cos
(
−π
2

)
+ i sin

(
−π
2

))
= 2

(
cos
(
−π
2
+ 2π

)
+ i sin

(
−π
2
+ 2π

))
.Damit erhalten wir mit der Formel für die zwei zweiten Wurzeln:

a0 =
√
2
(
cos
(
−π

4

)
+ i sin

(
−π

4

))
=
√
2
(

1√
2
− i 1√

2

)
= 1− i ,

a1 =
√
2
(
cos
(
3
4π
)
+ i sin

(
3
4π
))

=
√
2
(
− 1√

2
+ i 1√

2

)
= −1 + i .(b) Zuerst bestimmen wir die Polardarstellung: z = −8 = 8 (cos(π) + i sin(π)).



26 8 Komplexe Zahlen � PolarkoordinatenDamit erhalten wir mit der Formel für die drei dritten Wurzeln:
a0 =

3
√
8
(
cos
(
π
3

)
+ i sin

(
π
3

))
= 2

(
1
2 + i

√
3

2

)
= 1 +

√
3 i ,

a1 =
3
√
8 (cos(π) + i sin(π)) = 2 (−1 + i ·0) = −2 ,

a2 =
3
√
8
(
cos
(
5
3π
)
+ i sin

(
5
3π
))

= 2
(

1
2 − i

√
3

2

)
= 1−

√
3 i .(
) Die Polardarstellung lautet: z = 8

(
1−
√
3 i
)
= 16

(
cos
(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

)).Damit erhalten wir mit der Formel für die zwei zweiten Wurzeln:
a0 =

√
16
(
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

))
= 4

(√
3

2 − i 1
2

)
= 2
√
3− 2 i ,

a1 =
√
16
(
cos
(
−7

6π
)
+ i sin

(
−7

6π
))

= 4
(
−

√
3

2 + i 1
2

)
= −2

√
3 + 2 i .8.6 Die folgende Eingabe liefert den Plot:z=1/sqrt(2)*(1+i);
ompass(z)hold onfor k=2:8
ompass(z^k)end   0.2

  0.4
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30
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240
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300
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8.7 Der folgende Code taugt:fun
tion [ w ℄ = zeigerplot( z,n )%zei
hnet die n-ten Wurzeln von z in einen plota=real(z);b=imag(z);[phi,r℄ = 
art2pol(a,b);w=zeros(1,n);for k=1:nw(k)=r^(1/n)*(
os((phi+2*(k-1)*pi)/n) + i*sin((phi+2*(k-1)*pi)/n));end
ompass(w(1));hold onfor k=2:n
ompass(w(k));endhold off



9 Lineare Glei
hungssysteme9.1(a) 
 3 −5 2

−9 15 −6


  


 3 −5 2

0 0 0


Damit gilt x2 = s ∈ R ⇒ x1 = 2

3 + 5
3s, also L =








2/3

0


+ s




5/3

1


 | s ∈ R



.(b) 



2 0 1 3

4 2 1 3

−2 8 2 −8


  




2 0 1 3

0 2 −1 −3
0 8 3 −5


  




2 0 1 3

0 2 −1 −3
0 0 7 7




 




2 0 0 2

0 2 0 −2
0 0 1 1


  




1 0 0 1

0 1 0 −1
0 0 1 1


Damit gilt x1 = 1, x2 = −1, x3 = 1, sodass L = {(1,−1, 1)}.(
) 



−2 1 3 −4 −12
−4 3 6 −5 −21
2 −2 −1 6 10

−6 6 13 10 −22



 




−2 1 3 −4 −12
0 1 0 3 3

0 −1 2 2 −2
0 3 4 22 14




 




−2 1 3 −4 −12
0 1 0 3 3

0 0 2 5 1

0 0 4 13 5



 




−2 1 3 −4 −12
0 1 0 3 3

0 0 2 5 1

0 0 0 3 3


Damit gilt x4 = 1 ⇒ x3 = 1

2 − 5
2 = −2 ⇒ x2 = 3−3 = 0 ⇒ x1 = 6−2−3 = 1,also L = {(1, 0,−2, 1)}.(d) 



1 1 2 3

2 2 5 −4
5 5 11 6


 




1 1 2 3

0 0 1 −10
0 0 1 −9


 




1 1 2 3

0 0 1 −10
0 0 0 1


Damit gilt 0 = 1, d. h., es gibt keine Lösung, L = ∅.(e) 



3 −5 1 −1
−3 6 0 2

3 −4 2 0


 




3 −5 1 −1
0 1 1 1

0 1 1 1


 




3 −5 1 −1
0 1 1 1

0 0 0 0






28 9 Lineare Glei
hungssystemeDamit ist x3 frei wählbar, x3 = s, s ∈ R. Aus der zweiten Zeile folgt: x2 + x3 =

1 ⇔ x2 + s = 1 ⇔ x2 = 1− s.Aus der ersten Zeile folgt: 3x1−5x2+x3 = −1 ⇔ 3x1−5(1−s)+s = −1 ⇔ x1 =
4
3 − 2s.Somit gilt x =




4
3

1

0


+ s




−2
−1
1


, also L =








4
3 − 2s

1− s
s


 ∈ R3 | s ∈ R




.9.2 Wir stellen die komplexen Zahlen als a+ b i dar:

5

2 + i
=

5(2− i)

(2 + i)(2− i)
=

5(2− i)

5
= 2− iund

(2 + 4 i)2

1− i
=

4 + 16 i−16
1− i

=
(−12 + 16 i)(1 + i)

(1− i)(1 + i)
=
−12− 12 i+16 i−16

2
= −14 + 2 i .Nun lösen wir das LGS:


 1− i 2 i 3 + i

2− i −14 + 2 i 3 + 16 i


  


 1 −1 + i 1 + 2 i

2− i −14 + 2 i 3 + 16 i




1
1−i I

 


 1 −1 + i 1 + 2 i

0 −13− i −1 + 13 i


 II - (2− i)I  

 1 −1 + i 1 + 2 i

0 1 − i




1
−13−i II

 


 1 0 i

0 1 − i


 I - (−1 + i)IIDamit gilt L = {(i,− i)}.9.3 (a) Mit dem Gauÿ's
hen Eliminationsverfahren erhält man:




1 2 −1 −1 0

2 5 1 1 2

3 7 2 2 β

−1 0 1 α 16



 




1 2 −1 −1 0

0 1 3 3 2

0 0 2 2 β − 2

0 0 0 α− 1 3(β + 2)


(i) Es gibt genau dann eine eindeutige Lösung, wenn α− 1 6= 0⇔ α 6= 1.(ii) Es gibt genau dann keine Lösung, wenn α−1 = 0 ∧ 3(β+2) 6= 0⇔ α = 1 ∧ β 6= −2.(iii) Es gibt genau dann unendli
h viele Lösungen, wenn α− 1 = 0 ∧ 3(β + 2) = 0⇔

α = 1 ∧ β = −2.



29(b) Wir ermitteln die Lösungsmenge im Fall unendli
h vieler Lösungen:
α = 1 ∧ β = −2  




1 2 −1 −1 0

0 1 3 3 2

0 0 2 2 −4
0 0 0 0 0




⇒ x4 = s ∈ R

⇒ x3 = −2− s
⇒ x2 = 2− 3s− 3(−2− s) = 8

⇒ x1 = s+ (−2− s)− 2 · 8 = −18
⇒ L =








−18
8

−2
0




+ s




0

0

−1
1



| s ∈ R





.9.4



2 0 i i

1 −3 − i 2 i

i 1 1 1 + i


  




1 −3 − i 2 i

2 0 i i

i 1 1 1 + i




 




1 −3 − i 2 i

0 6 3 i −3 i
0 1 + 3 i 0 3 + i


 II - 2IIII - iI  



1 −3 − i 2 i

0 2 i − i

0 2 + 6 i 0 6 + 2 i


 1

3 II2III
 




1 −3 − i 2 i

0 2 i − i

0 0 3− i 3 + 3 i


 III - (1 + 3 i)IIDamit gilt

x3 =
3 + 3 i

3− i
=

(3 + 3 i)(3 + i)

9 + 1
=

6 + 12 i

10
=

3 + 6 i

5und somit
x2 =

− i− i 3+6 i
5

2
=
−5 i−3 i+6

10
=

3− 4 i

5
,also

x1 = 2 i+ i
3 + 6 i

5
+ 3

3− 4 i

5
=

10 i+3 i−6 + 9− 12 i

5
=

3 + i

5
.Wir erhalten L =

{
1
5
(3 + i, 3− 4 i, 3 + 6 i)

}.9.5 (a) Setzt man in das homogene LGS mit Koe�zienten (aij) für alle Variablen 0ein, so gilt:
a11 · 0 + a12 · 0 + · · · + a1n · 0 = 0
...

...

am1 · 0 + am2 · 0 + · · · + amn · 0 = 0

.



30 9 Lineare Glei
hungssystemeDemna
h ist (0, . . . , 0) eine Lösung.(b) Sind (k1, . . . , kn) und (ℓ1, . . . , ℓn) zwei Lösungen, so gilt für alle i ∈ {1, . . . , m}:
ai1(k1 + ℓ1) + · · · + ain(kn + ℓn) = ai1k1 + · · ·+ ainkn︸ ︷︷ ︸

=0

+ ai1ℓ1 + · · ·+ ainℓn︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 .Es sind also au
h Summen von Lösungen wieder Lösungen. Betra
hten wir nun das
λ-Fa
he der Lösung (ℓ1, . . . , ℓn). Au
h dieses ist wieder eine Lösung, denn es gilt füralle i ∈ {1, . . . , m}:

ai1(λ ℓ1) + · · ·+ ain(λ ℓn) = λ(ai1ℓ1 + · · ·+ a1nℓn︸ ︷︷ ︸
=0

) = 0 .(
) Wir beweisen die Glei
hheit der Mengen L = x+ Lh:
• L ⊆ x + Lh: Ist z = (k1, . . . , kn) ∈ L eine Lösung von (A | b), so gilt für alle i ∈
{1, . . . , m}:

ai1k1 + · · ·+ ainkn = bi.Da x = (ℓ1, . . . , ℓn) ∈ L eine weitere Lösung ist, gilt für die Di�erenz z − x:
ai1(k1 − ℓ1) + · · ·+ ain(kn − ℓn) = ai1k1 + · · ·+ ainkn︸ ︷︷ ︸

= bi

−(ai1ℓ1 + · · ·+ ainℓn︸ ︷︷ ︸
= bi

) = 0.Demzufolge ist z − x ∈ Lh eine Lösung von (A | 0) und damit erhalten wir
z = x+ (z − x︸ ︷︷ ︸

∈Lh

) ∈ x+ Lh.

• L ⊇ x+ Lh: Ist x+ y ∈ x+ Lh mit y = (k1, . . . , kn) ∈ Lh, so gilt:
ai1(ℓ1 + k1) + · · ·+ ain(ℓn + kn) = ai1ℓ1 + · · ·+ ainℓn︸ ︷︷ ︸

= bi

+ ai1k1 + · · ·+ ainkn︸ ︷︷ ︸
=0

= bi.Es ist also x+ y au
h eine Lösung von (A | b), also x+ y ∈ L.



10 Re
hnen mit Matrizen10.1 Wegen
A0 = E3 =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 , A2 =




14 20 26

20 29 38

26 38 50


 , A3 =




132 192 252

192 279 366

252 366 480


erhalten wir

E3 +A+
1

2
A2 +

1

6
A3 =




31 44 58

44 65 84

58 84 111


 .10.2 Es gilt

B
⊤

=




0 0 1

1√
2
− i√

2
0

1√
2

i√
2

0


 ⇒ B

⊤
B =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 = E3, B

⊤
AB =




2 0 0

0 1 0

0 0 3


 .Wegen B⊤

B = E3 ist B⊤ das Inverse von B. Eine sol
he Matrix B nennt man unitär.10.3 Es gilt:
A+ C =




−1 7

4 −1
2 10


 , A(y + z) = Ay + Az =




−31
41

−26


 , C(−4z) = −4Cz =




−44
16

−76


 ,

(A+ C)y = Ay + Cy =




−43
37

−34


 , AB =




−3 −21
13 −7
3 −35


 , BC ni
ht de�niert ,

AC⊤ =




10 −6 9

8 −2 17

19 −10 22


 , x⊤A =

(
2 −17

)
, y⊤z = 14 , yz⊤ =


 24 16

−15 −10


 .10.4 (a) Wir transponieren A⊤A und bea
hten, dass si
h beim Transponieren dieReihenfolge umdreht, dass also (AB)⊤ = B⊤A⊤ gilt:

(A⊤A)⊤ = A⊤(A⊤)⊤ = A⊤A .Das besagt, dass A⊤A symmetris
h ist.



32 10 Re
hnen mit Matrizen(b) Wieder re
hnen wir einfa
h na
h:
(A+A⊤)⊤ = A⊤ + (A⊤)⊤ = A+A⊤ ,also ist (A+A⊤) symmetris
h. Weiter gilt

(A−A⊤)⊤ = A⊤ − (A⊤)⊤ = A⊤ −A = −(A−A⊤) ,also ist (A−A⊤) s
hiefsymmetris
h.(
) Ist AB symmetris
h, so gilt AB = (AB)⊤ = B⊤A⊤ = BA, da A und B symmetris
hsind, also folgt AB = BA. Setzen wir umgekehrt AB = BA voraus, so folgt (wieder mitder Symmetrie von A und B) die Glei
hung AB = A⊤B⊤ = (BA)⊤ = (AB)⊤, also ist
AB symmetris
h.10.5 Die Aussage stimmt. Wir betra
hten zwei Matrizen A,B ∈ Kn×n. Sind beideMatrizen obere Dreie
ksmatrizen, so haben der i-te Zeilenvektor zi von A und der j-teSpaltenvektor sj von A die Gestalt

zi = (0, . . . , 0, aii, . . . , ain) und sj = (bj1, . . . , bjj , 0, . . . , 0)
⊤Also gilt für i > j die Glei
hung zisj = 0, und damit hat die Matrix AB unterhalb derDiagonalen, d.h. an den Stellen (i, j) mit i > j, nur Nullen als Komponenten, da andiesen Stellen die Produkte von zi mit sj stehen.Für untere Dreie
ksmatrizen s
hlieÿt man analog.10.6 Wir verwenden das Rezept zum Invertieren einer Matrix und erhalten:(a)




1 1 1 1 0 0

2 0 2 0 1 0

1 −2 3 0 0 1


  




1 1 1 1 0 0

0 −2 0 −2 1 0

0 −3 2 −1 0 1




 




1 1 1 1 0 0

0 −2 0 −2 1 0

0 0 2 2 −3/2 1


  




1 0 0 −1 5/4 −1/2

0 1 0 1 −1/2 0

0 0 1 1 −3/4 1/2


 .Somit gilt A−1=




−1 5/4 −1/2

1 −1/2 0

1 −3/4 1/2


. Analog erhalten wir B−1=




1 −3 2

−1 4 −2
−1 2 −1


.



33Wir können nun die Matrizen AB und 2A mit derselben Methode invertieren, dassollte man zur Übung au
h tun. Wir ersparen uns etwas Re
henarbeit, indem wirdie Formeln (AB)−1 = B−1A−1 bzw. (λA)−1 = λ−1A−1 benutzen, so erhaltenwir nämli
h ganz einfa
h diese Inversen:
(AB)−1 =




−2 5/4 1/2

3 −7/4 −1/2

2 −3/2 0


 , (2A)−1 =




−1/2 5/8 −1/4

1/2 −1/4 0

1/2 −3/8 1/4


 .

(b) Es gilt (A+B) =




1 2 −1
3 1 2

3 −1 4


.Wie bespro
hen, überlegen wir ni
ht lange, ob die Matrix A + B invertierbar ist,wir beginnen einfa
h mit dem Invertieren. Falls Sie es ni
ht sein sollte, so werdenwir das s
hon merken:




1 2 −1 1 0 0

3 1 2 0 1 0

3 −1 4 0 0 1


  




1 2 −1 1 0 0

0 −5 −5 −3 1 0

0 0 0 6/5 −7/5 1


 .Nun gilt rg(A+B) = 2 6= 3. Folgli
h ist die Matrix A+B ni
ht invertierbar.10.7(a) Induktionsanfang : m = 1

(En −A)(En) = En −A = En −A1
XInduktionss
hritt : m→ m+ 1

(En −A)
(
En +A+ A2 + . . .+A(m+1)−1

)

= (En −A)
(
(En +A+A2 + . . .+Am−1) + Am

)

= (En −A)
(
En +A+ A2 + . . .+Am−1

)
+ (En − A)Am

IV
= En −Am + (En −A)Am = En −Am + Am −Am+1

= En −Am+1
X(b) Mit Am = 0 folgt aus Teil (a): (En − A)

(
En + A+A2 + . . .+Am−1

)
= En.Das bedeutet aber (En +A+ A2 + . . .+Am−1

)
= (En − A)−1 und damit ist

En −A invertierbar.



34 10 Re
hnen mit Matrizen10.8 Für die Lösung dieser Aufgaben bieten si
h vers
hiedene Wege an: Die Ma-trix A ist invertierbar (das sieht man re
ht einfa
h: Dritte Zeile minus erste Zeile plusdas Halbfa
he der zweiten Zeile ergibt eine obere Dreie
ksmatrix vom Rang 3), alsoist die gesu
hte Lösung X = A−1B. Wir erhalten X also dur
h Invertieren von A undans
hlieÿender Multiplikation mit B. Das ist aufwendig. Es geht au
h einfa
her: Bezei
h-nen wir die Spalten von B na
heinander mit s1, s2, s3, so lautet die Matrizenglei
hungausführli
h
Ax = s1 , Ax = s2 , Ax = s3 ,das sind drei lineare Glei
hungssysteme, die wir simultan lösen können:




1 1 1 1 2 3

0 2 −4 2 3 1

1 0 2 3 1 2


  




1 0 0 9 2 1

0 1 0 −5 1/2 3/2

0 0 1 −3 −1/2 1/2


 .Damit erhalten wir X =




9 2 1

−5 1/2 3/2

−3 −1/2 1/2


.In MATLAB hätten wir die Lösung einfa
h mit A\B erhalten.10.9 (a) Die Aussage ist wahr: Für jede invertierbare Matrix A ∈ Rn×n erhält manaus der Symmetrie der Einheitsmatrix

(
A−1A

)⊤
= E⊤

n = En,also A⊤ (A−1
)⊤

= En und damit (A⊤)−1
=
(
A−1

)⊤ und wenn A symmetris
h ist
(
A−1

)⊤
=
(
A⊤
)−1

= A−1 .(b) Die Aussage ist wahr: A invertierbar ⇒ AA−1 = En, also (A−1)⊤A⊤ = En, sodass
(A−1)⊤ das Inverse von A⊤ ist.(
) Die Aussage ist fals
h: En und −En sind invertierbar, ihre Summe En−En = n×n-Nullmatrix aber ni
ht.(d) Die Aussage ist wahr: B−1A−1 ·AB = En, also (AB)−1 = B−1A−1.10.10 Die Matrizen A, B, C, DF, G sind invertierbar, jede dieser Matrizen hat denRang 3. Einzig die Matrix E ist ni
ht invertierbar, ihr Rang ist 2. Bei den Matrizen
F und G kann man si
h etwas Re
henarbeit sparen, indem man F−1 = B−1A−1 und



35
G−1 = (A⊤)−1 = (A−1)⊤ ausnutzt, ansonsten benutze man das angegebene Rezept;man erhält:
A−1 =




−71 13 17

17 −3 −4
−4 1 1


 , B−1 =




−1 5/4 −1/2

1 −1/2 0

1 −3/4 1/2


 , C−1 =




1 −3 2

−1 4 −2
−1 2 −1


 ,

D−1 =




2 5 0

1 −3 7

6 17 −5




−1

=
1

27
·




−104 25 35

47 −10 −14
35 −4 −11


 ,

F−1 =




8 3 6

−2 −11 8

35 21 19




−1

=




377/4 −69/4 −45/2

−159/2 29/2 19

−343/4 63/4 41/2




G−1 = (A−1)⊤ =




−71 17 −4
13 −3 1

17 −4 1


 .

10.11 (a) Ein einfa
hes Beispiel für eine sol
he Matrix ist etwa A =




1 0 0

1 0 0

1 0 0


.(b) Es sei A ∈ Rn×n eine Matrix mit A2 = A.�⇒�: A invertierbar ⇒ A2 = A ⇒ (A2)A−1 = AA−1 ⇒ A = En.�⇐�: A = En ⇒ rg(A) = n ⇒ A invertierbar.(
) Angenommen, es gibt Matrizen A,B ∈ Rn×n mit A invertierbar und B 6= 0, so dass

AB = 0 gilt. Dann folgt:
B = (A−1A)B = A−1(AB) = A−1 · 0 = 0,ein Widerspru
h. Also kann es kein invertierbares A mit der gewüns
hten Eigens
haftgeben.



11 LR-Zerlegung einer Matrix11.1(a) Unser Algorithmus liefert:



−1 2 3

−2 7 4

1 4 −2


 II→II−2I

III→III+I

⇔




−1 2 3

2 3 −2
−1 6 1




III→III−2II

⇔




−1 2 3

2 3 −2
−1 2 5


Damit erhalten wir die LR-Zerlegung

A = LR mit L =




1 0 0

2 1 0

−1 2 1


 und R =




−1 2 3

0 3 −2
0 0 5


 .(b) Wir lösen Ly = b dur
h Vorwärtseinsetzen




1 0 0

2 1 0

−1 2 1







y1

y2

y3


 =




12

24

3


 liefert y =




12

0

15


 .Nun lösen wir Rx = y dur
h Rü
kwärtseinsetzen




−1 2 3

0 3 −2
0 0 5







x1

x2

x3


 =




12

0

15


 liefert x =




1

2

3


 .11.2 Es gilt:




1 1 1 1

2 3 −1 −3
4 −1 1 1

−1 −2 −3 1




︸ ︷︷ ︸
=A

→




1 1 1 1

2 1 −3 −5
4 −5 −3 −3
−1 −1 −2 2




→




1 1 1 1

2 1 −3 −5
4 −5 −18 −28
−1 −1 −5 −3



→




1 1 1 1

2 1 −3 −5
4 −5 −18 −28
−1 −1 −5/18 43/9



.



37Somit besitzt A die LR-Zerlegung



1 1 1 1

2 3 −1 −3
4 −1 1 1

−1 −2 −3 1




︸ ︷︷ ︸
=A

=




1 0 0 0

2 1 0 0

4 −5 1 0

−1 −1 5/18 1




︸ ︷︷ ︸
=L




1 1 1 1

0 1 −3 −5
0 0 −18 −28
0 0 0 43/9




︸ ︷︷ ︸
=R

.

11.3 Zunä
hst s
hreiben wir den Algorithmus der LR-Zerlegung (ohne Zeilenver-taus
hung) formal auf:Für k = 1, ..., n− 1Für i = k + 1, ..., n

aik → aik

akkFür j = k + 1, ..., n

aij → aij − aik akjEnde S
hleife jEnde S
hleife iEnde S
hleife kWir erhalten eine Matrix A, wel
he unterhalb der Diagonalen die Einträge von L (bisauf die Diagonale mit Einsen) und darüber R enthält. Dabei bedeutet der Pfeil �→�jeweils �wird ersetzt dur
h�.Dur
h Abzählen der Gleitpunktoperationen erhalten wir für die Anzahl zLR der Re-
hens
hritte:
zLR =

n−1∑

k=1

n∑

i=k+1


1 +

n∑

j=k+1

(1 + 1)


 =

n−1∑

k=1

n∑

i=k+1

(1 + 2(n− k))

=

n−1∑

k=1

(n− k)(1 + 2(n− k)) =
n−1∑

k=1

(
(2k2 − (4n+ 1)k + (2n2 + n)

)

= 2 (n−1)(n−1/2)n
3

− (4n+ 1) (n−1)n
2

+ (2n2 + n)(n− 1) = 2
3
n3 − 1

2
n2 − 1

6
n .Nun wenden wir uns der Lösung des Glei
hungssystems Ly = b dur
h Vorwärtseinsetzenzu. Der Algorithmus lautet:Für i = 1, ..., nFür j = 1, ..., i− 1

bi → bi − Lij bjEnde S
hleife j



38 11 LR-Zerlegung einer MatrixEnde S
hleife iHierna
h enthält der Vektor b die Lösung y.Für die Anzahl zVorwärts der Re
hens
hritte gilt:
zVorwärts = n∑

i=1

i−1∑

j=1

(1 + 1) =

n∑

i=1

(2i− 2) = 2n(n+1)
2 − 2n = n2 − n .Für die Lösung des Glei
hungssystems Rx = y dur
h Rü
kwärtseinsetzen lautet derAlgorithmus:Für i = n, ..., 1Für j = i+ 1, ..., n

yi → yi −Rij yjEnde S
hleife j
yi → yi

RiiEnde S
hleife iDana
h enthält der Vektor y den Lösungsvektor x.Für die Anzahl zRü
kwärts der Re
hens
hritte erhalten wir:
zRü
kwärts = n∑

i=1


1 +

n∑

j=i+1

(1 + 1)


 =

n∑

i=1

(1 + 2(n− i)) =
n∑

i=1

(−2i+ (2n+ 1))

= −2n(n+1)
2 + (2n+ 1)n = n2 .Damit kostet die Lösung des linearen Glei
hungssystems Ax = b dur
h LR-Zerlegungmit ans
hlieÿendem Vorwärts- und Rü
kwärtseinsetzen insgesamt

z = (2
3
n3 − 1

2
n2 − 1

6
n) + (n2 − n) + n2 = 2

3
n3 + 3

2
n2 − 7

6
nGleitpunktoperationen.11.4 (a) x =


1

0


 ist o�ensi
htli
h eine Lösung. Da A invertierbar ist, ist x au
hdie Lösung.(b) Per Hand, mit Maple oder mit was au
h immer:

A−1 =
1

δ


1 + δ −1
−1 1


 .(
) Die Funktion, um die Inverse aufzustellen:



39fun
tion AI=getAinverse (epsilon)AI=[1+epsilon,-1;-1,1℄./epsilon;endMan erhält für 1.: getAinverse(1e-15)*[1;1℄ ans =1.1250 0. Das sieht also ni
ht gutaus. Wenn man jedo
hAI=[1/epsilon+1,-1/epsilon;-1/epsilon,1/epsilon℄;anstelle vonAI=[1+epsilon,-1;-1,1℄./epsilon;verwendet, erhält man das ri
htige Ergebnis.Man erhält für 2.: A=[1,1;1,1+1e-15℄; inv(A)*[1;1℄ ans = 1 0Das ist die korrekte Lösung.Man erhält für 3.: A=[1,1;1,1+1e-15℄; A\[1;1℄ ans = 1 0Au
h hier bekommt man die korrekte Lösung.(d) Auf den ersten Bli
k womögli
h überras
hend, liefern 1. und 2. unters
hiedli
heLösungen.(e) In der Re
hnung bei 1. tritt Auslös
hung auf. Bei der Matrix-Vektor-Multiplikationwerden in der ersten Zeile Zahlen der Gröÿenordnung 1015 addiert, die Summe ist abernur 1. Daher kann es einen Fehler von der Gröÿenordnung 1015εb,t = 10152−52 ≈ 1geben. Tatsä
hli
h tritt ein sol
her Fehler nur man
hmal auf, hier nämli
h bei 1., wennmanAI=[1+epsilon,-1;-1,1℄./epsilon,ni
ht jedo
h, wenn manAI=[1/epsilon+1,-1/epsilon;-1/epsilon,1/epsilon℄verwendet. Au
h bei 2. tritt er ni
ht auf. Der Grund für das unters
hiedli
he Verhaltender beiden Varianten bei 1. ist, dass in Mas
hinenarithmetik ni
ht das Distributivgesetz(wie au
h ni
ht das Assoziativgesetz) gilt, somit kann man ni
ht (1+epsilon)/epsilon =

1/epsilon + 1 erwarten. Bei 2. rundet MATLAB bereits die Matrix A auf eine Matrix�(A), dur
hinv(A)erhält man dann eine Matrix �((�(A))−1), die eine andere ist als �(A−1) bei 1. Dassin zwei von drei Fällen hier das ri
htige Ergebnis herauskommt, ist eher zufälliger Na-tur, generell muss man in sol
hen Situationen mit fals
hen Ergebnissen aufgrund vonAuslös
hung re
hnen.



40 11 LR-Zerlegung einer MatrixDas Ergebnis zeigt: Au
h wenn das Bere
hnen von A−1 exakt erfolgt, wird dur
h dasAbspei
hern von A−1 im Re
hner ein unvermeidbarer Fehler gema
ht, der bei der Multi-plikation von A−1 mit b zu einem unverglei
hli
h gröÿeren Fehler führt: Dies ist ein ein-dru
ksvolles Beispiel dafür, dass das Hintereinanderausführen von stabilen Algorithmenkeineswegs wieder zu einem stabilen Algorithmus führt. Zur Lösung wird empfohlen, dieBere
hnung von A−1 zu vermeiden.11.5 Wir vertaus
hen die ersten beiden Zeilen und erhalten:



1 1 2

4 0 2

2 1 1


→




4 0 2

1 1 2

2 1 1


→




4 0 2

1/4 1 3/2

1/2 1 0


→




4 0 2

1/4 1 3/2

1/2 1 −3/2


Damit erhalten wir die Zerlegung:




0 1 0

1 0 0

0 0 1







1 1 2

4 0 2

2 1 1


 =




1 0 0

1/4 1 0

1/2 1 1




︸ ︷︷ ︸
=L




4 0 2

0 1 3/2

0 0 −3/2




︸ ︷︷ ︸
=RDie Lösung von Ax = b erhält man nun aus

Ly = b: y = (8, 6,−2)⊤,
Rx = y: x = (4/3, 4, 4/3)⊤.Hierbei haben wir benutzt, dass wegen Pb = b für die Permutationsmatrix P , die dieZeilenvertaus
hung bewirkt, das LGS Ax = b glei
hwertig mit LRx = b ist.



12 Die Determinante12.1 Wir bringen A mit elementaren Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform, also
A −→ Z =




z11 ∗
. . .

0 znn


 .Bei diesen Zeilenumformungen ändert si
h die Determinante hö
hstens um das Vor-zei
hen, d. h. det(Z) = ±det(A) (es kommt ein Minuszei
hen rein, wenn zwei Zeilenvertaus
ht werden, andere elementare Zeilenumformungen ändern den Wert der Deter-minante ni
ht). Damit gilt also:

det(A) 6= 0 ⇔ det(Z) 6= 0 ⇔ z11, . . . , znn 6= 0 ⇔ rg(A) = n ⇔ A invertierbar.12.2 Wir benennen die Matrizen der Reihe na
h mit A, B, C, D:
• Zu A: Das Vorgehen ist nahe liegend: det(A) = −5 + 4 = −1.
• Zu B: Wir wenden die Regel von Sarrus an: det(B) = 0−14−3−0+21−5 = −1.
• Zu C: Mit der Eins links oben räumen wir die erste Spalte darunter leer undentwi
keln dann na
h dieser ersten Spalte (bea
hte unser Rezept zum Bere
hneneiner Determinante):

det(C) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 −1 1

−2 −5 2 1

3 4 2 −2
−4 2 −8 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 −1 1

0 1 0 3

0 −5 5 −5
0 14 −12 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 3

−5 5 −5
14 −12 5

∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1 ·

∣∣∣∣∣∣
5 −5
−12 5

∣∣∣∣∣∣
+ 3 ·

∣∣∣∣∣∣
−5 5

14 −12

∣∣∣∣∣∣
= (25− 60) + 3 · (60− 70)

= −35− 30 = −65 .

• Zu D: Bei dieser Matrix D �nden wir (mehrfa
h) eine Blo
kdiagonalgestalt (bea
h-ten Sie das Rezept zum Bere
hnen der Determinante: det(D) = (−1) · 2 · 1 = −2.12.3 Mit der Wahl A = B = D = En =


1 0

0 1


 und C =


0 0

0 1


 gilt:

det


A B

C D


 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 6= 1 = 1 · 1− 1 · 0 = det(A) det(D)−det(B) det(C) .



42 12 Die Determinante12.4 Wir bezei
hnen die Determinante der angegebenen n×n-Matrix mit fn. Dur
hEntwi
keln na
h der ersten Zeile ergibt si
h
fn = fn−1 − i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i i 0 . . . 0

0 1 i
. . .

...

0 i 1
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . i

0 . . . 0 i 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= fn−1 − i2 fn−2 = fn−1 + fn−2mit den Randbedingungen f0 = f1 = 1. Die Zahlen fn sind die Fibona

i-Zahlen
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . . ,die Leonardo Pisano, genannt Fibona

i, in seinem Re
henbu
h (Liber abba
i, 1202)einführte als Anzahl der Kanin
henpaare na
h n Monaten, wenn man mit einem Ka-nin
henpaar startet und annimmt, dass jedes Paar ab dem zweiten Lebensmonat jedenMonat ein neues Paar in die Welt setzt.12.5 Vorbemerkung: Es ist ni
ht sinnvoll, die Determinante na
h der vorges
hlage-nen Art zu bere
hnen (man teste das Programm mal mit etwas gröÿeren Matrizen).Aber um das Programmieren etwas zu üben, ist die Aufgabe dur
haus sinnvoll. MAT-LAB verwendet dur
h Aufruf von det(A) eine LR-Zerlegung der Matrix A, bea
hte denentspre
henden Kommentar im Rezeptebu
h.Das folgende (ni
ht sehr sinnvolle) Programm liefert die Determinante (bei kleinenMatrizen):fun
tion d=lapla
e(A)[n,n℄=size(A);if n==1d=A(1,1);elseif n==2d=A(1,1)*A(2,2)-A(1,2)*A(2,1);elsevz=1;d=0;for i=1:nB=[A(1:i-1,2:n);A(i+1:n,2:n)℄;d=d+vz*A(i,1)*lapla
e(B);vz=-vz;endend



4312.6 Bea
hte das Rezept von Seite 103 (Rezeptebu
h):(1) Na
h der Regel von Sarrus ist
det(A) = 0 + 0 + 6− 12− 2− 0 = −8(2) Wir erhalten die Matrizen:

A1 =




4 1 3

3 1 0

6 1 1


 , A2 =




0 4 3

2 3 0

4 6 1


 , A3 =




0 1 4

2 1 3

4 1 6


 .(3) Es gilt det(A1) = −8, det(A2) = −8, det(A3) = −8.(4) Damit sind x1 = 1 x2 = 1, x3 = 1 die Komponenten des Lösungsvektors x.12.7 Ist v = (ℓ1, . . . , ℓn)

⊤ die eindeutig bestimmte Lösung von Ax = b mit A =

(s1, . . . , sn), so gilt:
Av = b ⇔

(
s1 . . . sn

)



ℓ1
...

ℓn


 = b ⇔

n∑

j=1

ℓjsj = ℓ1s1 + . . .+ ℓnsn = b .Setzen wir nun in der Bere
hnung von det(Ai) diesen Ausdru
k für b ein, so erhaltenwir wegen der Re
henregeln für die Determinante:
det(Ai) = det


s1, . . . , si−1,

n∑

j=1

ℓjsj , si+1, . . . , sn




=
n∑

j=1

ℓj det(s1, . . . , si−1, sj , si+1, . . . , sn)︸ ︷︷ ︸
=0 für j 6= i

= ℓi det(s1, . . . , si−1, si, si+1, . . . , sn) = ℓi det(A) .Dur
h Umstellen folgt ℓi = det(Ai)
det(A) .



13 Vektorräume13.1 (a) Wegen 0 v = (0 + 0) v = 0 v + 0 v gilt na
h Subtraktion von 0 v beidseits
0 v = 0. Und wegen λ 0 = λ(0 + 0) = λ 0 + λ 0 analog λ 0 = 0.(b) Gilt λv = 0 und ist λ 6= 0, so folgt na
h Multiplikation dieser Glei
hung mit λ−1na
h dem ersten Teil (a) do
h v = λ−10 = 0, sodass also v = 0 gilt.13.2 (a) Da Summen von Quadraten reeller Zahlen nur dann null sein können, wenndie Summanden null sind, gilt U1 = {(x, y)⊤ ∈ R2 |x2 + y2 = 0} = {(0, 0)⊤}. Damit ist
U1 ein Untervektorraum von R2.(b) Die Nullmatrix liegt in U2. Und au
h jede weitere Matrix, deren Rang e
ht kleinerals 4 ist, liegt in U2. Man erkennt s
hnell, wenn man nur ein biss
hen herumprobiert,dass die Summe zweier Matrizen, deren Rang jeweils e
ht kleiner als 4 ist, dur
haus denRang 4 haben kann. Hat aber A den Rang 4, so liegt A ni
ht in U2, z. B. gilt für

A =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


 ∈ U2 und B =



0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1


 ∈ U2 ,dass A+B = E4 6∈ U2. Somit ist U2 kein Untervektorraum von R4×4.(
) Ähnli
h wie in (b) sieht man s
hnell (na
h ein biss
hen Probieren), dass die Summevon Matrizen mit Determinante 1 ni
ht die Determinante 1 haben muss. Es geht sogarno
h einfa
her: Die Nullmatrix 0 hat nämli
h au
h ni
ht die Determinante 1 und kanndaher ni
ht in U3 liegen. U3 kann daher kein Untervektorraum sein.(d) Vgl. das Rezept zum Na
hweis für einen Untervektorraum: (1) Das Nullpolynom 0liegt in U4, da beim Nullpolynom alle Koe�zienten ai glei
h null sind.(2) Sind nun f und g aus U4, etwa

f = a0 + a1X + a2X
2 mit a1 = 2a2 und g = b0 + b1X + b2X

2 mit b1 = 2b2 ,so gilt
f + g = (a0 + b0) + (a1 + b1)X + (a2 + b2)X

2 ∈ U4 , da (a1 + b1) = 2(a2 + b2) .(3) Und für jedes λ ∈ R gilt au
h
λf = λa0 + λa1X + λa2X

2 ∈ U4 , da λa1 = 2λa2 .13.3 Wir verwenden unser Rezept zum Na
hweis für Untervektorräume:(1) Die Nullfunktion 0 erfüllt 0(x) = 0 = 0(−x), sodass 0 ∈ G.



45(2) und (3) Es seien f, g ∈ G, also f(x) = f(−x) und g(x) = g(−x) für alle x ∈ R sowie
λ ∈ R. Es gilt dann:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = f(−x) + g(−x) = (f + g)(−x)und (λf)(x) = λf(x) = λf(−x) = (λf)(−x) .Es sind also f + g, λf ∈ G.Damit ist G ein Untervektorraum von RR.Analog erhält man, dass au
h U ein Untervektorraum von RR ist.Nun zeigen wir RR = G+ U :
G+ U ⊆ RR: Da G und U Untervektorräume von RR sind, gilt diese Inklusion.
RR ⊆ G+ U : Ist f ∈ RR eine beliebige Funktion, so gilt mit dem Hinweis:

f(x) = 1
2 (f(x) + f(−x)︸ ︷︷ ︸

=: g(x)

) + 1
2 (f(x)− f(−x)︸ ︷︷ ︸

=: u(x)

)mit g ∈ G und u ∈ U . Es lässt si
h also jede Funktion aus RR als Summe vonFunktionen aus G und U s
hreiben; demzufolge ist RR = G+ U .S
hlieÿli
h gilt au
h G ∩ U = {0}: Ist nämli
h f ∈ G ∩ U , so ist f zuglei
h gerade wieau
h ungerade, d. h., es gilt f(x) = f(−x) und f(x) = −f(−x), also f(x) = −f(x) füralle x ∈ R, und damit ist f die Nullfunktion. Es ist also G ∩ U = {0} begründet.



14 Erzeugendensysteme und lineare(Un-)Abhängigkeit14.1 Die Vektoren sind genau dann linear unabhängig, wenn
λ1



1
2
3
r


+ λ2



1
3
r
0


+ λ3



1
r
3
2


 =



0
0
0
0


nur die Lösung λ1 = λ2 = λ3 = 0 besitzt. Da es immer mindestens diese Lösung gibt,sind sie genau dann linear abhängig, wenn es mindestens zwei (und damit unendli
hviele) Lösungen gibt.




1 1 1 0
2 3 r 0
3 r 3 0
r 0 2 0


  




1 1 1 0
0 1 r − 2 0
0 0 −(r − 2)(r − 3) 0
0 0 2− r + r(r − 2) 0


 .Es gibt genau dann unendli
h viele Lösungen, wenn −(r − 2)(r − 3) = 0 und 2 − r +

r(r − 2) = 0, also wenn r ∈ {2, 3} ∩ {1, 2}, also r = 2 ist.14.2 (a) Angenommen, die Vektoren v1, v2, . . . , vk sind linear abhängig. Dann gibtes λ1, . . . , λk, die ni
ht alle glei
h null sind, mit
λ1v1 + · · ·+ λkvk = 0 .Multiplikation dieser letzten Glei
hung mit A liefert

λ1Av1 + · · ·+ λkAvk = A 0 = 0 ,was wegen der linearen Unabhängigkeit von Av1, A v2, . . . , A vk ein Widerspru
h ist.Somit sind v1, v2, . . . , vk linear unabhängig.(b) Mit der Wahl
v1 =

(
1
0

)
, v2 =

(
0
1

)
∈ R2 und A =

(
1 2
1 2

)
∈ R2×2sind v1 und v2 si
herli
h linear unabhängig, aber Av1 = (1, 1)⊤ und Av2 = (2, 2)⊤ aberni
ht.(
) Angenommen, die Vektoren Av1, . . . , A vk sind linear abhängig. Dann gäbe es

λ1, . . . , λk, ni
ht alle glei
h null, mit
λ1Av1 + · · ·+ λkAvk = 0 .Na
h Multiplikation mit A−1 erhielte man aber
λ1v1 + · · ·+ λkvk = 0 .



47Das ist ein Widerspru
h. Na
h Voraussetzung sind nämli
h v1, . . . , vk linear unabhän-gig. Somit sind Av1, . . . , A vk linear unabhängig.14.3 Angenommen, sin, cos, exp sind linear abhängig. Dann gibt es λ, µ, ν, ni
htalle glei
h null, mit
λ sin+µ cos+ν exp = 0 .Der Fall ν = 0 ist ni
ht mögli
h, da sin und cos linear unabhängig sind. Wir bringen

ν exp na
h re
hts und multiplizieren mit −ν−1 dur
h und erhalten
λ̃ sin+ν̃ cos = exp , d. h. λ̃ sin(x) + ν̃ cos(x) = exp(x) für alle x ∈ R .Auf zweierlei Arten sind man nun lei
ht, dass eine sol
he Glei
hung ni
ht mögli
h ist:Weil die Werte von sin und cos zwis
hen −1 und 1 liegen, sind die Werte auf derlinken Seite bes
hränkt (dur
h |λ| + |ν|), die Werte auf der re
hten Seite werdenjedo
h beliebig groÿ (wenn x groÿ wird).Setzt man x = 0 ein, so erhält man ν̃ = 1 > 0. Und setzt man x = π ein, so erhältman ν̃ = − eπ < 0.Jeder dieser Fälle belegt, dass cos, sin, exp linear unabhängig sind.14.4 Die Aussage ist fals
h: Ein einfa
hes Gegenbeispiel erhält man mit der Wahl

x =



1
1
0
0


 y =



0
0
1
1


 z =



1
1
1
1


 .Es ist klar, dass die Vektoren paarweise linear unabhängig sind, aber es gilt x+y−z = 0,und daher sind x, y, z ni
ht linear unabhängig.14.5 (a)

λ1



1
2
3


+ λ2



3
7
0


+ λ3




1
3
−6


=



0
0
0


 




1 3 1 0
2 7 3 0
3 0 −6 0


 




1 3 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0


 .Somit gibt es unendli
h viele Lösungen {λ1, λ2, λ3}, folgli
h sind die Vektoren linearabhängig.Eine maximale Menge linear unabhängiger Vektoren hat also hö
hstens 2 Elemente. Dadie Vektoren (1, 2, 3)⊤ und (3, 7, 0)⊤ linear unabhängig sind, bilden sie eine maximalelinear unabhängige Teilmenge, und es gilt

〈



1
2
3


 ,



3
7
0


 ,




1
3
−6


〉 = 〈



1
2
3


 ,



3
7
0


〉 .



48 14 Erzeugendensysteme und lineare (Un-)Abhängigkeit(b) Man s
hreibt vereinfa
hend {i, 1− i2} = {i, 2}.
λ1 · i +λ2 · 2 = 0 ⇒ λ1 = λ2 = 0 ⇒ {i, 2} linear unabhängig ⇒ 〈i, 2〉 = C.(
) C ist als C-Vektorraum 1-dimensional. Zwei Vektoren können ni
ht linear unabhängigsein und {1} ist eine maximale linear unabhängige Teilmenge von M3 und 〈M3〉 = C.(d) Die Menge M4 ist linear abhängig, da das Nullpolynom in M4 enthalten ist. Fürjedes Polynom f ∈M4 gilt f = a0 + a1X + a2X

2 mit a1, a2, a3 ∈ R und a0 = a1 − a2:
f = a1(X + 1) + a2(X

2 − 1) .Damit istM4 = 〈X+1, X2−1〉 und in λ1(X+1)+λ2(X
2−1) = λ2X

2+λ1X+(λ1−λ2) =
0 liefert ein Koe�zientenverglei
h die lineare Unabhängigkeit von {X + 1, X2 − 1}.(e) Mit einem Koe�zientenverglei
h folgt aus

λ1(X
2 − 2) + λ2(X + 1) + λ3X = λ1X

2 + (λ2 + λ3)X + (−2λ1 + λ2) = 0,dass λ1 = λ2 = λ3 = 0 sein müssen und damit sind die Polynome X,X + 1, X2 − 2linear unabhängig und ihr Erzeugnis 〈M5〉 = R[X]2.(f) Aus dem Ansatz
λ1

(
1 2
−1 5

)
+ λ2

(
2 1
4 1

)
+ λ3

(
−1 2
2 −4

)
+ λ4

(
4 −1
3 −3

)
+ λ5

(
3 1
2 −1

)
=

(
0 0
0 0

)ergibt si
h komponentenweise das lineare Glei
hungssystem



1 2 −1 4 3 0
2 1 2 −1 1 0
−1 4 2 3 2 0
5 1 −4 −3 −1 0


  




1 2 −1 4 3 0
0 −3 4 −9 −5 0
0 0 9 −11 −5 0
0 0 0 −85 −64 0


 .Dieses Glei
hungssystem hat unendli
h viele Lösungen. Damit sind die fünf Matrizenlinear abhängig. Wegen der Zeilenstufenform der Matrix sind die ersten vier Elementevon M6 linear unabhängig und bilden ein maximales linear unabhängiges System. Esgilt 〈M6〉 = R2×2, da jede Matrix aus R2×2 Linearkombination dieser Matrizen ist.14.6 Wir begründen: v1, . . . , vn sind genau dann linear unabhängig, wenn aus λ1v1+

. . .+ λnvn = 0 folgt, dass λ1 = · · · = λn = 0 gilt.�⇒�: Angenommen v1, . . . , vn sind linear unabhängig. Wäre ein λi 6= 0 in
λ1v1 + . . .+ λnvn = 0 ,so könnte man dur
h dieses teilen, und es gälte:

vi = −
1

λi

n∑

j=1
j 6=i

λjvj ∈ 〈v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn〉 � Widerspru
h.



49�⇐�: Angenommen, ∑λivi = 0 impliziert λ1 = . . . = λn = 0. Wären nun v1, . . . , vnlinear abhängig, so gäbe es ein i ∈ {1, . . . , n} und λj ∈ K, j ∈ {1, . . . , n} \ {i} mit
vi =

n∑

j=1
j 6=i

λjvj , und somit gälte n∑

j=1
j 6=i

λjvj + (−1)vi = 0 � Widerspru
h.



15 Basen von Vektorräumen15.1 (1) Der Nullvektor liegt in U . (2) Mit je zwei Vektoren (u1, u2, . . . , un)
⊤,

(u′1, u
′
2, . . . , u

′
n)

⊤ ∈ U ist au
h deren Summe (u1 + u′1, u2 + u′2, . . . , un + u′n)
⊤ wie-der in U , da (u1 + u′1) + · · · + (un + u′n) = 0 gilt. (3) Analog folgt au
h, dass jedesskalare Vielfa
he eines Elements aus U wieder in U liegt. Damit ist begründet, dass Uein Untervektorraum des Rn ist, also au
h selbst ein Vektorraum ist.Wir su
hen eine Basis von U . Dazu brau
hen wir Vektoren, die in U liegen und linearunabhängig sind. Die lineare Unabhängigkeit sieht man immer s
hnell, wenn die Vekto-ren viele Nullen haben. Die Standardeinheitsvektoren liegen ni
ht in U , aber Vektorender Bauart (1, 0, . . . , 0,−1)⊤ liegen s
hon in U . Wir begründen nun, dass die folgendenVektoren aus U eine Basis von U bilden:

v1 =




1
0
...
0
−1



, v2 =




0
1
...
0
−1



, . . . , vn−1 =




0
0
...
1
−1



.Die Menge B = {v1, . . . , vn−1} ist linear unabhängig, denn der Ansatz

λ1 v1 + · · ·+ λn−1 vn−1 = 0für λ1, . . . , λn−1 ∈ R liefert ein Glei
hungssystem, das wir unmittelbar lösen können,es gilt λ1 = λ2 = . . . = λn−1 = 0.Auÿerdem ist B Erzeugendensystem von U , da für einen Vektor (u1, u2, . . . , un)⊤ ∈ Ugilt: 


u1
u2
...

un−1

un




= u1




1
0
...
0
−1




+ u2




0
1
...
0
−1




+ . . .+ un−1




0
0
...
1
−1



,denn un = −u1 − . . . − un−1. Damit gilt U = 〈v1, . . . , vn−1〉.Also ist B ein linear unabhängiges Erzeugendensystem von U und somit eine Basis von

U . Die Dimension ist n− 1.15.2 Für λ1, λ2, λ3 ∈ R gelte λ1 f1 + λ2 f2 + λ3 f3 = 0, d. h.
λ1 sin(x) + λ2 sin(2x) + λ3 sin(3x) = 0 für alle x ∈ R .Für x = π

2 erhalten wir
λ1 − λ3 = 0 ⇒ λ1 = λ3 .



51Für x = π
4 erhalten wir

1
2

√
2λ1 + λ2 + 1

2

√
2λ3 = 0 .Für x = π

3 erhalten wir damit
1
2

√
3λ1 +

1
2

√
3λ2 = 0 ⇒ λ1 = −λ2 .Aus der zweiten Glei
hung folgt dann λ1 = 0 und somit λ2 = 0 = λ3. Die drei Funktio-nen f1, f2, f3 sind folgli
h linear unabhängig; der von ihnen erzeugte Vektorraum hatalso die Dimension 3.15.3 Gesu
ht sind λ, µ ∈ R mit λu + µv = p bzw. λu + µv = q. Wir lösen beideGlei
hungssysteme simultan:




1 2 1 2
−3 −1 7 −5
2 1 −4 4


  




1 0 −3 8/5
0 1 2 1/5
0 0 0 3/5


 .Das erste Glei
hungssystem ist also eindeutig lösbar mit λ = −3 und µ = 2. Entspre-
hend gilt p ∈ 〈u, v〉 und




1
7
−4


 = −3




1
−3
2


+ 2




2
−1
1


 .Das zweite Glei
hungssystem dagegen hat keine Lösung, es folgt q 6∈ 〈u, v〉.15.4 (a) In Matrixs
hreibweise hat das lineare Glei
hungssystem die Form



i 4 −(2 + i) −1
1 0 −5 −2
1 0 −1 2




︸ ︷︷ ︸
=: A




x1
x2
x3
x4




︸ ︷︷ ︸
=: x

=



0
0
0




︸ ︷︷ ︸
=: 0

.Es handelt si
h somit um ein homogenes lineares Glei
hungssystem. A ist eine 3 × 4-Matrix, sodass rg(A) ≤ 3. Auÿerdem gilt A 6= 0, also rg(A) ≥ 1. Der Lösungsraum ist
ker(A) und hat die Dimension dim(ker(A)) = 4− rg(A), also

1 ≤ dim(ker(A)) ≤ 3 .(b) 


i 4 −(2 + i) −1 0
1 0 −5 −2 0
1 0 −1 2 0


  




i 4 −2− i −1 0
0 4 i −4− 2 i −2− i 0
0 0 4 4 0


Mit der Wahl x4 = s ∈ C folgt x3 = −s, und damit x2 =

(
i
2
− 1

4

)
s, folgli
h x1 = −3s.Als Lösungsmenge L bzw. Basis B erhalten wir:

L =
{
s(−3, i

2 − 1
4 ,−1, 1)

⊤ | s ∈ C
} bzw. B =

{
(12, 1− 2 i, 4,−4)⊤

}
.



52 15 Basen von Vektorräumen15.5 (a) Wir zeigen zuerst, dass die Vektoren in B linear unabhängig sind:
λ1 · 1 + λ2(1− x) + λ3(1− x)2 + λ4(1− x)3

= (λ1 + λ2 + λ3 + λ4) + (−λ2 − 2λ3 − 3λ4)x+ (λ3 + 3λ4)x
2 − λ4x3 = 0Dur
h einen Koe�zientenverglei
h mit dem Nullpolynom folgt:

−λ4 = 0 ⇒ λ4 = 0

λ3 + 3λ4 = 0 ⇒ λ3 = 0

−λ2 − 2λ3− 3λ4 = 0 ⇒ λ2 = 0

λ1 + λ2 + λ3 + λ4 = 0 ⇒ λ4 = 0Da dim(R[x]3) = 4, bilden die 4 linear unabhängigen Vektoren in B eine Basis von
R[x]3. (b) Wir su
hen Koe�zienten λ1, λ2, λ3, λ4 ∈ R mit
(λ1 + λ2 + λ3 + λ4) + (−λ2 − 2λ3 − 3λ4)x+ (λ3 + 3λ4)x

2 − λ4x3 = 5+ 7x− 2x2 + x3 .Ein Koe�zientenverglei
h liefert das folgende lineare Glei
hungssystem, das wir glei
hauf Zeilenstufenform bringen, um die Lösung zu erhalten:



1 1 1 1 5
0 −1 −2 −3 7
0 0 1 3 −2
0 0 0 −1 1


  




1 0 0 0 11
0 1 0 0 −6
0 0 1 0 1
0 0 0 1 −1


 .Es folgt p = 11 · 1 + (−6) · (1− x) + 1 · (1− x)2 + (−1) · (1− x)3.15.6 Wir ma
hen den Ansatz

(∗) λ1p+ λ2q + λ3r + λ4s = 0 ,wobei re
hts das Nullpolynom 0 steht. Ausges
hrieben lautet das wie folgt:
(λ1 + 2λ2 + λ3 + 2λ4)x

3

+ (−2λ1 − 3λ2 − 5λ4) x
2

+ (4λ1 + 9λ2 + 6λ3 + 7λ4)x

+ (λ1 − λ2 − 5λ3 + 5λ4) = 0 .Der Koe�zientenverglei
h führt zu einem linearen Glei
hungssystem, das wir glei
h aufZeilenstufenform bringen (die Nullspalte re
hts lassen wir dabei glei
h weg, an der tutsi
h beim Zeilenumformen eh ni
hts):



1 2 1 2
−2 −3 0 −5
4 9 6 7
1 −1 −5 5


  




1 2 1 2
0 1 2 −1
0 0 0 0
0 0 0 0


 .



53Die Polynome p, q, r, s sind damit linear abhängig. Genauer ist der Lösungsraum von (∗)sogar zweidimensional. Die Dimension von V ist somit 2, und je zwei linear unabhängigePolynome aus p, q, r, s bilden eine Basis von V . Wir wählen B = {p, q}.15.7 Wir s
hreiben die Spalten als Zeilen in eine Matrix und wenden elementareZeilenumformungen an:



0 1 0 −1
1 0 1 −2
−1 −2 0 1
−1 0 1 0
1 0 −1 −1
2 0 −1 0



 




1 0 1 −2
0 1 0 −1
0 −2 1 −1
0 0 2 −2
0 0 0 −1
0 0 1 0



.An dieser Form erkennt man bereits, dass der Rang dieser Matrix 4 ist (bea
hte dieersten zwei und die letzten zwei Zeilen). Damit ist jede Basis des R4 eine Basis von

U = R4. Wir wählen die einfa
hste, nämli
h die kanonis
he Basis {e1, . . . , e4}.15.8 Wir bringen die Matrizen mit dem Gauÿ's
hen Eliminationsverfahren auf Zei-lenstufenform:


1 1 1
2 1 3
4 −2 1


  



1 1 1
0 −1 1
0 0 −9


 ,



2 0 0
3 0 0
0 2 0


  



2 0 0
0 2 0
0 0 0


 ,




1 2
2 1
3 2
2 3


  




1 2
0 −1
0 0
0 0


Nun lassen si
h alle gesu
hten Dinge direkt ablesen:

• rg(A) = 3, ker(A) = {(0, 0, 0)⊤} = 〈∅〉, ZA = 〈e1, e2, e3〉, SA = 〈e1, e2, e3〉.
• rg(B) = 2, ker(B) = 〈




0

0

1


〉, ZB = 〈




2

0

0


 ,




0

2

0


〉, SB = 〈




2

3

0


 ,




0

0

2


〉.

• rg(C) = 2, ker(C) = 〈∅〉, ZB = 〈


1

2


 ,


 0

−1


〉, SB = 〈




1

2

3

2



,




2

1

2

3



〉.



54 15 Basen von Vektorräumen15.9 Das sieht man wie folgt:
SA = 〈s1, . . . , sn〉 =

{
n∑

i=1

λisi |λ1, . . . , λn ∈ K

}

=





(
s1 . . . sn

)



λ1
...

λn


 |λ1, . . . , λn ∈ K





=
{
Av | v ∈ Kn} .15.10 Die erste Aussage wiederholt nur die De�nition des Kerns.Die zweite Aussage folgt aus der Tatsa
he, dass die Lösungsmenge eines linearen homo-genen Glei
hungssystem (A | 0) mit A ∈ Km×n ein Untervektorraum des Kn ist.Die dritte Aussage wiederholt die bekannte FormelAnzahl der frei wählbaren Parameter = n− rg(A) ,Die vierte Aussage gilt ebenso, da bei einer quadratis
hen n× n-Matrix, die in Zeilen-stufenform vorliegt, die Anzahl der Nullzeilen gerade n − r ist, wenn r die Anzahl derNi
htnullzeilen ist. Aber das ist ja gerade na
h der dritten Aussage die Dimension desKerns.Die fünfte Aussage formuliert neu, was altbekannt ist: Wir wissen aus dem Kapitel zuden linearen Glei
hungssystemen

Ax = b lösbar ⇔ rg(A) = rg(A | b) .In einer anderen Spre
hweise bedeutet das 〈s1, . . . , sn〉 = 〈s1, . . . , sn, b〉.



16 Orthogonalität I16.1 Für w = 0 ist die Aussage ri
htig, daher setzen wir im Folgenden w 6= 0 voraus.Aufgrund der positiven De�nitheit ist 〈w ,w〉 > 0, wir setzen
λ =

〈v ,w〉
〈w ,w〉 ∈ R .Es gilt dann:

0 ≤ ‖v − λw‖2 = 〈v − λw , v − λw〉 = ‖v‖2 + λ2‖w‖2 − 2λ〈v , w〉

= ‖v‖2 + 〈v ,w〉
2

〈w ,w〉2 〈w ,w〉 − 2
〈v , w〉
〈w ,w〉 〈v , w〉

= ‖v‖2 + 〈v ,w〉
2

‖w‖2 − 2
〈v ,w〉2
‖w‖2 = ‖v‖2 − 〈v , w〉

2

‖w‖2 .Dur
h Umstellen und Wurzelziehen folgt:
0 ≤ ‖v‖2 · ‖w‖2 − 〈v , w〉2 ⇒ |〈v ,w〉| ≤ ‖v‖ · ‖w‖ .16.2 Wir zeigen die Aussage für zwei zueinander senkre
hte Vektoren, die Behaup-tung lässt si
h dann lei
ht verallgemeinern. Wir betra
hten zwei orthogonale Vektoren

v und w und ma
hen wie immer den Ansatz
(∗) λ v + µw = 0 .Zu zeigen ist, dass λ = 0 = µ gilt. Da 〈v , 0〉 = 0, gilt wegen der Linearität des Skalar-produkts:

0 = 〈v , λv + µw〉 = λ〈v , v〉+ µ 〈v , w〉︸ ︷︷ ︸
=0

,sodass wegen v 6= 0 notwendig λ = 0 gelten muss. Ist aber erst mal λ = 0 erkannt, soist wegen w 6= 0 au
h µ = 0 (siehe obige Glei
hung (∗)).16.3 Der folgende Code leistet das Gewüns
hte:fun
tion [ pa, pap ℄ = orthzer( p,a )%bestimmt die orthogonale zerlegung des polynoms p laengs asyms x;z=int(a*p,x,0,1);n=int(a*a,x,0,1);pa=z/n*a;pap=p-pa;end



56 16 Orthogonalität I16.4 Man bea
hte unser Rezept:(a) Linearität :
〈λv + v′ , w〉 =4(λv1 + v′1)w1 + 3(λv2 + v′2)w2 + (λv1 + v′1)w2 + (λv2 + v′2)w1

=λ(4v1w1)+4v′1w1+λ(3v2w2)+3v′2w2+λ(v1w2)+v
′
1w2+λ(v2w1)+v

′
2w1

= λ(4v1w1 + 3v2w2 + v1w2 + v2w1) + (4v′1w1 + 3v′2w2 + v′1w2 + v′2w1)

= λ〈v ,w〉+ 〈v′ , w〉 . XSymmetrie:
〈v ,w〉 = 4v1w1 + 3v2w2 + v1w2 + v2w1 = 4w1v1 + 3w2v2 + w2v1 + w1v2 = 〈w , v〉 . XPositive De�nitheit :

〈v , v〉 = 4v1v1 + 3v2v2 + v1v2 + v2v1 = 4v21 + 2v1v2 + 3v22

= v21 + 2v1v2 + v22 + 3v21 + 2v22 = (v1 + v2)
2 + 3v21 + 2v22 . X

〈v ,w〉 = 2v1w1 + 3v2w2 + v1w2 + v2w1 ist also ein Skalarprodukt . (b) Aufgrund desQuadrates s
höpfen wir s
hnell den Verda
ht, dass die Linearität ni
ht gegeben ist.Zuerst bere
hnen wir:
〈λv + v′ , w〉 = (λv1 + v′1)

2w1 + (λv2 + v′2)w2

= (λ2v21 + 2λv1v
′
1 + v′1

2
)w1 + λv2w2 + v′2w2 und

λ〈v , w〉+ 〈v′ , w〉 = λv21w1 + λv2w2 + v′1
2
w1 + v′2w2 .Für λ = v1 = w1 = v′1 = 1 gilt

〈λv + v′ , w〉 6= λ〈v ,w〉+ 〈v′ , w〉 ,somit ist 〈v ,w〉 = v21w1 + v2w2 kein Skalarprodukt.16.5 (a) Mit 〈v ,w〉 = 4, ||v|| =
√
5 und ||w|| = √6 gilt ∡(v,w) = arccos(4/

√
30) ≈

0.75 ≈ 0.24π.(b) Es gilt
〈p , q〉 =

1
ˆ

0

3x4 − 5x3 + x2 + 8x− 6 dx =
3

5
x5 − 5

4
x4 +

1

3
x3 + 4x2 − 6x

∣∣∣∣
1

0

= −139

60
.

||p||2 =

1
ˆ

0

x4−4x3+8x2−8x+4 dx =
28

15
, ||q||2 =

1
ˆ

0

9x4+6x3−17x2−6x+9 dx =
109

30
.Also ∡(p, q) = arccos

(
139·

√
15·

√
30

60·
√

28·
√

109

)
≈ 2.67 ≈ 0.85π.



17 Orthogonalität II17.1 1. Für das Skalarprodukt und für alle x = (x1, x2, x3)
⊤ ∈ R3 gilt:

〈x , a× b〉 = x1a2b3 − x1b2a3 + x2a3b1 − x2b3a1 + x3a1b2 − x3b1a2 .Ebenso erhält man für die Determinante dur
h Entwi
klung na
h der ersten Spalte:
det(x, a, b) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 a1 b1

x2 a2 b2

x3 a3 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= x1

∣∣∣∣∣∣
a2 b2

a3 b3

∣∣∣∣∣∣
− x2

∣∣∣∣∣∣
a1 b1

a3 b3

∣∣∣∣∣∣
+ x3

∣∣∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣∣

= x1a2b3 − x1b2a3 + x2a3b1 − x2b3a1 + x3a1b2 − x3b1a2 .2. Da die Determinante einer Matrix mit zwei glei
hen Spalten null ist, gilt:
〈a , a× b〉 = det(a, a, b) = 0 = det(b, a, b) = 〈b , a× b〉 .Da 〈a , a× b〉 = 〈b , a× b〉 = 0, steht a× b senkre
ht auf a und b.3. Diese Eigens
haft re
hnet man einfa
h na
h:

‖a× b‖2 = (a2b3 − b2a3)2 + (a3b1 − b3a1)2 + (a1b2 − b1a2)2

=
(
a21 + a22 + a23

)(
b21 + b22 + b23

)
−
(
a1b1 + a2b2 + a3b3

)2

= ‖a‖2 ‖b‖2 − 〈a , b〉2 = ‖a‖2 ‖b‖2 −
(
‖a‖ ‖b‖ cos∡(a, b)

)2

= ‖a‖2 ‖b‖2
(
1− cos2 ∡(a, b)

)
= ‖a‖2 ‖b‖2 sin2

∡(a, b) .4. Die Behauptung folgt aus 10. und der De�nition von [a, b, c].5. Das folgt aus 3.6. Das folgt direkt aus der De�nition.7. Ohne Eins
hränkung gelte a, b 6= 0. Mit 3. gilt:
a× b = 0 ⇔ ‖a× b‖ = 0 ⇔ sin∡(a, b) = 0 ⇔ a, b linear abhängig.8. Au
h hier verwenden wir 3.:
‖a× b‖2 + |〈a , b〉|2 = ‖a‖2 ‖b‖2 sin2

∡(a, b) + ‖a‖2 ‖b‖2 cos2 ∡(a, b)

= ‖a‖2 ‖b‖2
(
sin2
∡(a, b) + cos2 ∡(a, b)

)
= ‖a‖2 ‖b‖2 .9. Wir begründen die drei Identitäten:



58 17 Orthogonalität II
• Die Grassmannidentität:

u× (v × w) = u×



v2w3 − v3w2

v3w1 − v1w3

v1w2 − v2w1


 =



u2(v1w2 − v2w1)− u3(v3w1 − v1w3)
u3(v2w3 − v3w2)− u1(v1w2 − v2w1)
u1(v3w1 − v1w3)− u2(v2w3 − v3w2)




=



(u2w2 + u3w3)v1 − (u2v2 + u3v3)w1

(u1w1 + u3w3)v2 − (u1v1 + u3v3)w2

(u1w1 + u2w2)v3 − (u1v1 + u2v2)w3




=



(u2w2 + u3w3)v1 − (u2v2 + u3v3)w1 + ((u1w1)v1 − (u1v1)w1)
(u1w1 + u3w3)v2 − (u1v1 + u3v3)w2 + ((u2w2)v2 − (u2v2)w2)
(u1w1 + u2w2)v3 − (u1v1 + u2v2)w3 + ((u3w3)v3 − (u3v3)w3)




=



〈u ,w〉v1 − 〈u , v〉w1

〈u ,w〉v2 − 〈u , v〉w2

〈u ,w〉v3 − 〈u , v〉w3


 =



〈u ,w〉v1
〈u ,w〉v2
〈u ,w〉v3


−



〈u , v〉w1

〈u , v〉w2

〈u , v〉w3




= 〈u ,w〉v − 〈u , v〉w .

• Die Ja
obiidentität:
(u× (v × w)) + (v × (w × u)) + (w × (u× v))

= (〈u ,w〉v − 〈u , v〉w) + (〈v , u〉w − 〈v , w〉u) + (〈w , v〉u− 〈w , u〉v) (s. o.)
= (〈w , v〉 − 〈v , w〉)︸ ︷︷ ︸

= 0

u+ (〈u , w〉 − 〈w , u〉)︸ ︷︷ ︸
= 0

v + (〈v , u〉 − 〈u , v〉)︸ ︷︷ ︸
= 0

w = 0 .

• Die Lagrangeidentität: Mit der Formel für das Spatprodukt gilt:
〈a× b , c〉 = 〈a , b× c〉Nutzt man das, die Grassmann-Identität und die Linearität, so erhält man:

〈u× v , w × x〉 = 〈u , v × (w × x)〉 = 〈u , 〈v , x〉w − 〈v , w〉x〉
= 〈u , 〈v , x〉w〉 − 〈u , 〈v ,w〉x〉 = 〈v , x〉〈u ,w〉 − 〈v , w〉〈u , x〉 .10. folgt direkt aus der De�nition, da 〈x , a× b〉 = det(x, a, b) ist:

[a, b, c] = 〈a× b , c〉 = 〈c , a× b〉 = det(c, a, b) = − det(a, c, b) = det(a, b, c) .11. Zur Begründung bea
hte man die Abbildung von Seite 143. Es gilt:
|[a, b, c]| = |〈a× b , c〉| = ‖a× b‖︸ ︷︷ ︸

=F

· ‖c‖ cos∡(a× b, c)︸ ︷︷ ︸
= h

= F · h .12. Unter Verwendung der Aussage in 1. erhalten wir:
{a, b, c} linear abhängig ⇔ det(a, b, c) = 0 ⇔ [a, b, c] = 0 .13. Na
h De�nition ist a, b, c Re
htssystem, wenn det(a, b, c) > 0. Die Behauptung folgtmit 1.



5917.2 (a) Der VektorraumW ist eindimensional, der Vektorraum R[x]2 dreidimensio-nal. Das orthogonale Komplement W⊥ ist damit zweidimensional. Gesu
ht sind damitzwei linear unabhängige Vektoren aus R[x]2, die beide senkre
ht auf 1 + x2 stehen.Um sol
he Vektoren anzugeben, überlegen wir uns erst mal, wel
he Bedingungen dasSenkre
htstehen eines allgemeinen Polynoms p(x) = ax2 + bx + c ∈ R[x]2 auf 1 + x2liefert:
0 = 〈p , 1 + x2〉 = 〈ax2 + bx + c , 1 + x2〉

=

ˆ 1

0

(ax2 + bx+ c)(1 + x2) dx =

ˆ 1

0

ax4 + bx3 + (a+ c)x2 + bx+ c dx

=
a

5
x5 +

b

4
x4 +

a+ c

3
x3 +

b

2
x2 + cx

∣∣∣∣
1

0

=
a

5
+
b

4
+
a+ c

3
+
b

2
+ c

=
8

15
a+

3

4
b+

4

3
c .Das besagt: Für jede Wahl dreier Zahlen a, b, c mit 8

15a + 3
4b +

4
3 c = 0 gilt p(x) =

ax2 + bx+ c ⊥ 1 + x2. Wir wählen nun besonders günstige Zahlen, nämli
h
a = 15 , b = 0 , c = −6 bzw. a = 0 , b = 16 , c = −9 .Damit sind p1(x) = 15x2 − 6 und p2(x) = 16x − 9 orthogonal zu q = 1 + x2 und ausGradgründen au
h linear unabhängig, d. h. W⊥ = 〈p1(x), p2(x)〉.(b) Wir wenden das Rezept zum Gram-S
hmidt's
hen Orthonormierungsverfahren an:

q1 =
p1
||p1||

= p1, da ||p1||2 =

ˆ 1

0

1 dx = 1 .

q′2 = p2 − 〈q1 , p2〉q1 = x−
ˆ 1

0

x dx = x− 1

2
mit ||q′2|| =√ˆ 1

0

x2 − x+
1

4
dx =

1√
12
.

q2 =
q′2
||q′2||

=
1√
12

(
x− 1

2

)
=
√
3(2x− 1) .

q′3 = x2 − 〈1 , x2〉 · 1− 〈
√
3(2x− 1) , x2〉 ·

√
3(2x− 1)

= x2 −
ˆ 1

0

x2 dx− (6x− 3)

ˆ 1

0

2x3 − x2 dx = x2 − 1

3
− (6x− 3)

1

6
= x2 − x+

1

6
.

q3 =
q′3
||q′3||

=
1√
180

(
x2 − x+

1

6

)
=
√
5(6x2 − 6x+ 1) .Es ist also {1,√3(2x− 1),

√
5(6x2 − 6x+ 1)} eine Orthonormalbasis von R[x]2.17.3 (a) Wir benötigen das Skalarprodukt von p mit q und die Längen von p und q:

〈p , q〉 = −11 , ‖p‖ = 5 , ‖q‖ = 3 ⇒ ∡(p, q) = arccos

(−11
15

)
.



60 17 Orthogonalität II(b) Einen zu p und q senkre
hten Vektor erhält man dur
h das Vektorprodukt
n′ = p× q =



3
0
4


×



−1
2
−2


 =



0 · (−2) − 4 · 2
4 · (−1) − 3 · (−2)
3 · 2 − 0 · (−1)


 =



−8
2
6


 .Da ‖n′‖ =

√
(−8)2 + 22 + 62 =

√
104 ist, ist n = n′

‖n′‖ = 1√
104



−8
2
6


 geeignet.(
) Wir bere
hnen die Länge von s in Abhängigkeit von λ:

||s||22 = ||p+ q + λn||22 = 〈p+ q + λn , p+ q + λn〉
= 〈p , p〉+ 2〈p , q〉+ 2λ〈p , n〉+ 〈q , q〉+ 2λ〈q , n〉+ λ2〈n , n〉
= ||p||22 + 2〈p , q〉+ ||q||22 + λ2||n||22 (da n senkre
ht auf p und q steht)
= 25− 22 + 9 + λ2 (na
h Teil (a) und weil n normiert ist)
= 12 + λ2 .Es gilt also ||s||2 =

√
13 ⇔ ||s||22 = 13 ⇔ 12 + λ2 = 13 ⇔ λ2 = 1 ⇔ λ = ±1. Estaugt etwa λ = 1.(d) Für die Flä
he F des Parallelogramms gilt: F = ||p× q||2 = ||n′||2 =

√
104.(e) Es gilt: V = |〈p× q , n〉| = |〈n′ , n〉| =

∣∣〈
√
104 · n , n〉

∣∣ =
√
104 · |〈n , n〉| =

√
104.17.4 (a) Wir s
hreiben die Vektoren v1, . . . , v4 spaltenweise in eine Matrix A.W istdann der Spaltenraum von A bzw. der Zeilenraum von B = A⊤. Um eine Basis davonzu bestimmen, bringen wir B mithilfe elementarer Zeilenoperationen auf Dreie
ksform:




1 0 1 0
1 1 1 1
1 1 2 2
0 1 −1 0


  




1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0


 .Es ist dim(W ) = 3 und die {(1, 0, 1, 0)⊤, (0, 1, 0, 1)⊤, (0, 0, 1, 1)⊤} eine Basis von W .(b) Wir nummerieren nun die Basisvektoren, die wir in Teil (a) bere
hnet haben, mit

b1, b2, b3 dur
h und wenden das Gram-S
hmidtverfahren auf diese Basis an:
w1 =

b1
||b1||

=
1√
2




1
0
1
0


 , w′

2 = b2 − 〈w1 , b2〉w1 =




0
1
0
1


 ⇒ w2 =

1√
2




0
1
0
1




w′
3 = b3 − 〈w1 , b3〉w1 − 〈w2 , b3〉w2 =

1

2




−1
−1
1
1


 mit ||w′

3|| = 1 ⇒ w3 = w′
3 .



61Es ist die Menge  1√
2




1
0
1
0


 , 1√

2




0
1
0
1


 , 12




−1
−1
1
1








eine Orthonormalbasis von W .17.5 (a)vol(v1, v2, v3) = ∣∣∣∣∣∣det 1 2 3
−2 0 1
0 3 −1




∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1 · det
(
0 1
3 −1

)
+ 2 · det

(
2 3
3 −1

)∣∣∣∣

= | − 3 + 2 · (−11)| = 25 .Alternativ: vol(v1, v2, v3) = 〈v1 × v2 , v3〉.(b) vol(w1, w2, w3) =

∣∣∣∣∣∣
det



1 −2 0
2 0 3
3 1 −1




∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1 · det
(
0 3
1 −1

)
+ 2 · det

(
2 3
3 −1

)∣∣∣∣

= | − 3 + 2 · (−11)| = 25 .(
) Wie man sieht, sind die Volumen in den Aufgabenteilen (a) und (b) glei
h. Das istaber klar, denn die Matrix in (b) ist gerade die Transponierte der Matrix in (a) undbekanntli
h gilt det(A) = det(A⊤) für alle Matrizen A ∈ Rn×n, n ∈ N.17.6 (a) F = ||u× v|| = ||(−6, 16,−7)⊤|| =
√
341 ≈ 18, 466.(b) Das Dreie
k wird dur
h die Vektoren

u = (2, 3, 5)⊤ − (1, 0,−1)⊤ = (1, 3, 6)⊤ und v = (4, 2, 1)⊤ − (1, 0,−1)⊤ = (3, 2, 2)⊤aufgespannt. Seine Flä
he D bere
hnet si
h also als D = F/2 ≈ 9, 233.(
) V = |〈u× v ,w〉| = |(−6) · (−2) + 16 · 8 + (−7) · 7| = 91.17.7 Wir wenden unser Rezept zum Gram-S
hmidt's
hen Orthonormierungsverfah-ren an:
∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣




3
−1
−1
−1




∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣

2

=
√

32 + (−1)2 + (−1)2 + (−1)2 =
√
12 = 2

√
3 ⇒ b1 =

1

2
√
3




−3
−1
−1
−1




b′2 =




−1
3
−1
−1


+

1

3




3
−1
−1
−1


 =

1

3




0
8
−4
−4


 mit ||b′2||2 =

28

3
⇒ b2 =

√
3

4
√
2
·4
3




0
2
−1
−1


 =

1√
6




0
2
−1
−1




b′3 =




−1
−1
3
−1


+

1

3




3
−1
−1
−1


+

2

3




0
2
−1
−1


 =




0
0
2
−2


 ⇒ b3 =

1√
8
· 2




0
0
1
−1


 =

1√
2




0
0
1
−1


Es ist dann {b1, b2, b3} eine Orthonormalbasis von U .



62 17 Orthogonalität II17.8 (a) Wir wenden das Gram-S
hmidtverfahren auf die Standardbasis {1, x, x2, x3}an:
||1||2 =

ˆ 1

−1

1 · 1 dx = x

∣∣∣∣
1

−1

= 1 + 1 = 2 ⇒ b1 =
1√
2
· 1 .

〈1 , x〉 =
ˆ 1

−1

x dx =
1

2
x2
∣∣∣∣
1

−1

= 0 ⇒ b′2 = x− 1

2
〈1 , x〉 · 1 = x ⇒ b2 =

x

||x|| =
√

3

2
x .

b′3 = x2 − 〈1 , x
2〉

2
1− 2〈x , x2〉

3
x = x2 − 1

3
⇒ ||b′3|| =

√
8

45
⇒ b3 =

√
45

8

(
x2 − 1

3

)
.

b′4 = x3 − 3

5
x mit ||b′4|| =√ 8

175
⇒ b4 =

√
175

8

(
x3 − 3

5
x

)
.Es ist also {√1

2
,
√

3
2
x,
√

45
8

(
x2 − 1

3

)
,
√

175
8

(
x3 − 3

5
x
)} eine Basis von R[x]3.(b)

d(f, g)2 = ||f − g||2 = 〈x+ 1− x2 + 1 , x+ 1− x2 + 1〉 = 〈x2 − x− 2 , x2 − x− 2〉

=

ˆ 1

−1

(
x2 − x− 2

)2
dx =

ˆ 1

−1

x4 − 2x3 − 3x2 + 4x+ 4 dx

=
1

5
x5 − 1

2
x4 − x3 + 2x2 + 4x

∣∣∣∣
1

−1

=
1

5
− 1

2
− 1 + 2 + 4−

(
−1

5
− 1

2
+ 1 + 2− 4

)
=

2

5
− 2 + 8 = 32/5 .Der Abstand von f und g ist also d(f, g) =√32/5.



18 Das lineare Ausglei
hsproblem18.1 Es sei V = Rn mit dem kanonis
hen Skalarprodukt 〈 , 〉 und U = {Ax | x ∈
Rr} = 〈b1, . . . , br〉 ⊆ V mit den Spalten b1, . . . , br von A.Ein Element Ax ∈ Rn mit x ∈ Rr ist genau dann eine Lösung von ‖v − Ax‖ = min,wenn v −Ax ⊥ U , d. h., Ax ist die senkre
hte Projektion von v auf U . Nun gilt:

v − Ax ⊥ U ⇔ v −Ax ⊥ bi für alle i = 1, . . . , r

⇔ 〈bi , v −Ax〉 = 0 für alle i = 1, . . . , r

⇔ b⊤i (v − Ax) = 0 für alle i = 1, . . . , r

⇔ A⊤(v −Ax) = 0 ⇔ A⊤Ax = A⊤v .Damit ist gezeigt, dass die Lösungsmengen des linearen Ausglei
hsproblem und derNormalglei
hung übereinstimmen. Es bleibt zu zeigen, dass die Lösungsmenge genaudann einelementig ist, wenn A den Rang r hat. Das begründen wir, indem wir zeigen,dass A⊤A genau dann invertierbar ist, wenn A den Rang r hat. Es gilt:
A⊤A ist invertierbar ⇔ A⊤Aw = 0 nur für w = 0

⇔ wA⊤Aw = 0 nur für w = 0

⇔ 〈Aw ,Aw〉 = 0 nur für w = 0

⇔ Aw = 0 nur für w = 0

⇔ A hat Rang r.Damit ist alles gezeigt.18.2 Da die drei angegeben Vektoren linear abhängig sind, bilden die ersten bei-den eine Basis von U . Wir wenden unser Rezept an und überlassen die Re
henarbeitMATLAB:>> format rat>> A=[1 0;-1 2 ;0 -2 ; 2 1℄; v=[1;2;-2;-1℄;>> x=A'*A\A'*vx = -1/27/9>> u=x(1)*A(:,1)+x(2)*A(:,2)u = -1/237/18-14/9-2/9



64 18 Das lineare Ausglei
hsproblem>> up=v-uup = 3/2-1/18-4/9-7/9>> d=norm(up)d = 881/50418.3 Da dim(U) = 1 ist {b} eine Basis von U . Wir setzen A = (b) ∈ R2×1. Dieorthogonale Projektion u von v auf U ist demna
h u = λb mit A⊤Aλ = A⊤v. Wegen
A⊤A = 5 und A⊤v = 14 erhalten wir λ = 14/5, d. h.

u = 14
5 b = 14

5


2

1


 und damit u⊥ = v − u =


6

2


− 14

5


2

1


 =

1

5


 2

−4


 .Die dur
hgeführten Re
hnungen sind genau diejenigen, die zur orthogonalen Zerlegungvon v längs b führen.18.4 Wir bestimmen die Lösung mit MATLAB:>> A=[1/sqrt(2) 1/sqrt(3) ; 1/sqrt(2) -1/sqrt(3) ; 0 1/sqrt(3) ℄A = 985/1393 780/1351985/1393 -780/13510 780/1351>> v=[-1;2;-3℄v = -12-3>> x=A'*A\A'*vx = 985/1393-1351/390>> u=x(1)*A(:,1)+x(2)*A(:,2)u = -3/25/2-2>> up=v-u



65up = 1/2-1/2-1>> norm(up)ans =1079/88118.5 Der folgende Code erfüllt alle Wüns
he:fun
tion [ f ℄ = ausglei
hsgerade( t,b )syms x;n=length(t); A=[ones(n,1), t℄; y=A\b; f=y(1)+y(2)*x;hold onplot(t,b,'o'); h=ezplot(f, [min(t),max(t)℄);set(h, 'Color', 'm')hold offendWir erhalten mit der Eingabe t=(0:0.1:10)';b=t+rand(101,1).* sign(randn(101,1));die Funktion
f = (4601567270240301∗x)/4503599627370496−2707783229339561/18014398509481984und den Plot

0 2 4 6 8 10

0

2

4

6

8

10

x

(4601567270240301 x)/4503599627370496 − 2707783229339561/18014398509481984

18.6 Hier wollen wir speziell die Verzögerung a(v) = r + ̺Acw
2m v2 = x1 + x2v

2anpassen, wobei wir aus der Datentabelle
A =




1 v21
1 v22
1 v23


 =




1 100
1 400
1 900


 und b =



a1
a2
a3


 =




0.1225
0.1625
0.2225






66 18 Das lineare Ausglei
hsproblemablesen; die zugehörige Normalglei
hung ist daher
A⊤Ax =

(
3 1400

1400 980000

)(
x1
x2

)
=

(
0.5075
277.5

)
= A⊤b .Wegen A⊤A ∈ R2×2 können wir s
hnell das Inverse der Matrix bere
hnen:

(
x1
x2

)
=

1

980000

(
980000 −1400
−1400 3

)(
0.5075
277.5

)
= . . . ≈

(
0.1110714
0.0001245

)
.Somit s
hätzen wir r = x1 ≈ 0.111 und cw = 2m

̺A
x2 = 2000x2 ≈ 0.249 � bea
hten Sie,dass r die Einheit m/s2 trägt, während cw s
hli
ht einheitsfrei ist.18.7 (a) Wir verwenden unser Rezept:(1) Setze b = (1, 0, 1, 2)⊤ und A =




1 −1
1 0
1 1
1 2


.(2) Wir lösen die Normalenglei
hung A⊤Ax = A⊤b, wobei A⊤A =

(
4 2
2 6

):
x=(A⊤A)−1A⊤b=

(
4 2
2 6

)−1(
1 1 1 1
−1 0 1 2

)



1
0
1
2


=

1

20

(
6 −2
−2 4

)(
4
4

)
=

(
4/5
2/5

)
.(3) Die gesu
hte Ausglei
hsgerage lautet damit y = 4

5
+ 2

5
x.(b) Mit δ = 0.0001 gilt

A =



1 1
1 1 + δ
1 1 + δ


, b = (2, δ, 4 + δ)⊤, A⊤A =

(
3 3 + 2δ

3 + 2δ 3 + 4δ + 2δ2

)
.Für die Lösung ergibt si
h

x = (A⊤A)−1A⊤b =

(
3 3 + 2δ

3 + 2δ 3 + 4δ + 2δ2

)−1 (
1 1 1
1 1 + δ 1 + δ

)


2
δ

4 + δ




=
1

2δ2

(
3 + 4δ + 2δ2 −3− 2δ
−3− 2δ 3

)(
1 1 1
1 1 + δ 1 + δ

)


2
δ

4 + δ




=
1

2δ2

(
2δ + 2δ2 −δ −δ
−2δ δ δ

)


2
δ

4 + δ


 =

1

2δ2

(
2δ2

2δ2

)
=

(
1
1

)
.



6718.8 Die Modells
hwingung h(t) = x1 + x2 cos
π
6 t + x3 sin

π
6 t ist hier bestmögli
hanzupassen. Dazu lesen wir zunä
hst A ∈ R6×3 und b ∈ R6 aus der Datentabelle ab:

A =




1 1 0

1 1
2

√
3

2

1 −1
2

√
3

2
1 −1 0

1 −1
2
−

√
3

2

1 1
2 −

√
3

2




und b =




h1
h2
h3
h4
h5
h6




=




1.0
1.6
1.4
0.6
0.2
0.8



.Erfreuli
herweise reduziert si
h hierbei die Normalglei
hung auf

A⊤Ax =




6 0 0
0 3 0
0 0 3





x1
x2
x3


 =




5.6
0.8√
3


 = A⊤b,woraus wir x =

(
14
15 ,

4
15 ,

1
3

√
3
)
≈ (0.933, 0.267, 0.577) gewinnen. Für die Amplitude Ader S
hwingung erhält man
A =

√
x22 + x23 ≈ 0.63596 .Somit erhalten wir bei Flut hmax = x1 +A ≈ 1.569m sowie bei Ebbe hmin = x1 −A ≈

0.297m.18.9 Wir setzen
A =




1 1
1 2
1 3
1 4
1 5




sowie y =




5.0
6.5
9.5
11.5
12.5


und lösen das lineare Glei
hungssystem

A⊤Ax = A⊤y ⇔
(
1 1 1 1 1
1 2 3 4 5

)



1 1
1 2
1 3
1 4
1 5




(
x1
x2

)
=

(
1 1 1 1 1
1 2 3 4 5

)



5.0
6.5
9.5
11.5
12.5




⇔
(

5 15
15 55

)(
x1
x2

)
=

(
45
155

)
⇔ x =

(
3
2

)
.Die Ausglei
hsgerade hat damit die Glei
hung f(x) = 3 + 2x.

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

 10

 11

 12

 13

-1  0  1  2  3  4  5  6

Messpunkte
Ausgleichsgerade f(x)



19 Die QR-Zerlegung einer Matrix19.1 (1) Es gilt s = (1, 2, 2)⊤ 6= λ e1.
• Wir setzen α1 = −‖s‖ = −3, da s1 ≥ 0.
• Wir setzen a = s− α1 e1 = (4, 2, 2)⊤.
• Mit der Householdertransformation

H1=E3 − 2

a⊤a
aa⊤=




−1/3 −2/3 −2/3
−2/3 2/3 −1/3
−2/3 −1/3 2/3


 giltA1=H1A=



−3 −1 2
0 −4 0
0 3 −4


 .(2) Es gilt s = (0, −4, 3)⊤ 6= λ e2.

• Wir setzen α2 = +‖s‖ = 5, da s2 < 0.
• Wir setzen a = s− α2 e2 = (0, −9, 3)⊤.
• Mit der Householdertransformation

H2=E3 − 2

a⊤a
aa⊤=



1 0 0
0 −4/5 3/5
0 3/5 4/5


 gilt A2=H2A1=

1

5



−15 −5 10

0 25 −12
0 0 −16


 .Damit erhalten wir A = QR mit Q = H1H2 und R = A2, d. h.

Q=
1

15



−5 2 −14
−10 −11 2
−10 10 5


 und R=

1

5



−15 −5 10

0 25 −12
0 0 −16


 .19.2 (a)(1) Es gilt s = (3, 4, 0, 0)⊤ 6= λ e1.

• Wir setzen α1 = −‖s‖ = −5, da s1 ≥ 0.
• Wir setzen a = s− α1 e1 = (8, 4, 0, 0)⊤.
• Mit der Householdertransformation

H1=E4 − 2

a⊤a
aa⊤=




−3/5 −4/5 0 0
−4/5 3/5 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 giltA1=H1A=




−5 0 −4
0 0 3
0 3 −2
0 4 4


 .(2) Es gilt s = (0, 0, 3, 4)⊤ 6= λ e2.

• Wir setzen α2 = −‖s‖ = −5, da s2 ≥ 0.
• Wir setzen a = s− α2 e2 = (0, 5, 3, 4)⊤.



69
• Mit der Householdertransformation

H2=E4 − 2

a⊤a
aa⊤=

1

25




25 0 0 0

0 0 −15 −20
0 −15 16 −12
0 −20 −12 9


 gilt A2=H2A1=




−5 0 −4
0 −5 −2
0 0 −5
0 0 0


 .Damit erhalten wir A = QR mit Q = H1H2 und R = A2, d. h.

Q=
1

25




−15 0 12 16
−20 0 −9 −12

0 −15 16 −12
0 −20 −12 9


 und R=




−5 0 −4
0 −5 −2
0 0 −5
0 0 0


 .(b) Die Lösung des Ausglei
hsproblems ergibt si
h aus:

R1x = d1 mit R1 =



−5 0 −4
0 −5 −2
0 0 −5


 , d1 =



−3
1
4


 .Wir erhalten hieraus x3 = 4

−5
= −4

5
, x2 = 1−8/5

−5
= 3

25
, x1 = −3−16/5

−5
= 31

25
.Für das Residuum erhalten wir die Norm des verbleibenden Eintrags ‖d2‖ = 2.19.3 In MATLAB lautet die Formulierung des Algorithmus z.B. wie folgt:fun
tion [Q,R,V℄ = householder(A)[m,n℄=size(A);if n>mdisp('Matrix A muss mehr Zeilen als Spalten haben')returnend%Ausgabe initialisierenQ=eye(size(A));V=zeros(size(A));R=zeros(n);for k=1:n%Spiegelungsvektor v konstruierena=A(k:m,k);tmp = sign(a(1))*norm(a);v=a;v(1)=v(1)+tmp;v=v/norm(v);%Spiegelung dur
hfuehrenA(k:end,k:end)=A(k:end,k:end)-2*v*(v'*A(k:end,k:end));%Spiegelvektoren merkenV(k:end,k)=v;end%Die Matrix Q bere
hnenfor k=n:-1:1v=V(k:end,k);Q(k:end,:)=Q(k:end,:)-2*v*(v'*Q(k:end,:));end



70 19 Die QR-Zerlegung einer Matrix%R ist der re
hte obere Teil von AR=triu(A);end19.4 Es gilt mit der orthogonalen Matrix Q und der Matrix R =

(
R̃
0

) der vollen
QR-Zerlegung und b = (b̃

c

), b̃ = (b1, . . . , bn)
⊤ ∈ Rn:

‖b−Ax‖2 = ‖Q⊤(b−Ax)‖2 = ‖Q⊤b−Q⊤Ax‖2 = ‖Q⊤b−Rx‖2 = ‖
(
b̃− R̃x
c

)
‖2

= ‖b̃− R̃ x‖2 + ‖c‖2 ≥ ‖c‖2 .Wegen rg(A) = n gilt au
h rg(R̃) = n, das Minimum wird für x = R̃−1b̃ angenommen.



20 Folgen20.1 Die Idee ist: Wir wählen einen Index N , sodass einerseits die Folgenglieder
bn mit einem Index n > N ganz nahe an an liegen und die an wiederum ganz nahean a liegen. Es liegen die bn dann au
h ganz nahe an a. Präziser: Es sei ε > 0. Da
lim

n→∞
an = a, gibt es einen Index N1 ∈ N mit

|an − a| < ε

2
für alle n > N1 .Da auÿerdem lim

n→∞
|bn − an| = 0, gibt es weiterhin einen Index N2 ∈ N mit
||bn − an| − 0| = |bn − an| < ε

2
für alle n > N2 .Wählt man nun Nε = max{N1, N2}, so gilt

|an − a| < ε

2
und |bn − an| < ε

2
für alle n > Nε .Mit der Dreie
ksunglei
hung gilt nun für alle n > Nε:

|bn − a| = |(bn − an) + (an − a)| ≤ |bn − an|+ |an − a| < ε

2
+
ε

2
= εund somit die Behauptung lim

n→∞
bn = a.20.2 Die Folge (a′n) unters
heidet si
h von der Folge (an) nur dur
h endli
h vieleFolgenglieder. Natürli
h vermutet man daher sofort, dass der Grenzwert derselbe seinwird.Da |I| = k < ∞, gibt es einen Index N ∈ N (z.B. N = max(I)), so dass a′n = an füralle n > N . Es sei nun ein ε > 0 gegeben. Da lim

n→∞
an = a, gibt es einen Index N1, sodass

|an − a| < ε für alle n > N1 .Mit Nε = max{N1, N} gilt dann entspre
hend
|a′n − a| = |an − a| < ε für alle n > Nε,also konvergiert au
h die Folge (a′n) gegen den Grenzwert a.20.3

an →∞ ⇒ ∀ ε > 0 : ∃N ∈ N :

an >
1

ε
∀n ≥ N ⇒

∣∣∣∣
1

an
− 0

∣∣∣∣ < ε ∀n ≥ N .

an → −∞ ⇒ ∀ ε > 0 : ∃N ∈ N :

an < −1

ε
∀n ≥ N ⇒ 1

an
> −ε ∀n ≥ N ⇒

∣∣∣∣
1

an

∣∣∣∣ < ε ∀n ≥ N .



72 20 Folgen
an → 0, an > 0, K ∈ R>0 ⇒ ∃ ε > 0 und N ∈ N : 1

ε > K und
an < ε ∀n ≥ N ⇒ 1

an
>

1

ε
> K ∀n ≥ N .

an → 0, an < 0, K ∈ R<0 ⇒ ∃ ε > 0 und N ∈ N : −1
ε < K und

−an < ε ∀n ≥ N ⇒ 1

an
< −1

ε
< K ∀n ≥ N .



21 Bere
hnung von Grenzwertenvon Folgen21.1 (a) Wähle cn = n2 + 1 und dn = −2n. Dann gilt
lim

n→∞
cn = +∞ , lim

n→∞
dn = −∞ und lim

n→∞
(cn + dn) = lim

n→∞
(n− 1)2 = +∞ .(b) Wähle cn = 2n und dn = −n2−1. Es folgt lim

n→∞
(cn+dn) = lim

n→∞
−(n−1)2 = −∞.(
) Mit cn = n+ e, dn = −n folgt

lim
n→∞

cn = +∞ , lim
n→∞

dn = −∞ und lim
n→∞

(cn + dn) = lim
n→∞

e = e .21.2 Wir wenden die Hilfsmittel an, die wir rezeptartig formuliert haben:(a) an = (2n+3)(n−1)
n2+n−4 −→

n→∞
2
1 = 2.(b) bn =

√
n+
√
n −

√
n−√n = (n+

√
n)−(n−√

n)√
n+

√
n+
√

n−√
n

= 2
√

n√
n+

√
n+
√

n−√
n

=

2
√

n
√

n
(
√

1+ 1√
n
+
√

1− 1√
n

) −→
n→∞

2
1+1 = 1.(
) cn =

n∏
k=2

(
1− 1

k2

)
=

n∏
k=2

(
k2−1
k2

)
=

n∏
k=2

(
(k−1)(k+1)

k2

)
= 1·3

2·2 ·2·43·3 ·3·54·4 · · ·
(n−1)·(n+1)

n·n =

n+1
2n −→

n→∞
1
2 .(d) dn =

(
2n
n

)
2−n = (2n)!

n!(2n−n)!
2−n = (2n)!

n!n!
2−n = 2n(2n−1)(2n−2)!

n(n−1)!n (n−1)!
1
2
2−(n−1) =

(2(n−1))!
(n−1)! (n−1)! 2

−(n−1) 2n (2n−1)
n2 2 = 2n−1

n dn−1 =
(
2− 1

n

)
dn−1.Damit gilt dn ≥ (32) dn−1 ≥

(
3
2

)2
dn−2 ≥ . . . ≥

(
3
2

)n−1
d1 =

(
3
2

)n−1
= 2

3

(
3
2

)n.Die Folge (dn) ist daher ni
ht bes
hränkt und somit divergent.(e) en =
√
n+ 4−

√
n+ 2 = n+4−(n+2)√

n+4+
√

n+2
= 2√

n+4+
√

n+2
−→
n→∞

0.(f) fn =
(

5n
2n+1

)4
=
(

5
2+ 1

n

)4
−→
n→∞

(
5
2

)4
= 625

16 .(g) gn = n2−1
n+3 − n3+1

n2+1 = −3n3−3n−4
(n+3)(n2+1) =

−3− 3

n2 − 4

n3

(1+ 3
n )(1+

1
n2 )

−→
n→∞

−3
1·1 = −3.(h) hn =

√
n(n+ 3)− n = n(n+3)−n2√

n(n+3)+n
= 3n

n
(√

1
n
(n+3)+1

) = 3√
1+ 3

n
+1
−→
n→∞

3
2 .(i) in = (4n+3)(n−2)

n2+n−2
=

(4+ 3
n )(1−

2
n )

1+ 1
n
− 2

n2
−→
n→∞

4·1
1

= 4.(j) jn =
√
n+
√
2n−

√
n−
√
2n = n+

√
2n−(n−

√
2n)√

n+
√

2n+
√

n−
√

2n
= 2

√
2
√

n
√

n·
(

√

1+
√

2
n
+
√

1−
√

2
n

) −→
n→∞

2
√

2
1+1 =

√
2.(k) kn = (4n2+3n−2)(4n−2)

(4n−2)(2n+1)(n−4) = 4n2+3n−2
2n2−7n−4 =

4+ 3
n
− 2

n

2− 7
n
− 4

n

−→
n→∞

2.



74 21 Bere
hnung von Grenzwerten von Folgen(l) ln =
√
n2 + 2n− n = n2+2n−n2

√
n2+2n+n

= 2n√
n2+2n+n

= 2√
1+ 2

n
+1
−→
n→∞

1.21.3 (a) Falls (an) konvergiert, so lautet die Fixpunktglei
hung
a = 1

4 (a− 3)⇔ a− 1
4a = −3

4 ⇔ 3
4a = −3

4 ⇔ a = −1 .Der einzig mögli
he Grenzwert der Folge (an) ist also −1. Per vollständiger Induktionzeigen wir, dass −1 < an ≤ 0 gilt.Induktionsanfang : −1 < a0 = 0 ≤ 0 . XInduktionsvoraussetzung : −1 < an ≤ 0 ⇔ 0 < an + 1 ≤ 1 .Induktionss
hritt : an+1 = 1
4 (an− 3) = 1

4 (an+1)− 1, also mit Induktionsvoraussetzung
−1 < an+1 ≤ 0.Die Folge (an) ist also bes
hränkt und weil

an+1 − an = 1
4 (an − 3)− an = −3

4 (an + 1) < 0 ⇔ an+1 < an ,ist (an) streng monoton fallend und damit konvergent. Es gilt also lim
n→∞

an = −1.(b) Aus der Fixpunktglei
hung
b =
√
2 + b ⇒ b2 = 2 + b ⇔

(
b− 1

2

)2
= 9

4 ⇔ b = 2 ∨ b = −1erhält man als einzigen mögli
hen Grenzwert 2, denn −1 ist keine gültige Lösung derGlei
hung, da b = √2 + b ≥ 0 sein muss. Per vollständiger Induktion lässt si
h
0 ≤ bn < bn+1 < 2zeigen. Damit gilt lim

n→∞
bn = 2.(
) Aus der Fixpunktglei
hung

c =
3

4− c ⇔ c2 − 4c = −3 ⇔ (c− 2)2 = 1 ⇔ c = 1 ∨ c = 3folgt, dass die Kandidaten 1 und 3 für den Grenzwert der Folge sind. Mit Induktionzeigt man
1 < cn+1 < cn ≤ 2 .Damit konvergiert die Folge (cn) gegen den Grenzwert 1.(d) Aus der Fixpunktglei
hung

d = 3d+ 2 ⇔ 2d = −2 ⇔ d = −1folgt, dass der einzig mögli
he Grenzwert −1 ist. Man sieht aber sofort, dass dn ≥ 0,also divergiert die Folge (dn).



7521.4 Für n ∈ N und x > −1 gilt na
h der Bernoulli's
hen Unglei
hung
(1 + x)n ≥ 1 + nx .De�niert man an = n

√
α− 1, so folgt mit der obigen Unglei
hung
α = (an + 1)n ≥ 1 + nan ⇔ an ≤ α− 1

n
,da an > −1 wegen α > 0.1. Fall. α > 1: Dann ist an ≥ 0 und da α−1

n −→
n→∞

0, folgt mit dem Eins
hnürungskrite-rium lim
n→∞

an = 0 und damit
lim

n→∞
n
√
α = lim

n→∞
an + 1 = 0 + 1 = 1 .2. Fall. 0 < α < 1: Es gilt dann 0 < n

√
α < 1. Es ist also n

√
1/α > 1 und na
h Fall 1 gilt

n
√

1/α −→
n→∞

1. Das liefert
lim

n→∞
n
√
α = lim

n→∞
1

1/ n
√

α
= lim

n→∞
1

n
√

1/α
=

1

1
= 1 .Zusammen also lim

n→∞
n
√
α = 1 für alle α > 0.



22 Reihen22.1 Es gilt für die n-te Partialsumme:
sn =

s
2k+1︷ ︸︸ ︷

1 + 1
2 + 1

3 + 1
4︸ ︷︷ ︸

≥ 2· 14

+ 1
5 + 1

6 + 1
7 + 1

8︸ ︷︷ ︸
≥ 4·18

+ · · ·+
(

1
2k+1

+ . . . + 1
2k+1

)

︸ ︷︷ ︸
≥ 2k· 1

2k+1

+ · · ·+ 1
n

≥ 1 + 1
2 + 2 · 14 + 4 · 18 + · · ·+ 2k · 1

2k+1 ≥ 3
2 + k 1

2 = k+3
2 .Für alle k ∈ N gilt damit s2k+1 ≥ k+3

2

k→∞−→ ∞.22.2 Die Divergenz für α ≤ 1 ist klar, da ∑∞
n=1

1
n divergente Minorante ist. Ist

α > 1, so gilt:
s2k−1 = 1 +

(
1
2α + 1

3α

)
+
(

1
4α + 1

5α + 1
6α + 1

7α

)
+ · · ·+

(
1

(2k−1)α
+ . . .+ 1

(2k−1)α

)

≤ 1 + 2
2α + 4

4α + . . .+ 2k−1

(2k−1)α
=

k−1∑

n=0

(
1

2α−1

)n
.Da für α > 1 die Reihe ∑∞

n=0

(
1

2α−1

)n konvergiert, konvergiert au
h die allgemeineharmonis
he Reihe für α > 1.22.3(a) Für die Summanden gilt
2k2 + k + 7

(k + 2)(k − 7)
−→
k→∞

2

1
= 2 .Sie bilden also keine Nullfolge, und damit divergiert die Reihe na
h dem Nullfol-genkriterium.(b) Wir zeigen mit vollständiger Induktion über k, dass k!

kk ≤ 1
k2 für alle k ≥ 5 gilt:Induktionsanfang : k = 5: 5!

55 = 24
625 ≤ 25

625 = 1
25 = 1

52 XInduktionsvoraussetzung : Für k ∈ N gilt: k!
kk ≤ 1

k2 ⇔ k! ≤ kk

k2 = kk−2.Induktionss
hritt : (k+1)!
(k+1)k+1 ≤ 1

(k+1)2 ⇔ (k + 1)! ≤ (k + 1)k−1 .Da die Reihe ∑ 1
k2 konvergiert, konvergiert au
h die betra
htete Reihe na
h demMajorantenkriterium.(
) Für n ∈ N gilt:

n(n+ 4) = n2 + 4n ≥ n2 ≥ n2 − 3n+ 1,da −3n+ 1 ≤ −2. Für n ≥ 3 ist der Ausdru
k auÿerdem positiv. Es folgt also füralle n ≥ 3:
n(n+ 4)

n2 − 3n+ 1
≥ 1 ⇔ n+ 4

n2 − 3n+ 1
≥ 1

n
.



77Es folgt daher ∑∞
n=3

1
n ≤

∑∞
n=3

n+4
n2−3n+1 und da die harmonis
he Reihe gegen ∞divergiert, folgt mit dem Minorantenkriterium die Divergenz der gegebenen Reihe.Die ersten zwei Folgeglieder sind dabei für die Konvergenz unerhebli
h.(d) Dur
h Umformen erhalten wir die alternierende Reihe

∞∑

n=1

(n+ 1)n−1

(−n)n =

∞∑

n=1

(−1)n 1

n

(
n+ 1

n

)n−1

.Es bietet si
h das Leibnizkriterium an, dazu sind die Voraussetzungen zu überprü-fen. Zuerst formen wir um:
an =

1

n

(
n+ 1

n

)n−1

=
1

n

(
1 +

1

n

)n−1

.Mit etwas Mühe kann man zeigen, dass die Folge ((1 + 1
n

)n−1
) konvergiert (hierzubegründet man die Monotonie und Bes
hränktheit der Folge). Wir drü
ken uns vordieser Arbeit und ri
hten lieber an den Leser die Bitte, zahlrei
he Folgengliedermit MATLAB zu bere
hnen und diese mit e zu verglei
hen). Mit dieser Konvergenzfolgt nun

an =
1

n

(
1 +

1

n

)n

−→
n→∞

0 .Daher ist (an) eine Nullfolge. Wir zeigen nun, dass (an) monoton fallend ist. Dazubetra
hten wir den Quotienten
an+1

an
=

(n+ 2)n · nn

(n+ 1)n−1 · (n+ 1)n+1
=

(
n · (n+ 2)

(n+ 1)2

)n

=

(
n2 + 2n

n2 + 2n+ 1

)n

< 1 .Die Folge ist also monoton. Nun können wir mit dem Leibnizkriterium die Kon-vergenz der Reihe folgern.(e) Hier haben wir es (vom fehlenden ersten Summanden abgesehen) mit einer geome-tris
hen Reihe zu tun. Daher können wir ni
ht nur über die Konvergenz ents
hei-den, wir können sogar den Reihenwert bestimmen, es gilt:
∞∑

n=1

(
1

5

)n

= −1 +
(
1

5

)0

+

∞∑

n=1

(
1

5

)n

= −1 +
∞∑

n=0

(
1

5

)n

= −1 + 1

1− 1
5

=
1

5− 1
.(f) Wir setzen an = 4n

3n2+5 . Damit gilt
an =

4n

3n2 + 5
≥ 4n

3n2 + 5n2
=

4n

8n2
=

1

2
· 1
n
,weil n ≥ 1 ist. Wir �nden somit in der harmonis
hen Riehe eine divergente Mino-rante, die Reihe divergiert somit na
h dem Minorantenkriterium:

∞∑

n=1

4n

3n2 + 5
=

∞∑

n=1

an ≥ 1

2

∞∑

n=1

1

n
=∞ .



78 22 Reihen(g) Wie in der vorherigen Aufgabe gilt
4n

4n2 + 8
≤ 4n

4n2n+ 8n2
=

4n

12n2
=

1

3
· 1
n
,also ∑∞

n=1
4n

4n2+8 =∞ na
h dem Minorantenkriterium.(h) S
hreibt man die gegebene Summe als Reihe, so erhält man
1

2
+

2

3
+

3

4
+

4

5
+ . . . =

∞∑

n=1

n

n+ 1
.Die Folge n

n+1 konvergiert dabei gegen 1, ist also insbesondere keine Nullfolge undsomit divergiert die Reihe na
h dem Nullfolgenkriterium.(i) Wir haben es wieder (etwas verste
kt) mit einer geometris
hen Reihe zu tun, vonder wir wieder mal den Reihenwert bestimmen können:
∞∑

n=1

2

3n
= 2 ·

∞∑

n=1

(
1

3

)n

= 2

(
−1 +

∞∑

n=0

(
1

3

)n
)

= 2

(
−1 + 1

1− 1
3

)
= 1 .(j) Unter Kenntnis der Exponentialreihe ∞∑

n=0

xn

n! = ex gilt
∞∑

n=1

2n

n!
= 2 ·

∞∑

n=1

1

(n− 1)!
= 2 ·

∞∑

n=0

1

n!
= 2 ·

∞∑

n=0

1n

n!
= 2 · e1 = 2 e .Kennt man die Exponentialreihe ni
ht, lässt si
h immerhin mit dem Quotienkrite-rium die Konvergenz zeigen:

∣∣∣∣∣

2(n+1)
(n+1)!

2n
n!

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
(2n+ 2)n!

2n(n+ 1)!

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

2 · (n+ 1) · n!
2 · n · (n+ 1) · n!

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
1

n

∣∣∣∣ < 1 für n ≥ 2 .(k) Hier spielt die divergente harmonis
he Reihe wieder eine S
hlüsselrolle:
∞∑

n=1

1

100n
=

1

100
·

∞∑

n=1

1

n
=∞ .(l) Uups! � Hier haben wir die Teilaufgabe (d) erneut gestellt.(m) Da 1− 1

n −→n→∞
1 keine Nullfolge ist, kann ∞∑

n=1

1− 1
n ni
ht konvergieren.(n) Die Reihe divergiert, denn wir erhalten na
h Umformung und Indexvers
hiebungdie harmonis
he Reihe:

∞∑

n=3

n+ 1

n2 − n− 2
=

∞∑

n=3

n+ 1

(n+ 1)(n− 2)
=

∞∑

n=3

1

n− 2
=

∞∑

n=1

1

n
=∞ .



79(o) Mit dem Quotientenkriterium erhält man
∣∣∣∣∣

(n+1)3

4n+1

n3

4n

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
(n+ 1)3 · 4n
n3 · 4n+1

∣∣∣∣ =
1

4

(
n+ 1

n

)3

=
1

4

(
1 + 1

n

1

)3

−→
n→∞

1

4
< 1 .Die Reihe ist also konvergent.(p) Dieses Mal benutzen wir das Wurzelkriterium und erhalten

n

√∣∣∣∣
(
−9n− 10

10n

)n∣∣∣∣ =
9n+ 10

10n
=

9 + 10
n

10
−→
n→∞

9

10
< 1 .Au
h diese Reihe ist demna
h konvergent.(q) Die Reihe konvergiert absolut na
h dem Wurzelkriterium, denn es gilt:

n

√∣∣∣∣
1

nn

∣∣∣∣ =
1

n
−→
n→∞

0 < 1 .(r) Die Reihe konvergiert absolut na
h dem Ouotientenkriterium, denn es gilt:
∣∣∣∣∣

(n+1)2

2n+1

n2

2n

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
n2 + 2n+ 1

2n2

∣∣∣∣ =
1 + 2

n + 1
n2

2
−→
n→∞

1

2
< 1 .22.4 (a) Mit der Umformung

∞∑

n=0

2 + 3 · (−1)n
n+ 1

=

∞∑

n=0

2 ·
=1︷ ︸︸ ︷

(−1)2n +3 · (−1)n
n+ 1

=

∞∑

n=0

(−1)n · (−1)
n · 2 + 3

n+ 1︸ ︷︷ ︸
=: an >0gilt ∑∞

n=0
2+3·(−1)n

n+1 =
∑∞

n=0(−1)nan mit an > 0. Die Reihe ist also alternierend.Damit nun das Leibnizkriterium anwendbar wäre, müsste die Folge (an) monoton gegen
0 konvergieren. (an) ist tatsä
hli
h eine Nullfolge, denn:

an =
(−1)n · 2 + 3

n+ 1
=

(−1)n · 2n + 3
n

1 + 1
n

−→
n→∞

0 + 0

1 + 0
= 0 .Für die Monotonie müsste nun no
h gelten:

an+1 ≤ an ⇔ (−1)n+1 · 2 + 3

n+ 2
≤ (−1)n · 2 + 3

n+ 1

⇔
(
(−1)n+1 · 2 + 3

)
(n+ 1) ≤ ((−1)n · 2 + 3) (n+ 2)

⇔




n+ 1 ≤ 5(n+ 2) n gerade
5(n+ 1) ≤ n+ 2 n ungerade

⇔




4n+ 9 ≥ 0 n gerade X

−(4n+ 3) ≥ 0 n ungerade ein Widerspru
h.



80 22 ReihenDie Folge (an) ist also ni
ht monoton.(b)∑∞
n=0

(−1)n

n+2
· n+1
n+3

ist eine alternierende Reihe über der Folge an = n+1
(n+2)(n+3)

. DieseFolge ist eine Nullfolge, denn
an =

n+ 1

(n+ 2)(n+ 3)
=

1
n
+ 1

n2(
1 + 2

n

) (
1 + 3

n

) −→
n→∞

0 + 0

(1 + 0)(1 + 0)
= 0 .Auÿerdem ist (an) monoton fallend, denn es gilt

an+1 ≤ an ⇔ n+ 2

(n+ 3)(n+ 4)
≤ n+ 1

(n+ 2)(n+ 3)
⇔ (n+ 2)(n+ 2) ≤ (n+ 1)(n+ 4)

⇔ n2 + 4n+ 4 ≤ n2 + 5n+ 4⇔ 0 ≤ n . XDie Folge ist also na
h dem Leibnizkriterium konvergent.22.5 Wir erklären zuerst alle nötigen Symbole: syms k m;(a) MATLAB bere
hnet den Wert exakt: a=symsum(1/((4*k-1)*(4*k+1)), 1, Inf)liefert a = 1/2 - pi/8.(b) MATLAB bere
hnet den Wert einer geometris
hen Reihe exakt:a=symsum(0.5�k, 0, Inf) liefert a = 2.a=symsum(0.1�k, 0, Inf) liefert a = 10/9.a=symsum(0.1�k, m, Inf) liefert a = (10*(1/10)�m)/9.(
) MATLAB bere
hnet den Wert der alternierenden Reihe exakt:a=symsum((-1)�k*1/(2*k+1), 0, Inf) liefert a = pi/4.22.6 Der folgende Code taugt:fun
tion [ S ℄ = leibniz( f, ku, tol )%bere
hnet den wert der alternierenden reihe ueber ak bis tol genauS=0;k=ku;while abs(f(k+1))>=tolS=S+f(k);k=k+1;endWir erhalten zum Beispiel mitf=�(k) (-1)�k*1/(2*k+1);[ S ℄ = leibniz( f, 0, 1e-5 )das Ergebnis S = 0.7854.



23 Abbildungen23.1 (a) Die Funktionen f1 : N → N, n 7→ n2 und f2 : N → N, n 7→ 2n sind beideinjektiv, aber ni
ht surjektiv. Die Injektivität:
f1(n) = f1(m) ⇒ n2 = m2 ⇒ n = m.

f2(n) = f2(m) ⇒ 2n = 2m ⇒ n = m.Und wegen 3 6∈ f1(N), f2(N) sind beide Abbildungen ni
ht surjektiv.(b) Die Funktionen f1, f2 : N→ N mit
f1(n) =





1 , falls n = 1 ,

n− 1 , sonst . und f2(n) =





5− n , falls n ∈ {1, 2, 3, 4} ,
n− 4 , sonst .sind surjektiv, aber ni
ht injektiv: f1(1) = 1, und für jedes n ∈ N>1 gilt f1(n+ 1) = n.Für jedes n ∈ N gilt: f2(n+4) = n. Also sind f1 und f2 surjektiv. Wegen f1(1) = f1(2)und f2(4) = f2(5) sind beide Abbildungen ni
ht injektiv.(
) Die Funktionen

f1 : N→ N , n 7→ n und f2 : N→ N , n 7→





n+ 1 , falls n ungerade ,
n− 1 , sonst .sind bijektiv. Bei der Abbildung f1 ist dies klar. Nun zu f2: Es sei f2(n1) = f2(n2).Sind n1 und n2 beide gerade oder beide ungerade, so folgt hieraus n1 ± 1 = n2 ± 1.Folgli
h gilt n1 = n2.Der Fall, dass n1 gerade und n2 ungerade bzw. n1 ungerade und n2 gerade sind, istni
ht mögli
h, da sonst n1 + 1 = n2 − 1 bzw. n1 − 1 = n2 + 1, d. h. n1 + 2 = n2 bzw.

n1 = n2 + 2 gelten würde (n1 und n2 wären beide gerade oder ungerade).Somit ist f2 injektiv. Die Abbildung f2 ist au
h surjektiv: Es sei n ∈ N. Ist n gerade,so gilt f2(n+ 1) = n, und ist n ungerade, so gilt f2(n− 1) = n.23.2 (a) Die Abbildung f ist surjektiv, denn für alle n ∈ N gilt: f(2n) = 2n
2 = n.Wegen f(1) = 4 = f(8) ist f ni
ht injektiv und somit au
h ni
ht bijektiv.(b) Diese Abbildung f ist surjektiv, denn für alle x ∈ R gilt: f((x, 0)) = x. Wegen

f((0, 0)) = 0 = f((0, 1)) ist f ni
ht injektiv und somit au
h ni
ht bijektiv.(
) Für alle x ∈ R gilt:
f(x) = x2 + 2x+ 2 = (x+ 1)2 + 1 ≥ 1.Also ist 0 6∈ f(R) und somit f ni
ht surjektiv. Die Abbildung f ist au
h ni
ht injektiv,da z.B. f(0) = 2 = f(−2) gilt. Also ist f erst re
ht ni
ht bijektiv.



82 23 Abbildungen(d) Diese Abbildung f ist bijektiv. Wir erhalten für f(0), f(1), f(2), f(3), . . . :
0 , 1 , −1 , 2 , −2 , 3 , −3 , 4 , −4 , 5 , −5 , . . .S
heinbar wird jede ganze Zahl von der Folge genau einmal getro�en. Das ist natürli
hno
h keine Begründung für die Bijektivität von f . Hier nun eine strenge Begründung:Es gilt f(0) = 0. Für alle n ∈ Z>0 gilt: f(2n − 1) = n und für alle n ∈ Z<0 gilt:

f(−2n) = n. Also ist f surjektiv. Die Abbildung f ist au
h bijektiv, denn aus f(n) =
f(m) folgt zunä
hst (−1)n (2n + 1) = (−1)m (2m + 1). Aus Vorzei
hengründen folgtweiter, dass n und m beide gerade oder beide ungerade sind. Daraus wiederum folgt
2n+ 1 = 2m+ 1 und somit n = m. Also ist f au
h injektiv und damit bijektiv.23.3 (a) Die Abbildung ist injektiv, surjektiv und damit bijektiv. Das Bild ist [−4, 0]und die Umkehrfunktion ist f−1 : [−4, 0]→ [−3, 1], x 7→ x+ 1 (bea
hte das Rezept).(b) Die Abbildung ist injektiv, ni
ht surjektiv und damit ni
ht bijektiv. Das Bild ist
[−4, 11], eine Umkehrfunktion existiert ni
ht.(
) Die Abbildung ist injektiv, surjektiv und damit bijektiv (der Graph ist eine Gerade).Das Bild ist R und die Umkehrfunktion ist f−1 : R → R, x 7→ x−2

3 (bea
hte dasRezept).23.4 Die Abbildung f ist injektiv: Aus f(x) = f(y) mit x, y ∈ (−1, 1) folgt:
x

1− x2 =
y

1− y2 ⇔ yx2 + (1− y2)x− y = 0 ⇔ x = y oder x = −1

y
.Wegen der Eins
hränkung y ∈ (−1, 1) ist nur x = y mögli
h. Damit ist gezeigt, dass finjektiv ist.Die Abbildung f ist au
h surjektiv: Es sei a ∈ R. Im Fall a = 0 wähle x = 0. Daherdürfen wir a 6= 0 annehmen. Es gilt:

x

1− x2 = a ⇔ x = −
(

1

2a
+

√
1

4a2
+ 1

) oder x =

√
1

4a2
+ 1− 1

2a
.Im Fall a > 0 ist damit x =

√
1

4a2 + 1− 1
2a
∈ (0, 1) ein Urbild von a.Im Fall a < 0 ist x = −

(
1
2a

+
√

1
4a2 + 1

)
∈ (−1, 0) ein Urbild von a.23.5 (a) Es ist f(−1) = 1 = f(1), also ist f ni
ht injektiv und besitzt daher keineUmkehrfunktion.(b) Für alle x, y ∈ R mit x < y gilt x3 < y3. Damit erhalten wir:

• Im Fall x, y < 0: x < y ⇒ 1
x3 >

1
y3 , sodass f auf R<0 streng monoton fallend ist.

• Im Fall x, y > 0: x < y ⇒ 1
x3 <

1
y3 , sodass f auf R>0 streng monoton steigendist.



83Da f(x) < 0 für x < 0 und f(x) > 0 für x > 0 gilt, ist die Funktion f damit injektiv.Nun sei y ∈ R \ {0} beliebig. Wähle x = 3
√

1/y, es gilt dann
f(x) =

1

( 3
√

1/y)3
= y ,sodass f au
h surjektiv ist.Damit ist gezeigt, dass f bijektiv ist. Die Umkehrabbildung haben wir zwar beim Na
h-weis der Surjektivität glei
h mitbestimmt, wir leiten diese erneut her: Für x 6= 0 gilt:

y =
1

x3
⇔ x3 =

1

y
⇔ x =

1
3
√
y
.Die Umkehrabbildung von f ist also

f−1 : R \ {0} → R \ {0} mit f−1(x) =
1
3
√
x
.



24 Potenzreihen24.1 (a) Mit dem Quotientenkriterium gilt:
∣∣∣∣
((n+ 1)4 − 4(n+ 1)3)zn+1

(n4 − 4n3)zn

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

(
1 + 1

n

)4 − 4
n

(
1 + 1

n

)3

1− 4
n

∣∣∣∣∣ · |z| −→n→∞
1 · |z|Die Reihe konvergiert also absolut, wenn 1 · |z| < 1 ⇔ |z| < 1 ist, damit ist derKonvergenzradius 1.(b) Wieder gilt mit dem Quotientenkriterium:

∣∣∣∣∣
2n+1z2(n+1)

2nz2n

∣∣∣∣∣ = |2| · |z
2| −→

n→∞
2 · |z2|Die Reihe konvergiert also absolut, wenn 2 · |z2| < 1 ⇔ |z|2 < 1

2 ⇔ |z| < 1√
2
ist. DerKonvergenzradius ist also 1√

2
.24.2 Wir gehen na
h dem entspre
henden Rezept vor:(a) (1) Als Konvergenzradius erhalten wir:

∣∣∣∣
ak
ak+1

∣∣∣∣ =
(k + 1)2k+1

k2k
= 2

k + 1

k
→ R = 2 .(2) An den Randpunkten −1 und 3 gilt:

f(−1) =
∞∑

k=1

(−1)k
k

Konvergenz wegen alternierender harmonis
her Reihe.
f(3) =

∞∑

k=1

1

k
Divergenz wegen harmonis
her Reihe.Damit haben wir den Konvergenzberei
h K(f) = [−1, 3).(b) (1) Als Konvergenzradius erhalten wir:

∣∣∣∣
ak
ak+1

∣∣∣∣ =
k44k+1

4k(k + 1)4
= 4

(
k

k + 1

)4

→ R = 4 .(2) An den Randpunkten −4 und 4 gilt:
f(−4) =

∞∑

k=1

k4(−1)k Divergenz wegen Nullfolgenkriterium.
f(3) =

∞∑

k=1

k4 Divergenz wegen Nullfolgenkriterium.Damit haben wir den Konvergenzberei
h K(f) = (−4, 4).



85(
) (1) Als Konvergenzradius erhalten wir:
∣∣∣∣
ak
ak+1

∣∣∣∣ =
√

(n+ 1)2 − 1

n2 − 1
→ R = 1 .(2) An den Randpunkten −1 und 1 gilt:

f(−1) =
∞∑

k=2

1√
k2 − 1

(−1)k Konvergenz wegen Leibnizkriterium.
f(1) =

∞∑

k=2

1√
k2 − 1

Divergenz wegen Majorantenkriterium (harmonis
he Reihe).Damit haben wir den Konvergenzberei
h K(f) = [−1, 1).(d) (1) Als Konvergenzradius erhalten wir:
∣∣∣∣
ak
ak+1

∣∣∣∣ =
k2 + 2k

(k + 1)2 + 2k+1
=

1 + k2
/2k

2 + (k+1)2/2k
→ R = 1/2 .(2) An den Randpunkten −1/2 und 1/2 gilt:

f(−1/2) =

∞∑

k=0

(−1)k(k2
/2k + 1) Divergenz wegen Nullfolgenkriterium.

f(1/2) =

∞∑

k=0

(k
2
/2k + 1) Divergenz wegen Nullfolgenkriterium.Damit haben wir den Konvergenzberei
h K(f) = (−1/2, 1/2).24.3 Es gilt:

cosh2 x− sinh2 x =
1

4

(
(ex +e−x)2 − (ex− e−x)2

)

=
1

4
(e2x +2 ex e−x +e−2x− e2x +2 ex e−x− e−2x) = 1 .24.4 Es gilt:

cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)

=
1

4

(
(ex +e−x)(ey +e−y) + (ex− e−x)(ey − e−y)

)

=
1

4

(
ex+y +ex−y +ey−x +e−x−y +ex+y − ex−y − ey−x +e−x−y

)

=
1

4

(
2 ex+y +2e−(x+y)

)
=

1

2

(
ex+y +e−(x+y)

)
= cosh(x+ y) .



25 Grenzwerte und Stetigkeit25.1 Ist p ein Polynom von ungeradem Grad, so gilt:
lim

x→−∞
p(x) = −∞ und lim

x→∞
p(x) =∞ .Es gibt daher a, b ∈ R mit p(a) < 0 und p(b) > 0, und weil Polynomfunktionen stetigsind, hat p na
h dem Nullstellensatz eine Nullstelle in R.25.2 Wir betra
hten statt f die Funktion g : [a, b]→ R, g(x) = f(x)− x. Diese istsi
her stetig, und es gilt wegen f([a, b]) ⊆ [a, b]:

g(a) = f(a)− a ≥ 0 und g(b) = f(b)− b ≤ 0 .Ist g(a) = 0 oder g(b) = 0, so gilt f(a) = a bzw. f(b) = b und ein Fixpunkt istgefunden. Falls ni
ht, so ist g(a) > 0 und g(b) < 0, und na
h dem Nullstellensatzexistiert ein x∗ ∈ [a, b] mit g(x∗) = 0, d. h. f(x∗)− x∗ = 0, also f(x∗) = x∗.25.3 Wir wenden das Bisektionsverfahren auf die Funktion p(x) = x2 − 3 mit demStartintervall [a, b] = [0, 3] an, da die positive Nullstellen dieses Polynoms gerade √3ist: a b m p(m)0.0000 3.0000 1.5000 -0.751.5000 3.0000 2.2500 +2.06251.5000 2.2500 1.8750 +0.5156251.5000 1.8750 1.6875 -0.152343751.6875 1.8750 1.78125 +0.17285156251.6875 1.78125 1.734375 +0.0080566406251.6875 1.734375 1.7109375 -0.072692871093751.7198375 1.734375 1.72265625 -0.03245544433593751.72265625 1.734375 1.728515625 -0.0122337341208593751.728515625 1.734375 1.73144531250 -0.00209712982177734375Also liegt die Nullstelle √3 im Intervall [1.73144531250 , 1.734375]. Auf zwei Na
hkom-mastellen gerundet hat sie damit den Wert 1.73.25.4 (a) Die Funktionen x 7→ nx und x 7→ 1 + |nx| sind als Verkettungen stetigerFunktionen stetig. Da 1+|nx| 6= 0 für alle x ∈ R, ist au
h g(x) mit demselben Argumentstetig.(b) Für x = 0 gilt gn(x) = 0 für alle n ∈ N, also gilt g(0) = lim
n→∞

gn(0) = 0. Für x 6= 0gilt
g(x) = lim

n→∞
gn(x) = lim

n→∞
nx

1 + |nx| = lim
n→∞

x
1
n + |x| =

x

|x| ,also g(x) = −1 für x < 0 und g(x) = 1 für x > 0. Als konstante Funktion ist g stetig füralle x ∈ R \ {0}. Für x = 0 ist g o�ensi
htli
h ni
ht stetig, da lim
x→0

g(x) ni
ht existiert.Man versäume bei dieser Aufgabe ni
ht, die Funktion gn für einige n zu plotten, mitMATLAB erhalten wir lei
ht die Graphen der Funktionen g2, g20 und g200 wie folgt:



87� hold on� grid on� fplot('2*x/(1+abs(2*x))', [-5,5℄,'k�')� fplot('20*x/(1+abs(20*x))', [-5,5℄,'k-')� fplot('200*x/(1+abs(200*x))', [-5,5℄,'k.')� ylim([-1.5,1.5℄) −5 0 5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

25.5 (a) Wir formen die Funktion um
f(x) =

x−2
x2+3x−10

1− 4
x+3

=

x−2
(x−2)(x+5)

x−1
x+3und sehen, dass sie de�niert ist für x ∈ R \ {−5,−3, 1, 2}. Dort ist sie als Verkettungstetiger Funktionen au
h stetig. Au�ösen des Hauptnenners und Kürzen liefert

f(x) =
x+ 3

(x− 1)(x+ 5)mit den De�nitionslü
ken x = 1 und x = −5. Die Funktion f ist also an den Stellen
x ∈ {−3, 2} stetig fortsetzbar (mit den Werten 0 bzw. 5/7).(b) Damit alle Wurzeln de�niert sind, muss zuerst gelten x ≥ −2 ∧ x ≥ 1 ∧ x ≥
2/3 ∧ x ≤ 11/5. Auÿerdem muss der Nenner unglei
h 0 sein, also
√
3x− 2−

√
11− 5x 6= 0 ⇔

√
3x− 2 6=

√
11− 5x ⇔ 3x− 2 6= 11− 5x ⇔ x 6= 13

8
.Insgesamt gilt also, dass g(x) genau dann de�niert ist, wenn x ∈ [1, 11/5]\{13/8} ist. DieFunktion g lässt si
h in 13/8 ni
ht stetig fortsetzen, da 13/8 keine Nullstelle des Zählersist. Da die Wurzelfunktion stetig ist, ist au
h die Funktion g überall dort stetig, wo siede�niert ist.25.6 Es gilt

x2 + 1

x− α +
x6 + 1

x− β = 0 ⇔ (x− β)(x2 + 1) + (x− α)(x6 + 1)︸ ︷︷ ︸
=: f(x)

= 0 .Das Polynom f(x) ist dabei stetig. Einsetzen von α und β in f liefert nun:
• f(α) = (α− β)︸ ︷︷ ︸

< 0

(α2 + 1)︸ ︷︷ ︸
> 0

< 0 • f(β) = (β − α)︸ ︷︷ ︸
> 0

(β6 + 1)︸ ︷︷ ︸
> 0

> 0Na
h dem Zwis
henwertsatz gibt es also ein ξ ∈ (α, β), also α < ξ < β mit f(ξ) = 0.



88 25 Grenzwerte und Stetigkeit25.7 Die Nullstellen des Nenners sind x = 1 und x = −1. Diese sind aber keineNullstellen des Zählers. Wegen
lim

x→∞
x3−x2+2x

x2−1 =∞ und lim
x→−∞

x3−x2+2x
x2−1 = −∞gibt es keine horizontalen Asymptoten. Mit

lim
x→1−

x3−x2+2x
x2−1 = −∞ und lim

x→1+

x3−x2+2x
x2−1 =∞erhält man eine Asymptote bei x = 1 und ebenso mit

lim
x→−1−

x3−x2+2x
x2−1 = −∞ und lim

x→−1+

x3−x2+2x
x2−1 =∞eine Asymptote bei x = −1. Auÿerdem hat f wegen

lim
x→∞

f(x)
x

= lim
x→∞

x2−x+2
x2−1

= 1 und lim
x→−∞

f(x)
x

= lim
x→−∞

x2−x+2
x2−1

= 1,sowie
lim

x→±∞
f(x)− 1 · x = lim

x→∞
x3−x2+2x−x3+x

x2−1 = −x2+3x
x2−1 = −1die s
hräge Asymptote y = x− 1.25.8 (a) Es gilt

lim
x→0

sin(x) cos(x)
x cos(x)−x2−3x

=
(
lim
x→0

sin(x)
x

) (
lim
x→0

cos(x)
cos(x)−x−3

)
= 1 · 1

1+0−3
= −1

2
.(b) Die Zahl 2 ist eine Nullstelle des Zählers und des Nenners:

x4 − 2x3 − 7x2 + 20x− 12 = (x− 2) (x3 − 7x+ 6) ,

x4 − 6x3 + 9x2 + 4x− 12 = (x− 2) (x3 − 4x2 + x+ 6).Also ist
lim
x→2

x4−2x3−7x2+20x−12
x4−6x3+9x2+4x−12 = lim

x→2

x3−7x+6
x3−4x2+x+6 .Aber au
h in dieser Darstellung ist 2 no
h Nullstelle von Zähler und Nenner. Daherno
h einmal:

x3 − 7x+ 6 = (x− 2)(x2 + 2x− 3) ,

x3 − 4x2 + x+ 6 = (x− 2)(x2 − 2x− 3) .Damit folgt lim
x→2

x3−7x+6
x3−4x2+x+6 = lim

x→2

x2+2x−3
x2−2x−3 = −5

3 .(
) Es ist 2x− 3 = (x− 1) · 2− 1. Damit folgt
lim

x→∞
2x−3
x−1 = lim

x→∞

(
2x−1
x−1 − 1

x−1

)
= lim

x→∞

(
2− 1

x−1

)
= 2 .



89(d) Es gilt: √x+ 1−√x =
(
√

x+1−√
x)(

√
x+1+

√
x)√

x+1+
√

x
= 1√

x+1+
√

x
.Damit erhält man, da die Wurzelfunktion stetig ist:

lim
x→∞

(√
x+ 1−

√
x
)
= lim

x→∞
1√

x+1+
√

x
=
(
lim

x→∞
1√
x

)

 1
√

lim
x→∞

1+
1
x+1


 = 0 · 12 = 0 .(e) Es gilt: lim

x→0

(
1
x − 1

x2

)
= lim

x→0

x−1
x2 = −∞, da der Nenner positiv ist und gegen nullkonvergiert, der Zähler aber gegen −1.(f) Für alle m, n ∈ N gilt

xn−1
xm−1

=
(x−1)

∑n−1
k=0

xk

(x−1)
∑m−1

k=0 xk
=

∑n−1
k=0

xk

∑m−1
k=0 xk

.Damit gilt für alle m, n ∈ N

lim
x→1

xn−1
xm−1 = lim

x→1

∑n−1
k=0 xk

∑m−1
k=0

xk
=

∑n−1
k=0 1k

∑m−1
k=0

1k
=

∑n−1
k=0 1

∑m−1
k=0

1
= n·1

m·1 = n
m .(g) Weil |sin y| ≤ 1 für alle y ∈ R gilt, ist −√x ≤ √x sin 1

x ≤
√
x. Da limx→0 (−

√
x) =

0 = limx→0
√
x gilt, ist somit

lim
x→0

(√
x sin 1

x

)
= 0.(h) x3−2x+1

x−1 = (x−1)(x2+x−1)
x−1 = x2 + x− 1 −→

x→1
12 + 1− 1 = 1.(i) 2x−√4x2 − x = 4x2−4x2+x

2x+
√

4x2−x
= x

x

(

2+

√

4− 1
x

) = 1

2+

√

4− 1
x

−→
x→∞

1
4 .(j) tan2(x)− 1

cos2(x) = sin2(x)
cos2(x) − 1

cos2(x) = sin2(x)−1
cos2(x) = − cos2(x)

cos2(x) = −1 −→
x→π/2

−1.(k) 1−
√

x+1
x = 1−(x+1)

x(1+
√

x+1)
= −1

1+
√

x+1
−→
x→0

−1
2 .25.9 Der folgende Code leistet das Gewüns
hte:fun
tion [x, niter℄ = bisektion(f,a,b,tol)f0=feval(f,a);f1=feval(f,b);niter=0;if (f0==0), x=a; return; endif (f1==0), x=b; return; endif (f0*f1>0)error('f hat bei a und b das glei
he Vorzei
hen!');endwhile b-a > tol



90 25 Grenzwerte und Stetigkeitif f((a+b)/2)*f(a)<=0b=(a+b)/2;elsea=(a+b)/2;endniter=niter+1;endx=(a+b)/2;25.10 Dur
h Plotten der Graphen überzeugt man si
h, dass im Fall (a) genau zweiNullstellen und im Fall (b) genau drei Nullstellen vorliegen. Au
h die Grenzen a und bersieht man aus dem Graph. Mit dem Programm aus Aufgabe 25.9 erhalten wir:(a) Mit[x, niter℄ = bisektion(f,-2,0,1e-8) bzw.[x, niter℄ = bisektion(f,0,1,1e-8)erhalten wirx = -1.409624006599188 ; niter =28 bzw.x = 0.636732649058104 ; niter = 27.(b) Mit[x, niter℄ = bisektion(f,-1,0,1e-8) bzw.[x, niter℄ = bisektion(f,0,1,1e-8) bzw.[x, niter℄ = bisektion(f,0,1,1e-8)erhalten wirx = -0.458962265402079; niter = 27 bzw.x = 0.910007569938898 ; niter = 27 bzw.x = 3.733079027384520; niter = 27.



26 Di�erentiation26.1 Dazu müssen wir zeigen, dass limx→x0 f(x) = f(x0) für x0 ∈ D:
lim

x→x0

(
f(x)− f(x0)

)
= lim

x→x0

(
(x− x0)f(x)− f(x0)

x− x0

)

x−x0=h
↓
= lim

h→0

(
h
f(x0 + h)− f(x0)

h

)
= 0 · f ′(x0) = 0 .26.2 Wir zeigen zunä
hst die Di�erenzierbarkeit und s
hreiben die Funktion um als

f(x) =




x2 , x ≥ 0

−x2 , x < 0
.Damit ist f o�ensi
htli
h auf (−∞, 0) und (0,∞) stetig und di�erenzierbar, da x 7→

x2 bzw. x 7→ −x2 stetig und di�erenzierbar sind. Es bleibt also der Fall x = 0 zuuntersu
hen. Um die Di�erenzierbarkeit an der Stelle 0 zu beweisen, müssen wir zeigen,dass der Grenzwert
lim
h→0

f(0 + h)− f(0)
hexistiert. Es gilt:

lim
h→0

f(0 + h)− f(0)
h

= lim
h→0

h · |h|
h

= lim
h→0
|h| = 0 .Also existiert der Grenzwert, er hat den Wert 0. Demna
h ist f au
h in 0 di�erenzierbarmit Ableitung f ′(0) = 0. Da aus der Di�erenzierbarkeit die Stetigkeit folgt, ist f au
hstetig in 0.26.3 Mit der Exponentialfunktion und dem natürli
hen Logarithmus gilt die Um-formung (

2 +
1

x

)x

= eln((2+
1
x)

x
) = ex·ln(2+

1
x ) .Damit lässt si
h die Ableitung na
h der Kettenregel bestimmen als

f ′(x) =
(
ex·ln(2+

1
x )
)′

= ex·ln(2+
1
x ) ·

(
1 · ln

(
2 +

1

x

)
+ x · 1

2 + 1
x

·
(
− 1

x2

))

=

(
2 +

1

x

)x (
ln

(
2 +

1

x

)
− 1

2x+ 1

)
.26.4(a) f ist gerade, denn f(−x) = (−x)2 + cos(−x) = x2 + cos(x) = f(x)

f ′ ist ungerade, denn f(−x) = 2(−x) − sin(−x) = −2x − (− sin(x)) = −(2x −
sin(x)) = −f(x).



92 26 Di�erentiation(b) g ist ungerade denn g(−x) = (−x)2 sin(−x)
cos(−x) = x2− sin(x)

cos(x) = −x2 tan(x) = −g(x)
g′ ist gerade, denn g(−x) = 2(−x) sin(−x) cos(−x)+(−x)2

cos2(−x) = 2x sin(x) cos(x)+x2

cos2(x) = g′(x).(
) h ist gerade, denn h(−x) = (−x) sin(−x) = (−x)(− sin(x)) = x sin(x) = h(x)

h′ ist ungerade, denn h′(−x) = sin(−x) + (−x) cos(−x) = − sin(x) − x cos(x) =

−h(x).(d) Wäre k gerade oder ungerade, so müsste gelten k(−x) = k(x) bzw. k(−x) = −k(x).Für x = 1 mit k(x) = e1 = e gilt aber k(−x) = k(−1) = e−1 = 1
e und damit

k(−x) 6= ±k(x), also ist k weder gerade no
h ungerade. Da für die Ableitung gilt
k′(x) = ex, gilt au
h hier, dass k′ weder gerade no
h ungerade ist.Ist f : R→ R gerade und di�erenzierbar, so gilt mit der Kettenregel:

f(−x) = f(x) ⇒ (f(−x))′ = f ′(x) ⇒ f ′(−x) · (−1) = f ′(x) ⇒ f ′(−x) = −f ′(x) ;

f ′ ist also in diesem Fall eine ungerade Funktion. Analog beweist man die zweite Be-hauptung.26.5 Wir wenden die bekannten Ableitungsregeln an, vor allem die Ketten-,Produkt- und Quotientenregel �nden vielfa
h Anwendung:(a)
f ′
1(x) =

3

1 + x2
+

3(x2 + 1)− 3x(2x)

(x2 + 1)2
+

2(x2 + 1)2 − 2x(2(x2 + 1)2x)

(x2 + 1)4

=
3(x2 + 1)2

(x2 + 1)3
+

(3x2 + 3− 6x2)(x2 + 1)

(x2 + 1)3
+

2x2 + 2− 8x

(x2 + 1)3

=
3x4 + 6x2 + 3 + 3x4 + 3x2 + 3x2 + 3− 6x4 − 6x2 + 2x2 + 2− 8x2

(x2 + 1)3

=
8

(x2 + 1)3
.(b)

f ′
2(x) =

1

x2 + 1
· 2x− 1

x2 − 1
· 2x =

2x(x2 − 1)− 2x(x2 + 1)

x4 − 1
=

2x(x2 − 1− x2 − 1)

x4 − 1

= − 4x

x4 − 1
=

4x

1− x4 .(
)
f ′
3(x) =

2
2
√

2x+3

√
4x+ 5−

√
2x+ 3 4

2
√

4x+5

4x+ 5
=

4x+5−2(2x+3)√
(2x+3)(4x+5)

4x+ 5

=
4x+ 5− 4x− 6√
(2x+ 3)(4x+ 5)3

= − 1√
(2x+ 3)(4x+ 5)3

.



93(d)
f ′
4(x) =

1

cos′(arccos(1/x))
·
(
− 1

x2

)
=

1

sin(arccos(1/x))x2
=

1

x2
√

1− cos2(arccos(1/x))

=
1

x2
√

1− 1
x2

=
1

|x|
√
x2 − 1

.(e)
f ′
5(x) =

1

sin(x)
· cos(x)− (cos(x)− x sin(x)) sin(x)− x cos(x) cos(x)

sin2(x)

=
cos(x) sin(x)− cos(x) sin(x) + x sin2(x) + x cos2(x)

sin2(x)

=
x(sin2(x) + cos2(x))

sin2(x)
=

x

sin2(x)
.(f)

f ′
6(x) = −8 +

16

x2
+

4

x+ 3
= −8 + 16

x2
+

4

x+ 3
.(g)

f ′
7(x) =

4x
2
√

2x2+3
·
√
4x+ 2− 4

2
√

4x+2
·
√
2x2 + 3

4x+ 2
=

4x2 + 4x− 6√
(2x2 + 3)(4x+ 2)3

.(h)
f ′
8(x) =

cos(x)

sin(x)
− (cos(x)− x sin(x)) = cot(x)− cos(x) + x sin(x) .(i)

f ′
9(x) = 2x tan(x) + x2

(
cos2(x)− (−(sin2(x)))

cos2(x)

)
= 2x tan(x) +

(
x

cos(x)

)2

.(j)
f ′
10(x)=

1

cos2
(

sin(x2)+cos(x)
ln(1/x2)+2

)
(
2x cos(x2)−sin(x)

)
(ln (1/x2) + 2) + 2

x (sin(x
2) + cos(x))

(ln (1/x2) + 2)2
.(k)

f ′
11(x) =

(6x2 − 2x+ 7)(2x2 − 1)2 − (2x3 − x2 + 7x+ 1)(2 · (2x2 − 1) · 4x
(2x2 − 1)4

=
12x4 − 6x2 − 4x3 + 2x+ 14x2 − 7− 16x4 + 8x3 − 56x2 − 8x

(2x2 − 1)3

=
−4x4 + 4x3 − 48x2 − 6x− 7

(2x2 − 1)3
.



94 26 Di�erentiation(l)
f ′
12(x) = 2− 1

x3
.(m)

f ′
13(x) = 2x cos

(
2x2 + sin

(
1

x

))
− x2 sin

(
2x2 + sin

(
1

x

))
·
(
4x− cos

(
1
x

)

x2

)
.(n)

f ′
14(x) =

(
ecos(x) ln(x)

)′
= xcos(x) ·

(
− sin(x) ln(x) +

cos(x)

x

)
.26.6 Wir bere
hnen die ersten beiden Ableitungen von f mit der Produktregel:

f ′(x) =
cos(x)√

x
− 1

2
· sin(x)√

x3
f ′′(x) = − sin(x)√

x
− cos(x)√

x3
+

3

4
· sin(x)√

x5
.Damit ergibt si
h:

√
xf ′′(x) = − sin(x)− cos(x)

x
+

3

4
· sin(x)

x2

√
x

x
f ′(x) =

cos(x)

x
− 1

2
· sin(x)

x2

√
x

(
1− 1

4x2

)
f(x) = sin(x)− 1

4
· sin(x)

x2
.Dur
h Addieren der Glei
hungen erhält man:

√
x

(
f ′′(x) +

1

x
f ′(x) +

(
1− 1

4x2

)
f(x)

)
= 0 .26.7 Das folgende Skript liefert die Zahlen:f=�(x) exp(x.^2).*sin(x);h=10.^(-1:-1:-8)';x0=ones(8,1)-h./2;x1=ones(8,1)+h./2;y0=ones(8,1)-h;y1=ones(8,1);y2=ones(8,1)+h;f1=(f(x1)-f(x0))./hf2=(f(y2)-2*f(y1)+f(y0))./(h.^2)



27 Anwendungen derDi�erentialre
hnung I27.1 Wir führen die Re
hnung zunä
hst allgemein mit einem Volumen V0 dur
h.Eine zylindris
he Dose mit Radius r und Höhe h hat ein Volumen von
V (r, h) = r2π h,bei V0 = V (r, h) muss also gelten

V0 = r2πh =⇒ h =
V0
r2π

.Weiter hat die Dose eine Ober�ä
he, die si
h aus Boden, De
kel und Mantel�ä
he desZylinders zusammensetzt, insgesamt also
F (r, h) = 2r2π + 2rπh.Setzt man nun h = V0

r2π in die Funktion ein, so ergibt si
h
F (r) = 2r2π + 2rπ

V0
r2π

= 2r2π +
2V0
r
.Diese Funktion gilt es nun zu minimieren. Dazu bilden wir die Ableitung

F ′(r) = 4rπ − 2V0
r2

!
= 0, mit der Nullstelle r∗ =

3

√
V0
2π
.Um zu überprüfen, ob es si
h hier wirkli
h um ein Minimum handelt, brau
hen wir diezweite Ableitung von F :

F ′′(r) = 4π +
4V0
r3

.Damit erhalten wir F ′′(r∗) = 4π + 4V02π
V0

> 0, also ist r∗ tatsä
hli
h lokales Minimumder Funktion F . Als zugehörige Höhe ergibt si
h
h∗ =

V0
(r∗)2π

=
V0(2π)

2/3

πV
2/3

0

=
3

√
4V0
π

.Optimal ist also ein Verhältnis von Höhe und Radius von h∗

r∗ = 3
√
8 = 2. Für den Fall

V0 = 0.4 l = 0.4 dm3 ergibt si
h damit ein Radius von r∗ = 3

√
0.4
2π

dm ≈ 4 
m und eineHöhe von h∗ = 3

√
1.6
π dm ≈ 8
m.27.2 Man bea
hte die folgende Au�istung:Symmetrieverhalten: Es gilt f(−x) = (−x)2 − 2 |−x| + 1 = x2 − 2 |x| + 1 = f(x), alsoist die Funktion gerade. Der Graph ist damit a
hsensymmetris
h zur y-A
hse.



96 27 Anwendungen der Di�erentialre
hnung INullstellen: f(x) = 0 ⇐⇒ x2 − 2 |x|+ 1 = 0 Für x > 0 ergibt si
h x1,2 = 2±
√

4−4
2 = 1.Wegen der Symmetrie ist dann au
h −1 eine Nullstelle von f . Beide liegen imDe�nitionsberei
h, also sind ±1 die beiden Nullstellen der Funktion.Asymptoten: Es gibt o�enbar keine senkre
hten Asymptoten. Waagre
hte oder s
hrä-ge Asymptoten kommen wegen des einges
hränkten De�nitionsberei
hs ni
ht inFrage.Ableitungen: Da die Betragsfunktion ni
ht di�erenzierbar ist, benötigen wir jetzt eineFallunters
heidung. Es gilt:

f(x) =




x2 − 2x+ 1, für x ≥ 0

x2 + 2x+ 1, für x < 0Daher ist f auf (−3/2, 0) und auf (0, 3/2) di�erenzierbar (ni
ht jedo
h in den Rand-punkten und in 0!), und es gilt
f ′(x) =




2x− 2, für x > 0,

2x+ 2, für x < 0.Entspre
hend folgt für die zweite Ableitung:
f ′′(x) =




2, für x > 0,

2, für x < 0.Monotonie und lokale Extrema: Wir betra
hten zunä
hst die Intervalle, auf denen f dif-ferenzierbar ist. Für x ∈ (−3/2, 0) gilt: f ′(x) = 2x + 2 = 0 ⇐⇒ x = −1. DieAbleitung besitzt also eine Nullstelle bei x = −1 im betra
hteten Intervall, linksdavon ist sie negativ, re
hts davon positiv. Aus Symmetriegründen gilt das ebensoim Intervall (0, 3/2) mit der Nullstelle x = 1. Damit ergibt si
h au
h das Verhaltender Funktion an den Rändern des De�nitionsberei
hs und für den Punkt x = 0, indem f ni
ht di�erenzierbar ist. Zusammenfassend gilt für das Monotonieverhaltenund die lokalen Extrema von f :
x = −3/2 lokales Maximum mit Funktionswert 1/4

x ∈ (−3/2,−1) streng monoton fallend
x = −1 lokales Minimum mit Funktionswert 0
x ∈ (−1, 0) streng monoton wa
hsend
x = 0 lokales Maximum mit Funktionswert 1
x ∈ (0, 1) streng monoton fallend
x = 1 lokales Minimum mit Funktionswert 0
x ∈ (1, 3/2) streng monoton wa
hsend
x = 3/2 lokales Maximum mit Funktionswert 1/4



97globale Extrema: Zunä
hst einmal stellen wir fest, dass f stetig und auf einem kom-pakten Intervall de�niert ist, die Funktion muss also Maximum und Minimumannehmen. Aus den vorherigen Betra
htungen ergibt si
h als globales Minimumdie Stelle x = −1 und x = 1, jeweils mit Funktionswert 0, ein globales Maximumwird bei x = 0 mit Funktionswert 1 angenommen.konkav / konvex: Da die Funktion auf den Intervallen (−3/2, 0) und (0, 3/2) jeweils einekonstante, positive zweite Ableitung besitzt, ist die Funktion auf jedem dieserIntervalle konvex.Graph: Der Graph von f hat folgende Gestalt:
27.3 (a) Wir setzen f(x) = ln(1 + x)− arctan(x) für x ∈ [0, 1]. Es gilt dann

f(0) = ln(1)− arctan(0) = 0− 0 = 0Wir zeigen nun, dass f monoton fällt, also f ′(x) ≤ 0 ist, denn damit folgte dann
f(x) ≤ 0⇔ ln(1 + x)− arctan(x) ≤ 0⇔ ln(1 + x) ≤ arctan(x).Für die Ableitung erhalten wir

f ′(x) =
1

1 + x
− 1

1 + x2Da x ∈ [0, 1] ist x2 ≤ x und damit 1
1+x2 ≥ 1

1+x , also f ′(x) ≤ 0. Das beweist dieBehauptung.(b) Wir setzen f(y) = arctan(y) + arctan (1/y) für y > 0 und zeigen, dass f konstantist, also f ′(y) = 0. Es gilt:
f ′(y) =

1

1 + y2
+

1

1 + 1
y2

·
(
− 1

y2

)
=

1

1 + y2
− 1

y2 + 1
= 0

f ist also konstant und weil
f(1) = arctan(1) + arctan(1) = 2 arctan(1) = π/2gilt, ist die Behauptung bewiesen.



98 27 Anwendungen der Di�erentialre
hnung I27.4 Wir bezei
hnen den Füllstand der Dose mit x ∈ [0, H]. Wir können die Vertei-lung der Gesamtmasse der Dose dann eindimensional in Abhängigkeit von xmodellieren.Der S
hwerpunkt der leeren Dose liegt bei Höhe H/2, der S
hwerpunkt der Cola liegt beiHöhe x/2. Die Höhe des S
hwerpunkts s des Gesamtsystems ergibt si
h dann als Mittelder S
hwerpunkte dieser beiden Teilsysteme, gewi
htet mit deren jeweiligem Anteil ander Gesamtmasse:
s(x) =

M · H2 + V x
H · x2

M + V x
H

=
MH + V

H x
2

2M + 2V
H x

=
MH2 + V x2

2(MH + V x)
.Um s(x) zu minimieren, bilden wir zunä
hst die erste und zweite Ableitung:

s′(x) =
(2V

H x)(2M + 2V
H x)− (MH + V

H x
2)(2V

H )

4(M + V
H x)

2
=
V (V x2 + 2MHx−MH2)

2(MH + V x)2

s′′(x) =
V H2M(M + V )

(MH + V x)3
.Wir bestimmen nun die Nullstellen von s′(x) :

s′(x) = 0

(2
V

H
x)(2M + 2

V

H
x)− (MH +

V

H
x2)(2

V

H
) = 0

x(2M + 2
V

H
x)− (MH +

V

H
x2) = 0

V

H
x2 + 2Mx−MH = 0

x1,2 =
−2M ±

√
4M2 + 4MV

2V
H

=
H

V

(
−M ±

√
M2 +MV

)
.Die negative Lösung ma
ht hier natürli
h keinen Sinn, s
hlieÿli
h ist x die Füllhöhe,also muss im Optimum gelteñ

x =
H

V

(
−M +

√
M2 +MV

)
.Da s′′(x̃) > 0 ist (wegen x̃ > 0) handelt es si
h tatsä
hli
h um ein Minimum, also diegesu
hte Lösung. Um den optimalen Füllstand in Prozent zu bekommen, müssen wirdiese Höhe no
h dur
h H teilen,

x∗ =
x̃

H
=

1

V

(
−M +

√
M2 +MV

)
.



99Für den optimalen S
hwerpunkt s∗ = s(x̃) bedeutet das
s∗ =

MH + V
H

H2

V 2 (M
2 +MV +M2 − 2M

√
M2 +MV )

2M + 2V
H
· H
V

(
−M +

√
M2 +MV

)

=
MH + MH

V (2M + V − 2
√
M2 +MV )

2M − 2M + 2
√
M2 +MV

=
2HM√

M2 +MV

(
1 +

1

V

(
M −

√
M2 +MV

))
.27.5 Es gilt f ′(x) = −2 sinx − 1 und f ′′(x) = −2 cosx. Wir bestimmen die Null-stellen der ersten Ableitung:

f ′(x) = 0 ⇐⇒ sinx = −1

2
⇐⇒ x ∈

{
7π

6
+ 2kπ : k ∈ Z

}
∪
{
11π

6
+ 2kπ : k ∈ Z

}
.Für x ∈ M1 :=

{
7π
6 + 2kπ : k ∈ Z

} gilt f ′′(x) =
√
3 > 0, die Punkte in M1 sind alsolokale Minima von f . Für x ∈ M2 :=

{
11π
6 + 2kπ : k ∈ Z

} ist f ′′(x) = −
√
3 < 0, diePunkte in M2 sind also lokale Maxima der Funktion f . Damit besitzt f unendli
h vielelokale Minima und Maxima.Es gilt weiter

lim
x→−∞

f(x) =∞ und lim
x→∞

f(x) = −∞,also besitzt f weder eine globales Maximum no
h ein globales Minimum.27.6 (a) Es liegt die Situation 0
0
vor, wir können die Regel von L'Hospital anwenden:

lim
x→0

ex−1
x

= lim
x→0

ex

1
= 1 .(b) Au
h hier haben wir den Fall 0

0 , wir erhalten mit der Regel von L'Hospital:
lim
x→0

√
cos(ax)−

√
cos(bx)

x2
= lim

x→0

(
b sin(bx)

2
√

cos(bx)
− a sin(ax)

2
√

cos(ax)

)
1

2x

=
1

4

(
lim
x→0

b sin(bx)
x√

cos(bx)
− lim

x→0

a sin(ax)
x√

cos(ax)

)
=
b2 − a2

4
.(
) Unter Anwendung der Regel von L'Hospital gilt:

lim
x→0

ln2(1 + 3x)− 2 sin2(x)

1− e−x2 = lim
x→0

6 ln(1+3x)
1+3x − 4 sin(x) cos(x)

2x e−x2

= lim
x→0

ln(1 + 3x)

x
· 3

(1 + 3x) e−x2 −
sin(x)

x
· 2 cos(x)

e−x2 .



100 27 Anwendungen der Di�erentialre
hnung IWir bere
hnen nun die einzelnen Grenzwerte (teilweise wiederum mit L'Hospital) underhalten:
lim
x→0

ln(1 + 3x)

x
= lim

x→0

3

1 + 3x
= 3 , lim

x→0

3

(1 + 3x) e−x2 = 3 ,

lim
x→0

sin(x)

x
= lim

x→0
cos(x) = 1 , lim

x→0

2 cos(x)

e−x2 = 2 .Es ist also
lim
x→0

ln2(1 + 3x)− 2 sin2(x)

1− e−x2 = 3 · 3− 1 · 2 = 7 .(d) Die Anwendung der Regel von L'Hospital liefert:
lim

x→−1+
(x+ 1) tan

(πx
2

)
= lim

x→−1+
=

x+ 1

cot
(
πx
2

) = lim
x→−1+

−2 · sin
2
(
πx
2

)

π
= − 2

π
.(e) Der Grenzwert ist vom Typ ∞

∞ . Wir versu
hen es mit der Regel von L'Hospital underhalten:
lim

x→∞
coshx

ex
l′H
= lim

x→∞
sinh x

ex
l′H
= lim

x→∞
coshx

ex
.Die Regel hilft uns also in diesem Fall ni
ht weiter, wir müssen den Grenzwert andersbestimmen:

lim
x→∞

cosh x

ex
= lim

x→∞

1
2 (e

x +e−x)

ex
= lim

x→∞
1

2
· 1 + e−2x

1
=

1

2
.(f) Der Grenzwert ist vom Typ 0

0 , wir versu
hen es wieder mit der Regel von L'Hospital:
lim
x→0

cos(x)− 1

x
= lim

x→0
− sin(x) = 0 .(g) Der Grenzwert hat die Form 0

0 . Die Regel von L'Hospital liefert:
lim

x→1−

π/2− arcsin x√
1− x = lim

x→1−

− 1√
1−x2

− 1
2
√

1−x

= lim
x→1−

2
√
1− x√

(1− x)(1 + x)
= lim

x→1−

2√
1 + x

=
√
2 .(h) Dieser Grenzwert ist vom Typ 0 · (−∞), die Regel von L'Hospital kann also ni
htdirekt angewandt werden. Hier hilft ein Tri
k weiter, bei dem man den Grenzwert soums
hreibt, dass er zum Typ ∞

∞ wird. Na
h dem ersten S
hritt entsteht ein Grenzwertvom Typ 0
0
, auf den wiederum die Regel von L'Hospital angewandt werden kann:

lim
x→1

sin(πx) · ln |1− x| = lim
x→1

ln |1− x|
1

sin(πx)

= lim
x→1

− 1
1−x

− 1
sin2(πx)

· cos(πx) · π

= lim
x→1

sin2(πx)

(1− x)π cos(πx)

= lim
x→1

2 sin(πx) · cos(πx) · π
−π2 sin(πx)− π[cos(πx)− πx sin(πx)] = 0 .



101(i) Wir s
hreiben zunä
hst den Ausdru
k etwas um:
(1 + arctanx)

1
x = exp

(
1

x
ln(1 + arctanx)

)
.Weil die Exponentialfunktion stetig ist, genügt es, den Grenzwert für den Exponentenzu bestimmen, dabei ergibt si
h ein Grenzwert vom Typ 0

0 :
lim
x→0

ln(1 + arctanx)

x
= lim

x→0

1
1+arctan x

· 1
1+x2

1
= 1 .Damit gilt also für den gesu
hten Grenzwert:

lim
x→0

(1 + arctanx)
1
x = e1 = e .(j) In diesem Fall haben wir einen Grenzwert vom Typ 1

0 , die Regel von L'Hospital darfnatürli
h ni
ht angewandt werden. Vielmehr gilt
lim

x→0−

sinx+ cosx

x
= −∞ und lim

x→0+

sinx+ cosx

x
= +∞,der Grenzwert existiert ni
ht. Wendet man hier ohne die Voraussetzungen zu prüfen dieRegel von de L'Hopital an, so erhält man als Grenzwert 1, das wäre fals
h!(k) Der Grenzwert ist von der Form ∞

∞ und mit L'Hospital erhalten wir:
lim

x→∞
ln(lnx)

lnx
= lim

x→∞

1
lnx · 1x

1
x

= lim
x→∞

1

ln x
= 0 .(l) Wir s
hreiben die Di�erenz als rationalen Ausdru
k, der der auf einen unbestimmtenAusdru
k der Form 0

0 führt, dann wenden wir zwei Mal die L'Hospitals
he Regel an:
lim
x→0

(
1

ex−1 −
1

x

)
= lim

x→0

x− ex +1

(ex−1)x = lim
x→0

1− ex

ex−1 + x ex
= lim

x→0

− ex

2 ex +x ex
= −1

2
.(m) Au
h in diesem Fall hilft die L'Hospitals
he Regel, wenn wir s
hreiben

lim
x→0

(cot(x) arcsin(x))= lim
x→0

(cosx) lim
x→0

arcsinx

sinx
= lim

x→0

1√
1−x2

cosx
= lim

x→0

1√
1− x2

=1.



28 Anwendungen derDi�erentialre
hnung II28.1 Es ist f ′(x) = 2 e2x. Die S
hritte des Newtonverfahrens stellen si
h dar wiefolgt:
k xk f(xk) f ′(xk)

0 1.1 −0.399764 18.050027

1 1.122148 8.994 · 10−3 18.867544

2 1.121671 −1.6 · 10−6Die Nullstelle ist also bereits na
h der zweiten Iteration mit der geforderten Genauigkeitbestimmt.28.2 Wir wenden das Newtonverfahren mit der Ableitung f ′(x) = 2x − 2 an underhalten
k xk f ′(xk) f(xk) xk f ′(xk) f(xk)
0 1.1 0.2 −3.99 0.9 −0.2 −3.99
1 21.05 40.1 398.0025 −19.05 −40.1 398.0025
2 11.1248 . . . 20.2495 . . . 98.5106 . . . −9.1248 . . . −20.2495 . . . 98.6106 . . .
3 6.2599 . . . 10.5198 . . . 23.6667 . . . −4.2599 . . . −10.5198 . . . 23.6667 . . .
4 4.0102 . . . 6.0204 . . . 5.0612 . . . −2.0102 . . . −6.0204 . . . 5.0612 . . .
5 3.1695 . . . 4.3390 . . . 0.7068 . . . −1.1695 . . . −4.3390 . . . 0.7068 . . .
6 3.0066 . . . 4.0132 . . . 0.0265 . . . −1.0066 . . . −4.0132 . . . 0.0265 . . .
7 3.00001 . . . 4.00002 . . . 4.37 · 10−5

−1.00001 . . . −4.00002 . . . 4.37 · 10−5

8 3 4 0 −1 4 0Die Nullstellen von f liegen also bei x = 3 und x = −1.28.3 (a) Wir bere
hnen zunä
hst die Ableitungen für x 6= 1,
f ′(x) =

1

(1− x)2 , f ′′(x) =
1 · 2

(1− x)3 , f (3)(x) =
3!

(1− x)4 , . . .Man vermutet f (n)(x) = n!
(1−x)n+1 und zeigt dies mit vollständiger Induktion:

f (n)(x) =
n!

(1− x)n+1
=⇒ f (n+1)(x) = n!

d

dx

(
1

(1− x)n+1

)
=

(n+ 1)!

(1− x)n+2
.Somit ist f (n)(0) = n! und das zugehörige Taylorpolynom lautet

Tn(x) =

n∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk =

n∑

k=0

xk = 1 + x+ x2 + . . .+ xn.



103(b) Es gilt g(n)(x) = f (n+1)(x) für n ∈ N0. Somit ist
g(n)(0) = f (n+1)(0) = (n+ 1)!und das zugehörige Taylorpolynom lautet

Tn(x) =
n∑

k=0

g(k)(0)

k!
xk =

n∑

k=0

(k + 1)xk = 1 + 2x+ 3x2 + . . .+ (n+ 1)xn.28.4 Man bea
hte unser Rezept zum Bestimmen von Taylorreihen: (a) Es gilt füralle x ∈ R:
f(x) = 2x = ex ln 2 =

∞∑

n=0

(x ln 2)n

n!
=

∞∑

n=0

(ln 2)n

n!
xn .Damit haben wir eine Potenzreihendarstellung von f(x) mit Entwi
klungspunkt 0 ge-funden. Diese stimmt mit der Taylorreihe zum Entwi
klungspunkt 0 überein, es ist alsoau
h

T (x) =

∞∑

n=0

(ln 2)n

n!
xn .(b) Bekanntli
h gilt für die Potenzreihendarstellung des Sinus für alle x ∈ R:

sin x =

∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
.Damit folgt nun

sin x− x
x3

=

∞∑

n=1

(−1)n x2n−2

(2n+ 1)!
=: T (x) .Da T (0) = −1

6 , ist also T (x) eine Potenzreihenentwi
klung von f(x) und somit au
hglei
h der Taylorreihe.(
) Es gilt:
f(x) =

1

2 + 3x
=

1

2 + 3(x− 2) + 6
=

1

8 + 3(x− 2)

=
1

8

1

1 + 3
8 (x− 2)

(∗)
=

1

8

∞∑

n=0

(−1)n
(
3

8

)n

(x− 2)n

=

∞∑

n=0

(−1)n 3n

8n+1
(x− 2)n , falls |x− 2| < 8

3
,dabei wurde bei (∗) die geometris
he Reihe ∑∞

k=0 q
k = 1

1−q für |q| < 1 verwendet.Wiederum gilt, dass die Potenzreihenentwi
klung glei
h der Taylorreihe T (x) ist.



104 28 Anwendungen der Di�erentialre
hnung II(d) Es gilt:
f(x) =

−3
(2 + 3x)2

=
d

dx

(
1

2 + 3x

)
=

d

dx

∞∑

n=0

(−1)n 3n

8n+1
(x− 2)n

=

∞∑

n=1

(−1)n 3n

8n+1
n(x− 2)n−1=

∞∑

n=0

(−1)n+1 (n+ 1)3n+1

8n+2
(x− 2)n , falls |x− 2| < 8

3
.Wiederum gilt, dass die Potenzreihenentwi
klung glei
h der Taylorreihe T (x) ist.Da in allen Fällen Potenzreihenentwi
klungen der jeweiligen Funktion f(x) gefundenwurden, stimmen die Funktionen innerhalb des Konvergenzradius mit den Taylorreihenüberein. Für die Konvergenzradien gilt im Einzelnen:(a) R =∞, (b) R =∞, (
) R = 8

3
, (d) R = 8

3
.28.5 Es gilt

sin(0) = sin(4)(0) = sin(8)(0) = 0

sin′(0) = sin(5)(0) = sin(9)(0) = cos 0 = 1

sin′′(0) = sin(6)(0) = sin(10)(0) = − sin 0 = 0

sin(3)(0) = sin(7)(0) = sin(11)(0) = − cos 0 = −1und cos(k)(0) = sin(k+1)(0). Somit lautet das Polynom für den Sinus
T10(x) = x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5 − 1

7!
x7 +

1

9!
x9und für den Kosinus

T10(x) = 1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4 − 1

6!
x6 +

1

8!
x8 − 1

10!
x10 .Es folgen no
h die Bilder, die man mit taylortool erhält:

−6 −4 −2 0 2 4 6

−2

−1

0

1

2

Taylor Series Approximation

T
N

(x) = x − x3/6 + x5/120 − x7/5040 + x9/362880

−6 −4 −2 0 2 4 6

−2

−1

0

1

2

Taylor Series Approximation

T
N

(x) = x4/24 − x2/2 − x6/720 + x8/40320 − x10/3628800 + 1



10528.6(a) Dur
h sukzessives Ableiten erhalten wir:
tan′ x =

1

cos2 x
, tan′′ x =

2 sin x

cos3 x
, tan′′′ x =

2 + 4 sin2 x

cos4 x

tan(4) x =
16 sin x+ 8 sin3 x

cos5 x
, tan(5) x =

16 + 88 sin2 x+ 16 sin4 x

cos6 x
.Da der Tangens eine ungerade Funktion ist, lautet das fünfte Taylorpolynom desTangens

T5,tan,0(x) = tan′(0)x+
tan′′′(0)

6
x3 +

tan(5)(0)

120
x5 = x+

1

3
x3 +

2

15
x5 .(b) Unter Weglassung höherer Ordnungen, die ni
ht benötigt werden, s
hreiben wir

tanx =
sin x

cosx
=

x− 1
6x

3 + 1
120x

5 ± . . .
1−

(
1
2
x2 − 1

24
x4 ± . . .

) .Nun benutzen wir die geometris
he Reihe für 1
1−y

mit y = 1− cosx, wel
he kon-vergent ist, solange |1− cosx| < 1. Damit erhalten wir:
tan(x)=

(
x− x3

6
+

x5

120
± . . .

)(
1 +

(
x2

2
− x4

24
± . . .

)
+

(
x2

2
− x4

24
± . . .

)2

+ . . .

)

=

(
x− 1

6
x3 +

1

120
x5 ± . . .

)(
1 +

1

2
x2 − 1

24
x4 +

1

4
x4 + . . .

)

=

(
x− 1

6
x3 +

1

120
x5 ± . . .

)(
1 +

1

2
x2 +

5

24
x4 + . . .

)

=x+

(
1

2
− 1

6

)
x3 +

(
5

24
− 1

12
+

1

120

)
x5 + . . .

=x+
1

3
x3 +

2

15
x5 + . . . .(
) Für den Ansatz tan y = a0 + a1y+ a2y

2 + a3y
3 + a4y

4 + a5y
5 + . . . kann man vonvornherein s
hlieÿen, dass a0 = 0, a2 = 0, a4 = 0, . . ., a2n = 0 für n ∈ N, da tan(y)eine ungerade Funktion ist. Somit gilt

x = tan(arctanx)

= a1

(
x− x3

3
+
x5

5
± . . .

)
+ a3

(
x− x3

3
± . . .

)3

+ a5 (x± . . .)5 + . . .

= a1x+
(
−a1

3
+ a3

)
x3 +

(a1
5
− a3 + a5

)
x5 + . . . .Ein Koe�zientenverglei
h ergibt a1 = 1, a3 = a1

3 = 1
3 , a5 = a3− a1

5 = 2
15 . Also ist

tan y = y +
1

3
y3 +

2

15
y5 + · · · .



106 28 Anwendungen der Di�erentialre
hnung II28.7 Mit taylortool erhält man alle Ergebnisse.28.8 Der folgende Code taugt:fun
tion [ x0,xve
,iter ℄ = newton22( f,x0,tol )xve
=[℄';syms x;df(x)=diff(f(x));iter=0;weiter=1;while weiterdelta=-f(x0)/df(x0);lS=f(x0+delta);x0=x0+delta;xve
=[xve
; double(x0)℄;weiter=abs(delta)>=tol & abs(lS)<=abs(x0-delta);iter=iter+1;endif abs(delta)<toldisp('Genauigkeit errei
ht!')elsedisp('Divergenz!')end



29 Polynom- undSplineinterpolation29.1 Wir verwenden die Methode von Newton (vgl. das Rezept auf Seite 257(Rezeptebu
h)):(1) Wir ma
hen den Ansatz
f(x) = λ0+λ1(x+2)+λ2(x+2)(x+1)+λ3(x+2)(x+1)x+λ4(x+2)(x+1)x(x−1) .(2) Wir erhalten λi dur
h Auswerten von f an den Stellen xi unter Bea
htung von
f(xi) = yi:

1 = f(−2) = λ0 ⇒ λ0 = 1

1 = f(−1) = λ0 + λ1 ⇒ λ1 = 0

2 = f(0) = λ0 + λ1 · 2 + λ2 · 2 ⇒ λ2 = 1/2

1 = f(1) = λ0 + λ1 · 3 + λ2 · 6 + λ3 · 6 ⇒ λ3 = −1/2

1 = f(2) = λ0 + λ1 · 4 + λ2 · 12 + λ3 · 24 + λ4 · 24 ⇒ λ4 = 1/4 .(3) Wir setzen nun die λi aus (2) in den Ansatz in (1) ein und erhalten:
f(x) = 1+1/2(x+2)(x+1)−1/2(x+2)(x+1)x+1/4(x+2)(x+1)x(x−1) = 1/4x4−5/4x2+2 .In der nebenstehenden Abbildung haben wirden Graph der Polynomfunktion eingetragen.

−2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

29.2 Wir bea
hten unser Rezept:(1) Es gilt
h0 = x1 − x0 = 1 , h1 = x2 − x1 = 2 , h2 = x3 − x2 = 3 .Als nä
hstes ermitteln wir r1 und r2, es gilt:

r1 = 3(0 + 1) = 3 , r2 = 3(0− 0) = 0 .Damit stellen wir das LGS zum Bestimmen von c1 und c2 auf: Aus

6 2

2 10




c1
c2


 =


3

0






108 29 Polynom- und Splineinterpolationerhalten wir mit c0 = 0 = c3:
c0 = 0 , c1 = 15/28 , c2 = −3/28 , c3 = 0 .(2) Damit können wir nun ai, bi, ci bestimmen. Wir erhalten
a0 = 1 , a1 = 0 , a2 = 0 ,

b0 = −33/28 , b1 = −9/14 , b2 = 3/14 ,

d0 = 5/28 , d1 = −3/28 , d2 = 1/84 .Damit erhalten wir also die Splinefunktion s dur
h die drei Polynome vom Grad 3, diejeweils auf den angegebenen Intervallen erklärt sind:
s0 : [0, 1]→ R , s0(x) = 1− 33/28x+ 5/28x3 ,

s1 : [1, 3]→ R , s1(x) = −9/14(x− 1) + 15/28(x− 1)2 − 3/28(x− 1)3 ,

s2 : [3, 6]→ R , s2(x) = 3/14(x− 3)− 3/28(x− 3)2 + 1/84(x− 3)3 .In der nebenstehenden Abbildung haben wirden Graph der Splinefunktion, also die Gra-phen der Polynomfunktionen s0, s1 und s2 ein-getragen.
0 1 2 3 4 5 6
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30 Integration I30.1 Alle Stammfunktionen von f unters
heiden si
h hö
hstens um eine Konstante
c: Denn ist F Stammfunktion von f , so gilt für alle c ∈ R : (F + c)′ = f +0 = f , damitist also au
h F + c Stammfunktion von f .Sind dagegen F und G Stammfunktionen von f , so gilt (F −G)′ = f − f = 0 und na
hdem Mittelwertsatz der Di�erentialre
hnung folgt G− F = c⇒ G = F + c.Ist also F eine Stammfunktion von f , so lässt si
h die Menge aller Stammfunktionenvon f angeben als {F + c | c ∈ R}.30.2 Es seien x, x0 ∈ [a, b]. Es gilt:

F (x)− F (x0)
x− x0

=
1

x− x0




x̂

a

f(t) dt−
x0
ˆ

a

f(t) dt


 =

1

x− x0

x̂

x0

f(t) dt = f(ξ)mit einem ξ zwis
hen x und x0 na
h dem Mittelwertsatz der Integralre
hnung. Da fna
h Voraussetzung stetig ist, gilt:
lim

ξ→x0

f(ξ) = f(x0)

lim
x→x0

F (x)−F (x0)
x−x0

= F ′(x0)




⇒ F ′(x0) = f(x0) ∀x0 ∈ [a, b] .Das beweist den ersten Teil des Hauptsatzes. Ist F eine Stammfunktion zu f , so gilt:

F (x) =

x̂

a

f(t) dt+ cmit einem c ∈ R. Daraus folgt die zweite Aussage:
F (b)− F (a) =

b
ˆ

a

f(t) dt−
a
ˆ

a

f(t) dt =

b
ˆ

a

f(t) dt.30.3(a) Wir verwenden die Substitutionsregel:
π/9
ˆ

0

sin (π/3− 3x) dx =


 u = π/3− 3x

du = −3dx


 = −1

3

0
ˆ

√
3/2

sin(u) du = 1
3

√
3/2
ˆ

0

sin(u) du

= 1
3

[
− cos(u)

]√
3/2

0

= 1
3

(
cos

(√
3

2

)
− 1

)
.



110 30 Integration I(b) Wiederum mit Substitution lässt si
h das Integral bere
hnen als
ln(2)
ˆ

0

ex
√
ex−1 dx=


 u =ex−1

du
dx =ex


=

1
ˆ

0

√
u du=

[
2
3x

3/2

]1

0

= 2
3

(√
13 −

√
03
)
= 2

3 .(
) Mit partieller Integration erhält man
1
ˆ

0

2x(1− ex) dx=


 u = 2x u′ = 2

v′ = 1− ex v = x− ex


=

[
2x2 − 2x ex

]1
0
− 2

1
ˆ

0

x− ex dx

=2− 2 e−2
[
1

2
x2 − ex

]1

0

= 2− 2 e−2
(
1

2
− e−(0− 1)

)
= −1 .(d) Wiederum mit partieller Integration folgt

e2
ˆ

e

(2x− ln(x)) dx =

e2
ˆ

e

2x dx−
e2
ˆ

e

ln(x) dx =


 u = ln(x) u′ = 1

x

v′ = 1 v = x




=

[
x2
]e2

e

−
[
x ln(x)

]e2

e

+

e2
ˆ

e

1 dx = e4− e2−2 e2 +e+

[
x

]e2

e

= e4−3 e2 +e+ e2− e = e4−2 e2 .(e) Mittels logarithmis
her Integration erhalten wir
−1
ˆ

−
√

3

1

(1 + x2) arctan(x)
dx =

[
ln (| arctan(x)|)

]−1

−
√

3

= ln (π/4)− ln (π/3) = ln (3/4) .(f) Mit partieller Integration folgt
π/2
ˆ

π/6

x
1

sin2(x)
dx=


 u = x u′ = 1

v′ = 1
sin2(x)

v = − cot(x)


=

[
− x cot(x)

]π/2

π/6

+

ˆ π/2

π/6

cot(x) dx

= 0 + π
2
√

3
−
[
ln (| sin(x)|)

]π/6

π/2

=
√

3π
6 + ln 2 .



111(g) Mit doppelter partieller Integration erhalten wir die Lösung:
1
ˆ

0

r2
√
1− r dr =


 u = r2 u′ = 2r

v′ =
√
1− r v = −2

3

√
(1− r)3




=

[
− 2r2

3

√
(1− r)3

]1

0

+
4

3

1
ˆ

0

r
√

(1− r)3 dr

=


 u = r u′ = 1

v′ =
√

(1− r)3 v = −2
5

√
(1− r)5




=
4

3



[
− 2r

5

√
(1− r)5

]1

0

+
2

5

1
ˆ

0

√
(1− r)5 dr




=
4

3
· 2
5
·
(
−2

7

)[√
(1− r)7

]1

0

= −4 · 2 · 2
3 · 5 · 7 · (−1) =

16

105
.(h) Wir substituieren u = 1 + ex und erhalten:

1
ˆ

0

ex

(1 + ex)2
dx =


 u = 1 + ex

du = ex dx


 =

1+e
ˆ

2

1

u2
du =

[
− 1

u

]1+e

2

=
1

2
− 1

1 + e
.(i) Wir können dieses Integral elementar lösen:

2
ˆ

1

2x3 − 3x2 + 4x− 5

x
dx =

2
ˆ

1

2x2 − 3x+ 4− 5

x
dx

=

[
2
x3

3
− 3

x2

2
+ 4x− 5 ln x

]2

1

=
16

3
− 6 + 8− 5 ln 2− 2

3
+

3

2
− 4 + 0 =

25

6
− 5 ln 2 .(j) Wegen cos(2x) = cos2 x− sin2 x = (1− sin2 x)− sin2 x = 1− sin2 x gilt:

π̂

0

1− 2 sin2 x dx =

π̂

0

cos(2x) dx =

[
1

2
sin(2x)

]π

0

= 0 .(k) Mit logarithmis
her Integration gilt:
1
ˆ

0

2x− 2

1 + x2
dx =

1
ˆ

0

2x

1 + x2
dx− 2

1
ˆ

0

1

1 + x2
dx

=

[
ln(1 + x2)− 2 arctanx

]1

0

= ln 2− 2π/4− ln 1 + 0 = ln 2− π/2 .



112 30 Integration I(l) Mit der Identität ab = eln(a
b) = eb ln(a) erhalten wir

1
ˆ

0

2x+1 dx =

1
ˆ

0

eln(2
x+1) dx =

1
ˆ

0

e(x+1) ln 2 dx = eln 2 ·
1
ˆ

0

ex ln 2 dx

= 2 ·
[
ex ln 2 1

ln 2

]1

0

= 2

[
1

ln 2
eln 2− 1

ln 2
e0
]
= 2

ln 2
.(m) Wir benutzen das Additionstheorem sin x = 2 sin(x/2) cos(x/2):

π̂

0

√
1 + sin x dx =

π̂

0

√
sin2(x/2) + cos2(x/2) + 2 sin(x/2) cos(x/2) dx

=

π̂

0

√
(sin(x/2) + cos(x/2))2 dx

=

π̂

0

sin(x/2) + cos(x/2) dx =

[
−2 cos(x/2) + 2 sin(x/2)

]π

0

= 4 .(n) Da unsere Integrationsvariable t ist, können wir x einfa
h als Konstante betra
hten:
π̂

0

x2 + 2
√
x+ sin x

tan(
√
x)

dt =
x2 + 2

√
x+ sinx

tan(
√
x)

[
t

]π

0

=
x2 + 2

√
x+ sin x

tan(
√
x)

π .(o) Wir verwenden hier zunä
hst eine Doppelwinkelformel um sin(2x) aufzulösen:
π/2
ˆ

0

sin(2x)

cosx+ cos2 x
dx =

π/2
ˆ

0

2 sin x cosx

cosx+ cos2 x
dx =

π/2
ˆ

0

2 sin x

1 + cosx
dx

=− 2

π/2
ˆ

0

− sin x

1 + cosx
dx = −2

[
ln(1 + cosx)

]π/2

0

= 2 ln 2 ,wobei wir logarithmis
h integriert haben.(p) Wir substituieren t = sinx, dt
dx = cosx, und erhalten

π/2
ˆ

0

cos3 x

1− sin x
dx =

π/2
ˆ

0

cosx(1− sin2 x)

1− sinx
dx =

1
ˆ

0

cosx(1− t2)
(1− t) cosx dt

=

1
ˆ

0

1 + t dt =
[
t+ t2

2

]1
0
= 1 + 1/2− 0− 0 = 3/2 .



113(q) Hier substituieren wir t = √1 + x, dt
dx = 1

2
√

1+x
= 1

2t :
1
ˆ

0

1

1 +
√
1 + x

dx =

ˆ

√
2

1

2t

1 + t
dt = 2

ˆ

√
2

1

t+ 1− 1

1 + t
dt = 2

ˆ

√
2

1

1− 1

1 + t
dt

= 2

[
t− ln(1 + t)

]√2

1

= 2
√
2− 2 ln(1 +

√
2)− 2 + 2 ln 2 .30.4(a) Mit partieller Integration erhalten wir

ˆ

x sin(x) dx =


 u = x u′ = 1

v′ = sin(x) v = − cos(x)


 = −x cos(x) +

ˆ

cos(x) dx

= −x cos(x) + sin(x) + C .(b) Mit partieller Integration folgt
ˆ

x

cosh2(x)
dx =


 u = x u′ = 1

v′ = 1
cosh2(x)

v = tanh(x)


 = x tanh(x)−

ˆ

tanh(x) dx

= x tanh(x)−
ˆ

sinh(x)

cosh(x)
dx = x tanh(x)− ln (cosh(x)) + C .(
) Wiederum mit partieller Integration erhalten wir

ˆ

ln(x2)

x2
dx=


 u = ln(x2) u′ = 2

x

v′ = 1
x2 v = − 1

x


=− ln(x2)

x
+ 2

ˆ

1

x2
=− ln(x2)

x
+

2

x
+ C.(d) Wir �nden eine Stammfunktion dur
h Substitution

ˆ

x

a2x2 + c2
dx=


 u = a2x2 + c2

du
dx = 2a2x


=
ˆ

1

2a2
1

u
du=

ln(|u|)
2a2

+C=
ln(2a2x2 + c2)

2a2
+C.(e) Wir substituieren wieder

ˆ

x
√
1 + 4x2 dx=


 u=1 + 4x2

du
dx =8x


= 1

8

ˆ √
u du=

1

12

√
u3 + C=

1

12

√
(1 + 4x2)3+C.(f) Dieses Integral können wir elementar lösen

ˆ

1− x2
1 + x2

dx =

ˆ

2− 1− x2
1 + x2

dx = 2

ˆ

1

1 + x2
dx−

ˆ

1 dx = 2arctan(x)− x+ C .



114 30 Integration I(g) Mit doppelter partieller Integration erhalten wir
4

ˆ

(x2 + 1) e2x dx = 4

(
(x2 + 1)

1

2
e2x−

ˆ

x e2x dx

)

= 2e2x(x2 + 1)− 4

(
1

2
x e2x−1

2

ˆ

e2x dx

)
=
(
2x2 − 2x+ 3

)
e2x +C .(h) Wir substituieren u =

√
x2 + 1⇒ x2 = u2 − 1 ⇒ du

dx = x√
x2+1

⇒ dx = u
x du underhalten

3

ˆ

x3√
x2 + 1

dx = 3

ˆ

x3

u
· u
x

du = 3

ˆ

x2 du = 3

ˆ

u2 − 1 du = u3 − 3u+ C

=
√

(x2 + 1)3 − 3
√
x2 + 1 + C = (x2 − 2)

√
x2 + 1 + C .(i) Hier hilft wiederum doppelte partielle Integration:

ˆ

x2 cos(x) dx=x2 sin(x)−2
ˆ

x sin(x) dx=x2 sin(x) + 2x cos(x)− 2

ˆ

cos(x) dx

= x2 sin(x) + 2x cos(x)− 2 sin(x) + C .(j) Wir beginnen mit einer kleinen Umformung:
ˆ

sin2 x cos2 x

(cos3 x+ sin3 x)2
dx =

ˆ

sin2 x cos2 x

cos6 x(1 + tan3 x)2
dx =

ˆ

tan2 x · 1
cos2 x

(1 + tan3 x)2
dxWir substituieren nun u = tan(x)⇒ du

dx = 1
cos2(x) ⇒ dx = cos2(x) du und erhalten

ˆ

sin2 x cos2 x

(cos3 x+ sin3 x)2
dx =

ˆ

tan2 x · 1
cos2 x

(1 + tan3 x)2
dx =

ˆ

u2

(1 + u3)2
du .Wir substituieren jetzt ein zweites Mal t = u3 ⇒ dt

du = 3u2 ⇒ du = 1
3u2 dt:

ˆ

sin2 x cos2 x

(cos3 x+ sin3 x)2
dx =

ˆ

u2

(1 + u3)2
du =

1

3

ˆ

1

(1 + t)2
dt = −1

3
· 1

1 + t
+ C

= − 1

3(1 + u3)
+ C = − 1

3(1 + tan3(x))
+ C .(k) Wir verwenden ein weiteres Mal doppelte partielle Integration:

26

ˆ

e−x cos(5x) dx=
26

5
e−x sin(5x) +

26

5

ˆ

e−x sin(5x) dx

=
26

5
e−x sin(5x)− 26

25
e−x cos(5x)− 26

25

ˆ

e−x cos(5x) dx+ C.Es steht also (bis auf den Vorfaktor) re
hts das glei
he Integral wie links, somit:
(
26 +

26

25

)
ˆ

e−x cos(5x) dx =
26

25
e−x(5 sin(5x)− cos(5x)) + C .Wir erhalten:

26

ˆ

e−x cos(5x) dx = e−x(5 sin(5x)− cos(5x)) + C .



115(l) Wir substituieren u = ln(x)⇒ dx = x du = eu du:
ˆ

sin(ln(x)) dx =

ˆ

eu sin(u) du .Dieses Integral können wir mit partieller Integration lösen und erhalten
ˆ

sin(ln(x)) dx =

ˆ

eu sin(u) du =
x

2
sin(ln(x))− x

2
cos(ln(x)) + C .(m) Wir substituieren u = cos(x2)⇒ dx = − 1

2x sin(x2) du:
ˆ

x sin(x2) cos2(x2) dx = −
ˆ

1

2
u2 du = −1

6
u3 + C = −1

6
cos3(x2) + C .(n) Die Substitution t = x2, dt

dx = 2x, führt auf
2

ˆ

x sin(x2) dx =

ˆ

sin(t) dt = − cos(t) + C = − cos(x2) + C .(o) Wir führen partielle Integration dur
h, um x2 im Integranden loszuwerden:
ˆ

x2e−x dx = −x2 e−x +C + 2

ˆ

xe−x dx

=− x2 e−x−2x e−x +C + 2

ˆ

e−x dx = −x2 e−x−2x e−x−2 e−x +C .(p) Wir beginnen mit der Substitution t = x2, dt
dx = 2x:

4

ˆ

x arcsin(x2)√
1− x4

dx = 2

ˆ

arcsin t√
1− t2

dt .Als nä
hster S
hritt bietet si
h eine weitere Substitution an, nämli
h sin u = t,
dt
du = cosu. Damit erhalten wir:

2

ˆ

arcsin t√
1− t2

dt = 2

ˆ

arcsin(sin u)√
1− sin2 u

cosu du = 2

ˆ

u du

= u2 + C = arcsin2 t+ C = arcsin2(x2) + C .(q) Dieses Integral lässt si
h elementar bere
hnen:
15

ˆ

x
3/2 − x1/2 dx = 15

(
x

5/2

5/2
− x

3/2

3/2

)
+ C = 6

√
x5 + 10

√
x3 + C .(r) Mit der Substitution u = ln(x) ergibt si
h

ˆ

cos(ln(x))

x
dx=


 u = ln(x)

du = 1
xdx


=
ˆ

cos(u) du = sin(u) + C = sin(ln(x)) + C.



116 30 Integration I(s) Wiederum substituieren wir u = ex und benutzen dann logarithmis
he Integration
ˆ

ex

ex +e−x
dx=


 u = ex

du = ex dx


=
ˆ

1

u+ 1
u

du=

ˆ

u

u2 + 1
du=

1

2

ˆ

2u

u2 + 1
du

=
1

2
ln(|u2 + 1|) + C = ln(

√
u2 + 1) + C = ln(

√
e2x +1) + C .(t) Wir substituieren den Logarithmus

ˆ

ln2(x)

x
dx =


 u = ln(x)

du
dx

= 1
x


 =

ˆ

u2 du =
1

3
u3 + C =

1

3
ln3(x) + C .30.5 Wir de�nieren zunä
hst die Funktion

H(y) =

ˆ y

0

f(t) dtNa
h dem Hauptsatz der Di�erential- und Integralre
hnung ist H(y) di�erenzierbar aufganz R und es gilt H′(y) = f(y).Da g ebenfalls auf ganz R di�erenzierbar ist, folgt mit der Kettenregel, dass au
h dieFunktion F (x) = (H ◦ g)(x) = H(g(x)) di�erenzierbar ist. Für die Ableitung gilt dann
F ′(x) = H′(g(x)) g′(x) = f(g(x)) · g′(x) .30.6 Wir bes
hränken uns auf die Viertel-Ellipse im re
hten oberen Quadranten(also positive x- und y-Koordinaten). Dort können wir die Ellipsenglei
hung na
h yau�ösen: y = b

√
1− x2

/a2.Der Flä
heninhalt dieser Viertel-Ellipse ist dann die Flä
he unter dem dur
h diese Funk-tion bes
hriebenen Graphen, also
a
ˆ

0

b
√

1− x2
/a2 dx.Dieses Integral lösen wir dur
h die Substitution x = a sin t mit dx

dt = a cos t und t =

arcsin x
a
, damit ergibt si
h

a
ˆ

0

b

√
1− x2

a2 dx =

arcsin 1
ˆ

0

b

√
1− a2 sin2 t

a2 a cos t dt =

π/2
ˆ

0

ab cos2 t dt

=ab
2

π/2
ˆ

0

1 + cos(2t) dt = ab
2

[
t+ sin(2t)

2

]π/2

0
= ab

2 (π/2 + 0− 0 + 0) = πab
4 .Damit ist die Flä
he der gesamten Ellipse πab.



31 Integration II31.1 Man bea
hte die Rezepte zur Integration rationaler Funktionen bzw. Integra-tion rationaler Funktionen in Sinus und Kosinus:(a) Mit u = tan(x/2) gilt sin(x) = 2u
1+u2 und dx = 2

1+u2 du:
ˆ

1

sin(x)
dx=

ˆ

1 + u2

2u

2

1 + u2
du =

ˆ

1

u
du=ln(|u|) + C=ln (|tan (x/2)|) + C.(b) Wir zerlegen den Integranden mittels Partialbru
hzerlegung zu

x

(1 + x)(1 + x2)
=

A

1 + x
+
Bx+ C

1 + x2
=

(A+B)x2 + (B + C)x+ (A+ C)

(1 + x)(1 + x2)Koe�zientenverglei
h liefert A = −1/2, B = C = 1/2 und damit bere
hnet si
h diegesu
hte Stammfunktion als
ˆ

x

(1 + x)(1 + x2)
dx =

1

2

ˆ

1 + x

1 + x2
− 1

1 + x
dx

=
1

4
ln(1 + x2) +

1

2
arctan(x)− 1

2
ln(|1 + x|) + C .(
) Mit der Substitution u = tan(x) erhalten wir x = arctan(u) und dx = 1

1+u2 du:
ˆ

tan(x)

1 + tan(x)
dx =

ˆ

u

(1 + u)(1 + u2)
du

(∗)
=

1

4
ln(1 + u2) +

1

2
arctan(u)− 1

2
ln(|1 + u|) + C

=
1

4
ln
(
1 + tan2(x)

)
− ln (|1 + tan(x)|) + x

2
+ C ,wobei wir bei (∗) die Lösung von Aufgabe (b) benutzt haben.(d) Mittels Partialbru
hzerlegung formen wir um:

x− 4

x(x2 + 1)
=
A

x
+
Bx+ C

x2 + 1
=
Ax2 +A+Bx2 + Cx

x(x2 + 1)
=

(A+B)x2 + Cx+A

x(x2 + 1)
.Ein Koe�zientenverglei
h liefert A = −4, B = 4, C = 1. Damit gilt:

ˆ

x− 4

x3 + x
dx = −4

ˆ

1

x
dx+

ˆ

4x+ 1

x2 + 1
dx

= −4 ln(|x|) + 2 ln(x2 + 1) + arctan(x) + C .(e) Wiederum führen wir zuerst eine Partialbru
hzerlegung dur
h:
x2

(x+ 1)(1− x2)=
A

1 + x
+

B

(1 + x)2
+

C

1− x=
(C−A)x2+ (2C−B)x+ (A+B+C)

(1 + x)(1− x2) .



118 31 Integration IIEin Koe�zientenverglei
h liefert hier das lineare Glei
hungssystem



−1 0 1

0 −1 2

1 1 1







A

B

C


 =




1

0

0


 




1 0 −1 −1
0 1 −2 0

0 0 4 1


 .Wir erhalten somit C = 1/4, B = 1/2, A = −3/4. Eine Stammfunktion ist also

ˆ

x2

(x+ 1)(1− x2) dx = −3

4

ˆ

1

1 + x
dx+

1

2

ˆ

1

(1 + x)2
dx+

1

4

ˆ

1

1− x dx

= −3

4
ln(|1 + x|)− 1

2(1 + x)
+

1

4
ln(|1− x|) + C .(f) Wir zerlegen den Integranden dur
h Partialbru
hzerlegung:

9x

2x3 + 3x+ 5
=

1

2

9x

(x+ 1)(x2 − x+ 5
2
)
=

1

2

(
A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 − x+ 5
2

)

=
1

2

(A+ B)x2 + (B + C −A)x+ (52A+ C)

(x+ 1)(x2 − x+ 5
2 )

.Dur
h Koe�zientenverglei
h erhält man A = −2, B = 2 und C = 5. Eine Stamm-funktion bere
hnet si
h wie folgt:
ˆ

9x

2x3 + 3x+ 5
dx=

1

2

ˆ

2x+ 5

x2 − x+ 5
2

− 2

x+ 1
dx

= 1
2

(
ln
(
|x2 − x+ 5

2 |
)
+62

3 arctan
(
2x−1

3

)
−2 ln(|x+ 1|)

)
+C

= ln

(√
(x− 1

2
)2+ 9

4

(x+1)2

)
+ 2arctan

(
2x−1

3

)
+ C .(g) Mit Partialbru
hzerlegung des Integranden erhalten wir

4x2

(x+ 1)2(x2 + 1)2
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+
Cx+D

x2 + 1
+

Ex+ F

(x2 + 1)2

=
A(x+ 1)(x2 + 1)2+B(x2 + 1)2+(Cx+D)(x+ 1)2(x2 + 1)+(Ex+ F )(x+ 1)2

(x+ 1)2(x2 + 1)2

=
(A+ C)x5 + (A+B + 2C +D)x4 + (2A+ 2C + 2D +E)x3

(x+ 1)2(x2 + 1)2

+
(2A+2B+2C+2D+2E+F )x2+(A+ C + 2D +E + 2F )x+(A+B +D + F )

(x+ 1)2(x2 + 1)2Dur
h Koe�zientenverglei
h erhalten wir daher das Glei
hungssystem



1 0 1 0 0 0
1 1 2 1 0 0
2 0 2 2 1 0
2 2 2 2 2 1
1 0 1 2 1 2
1 1 0 1 0 1







A
B
C
D
E
F




=




0
0
0
4
0
0



 




1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 −1
0 0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 0 1 0






119Wir können nun eine Stammfunktion bere
hnen. Es gilt:
ˆ

4x2

(x+ 1)2(x2 + 1)2
=

ˆ

1

(x+ 1)2
dx−

ˆ

1

x2 + 1
dx+

ˆ

2x

x2 + 1
dx

= − 1

x+ 1
− arctan(x)− 1

x2 + 1
+ C .(h) Wir substituieren u = tan(x/2), also x = 2arctan(u) und dx = 2

1+u2 du, sin(x) =
2u

1+u2 und cos(u) = 1−u2

1+u2 . Es gilt nun:
ˆ

sin2(x)

1 + sin(x)
dx =

ˆ

(
2u

1+u2

)2

1 + 2u
1+u2

2

1 + u2
du = 2

ˆ

4u2

(1 + u2)2(1 + u2)
du .Na
h der Lösung zur Aufgabe (g) gilt damit:

ˆ

sin2(x)

1 + sin(x)
dx =

ˆ

(
2u

1+u2

)2

1 + 2u
1+u2

2

1 + u2
du = 2

ˆ

4u2

(1 + u2)2(1 + u2)
du

= − 2

u+ 1
− 2 arctan(u)− 2

u2 + 1
+ C = − 2

tan(x/2) + 1
− x− 2

tan2(x/2) + 1
+ C .(i) Dur
h Ausmultiplizieren des Nenners des Integranden erhalten wir

(x2 − 8)(x4 +8x2 + 16) = x6 + 8x4 + 16x2 − 8x4 − 64x2 − 128 = x6 − 48x2 − 128 .Polynomdivision des Zählers dur
h diesen Nenner liefert nun
(x7 − 28x3) : (x6 − 48x2 − 128) = x+

20x3 + 128x

x6 − 48x2 − 128
= x+

20x3 + 128x

(x2 − 8)(x2 + 4)2
.Den hinteren Term zerlegen wir mittels Partialbru
hzerlegung:

20x3 + 128x

(x2 − 8)(x2 + 4)2
=

A

x−
√
8
+

B

x+
√
8
+
Cx+D

x2 + 4
+

Ex+ F

(x2 + 4)2
=

A(x+
√
8)(x2+4)2+B(x−

√
8)(x2+4)2+(Cx+D)(x2−8)(x2+4)+(Ex+F )(x2−8)

(x2−8)(x2+4)2
.Dur
h Einsetzen von x =

√
8 in die Zähler erhalten wir

160
√
8 + 128

√
8 = 2A

√
8 · 144 ⇔ 288 = 288A ⇔ A = 1 .Einsetzen von x = −

√
8 liefert B = 1. Wir setzen das ein, multiplizieren aus underhalten dur
h Koe�zientenverglei
h:

A = 1, B = 1, C = −2, D = 0, E = −4, F = 0 .



120 31 Integration IIWir können das Integral nun bere
hnen als
ˆ

x7 − 28x3

(x2 − 8)(x4 + 8x2 + 16)
dx

=

ˆ

x dx+

ˆ

1

x−
√
8
dx+

ˆ

1

x+
√
8
dx−

ˆ

2x

x2 + 4
dx− 2

ˆ

2x

(x2 + 4)2
dx

=
1

2
x2 + ln(|x−

√
8|) + ln(|x+

√
8|)− ln(|x2 + 4|) + 2

x2 + 4
+ C .(j) Wir verwenden wieder Partialbru
hzerlegung um den Integranden aufzuteilen:

x3 + 1

x(x− 1)3
=
A

x
+

B

x− 1
+

C

(x− 1)2
+

D

(x− 1)3

=
A(x− 1)3 +Bx(x− 1)2 + Cx(x− 1) +Dx

x(x− 1)3

=
(A+B)x3 + (−3A− 2B + C)x2 + (3A+B − C +D)x−A

x(x− 1)3
.Ein Koe�zientenverglei
h liefert A = −1, B = 2, C = 1 und D = 2. Es gilt also:

ˆ

x3 + 1

x(x− 1)3
dx = −

ˆ

1

x
dx+ 2

ˆ

1

x− 1
dx+

ˆ

1

(x− 1)2
dx+ 2

ˆ

1

(x− 1)3
dx

= − ln(|x|) + 2 ln(|x− 1|)− 1

x− 1
− 1

(x− 1)2
+ C .(k) Wir beginnen mit einer kleinen Umformung:

ˆ

sin2 x cos2 x

(cos3 x+ sin3 x)2
dx =

ˆ

sin2 x cos2 x

cos6 x(1 + tan3 x)2
dx =

ˆ

tan2 x · 1
cos2 x

(1 + tan3 x)2
dx .Wir substituieren nun u = tan(x) und erhalten du

dx = 1
cos2(x) und dx = cos2(x) du,und damit:

ˆ

sin2 x cos2 x

(cos3 x+ sin3 x)2
dx =

ˆ

tan2 x · 1
cos2 x

(1 + tan3 x)2
dx =

ˆ

u2

(1 + u3)2
du .Wir substituieren jetzt ein zweites Mal t = u3 und erhalten dt

du = 3u2 und du =
1

3u2 dt:
ˆ

sin2 x cos2 x

(cos3 x+ sin3 x)2
dx =

ˆ

u2

(1 + u3)2
du =

1

3

ˆ

1

(1 + t)2
dt = −1

3
· 1

1 + t
+ C

= − 1

3(1 + u3)
+ C = − 1

3(1 + tan3(x))
+ C .



121(l) Wir zerlegen den Integranden mittels Partialbru
hzerlegung:
x2 + 1

x3 + 1
=

x2 + 1

(x+ 1)(x2 − x+ 1)
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 − x+ 1

=
A(x2 − x+ 1) + (Bx+ C)(x+ 1)

(x+ 1)(x2 − x+ 1)
=
(A+ B)x2 + (−A+B + C)x+ (A+ C)

(x+ 1)(x2 − x+ 1)
.Dur
h einen Koe�zientenverglei
h erre
hnet man A = 2/3 und B = C = 1/3, alsogilt:

ˆ

x2 + 1

x3 + 1
dx =

2

3

ˆ

1

x+ 1
dx+

1

3

ˆ

x+ 1

x2 − x+ 1
dx

=
2

3
ln (|x+ 1|) + 1

6
ln
(∣∣∣x2 − x+ 1

∣∣∣
)
+

1√
3
arctan

(
2√
3
x− 1√

3

)
+ C .(m) In diesem Fall wenden wir eine Partialbru
hzerlegung an. Zunä
hst formen wir denIntegranden zu einer rationalen Funktion um. Dazu verwenden wir die Substitution

t = ex, dt
dx = ex, dx = dt

ex = dt
t :

ˆ

3 ex +4e−x +2

1− e2x
dx =

ˆ

3t+ 4
t + 2

t(1− t2) dt =

ˆ

3t2 + 2t+ 4

t2(1− t)(1 + t)
dt .Damit erhalten wir für die Partialbru
hzerlegung den Ansatz

3t2 + 2t+ 4

t2(1− t)(1 + t)
=
A

t
+
B

t2
+

C

1− t +
D

1 + t
.Wie übli
h können wir nun mit dem Hauptnenner multiplizieren und dann mittelsEinsetzen oder Koe�zientenverglei
h ein lineares Glei
hungssystem für A,B,C,Dgewinnen. Löst man dieses, so erhält man die Partialbru
hzerlegung

3t2 + 2t+ 4

t2(1− t)(1 + t)
=

2

t
+

4

t2
+

9/2

1− t +
5/2

1 + t
.Diese Brü
he können alle elementar integriert werden, als Ergebnis erhalten wir

ˆ

3t2 + 2t+ 4

t2(1− t)(1 + t)
dt = 2 ln |t| − 4

t
− 9

2
ln |1− t|+ 5

2
ln |1 + t|+ C

= 2x− 4 e−x−9

2
ln |1− ex|+ 5

2
ln |1 + ex|+ C .31.2(a) Wir wenden die Partialbru
hzerlegung an und erhalten

x4 − 4

x2(x2 + 1)2
=
A

x
+
B

x2
+
Cx+D

x2 + 1
+

Ex+ F

(x2 + 1)2

=
(A+ C)x5 + (B +D)x4 + (2A+ C +E)x3 + (2B +D + F )x2 +Ax+ B

x2(x2 + 1)2
.



122 31 Integration IIEin Koe�zientenverglei
h liefert das lineare Glei
hungssystem



1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0
2 0 1 0 1 0
0 2 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0







A
B
C
D
E
F




=




0
1
0
0
0
−4


Löst man dieses Glei
hungssystem, so erhält man

x4 − 4

x2(x2 + 1)2
= − 4

x2
+

5

x2 + 1
+

3

(x2 + 1)2
.Es ist also

√
3
ˆ

1

x4 − 4

x2(x2 + 1)2
dx=−4

√
3
ˆ

1

1

x2
dx+ 5

√
3
ˆ

1

1

x2 + 1
dx+ 3

√
3
ˆ

1

1

x4 + 2x2 + 1
dx

=−4
[
− 1

x

]√3

1

+ 5

[
arctan(x)

]√3

1

+ 3

[
x

2(x2 + 1)
+

1

2
arctan(x)

]√3

1

=

[
4

x
+

3x

2(x2 + 1)
+

13

2
arctan(x)

]√3

1

=
4√
3
+

3
√
3

8
+

13π

6
− 4− 3

4
− 13π

8
=

41
√
3− 114 + 13π

24
.(b) Mit der Substitution u = tan(x/2) gilt cos(x) = 1−u2

1+u2 und dx
du = 2

1+u2 und damit:
π/3
ˆ

0

1

cos(x)
dx =

1/
√

3
ˆ

0

1 + u2

1− u2
2

1 + u2
du = 2

1/
√

3
ˆ

0

1

(1 + u)(1− u) du .Wir wenden wieder Partialbru
hzerlegung an: Der Ansatz
1

(1 + u)(1− u) =
A

1 + u
+

B

1− u =
A(1− u) +B(1 + u)

(1 + u)(1− u) =
(B −A)u+ (A+B)

(1 + u)(1− u)liefert das lineare Glei
hungssystem und dessen Lösung

−1 1

1 1




A
B


 =


0

1


 ⇒ A = B =

1

2
.Für unser Integral gilt also

π/3
ˆ

0

1

cos(x)
dx = 2

1/
√

3
ˆ

0

1

(1 + u)(1− u) du =

1/
√

3
ˆ

0

1

1 + u
+

1

1− u du

=

[
ln(|1 + u|)− ln(|1− u|)

]1/
√

3

0

=

[
ln

(∣∣∣∣
1 + u

1− u

∣∣∣∣
) ]1/

√
3

0

=ln

(√
3 + 1√
3− 1

)
.



12331.3Die Trapezregel:fun
tion [ I ℄ = trapezregel( a,b,n,f )h=(b-a)/n;x=linspa
e(a,b,n+1);fpm=feval(f,x);fpm(2:end-1) = 2*fpm(2:end-1);I=0.5*h*sum(fpm);
Die Simpsonregel:fun
tion [I℄=simpson(a,b,n,f)h=(b-a)/n;x=linspa
e(a,b,n+1);fpm=feval(f,x);fpm(2:end-1) = 2*fpm(2:end-1);I=h*sum(fpm)/6;x=linspa
e(a+h/2,b-h/2,n);fpm=feval(f,x);I = I+2*h*sum(fpm)/3;



32 Uneigentli
he Integrale32.1 Im Fall α = 1 divergieren beide Integrale, da
ˆ

dx

x
= lnx+ c , c ∈ R .Es sei nun α 6= 1. Die Stammfunktion

ˆ

dx

xα
=

1

1− α
1

xα−1
,ausgewertet an den Grenzen des ersten Integrals, lautet

ˆ 1

0

dx

xα
=

1

1− α

(
1− lim

b→0+

1

bα−1

)
.Falls also α < 1, konvergiert das Integral, andernfalls divergiert es. Ebenso erhalten wirfür das zweite Integral,̂

∞

1

dx

xα
=

1

1− α

(
lim
b→∞

1

bα−1
− 1

)
.Dieses Integral konvergiert also genau dann, falls α > 1.32.2 (a) Um den Betrag au�ösen zu können, teilen wir das Integral an der Stelle

x = 1 auf (dort we
hselt lnx das Vorzei
hen):
ˆ e

0

|lnx| dx =

ˆ 1

0

− lnx dx+

ˆ e

1

lnx dx = − lim
M→0+

[
x ln x− x

]1

M

+

[
x ln x− x

]e

1

= − lim
M→0+

[−1−M lnM +M ] + [e− e−0 + 1] = 1 + 1 = 2 .(b) Au
h für dieses Integral lösen wir den Betrag auf, indem wir an geeigneter Stelle(hier x = 1) das Integral aufteilen:
ˆ 2

0

1√
|1− x2|

dx =

ˆ 1

0

1√
1− x2

dx+

ˆ 2

1

1√
x2 − 1

dx .Das erste Integral lässt si
h direkt lösen (Ar
ussinus), das zweite Integral lösen wir mitder Substitution
t = x+

√
x2 − 1 ,

dt

dx
=
x+
√
x2 − 1√

x2 − 1
, dx =

√
x2 − 1

x+
√
x2 − 1

dt =

√
x2 − 1

t
dt .Hiermit erhalten wir:

ˆ 2

1

1√
x2 − 1

dx =

ˆ 2+
√

4−1

1+
√

1−1

1

t
dt =

[
ln t

]2+√
3

1

= ln(2 +
√
3) .



125Damit erhalten wir insgesamt
ˆ 2

0

1√
|1− x2|

dx = lim
M→1−

[
arcsinx

]M

0

+ ln(2 +
√
3)

=
π

2
− 0 + ln(2 +

√
3) =

π

2
+ ln(2 +

√
3) .(
) Wir benutzen die Unglei
hung:

ln x ≤ x− 1 für alle x ≥ 0 .Wir �nden hiermit
ˆ 2

1

dx

ln x
≥
ˆ 2

1

dx

x− 1
=

ˆ 1

0

dy

y
=∞ .(d) Unter Anwendung der De�nition und der Abs
hätzung im Aufgabenteil (
) erhaltenwir

ˆ ∞

1

xx e−x2

dx =

ˆ ∞

1

ex ln x−x2

dx ≤
ˆ ∞

1

e−x dx =
1

e
.(e) Partielle Integration liefert

1
ˆ

0

ln(x) dx = lim
a→0+

1
ˆ

a

ln(x) dx =


 u = ln(x) u′ = 1

x

v′ = 1 v = x




= lim
a→0+

[
x ln(x)

]1

a

− lim
a→0+

1
ˆ

a

1 dx = lim
a→0+

a ln(a)−
[
x

]1

0

= −1 .(f) Mit logarithmis
her Integration erhalten wir
∞̂

3

4x

x2 − 4
dx = 2 lim

b→∞

b
ˆ

3

2x

x2 − 4
dx = 2 lim

b→∞

[
ln(|x2 − 4|)

]b

3

= 2 lim
b→∞

ln(b2 − 4)− ln(5) =∞ .Dieses uneigentli
he Integral existiert also ni
ht bzw. divergiert. (g) Wieder teilen wirdas Integral auf, um den Betrag aufzulösen. In diesem Fall bei x = 0:
ˆ ∞

−∞
|x| e−x2

dx =

ˆ 0

−∞
−x e−x2

dx+

ˆ ∞

0

x e−x2

dx .



126 32 Uneigentli
he IntegraleWir benutzen die Substitution t = −x2, dt
dx = −2x und erhalten weiter:

ˆ 0

−∞
−x e−x2

dx+

ˆ ∞

0

x e−x2

dx = lim
b→−∞

ˆ 0

b

−x e−x2

dx+ lim
b→∞

ˆ b

0

x e−x2

dx

= lim
b→−∞

ˆ 0

−b2

1

2
et dt+ lim

b→∞

ˆ −b2

0

−1

2
et dt

=
1

2
lim

b→−∞

[
et
]0

−b2
− 1

2
lim
b→∞

[
et
]−b2

0

=
1

2
+

1

2

= 1 .(Hier hätte man si
h das Leben übrigens etwas einfa
her ma
hen können, wenn man zuBeginn feststellt, dass der Integrand eine gerade Funktion ist.)(h) In diesem Fall ist nur die untere Grenze problematis
h, es gilt also:
ˆ e

0

lnx dx = lim
a→0

ˆ e

a

lnx dx = lim
a→0

[
x lnx− x

]e

a

= e− e− lim
a→0

a ln a+ 0 = 0,da mit der Regel von l'H�spital gilt:
lim
a→0

a ln a = lim
a→0

ln a
1/a

= lim
a→0

1/a
−1/a2

= lim
a→0

−a2
a

= 0 .



33 Separierbare und lineareDi�erentialglei
hungen 1. Ordnung33.1 Wir wenden jeweils unser Rezept zum Lösen separierbarer DGLen an:(a) (1) dx
x = 2 dt

t . (2) ´ dx
x =

´

2 dt
t + c ergibt ln |x| = 2 ln |t|+ c mit c ∈ R.(3) x(t) = ± ec t2 mit c ∈ R. (4) x(t) = c t2 mit c ∈ R.(b) (1) dx

x = 2t dt
t2+1 . (2) ´ dx

x =
´

2t dt
t2+1 + c ergibt ln |x| = ln(t2 + 1) + c mit c ∈ R.(3) Dur
h Au�ösen na
h x erhält man x(t) = ± ec(t2 + 1) für c ∈ R. (4) DieNullfunktion ist au
h eine Lösung. Zusammengefasst gilt:

x(t) = c(t2 + 1) = ct2 + c, c ∈ R.(
) (1) x
1−x2 dx = 1

1−t dt. (2) ´ x
1−x2 dx =

´

1
1−t dt + c liefert −1

2 ln |1 − x2| − c =

− ln |1 − t| mit c ∈ R. (3) Man erhält: (1−t)2

c + x2 = 1 (d. h. Ellipsen für c > 0,Hyperbeln für c < 0.) (4) Die konstanten Funktionen x = ±1 sind au
h Lösungen.(d) (1) (x+1)2dx = (−t3)dt. (2) ´ (x+1)2dx =
´

(−t3)dt+c ergibt 1
3 (x+1)3 = −1

4 t
4+c.(3) Dur
h Au�ösen na
h x erhalten wir die Lösungen:

x(t) = 3

√
c− 3

4 t
4 − 1, c ∈ R .33.2 (a) Die beidseitige Integration na
h Trennung der Variablen liefert:

ˆ

x dx =

ˆ

−t dt , also x2

2 = c− t2

2 .Dur
h Au�ösen erhält man x(t) = ±
√
2c− t2. x(1) = 1 liefert c = 1, und es ist daspositive Zei
hen der Wurzel zu wählen. Die eindeutig bestimmte Lösung lautet x(t) =√

2− t2.(b) Die beidseitige Integration na
h Trennung der Variablen liefert:
ˆ

e−x dx =

ˆ

sin t dt , also − e−x = − cos t+ c .Dur
h Au�ösen erhält man x(t) = − ln(cos t+c). Die Anfangsbedingung x(0) = 0 liefert
c = 0. Die eindeutig bestimmte Lösung lautet x(t) = − ln(cos t).(
) Die beidseitige Integration na
h Trennung der Variablen liefert:
ˆ

dx
x =

ˆ

t2

t+1 dt =

ˆ

(t− 1) + 1
t+1 dt , also ln |x| = c+ 1

2 t
2 − t+ ln |t+ 1| .Dur
h Au�ösen erhält man x(t) = ec e(

1
2
t2−t)(t + 1). Die Anfangsbedingung x(0) = 1liefert c = 0. Die eindeutig bestimmte Lösung lautet x(t) = e(

1
2
t2−t)(t+ 1).



128 33 Separierbare und lineare Di�erentialglei
hungen 1. Ordnung33.3 Wir wenden das Rezept zum Lösen einer linearen DGL 1. Ordnung an, wobeiwir in einem S
hritt (4) die Zahl c dur
h die jeweilige Anfangsbedingung festnageln:(a) (1) Die zugehörige homogene DGL lautet ẋ = t
1+t2 x. Die Lösungsmenge ist

Lh = {c
√

1 + t2 | c ∈ R} .(2) Mit dem Ansatz xp = c(t)
√
1 + t2 bestimmt man die partikuläre Lösung:

ẋp = ċ
√
1 + t2 + c t√

1+t2
= t

1+t2 c
√
1 + t2 + 1√

1+t2
.Damit gilt

ċ = 1
1+t2 , also c = arctan t und damit xp = arctan(t)

√
1 + t2 .(3) Die allgemeine Lösung der DGL lautet damit

L = xp + Lh = {arctan(t)
√

1 + t2 + c
√

1 + t2 | c ∈ R} .(4) Die Anfangsbedingung x(t0) = x0 legt das c fest:
x0 =

√
1 + t20 (c+ arctan t0) ⇒ c = x0√

1+t20
− arctan t0 .Es ist also x(t) = √1 + t2

(
x0√
1+t20

− arctan t0 + arctan t

) die eindeutig bestimmteLösung.(b) (1) Die zugehörige homogene DGL lautet ẋ = −2 e2t x. Die Lösungsmenge ist
Lh = {c e− e2t | c ∈ R} .(2) Mit dem Ansatz xp = c(t) e− e2t bestimmt man die partikuläre Lösung:

ẋp = ċ e− e2t +c(−2 e2t e− e2t) = −2 e2t c e− e2t +e2t .Damit gilt
ċ = ee

2t

e2t = ee
2t +2t , also c = 1

2 ee
2t und damit xp = 1

2 ee
2t

e− e2t = 1
2 .(3) Die allgemeine Lösung der DGL lautet damit

L = xp + Lh = {1
2
+ c e− e2t | c ∈ R} .(4) Die Anfangsbedingung x(0) = 1

2 + 1
e legt das c fest:

1
2 + 1

e = 1
2 + c e− e0 ⇒ c = 1 .Es ist also x(t) = 1

2 + e− e2t die eindeutig bestimmte Lösung.



12933.4 Wir beweisen die Glei
hheit der Mengen L = xp +Lh, indem wir beide Inklu-sionen zeigen:(i) L ⊆ xp +Lh: Es sei x ∈ L eine Lösung von ẋ(t)+ a(t)x(t) = s(t). Da xp au
h eineLösung dieser DGL ist, gilt für die Di�erenz x− xp:
(ẋ− ẋp) + a(t) (x− xp) = s(t)− s(t) = 0 .Demzufolge ist x − xp ∈ Lh eine Lösung der dazugehörigen homogenen DGL.Damit erhalten wir

x = xp + (x− xp) ∈ xp + Lh , da x− xp ∈ Lh .(ii) L ⊇ xp + Lh: Ist xp + xh ∈ xp + Lh mit einer Lösung xh der homogenen DGL, sogilt:
(ẋp + ẋh) + a(t) (xp + xh) = s(t) + 0 = s(t) .Es ist also xp + xh eine Lösung der inhomogenen DGL, also xp + xh ∈ L.



34 Lineare Di�erentialglei
hungenmit konstanten Koe�zienten34.1 Wir betra
hten die folgenden homogene lineare DGL:
an(t)x

(n)(t) + an−1(t)x
(n−1)(t) + · · ·+ a1(t) ẋ(t) + a0(t)x(t) = 0 .Es gilt für jedes λ ∈ R und je zwei Lösungen x1 und x2 dieser DGL

an (λx1 + x2)
(n) + an−1 (λx1 + x2)

(n−1) + · · ·+ a1 (λx1 + x2)
′ + a0(λx1 + x2)

= λ(an x
(n)
1 + an−1 x

(n−1)
1 + · · ·+ a1 ẋ1 + a0 x1)

+ an x
(n)
2 + an−1 x

(n−1)
2 + · · ·+ a1 ẋ2 + a0x2 = λ 0 + 0 = 0 .Folgli
h sind Summe und skalare Vielfa
he von Lösungen wieder Lösungen.34.2 (a) Einsetzen von t = 0 in die Glei
hung liefert die Anfangsbedingung x(0) = 1,während das Ableiten der Integralglei
hung die folgende lineare DGL ergibt:

ẋ+ x = t+ 3 .(b) Die allgemeine Lösung der DGL ẋ+ x = 0 lautet xh(t) = c e−t, c ∈ R.(
) Mit dem Ansatz xp(t) = at + b erhalten wir ẋp = a und somit dur
h Einsetzen indie DGL die Glei
hung
a+ at+ b = t+ 3Dies wird für die Konstanten a = 1, b = 2 erfüllt und wir erhalten xp(t) = t + 2. Dieallgemeine Lösung der DGL aus (a) lautet damit

xa(t) = xp(t) + xh(t) = t+ 2 + c e−t .(d) Dur
h Einsetzen der Anfangsbedingung bestimmen wir das c:
1 = xa(0) = 2 + c ⇒ c = −1 .Damit lautet die Lösung des AWPs aus (a) (und damit der Integralglei
hung):

x(t) = − e−t + t+ 2 .34.3 Wir handeln na
h unserem Rezpt: Wir bestimmen die allgemeine Lösung derhomogenen DGL, dann eine partikuläre Lösung der inhomogenen DGL und damit dieallgemeine Lösung der DGL; s
hlieÿli
h ermitteln wir dur
h Einsetzen der Anfangsbe-dingungen die Lösung des AWP:



131(a) Das 
harakteristis
he Polynom λ4 − 1 = 0 besitzt die Lösungen λ1,2 = ±1 und
λ3,4 = ± i. Damit lautet die allgemeine Lösung der homogenen DGL

xh(t) = c1 e
t +c2 e

−t +c3 cos t+ c4 sin t .Für die partikuläre Lösung wählen wir als Störgliedansatz
xp(t) = At3 +Bt2 + Ct+D .Eingesetzt in die inhomogene DGL erhalten wir

−At3 −Bt2 − Ct−D = t3 ⇒ A = −1 , B = C = D = 0 ,also xp(t) = −t3. Die allgemeine Lösung lautet somit
x(t) = c1 e

t +c2 e
−t +c3 cos t+ c4 sin t− t3 .Aus den Randbedingungen erhalten wir die Glei
hungen

x(0) = c1 + c2 + c3 = 2

ẋ(0) = c1 − c2 + c4 = 0

ẍ(0) = c1 + c2 − c3 = 2...
x(0) = c1 − c2 − c4 − 6 = −6Aus der 1. und 3. Glei
hung folgt c3 = 0, aus der 2. und 4. Glei
hung folgt c4 = 0.Damit folgt dann c1 = c2 = 1. Die Lösung des AWP ist somit
x(t) = et +e−t−t3 = 2 cosh t− t3 .(b) Das 
harakteristis
he Polynom λ2 + 2λ − 3 = 0 besitzt die Lösungen λ1 = 1 und

λ2 = −3. Damit lautet die allgemeine Lösung der homogenen DGL:
xh(t) = c1 e

t +c1 e
−3t .Na
h dem Superpositionsprinzip erhalten wir für die Störfunktion s(t) = et +sin t einepartikuläre Lösung xp, indem wir xp au
h als Summe sol
her Funktionen per Ansatzvom Typ der re
hten Seite aufstellen. Da et Lösung der homogenen DGL ist, liegtResonanz vor. Daher wählen wir als Ansatz für die partikuläre Lösung (mit den erstenund zweiten Ableitungen):

xp(t) = A t et +B cos t+ C sin t ,

ẋp(t) = A (1 + t) et−B sin t+ C cos t ,

ẍp(t) = A (2 + t) et−B cos t− C sin t .



132 34 Lineare Di�erentialglei
hungen mit konstanten Koe�zientenEingesetzt in die DGL ergibt dies
A (2 + t) et−B cos t− C sin t+ 2A (1 + t) et−2B sin t+

+ 2C cos t− 3A t et−3B cos t− 3C sin t = et +sin t .Ein Koe�zientenverglei
h führt auf
4A = 1 ⇒ A = 1

4

−4B + 2C = 0

−2B − 4C = 1



 ⇒ B = − 1

10 , C = −1
5Die allgemeine Lösung der inhomogenen DGL ist somit

x(t) = c1 e
t +c2 e

−3t +1
4
t et− 1

10
(2 sin t+ cos t) .Zur Ermittlung des AWP leiten wir unsere Lösung ab,

ẋ(t) = C1 e
t−3C2 e

−3t +1
4 (t+ 1) et− 1

10 (2 cos t− sin t) ,und setzen die Anfangsbedingungen ein
x(0) = c1 + c2 − 1

10 = 0

ẋ(0) = c1 − 3c2 +
1
4 − 1

5 = 0



 ⇒ c1 = 1

16 , c2 = 3
80 .Die Lösung des AWP lautet folgli
h

x(t) = 1
16 (1 + 4t) et + 3

80 e−3t− 1
10 (2 sin t+ cos t) .(
) Das 
harakteristis
he Polynom λ3 + λ2 − 5λ+ 3 = 0 besitzt die Lösungen λ1,2 = 1und λ3 = −3. Die allgemeine Lösung der homogenen DGL lautet damit:

xh(t) = c1 e
t +c2t e

t +c3 e
−3t .Für das Störglied s(t) = 6 sinh t = 3(e2t− e−2t) wählen wir na
h dem Superpositions-prinzip mit dem Ansatz vom Typ der re
hten Seite die partikuläre Lösung (mit denentspre
henden Ableitungen):

xp(t) = A e2t +B e−2t ,

ẋp(t) = 2A e2t−2B e−2t ,

ẍp(t) = 4A e2t +4B e−2t ,...
xp(t) = 8A e2t−8B e−2t .Eingesetzt in die DGL führt dies auf

5A e2t +9B e−2t = 3e2t−3 e−2t und somit auf A = 3
5 , B = −1

3 .



133Die allgemeine Lösung der DGL lautet also
x(t) = c1 e

t +c2t e
t +c3 e

−3t +3
5 e2t−1

3 e−2t .Zur Lösung des AWP leiten wir diese Lösung zwei Mal ab,
ẋ(t) = c1 e

t +c2(t+ 1) et−3c3 e−3t +6
5
e2t +2

3
e−2t ,

ẍ(t) = c1 e
t +c2(t+ 2) et +9c3 e

−3t +12
5 e2t−4

3 e−2t ,und setzen die Anfangsbedingungen ein:
x(0) = c1 + C3 +

3
5 − 1

3 = 0 ⇒ c1 = − 4
15 − c3

ẋ(0) = c1 + c2 − 3c3 +
6
5 + 2

3 = 0

ẍ(0) = c1 + 2c2 + 9c3 +
12
5 − 4

3 = 4



 ⇒ c2 − 4c3 = −24

15

2c2 + 8c3 = −48
15



 ⇒ c2 = 0

c3 = 2
5Hieraus folgt s
hlieÿli
h c1 = −2

3 . Die Lösung des AWP lautet somit
x(t) = −2

3 et +2
5 e−3t +3

5 e2t−1
3 e−2t .(d) Die 
harakteristis
he Glei
hung

λ2 + 2λ− 3 = 0 ⇒ λ1 = 1 , λ2 = −3führt auf die allgemeine Lösung der homogenem DGL:
xh(t) = c1 e

t +c2 e
−3t .Das Störglied besteht aus den Funktionen eat und c1 cos bt + c2 sin bt mit a = 1 und

b = 1. Da 1 + i keine Nullstelle des 
harakteristis
hen Polynoms ist, liegt keine Reso-nanz vor. Der Ansatz vom Typ der re
hten Seite lautet damit (mit den entspre
hendenAbleitungen):
xp(t) = c1t e

t +c2 cos t+ c3 sin t ,

ẋp(t) = c1(1 + t) et−c2 sin t+ c3 cos t ,

ẍp(t) = c1(2 + t) et−c2 cos t− c3 sin t .Eingesetzt in die DGL ergibt dies
c1(2 + t) et−c2 cos t− c3 sin t+ 2c1(1 + t) et−2c2 sin t+ 2c3 cos t

−3c1t et−3c2 cos t− 3c3 sin t = et +sin t .Ein Koe�zientenverglei
h liefert
4c1 = 1

−4c2 + 2c3 = 0

−2c2 − 4c3 = 1




⇒ c1 = 1

4 , c2 = − 1
10 , c3 = −1

5



134 34 Lineare Di�erentialglei
hungen mit konstanten Koe�zientenDie allgemeine Lösung lautet somit
x(t) = c1 e

t +c2 e
−3t +1

4 t e
t− 1

10 (2 sin t+ cos t) .Um eine Lösung des AWP zu erhalten, leiten wir die Lösung ab,
ẋ(t) = C1 e

t−3C2 e
−3t +1

4 (t+ 1) et− 1
10 (2 cos t− sin t) ,und setzen die Anfangsbedingungen ein:

x(0) = c1 + c2 − 1
10 = 0

ẋ(0) = c1 − 3c2 + 1
4 − 1

5 = 0



 ⇒ c2 = 3

80 , c1 = 1
16 .Die Lösung des AWP lautet somit

x(t) = 1
16 (1 + 4t) et + 3

80 e−3t− 1
10 (2 sin t+ cos t) .(e) Das 
harakteristis
he Polynom λ3 + λ2 − 5λ+ 3 = 0 besitzt die Lösungen λ1,2 = 1und λ3 = −3. Damit lautet die allgemeine Lösung der homogenen DGL:

xh(t) = c1 e
t +c2t e

t +c3 e
−3t .Für das Störglied s(t) = 6 sinh t = 3(e2t− e−2t) wählen wir den partikulären Lösungs-ansatz (mit den entspre
henden Ableitungen):

xp(t) = A e2t +B e−2t ,

ẋp(t) = 2A e2t−2B e−2t ,

ẍp(t) = 4A e2t +4B e−2t ,...
xp(t) = 8A e2t−8B e−2t .Eingesetzt in die DGL führt dies auf

5A e2t +9B e−2t = 3 e2t−3 e−2t ⇒ A = 3
5 , B = −1

3 .Somit lautet die allgemeine Lösung der DGL
x(t) = c1 e

t +c2t e
t +c3 e

−3t +3
5 e2t−1

3 e−2t .Um das AWP zu lösen, leiten wir ab,
ẋ(t) = c1 e

t +c2(t+ 1) et−3c3 e−3t +6
5
e2t +2

3
e−2t ,

ẍ(t) = c1 e
t +c2(t+ 2) et +9c3 e

−3t +12
5 e2t−4

3 e−2t ,



135und setzen die Anfangsbedingungen ein:
x(0) = c1 + c3 +

3
5 − 1

3 = 0 ⇒ c1 = − 4
15 − c3

ẋ(0) = c1 + c2 − 3c3 +
6
5 + 2

3 = 0

ẍ(0) = c1 + 2c2 + 9c3 +
12
5 − 4

3 = 4



 ⇒ c2 − 4c3 = −24

15

2c2 + 8c3 = −48
15



 ⇒ c2 = 0

c3 = 2
5Hieraus folgt c1 = −2

3 . Die Lösung des AWP lautet somit:
x(t) = −2

3 et +2
5 e−3t +3

5 e2t−1
3 e−2t .34.4 (a) Die 
harakteristis
he Glei
hung λ2 − 7λ+ 6 = 0 mit den Lösungen λ1 = 1und λ2 = 6 führt auf die allgemeine Lösung der homogenen DGL

xh = c1 e
t +c2 e

6t .Eine partikuläre Lösung der inhomogenen DGL lässt si
h dur
h den folgendenStörgliedansatz (mit den entspre
henden Ableitungen) ermitteln:
xp(t) = A cos t+ B sin t ,

ẋp(t) = −A sin t+B cos t ,

ẍp(t) = −A cos t−B sin t .Dur
h Einsetzen in die DGL ergibt si
h die Bedingung
(−A− 7B + 6A) cos t+ (−B + 7A+ 6B) sin t = sin t .Ein Koe�zientenverglei
h führt auf

5A− 7B = 0

7A+ 5B = 1



 ⇒ A = 7

74
, B = 5

74
.Somit ist die allgemeine Lösung der DGL

x(t) = c1 e
t +c2 e

6t + 7
74 cos t+ 5

74 sin t .(b) Die Lösung ist o�ensi
htli
h genau dann periodis
h, wenn c1 = c2 = 0 ist. Dafürmüssen die Anfangswerte x(0) = 7
74 und ẋ(0) = 5

74 lauten.34.5 Es sind jeweils die Nullstellen der dazugehörigen 
harakteristis
hen Polynomezu bestimmen, man bea
hte unser Rezept zum Lösen einer homogenen linearen DGLmit konstanten Koe�zienten:(a) Das 
harakteristis
he Polynom λ2 + 4λ − 77 hat die Nullstellen λ1 = 7 und λ2 =

−11. Ein reelles Fundamentalsystem ist somit {e7t, e−11t}.



136 34 Lineare Di�erentialglei
hungen mit konstanten Koe�zienten(b) Das 
harakteristis
he Polynom λ2 + 8λ + 16 hat die Nullstellen λ1,2 = −4. Einreelles Fundamentalsystem ist somit {e−4t, t e−4t}.(
) Das 
harakteristis
he Polynom λ2 + 10λ+ 29 hat die Nullstellen λ1,2 = −5 ± 2 i.Ein reelles Fundamentalsystem ist somit {e−5t cos 2t, e−5t sin 2t}.(d) Das 
harakteristis
he Polynom λ2 + 2λ hat die Nullstellen λ1 = 0 und λ2 = −2.Ein reelles Fundamentalsystem ist somit {1, e−2t}.(e) Das 
harakteristis
he Polynom λ2 = 0 hat die Nullstellen λ1,2 = 0. Ein reellesFundamentalsystem ist somit {1, t}.34.6 Die 
harakteristis
he Glei
hung lautet hier
mλ2 + bλ+ c = 0 ⇒ λ1,2 =

−b±
√
b2 − 4mc

2m
.Einsetzen der Zahlenwerte (MKS-System) liefert:

λ1,2 =
−2000±

√
20002 − 4 · 50 · 10200

2 · 50 = −20± 14 [s−1] ⇒ λ1 = −6 , λ2 = −34 .Die allgemeine Lösung lautet somit
x(t) = c1 e

−6t +c2 e
−34t .Einsetzen der Anfangsbedingungen führt auf

c1 = 0.1, c2 = −0.1. Die Lösung lautet also
x(t) = 0.1 (e−6t− e−34t) , t > 0 .34.7 Die 
harakteristis
he Glei
hung

λ4 + 4a4 = 0 ⇒ λ1,2,3,4 = ±a(1± i)führt auf die homogene Lösung
wh(t) = c1 e

at cosat+ c2 e
at sin at+ c3 e

−at cos at+ c4 e
−at sin at .O�ensi
htli
h ist die konstante Funktion

wp(t) =
1

4a4eine partikuläre Lösung der inhomogenen DGL. Somit lautet die allgemeine Lösung
w(t) = eat︸ ︷︷ ︸

t→∞−→∞

(c1 cos at+ c2 sin at)︸ ︷︷ ︸
∈
[

−
√

c21+c22,
√

c21+c22

]

+ e−at

︸ ︷︷ ︸
t→∞−→ 0

(c3 cos at+ c4 sin at)︸ ︷︷ ︸
∈
[

−
√

c23+c24,
√

c23+c24

]

+
1

4a4

⇒ lim
t→∞

|w(t)| <∞ ⇔ c1 = c2 = 0



137Die allgemeine Lösung (mit den entspre
henden Ableitungen) lautet also
w(t) = e−at(c3 cos at+ c4 sin at) +

1

4a4

w′(t) = −a e−at[(c3 − c4) cos at+ (c3 + c4) sin at]

w′′(t) = 2a2 e−at(c3 sin at− c4 cosat)Aus den Anfangsbedingungen folgt dann
w(0) = C3 +

1

4a4
= 0 ⇒ c3 = − 1

4a4

w′′(0) = −2a2c4 = 0 ⇒ c4 = 0Somit lautet dann die spezielle Lösung des AWP
w(t) =

1

4a4
(1− e−at cos at)mit limt→∞ |w(t)| = 1

4a4 .



35 Einige besondere Typen vonDi�erentialglei
hungen35.1 (a) Wir haben es mit einer homogenen Di�erentialglei
hung zu tun, die DGLlässt si
h nämli
h umformen in
ẋ = 2 x

t + 1 = ϕ(x/t) mit ϕ(z) = 2 z + 1 .Wir wenden unser Rezept an:(1) Die Substitution: z = x/t liefert die separierbare DGL
ż = 1

t (ϕ(z)− z) = 1
t (z + 1) .(2) Als Lösung der separierbaren DGL aus (1) erhalten wir z(t) = ct− 1, c ∈ R.(3) Dur
h Rü
ksubstitution erhalten wir die Lösung x(t) = ct2 − t. Nun setzen wir dieAnfangsbedingung ein:

6 = x(2) = c4− 2 ⇒ c = 2 .Also ist
x(t) = 2t2 − tdie Lösung des AWP.(b) Dies ist eine Bernoulli's
he DGL ẋ = a(t)x+ b(t)xα mit α = 3. Wir wenden unserRezept an:(1) Die Substitution z(t) = x1−α führt hier auf z = 1

x2 . Die DGL geht damit über indie lineare DGL
ż + cot t z − 2 cos t = 0 .Wir lösen diese lineare DGL 1. Ordnung: Bestimmen der allgemeinen Lösung der ho-mogenen DGL ż + z cot t = 0 dur
h Trennung der Variablen:

dz

z
= −cos t

sin t
dt ⇒ ln |z| = − ln |sin t|+ C̃ ⇒ zh =

c

sin t
, c > 0 ,da z = x−2 > 0.Zur Bestimmung einer partikulären Lösung variieren wir die Konstanten:

ċ

sin t
− c cos t

sin2 t
− c

sin t
cot t− 2 cos t = 0liefert

ċ(t) = 2 sin t cos t und damit c(t) = sin2 t .Die partikuläre Lösung ist damit zp(t) = sin t, und die allgemeine Lösung lautet
z(t) =

c

sin t
+ sin t , c > 0 .



139(2) Rü
ksubstitution liefert die Lösung
x2 =

1
c

sin t + sin t
.(3) Die Anfangsbedingung legt das c fest:

x2(π2 ) =
1

C+1 = 1 ⇒ c = 0Somit ist die Lösung des AWP x(t) = 1√
sin t

.35.2 (a) Dies ist eine Bernoulli's
he DGL:
ẋ = a(t)x+ b(t)xα mit a(t) = 1

4 , b(t) =
1
4 (t2 + 1) , α = −1 .(1) Dur
h die Substitution z(t) = x1−α erhalten wir die lineare DGL:

ż = 1
2z − 1

2 (t
2 + 1) .Die Lösung der homogenen DGL ist zh(t) = c e

t
2 , c ∈ R. Variation der Konstanten(Ansatz zp(t) = c(t) e

t
2 ) liefert:

ċ e
t/2 +1

2c e
t
2 −1

2c e
t/2 = −1

2 (1 + t2) ⇒ ċ(t) = −1+t2

2 e−
t/2 .Integration liefert

c(t) =

ˆ

−1
2 e−

t/2− t2

2 e−
t/2 dt = e−

t/2 +t2 e−
t/2−

ˆ

2t e−
t/2 dt

= (1 + t2) e−
t/2−


−4t e−t/2 +

ˆ

4 e−
t/2 dt


 = (t2 + 4t+ 9) e−

t/2 .Es ist also zp(t) = t2 + 4t + 9 eine partikuläre Lösung. Die allgemeine Lösung lautetsomit:
z(t) = c e

t/2 +t2 + 4t+ 9 , c ∈ R .(2) Dur
h Rü
ksubstitution erhalten wir die Lösung x2(t) = c e
t
2 +t2+4t+9 und damit

x(t) = ±
√
c e

t
2 +t2 + 4t+ 9 , c ∈ R .(b) Hier liegt eine Ri

ati's
he DGL vor:

ẋ = a(t)x2 + b(t)x+ r(t) .Ist eine Lösung xp(t) bekannt, dann lässt si
h die DGL auf eine Bernoulli's
he DGLzurü
kführen.



140 35 Einige besondere Typen von Di�erentialglei
hungenDur
h Probieren mit einfa
hsten Funktionen xp(t) stellt man fest, dass xp(t) = 1 eineLösung der DGL ist. Wir bea
hten nun unser Rezept:(1) Wir lösen die Bernoulli's
he DGL
ż +

1− 2t

t(t− 1)
z = − 1

t(t− 1)
z2 .Mit dem Ansatz y(t) = z1−α geht die Bernoulli's
he DGL in eine lineare DGL über:

ẏ +
2t− 1

t(t− 1)
y =

1

t(t− 1)
.Die Lösung der homogenen DGL erhält man dur
h Trennung der Variablen:

dy

y
= − 2t− 1

t(t− 1)
dt ⇒ ln |y| = − ln

∣∣∣t2 − t
∣∣∣+ c̃ ,also

yh(t) = c
1

t2 − t , c ∈ R .Variation der Konstanten und Einsetzen liefert:
ċ

t(t− 1)
+ c
−2t+ 1

t2(t− 1)2
+

2t− 1

t(t− 1)

c

t(t− 1)
=

1

t(t− 1)
⇒ ċ(t) = 1⇒ c(t) = t.Damit ist eine partikuläre Lösung yp(t) = t

t(t−1) = 1
t−1 gefunden. Die allgemeine Lö-sung lautet dann

y(t) =
c

t(t− 1)
+

1

t− 1
=

t+ c

t(t− 1)
.(2) Als Lösung der Ri

ati's
hen DGL erhalten wir dann mit z = 1

y
= t(t−1)

t+c
und

x = 1 + z = 1 + t(t−1)
t+c :

x(t) =
t2 + c

t+ c
.(
) Es sei zunä
hst t > 0, dann ist

ẋ = x/t +

√
(x/t)2 − 1 = ϕ (x/t) mit ϕ(z) = z +

√
z2 − 1 .Die DGL ist also eine homogene DGL. Wir bea
hten unser Rezept:(1) Erhalte die separierbare DGL:

ż =
1

t

√
z2 − 1 .(2) Löse die separierbare DGL aus (1):

dz√
z2 − 1

=
dt

t
.



141Sonderfall:
z2 = 1 ⇔ z = ±1 ⇒ x = ±t (triviale Lösung)Integration für z2 > 1:
ln
∣∣∣z +

√
z2 − 1

∣∣∣ = ln |t|+ c ⇒ z +
√
z2 − 1 = ct .Es folgt

z2 − 1 = c2t2 − 2ctz + z2 ⇒ z =
c

2
t+

1

2ct
.(3) Na
h Rü
ksubstitution

x(t) =
c

2
t2 +

1

2c
mit c 6= 0 .(d) Wir haben hier eine homogene Euler's
he DGL.(1) Wir erhalten die 
harakteristis
he Glei
hung

0 = α(α− 1) + α− 1 = α2 − 1 = (α− 1)(α+ 1) .(2) Die Lösungen sind α1,2 = ±1.(3) Somit folgt
x(t) = c1t+

c2
t
.(e) Multipliziert man die DGL mit t2, so erhalten wir wieder eine Euler's
he DGL.(1) Die 
harakteristis
he Glei
hung lautet

0 = α(α− 1)(α− 2)(α− 3) + 3α(α− 1)− 7α+ 8

= α4 − 6α3 + 14α2 − 16α+ 8 = (α− 2)2
(
α2 − 2α + 2

)
.(2) Die vier Lösungen sind α1,2 = 2, α3,4 = 1± i.(3) Die allgemeine Lösung lautet:

x(t) = c1t
2 + c2t

2 ln t+ c3t sin(ln t) + c4t cos(ln t) .(f) S
hon wieder eine Euler's
he DGL:(1) Die 
harakteristis
he Glei
hung lautet:
0 = α(α− 1)− α+ 2 = α2 − 2α+ 2 .(2) Die Lösungen sind α1,2 = 1± i.(3) Die allgemeine Lösung ist

x(t) = c1t sin(ln t) + c2t cos(ln t) .



142 35 Einige besondere Typen von Di�erentialglei
hungen35.3 (a) Potenzreihenansatz: x =

∞∑

k=0

akt
k = a0 + a1t+ a2t

2 + . . . , x(0) = 0 ⇒ a0 = 0.Linke Seite der DGL: ẋ =

∞∑

k=1

kakt
k−1 =

∞∑

k=0

(k + 1)ak+1t
k = a1 + 2a2t+ 3a3t

2 + . . ..Re
hte Seite der DGL: tx+ t = t+

∞∑

k=0

akt
k+1 = t+

∞∑

k=1

ak−1t
k.Die DGL ist erfüllt, falls:

a1+2a2t+

∞∑

k=2

(k+1)ak+1t
k = t+

∞∑

k=2

ak−1t
k ⇔ a1 = 0 , a2 =

1

2
, ak+1 =

ak−1

k + 1
, k ≥ 2 .Daraus folgt sofort ak = 0 für ungerades k. Für gerades k gilt:

a4 =
a2
4

=
1

4

1

2
, a6 =

a4
6

=
1

6

1

4

1

2
, . . . , a2n =

1

2n

1

2(n− 1)
· · · 1

2
=

1

2nn!
,sodass

x(t) =

∞∑

k=1

1

2kk!
t2k =

1

2
t2 +

1

8
t4 +

1

48
t6 +

1

384
t8 + . . . .Es folgt

x(2) =

∞∑

k=1

1

2kk!
22k =

∞∑

k=1

2k

k!
≈ 6.2667 .(b) Wiederholtes Di�erenzieren liefert

x = x ⇒ x(0) = 0 , ẋ = tx+ t ⇒ ẋ(0) = 0 ,

ẍ = x+ tẋ+ 1 ⇒ ẍ(0) = 1 ,
...
x = 2ẋ+ tẍ ⇒ ...

x(0) = 0 ,

x(4) = 3ẍ+ t
...
x ⇒ x(4) = 3 , . . . .Allgemein (man kann das natürli
h au
h per Induktion na
hweiten) gilt:

x(k)=(k − 1)x(k−2) + tx(k−1) ⇒ x(k)(0)=




0 für k ungerade
1 · 3 · . . . · (k − 1) für k gerade .Die Taylorreihe für x(t) mit Entwi
klungspunkt t0 = 0 lautet damit:

x(t) =
∞∑

k=0

x(k)(0)

k!
tk =

∞∑

n=0

x(2n)(0)

(2n)!
t2n =

∞∑

n=1

(2n− 1)!!

(2n)!
· (2n)!!
(2n)!!

t2n

=

∞∑

n=1

(2n)!

(2n)!2nn!
t2n =

∞∑

n=1

1

2nn!
t2n (vgl. (a)) .(
) Dur
h Trennung der Variablen erhalten wir:

ẋ = t(x+ 1)
x6=−1−→ dx

x+ 1
= tdt ⇒ ln |x+ 1| = t2

2
+ c̃ ⇒ y = c e

t2

2 −1 , c ∈ R



143Die Berü
ksi
htigung der Anfangsbedingung liefert:
x(0) = 0 ⇒ c = 1 ⇒ x(t) = e

t2

2 −2 , x(2) = e2−1 ≈ 6.3891 .Die Potenzreihenentwi
klung bei t = 0 liefert exakt dasselbe Ergebnis, denn
x(t) = e

t2/2−1 =

( ∞∑

k=0

(
t2/2
)k

k!

)
− 1 =

∞∑

k=1

1

2kk!
t2k .35.4 Mit dem Ansatz

x(t) =

∞∑

k=0

akt
k , ẋ(t) =

∞∑

k=1

kakt
k−1 , ẍ(t) =

∞∑

k=2

k(k − 1)akt
k−2erhält man eingesetzt in die DGL

0 =

∞∑

k=2

k(k − 1)akt
k−2 +

∞∑

k=2

k(k − 1)akt
k +

∞∑

k=1

kakt
k −

∞∑

k=0

akt
k

=

∞∑

k=0

(k + 2)(k + 1)ak+2t
k +

∞∑

k=0

k(k − 1)akt
k +

∞∑

k=0

kakt
k −

∞∑

k=0

akt
k

=

∞∑

k=0

[(k + 2)(k + 1)ak+2 + k(k − 1)ak + kak − ak] tk

=

∞∑

k=0

[
(k + 2)(k + 1)ak+2 + (k2 − 1)ak

]
tk

⇒ (k + 2)(k + 1)ak+2 = −(k − 1)(k + 1)ak ⇒ ak+2 =
1− k
2 + k

ak .

a0 und a1 sind frei wählbar. Für k = 1 folgt a3 = 0 ⇒ a2n+1 = 0 ∀n ∈ N und
a2 =

1

2
a0

a2n =
1

2
·
(
−1

4

)
·
(
−3

6

)
·
(
−5

8

)
· . . . ·

(
−2n− 3

2n

)
a0 = (−1)n−1 (2n− 3)!!

(2n)!!
a0 .Mit der S
hreibweise k!! = k(k − 2)(k − 4) · · · erhalten wir

x(t) = a1t+ a0

(
1 +

1

2
t2 +

∞∑

n=2

(−1)n−1 (2n− 3)!!

(2n)!!
t2n
)
.Aus den gegebenen Anfangswerten folgt

x(0) = 0 ⇒ a0 = 0, ẋ(0) = 1 ⇒ a1 = 1.Somit gilt x(t) = t.
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hungen
x(0) = 1 ⇒ a0 = 1, ẋ(0) = 1 ⇒ a1 = 1. Somit gilt

x(t) = 1 + t+
1

2
t2 +

∞∑

n=2

(−1)n−1 (2n− 3)!!

(2n)!!
t2n .35.5 (a) Der Potenzreihenansatz

x(t) =

∞∑

k=0

ckt
k , ẋ(t) =

∞∑

k=0

(k + 1)ck+1t
k , ẍ(t) =

∞∑

k=0

(k + 1)(k + 2)ck+2t
kergibt eingesetzt in die DGL

0 =

∞∑

k=0

(k + 1)(k + 2)ck+2t
k − cktk · t = 2c2 +

∞∑

k=1

[(k + 1)(k + 2)ck+2 − ck−1] t
k .Ein Koe�zientenverglei
h liefert

0 = 2c2 , 0 = (k + 1)(k + 2)ck+2 − ck−1 , c0 und c1 bleiben unbestimmt .Wegen c2 = 0 erhält man c3n−1 = 0 für n ∈ N. Auÿerdem ergibt si
h
c3n =

c0
2 · 5 · 8 · . . . · (3n− 1) · 3n · n! =

c0
(3n− 1)!!!3nn!

für n ∈ N

c3n+1 =
c1

4 · 7 · 10 · . . . · (3n+ 1) · 3n · n! =
c1

(3n+ 1)!!!3nn!
für n ∈ N ,wobei wir k!!! = k(k − 3)(k − 6) · · · setzen. Die allgemeine Lösung der DGL lautet alsofür t ∈ R

x(t) = c0

(
1 +

∞∑

n=1

t3n

(3n− 1)!!!3nn!

)
+ c1

(
t+

∞∑

n=1

t3n+1

(3n+ 1)!!!3nn!

)
.(b) Der Potenzreihenansatz eingesetzt in die DGL führt na
h Koe�zientenverglei
h auf

c0 frei wählbar , c1 = 0 , ck+1 = − ck−1

k + 1
.Aus c1 = 0 folgt c2k+1 = 0 (k ∈ N) und

c2k = −c2k−2

2k
= (−1)k c0

2k · (2k − 2) · . . . · 2 = (−1)k c0
(2k)!!

für k ∈ N .Die allgemeine Lösung lautet daher
x(t) = c0

(
1 +

∞∑

k=1

(−1)k
(2k)!!

t2k
)

= c0

∞∑

k=0

(
− t2

2

)k

k!
= c0 e

− t2

2 .(
) Der Potenzreihenansatz eingesetzt in die DGL führt na
h Koe�zientenverglei
h auf
c0 frei wählbar , c1 = 1 , c2 =

1 + c0
2

, ck+1 =
ck−1

k + 1
.



145Damit folgt
c2k =

1 + c0
2
· 1
4
· 1
6
· . . . · 1

2k
=

1 + c0
(2k)!!

für k = 1, 2, . . .

c2k+1 =
1

3
· 1
5
· . . . · 1

2k + 1
=

1

(2k + 1)!!
für k = 1, 2, . . . .Die allgemeine Lösung lautet daher

x(t) = c0 + t+ (1 + c0)

∞∑

k=1

t2k

(2k)!!
+

∞∑

k=1

t2k+1

(2k + 1)!!
= −1 + e

t2

2 +

∞∑

k=0

t2k+1

(2k + 1)!!
.



36 Numerik gewöhnli
herDi�erentialglei
hungen I36.1 Die folgenden Codes taugen:fun
tion [t,x℄=expl_euler(f,t0,x0,h,N)% N S
hritte expliziter Euler mit konstante S
hrittweite h fuer x'=f(t,x)% Input:% f re
hte Seite; eine Funktion der Form% dx = f(t,x)% t0 Startzeitpunkt% x0 Startzustand% h konstante S
hrittweite% N Anzahl der S
hritte% Ausgabe: komplette Trajektorie: (t,x)% t Zeilenvektor der Laenge N+1 mit Zeitpunkten% x (length(x0),N+1) Matrix mit den Zustaenden in den SpaltenN=round(N); % si
herheitshalberx=NaN*ones(length(x0),N+1); % Spei
her fuer Zustaendet=NaN*ones(1,N+1); % Spei
her fuer Zeitpunktet(:,1)=t0; x(:,1)=x0; % Anfangswertfor k=1:N % N S
hritte ma
henfeval=f(t(k),x(:,k)); % f auswertenx(:,k+1)=x(:,k)+h*feval; % Update Zustandt(k+1)=t(k)+h; % Update Zeitendendfun
tion [t,x℄=impl_euler(f,t0,x0,h,N)% N S
hritte impliziter Euler mit konstanter S
hrittweite h fuer x'=f(t,x)% Input:% f re
hte Seite; eine Funktion der Form% dx = f(t,x)% t0 Startzeitpunkt% x0 Startzustand% h konstante S
hrittweite% N Anzahl der S
hritte% Ausgabe: komplette Trajektorie: (t,x)% t Zeilenvektor der Laenge N+1 mit Zeitpunkten



147% x (length(x0),N+1) Matrix mit den Zustaenden in den Spaltenoptions = optimset('Display','off');N=round(N); % si
herheitshalberx=NaN*ones(length(x0),N+1); % Spei
her fuer Zustaendet=NaN*ones(1,N+1); % Spei
her fuer Zeitpunktet(:,1)=t0; x(:,1)=x0; % Anfangswertfor k=1:N % N S
hritte ma
hent(k+1)=t(k)+h; % Update Zeitx(:,k+1) = fsolve(�(xx)(xx-x(:,k)-h*f(t(k+1),xx)),x(:,k),options);endendfun
tion [t,x℄=mid_point(f,t0,x0,h,N)% N S
hritte impliziter Euler mit konstanter S
hrittweite h fuer x'=f(t,x)% Input:% f re
hte Seite; eine Funktion der Form% dx = f(t,x)% t0 Startzeitpunkt% x0 Startzustand% h konstante S
hrittweite% N Anzahl der S
hritte% Ausgabe: komplette Trajektorie: (t,x)% t Zeilenvektor der Laenge N+1 mit Zeitpunkten% x (length(x0),N+1) Matrix mit den Zustaenden in den Spaltenoptions = optimset('Display','off');N=round(N); % si
herheitshalberx=NaN*ones(length(x0),N+1); % Spei
her fuer Zustaendet=NaN*ones(1,N+1); % Spei
her fuer Zeitpunktet(:,1)=t0; x(:,1)=x0; % Anfangswertfor k=1:N % N S
hritte ma
hent(k+1)=t(k)+h; % Update Zeitx(:,k+1) = fsolve(�(xx)(xx-x(:,k)-h*f((t(k)+t(k+1))/2,...(x(:,k)+xx)/2)),x(:,k),options);endend36.2 Wir verwenden die S
hrittweite h = 1/2 und die Stützstellen t0 = 0, t1 = 1/2,
t2 = 1, t3 = 3/2.(a) Das explizite Euler-Verfahren lautet:

xk+1 = xk + hf(tk, xk) = xk + 1
2 (1 + (xk − tk)2) .



148 36 Numerik gewöhnli
her Di�erentialglei
hungen IDamit erhalten wir:
x0 = 1

2 ,

x1 = x0 +
1
2 (1 + (x0 − t0)2) = 1

2 + 1
2 (1 + (12 − 0)2) = 9

8 = 1.125 ,

x2 = x1 +
1
2
(1 + (x1 − t1)2) = 9

8
+ 1

2
(1 + (9

8
− 1

2
)2) = 233

128
≈ 1.820 ,

x3 = x2 +
1
2 (1 + (x2 − t2)2) = 233

128 + 1
2 (1 + (233128 − 1)2) = 87057

32768 ≈ 2.657 .Ein Verglei
h mit dem exakten Wert liefert:
|x3 − x(3/2)| =

∣∣∣∣
87057

32768
− 7

2

∣∣∣∣ ≈ 0.843 .(b) Beim klassis
hen Runge-Kutta-Verfahren bere
hnen wir:
k1 = f(tk, xk) , k2 = f(tk + 1

4 , xk + 1
4k1) ,

k3 = f(tk + 1
4
, xk + 1

4
k2) , k4 = f(tk + 1

2
, xk + 1

2
k3) ,

xk+1 = xk + h
6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4) = xk + 1

12 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4) .Wir erhalten hiermit:
x0 = 1/2 , x1 ≈ 1.167 , x2 ≈ 1.999 , x3 ≈ 3.486 .Ein Verglei
h mit dem exaktem Wert liefert:

|x3 − x(3/2)| ≈ |3.486− 7/2| ≈ 0.014 .36.3 Das Runge-Kuttaverfahren lässt si
h etwa wie folgt implementieren:fun
tion [t,x℄=runge_kutta(f,t0,x0,h,N)% N S
hritte Runge Kutta mit konstante S
hrittweite h fuer x'=f(t,x)% Input:% f re
hte Seite; eine Funktion der Form% dx = f(t,x)% t0 Startzeitpunkt% x0 Startzustand% h konstante S
hrittweite% N Anzahl der S
hritte% Ausgabe: komplette Trajektorie: (t,x)% t Zeilenvektor der Laenge N+1 mit Zeitpunkten% x (length(x0),N+1) Matrix mit den Zustaenden in den SpaltenN=round(N); % si
herheitshalberx=NaN*ones(length(x0),N+1); % Spei
her fuer Zustaende



149t=NaN*ones(1,N+1); % Spei
her fuer Zeitpunktet(:,1)=t0; x(:,1)=x0; % Anfangswertfor k=1:N % N S
hritte ma
henk1=f(t(k),x(:,k));k2=f(t(k)+(h/2),x(:,k)+(h/2)*k1);k3=f(t(k)+(h/2),x(:,k)+(h/2)*k2);k4=f(t(k)+h,x(:,k)+h*k3);x(:,k+1)=x(:,k)+(h/6)*(k1+2*k2+2*k3+k4); % Update Zustandt(k+1)=t(k)+h; % Update ZeitendendHiermit erhalten wir die folgenden Resultate:Verfahren h # Fkt.ausw. Lösung FehlerExaktes Ergebnis 1 6.8Euler 0.1 18 4.56539955802118 2.234600441978820.01 180 6.30862048114570 0.491379518854300.001 1800 6.74342273829778 0.05657726170223Runge-Kutta 0.1 72 6.79659830769129 0.003401692308710.01 720 6.79999956805797 0.000000431942030.001 7200 6.79999999995666 0.00000000004334Hierbei bedeutet # Fkt.ausw die Anzahl der dur
hgeführten Funktionsauswertungen.Man bea
hte, dass das Runge-Kutta-Verfahren bei h = 0.1 bereits ein besseres Ergebnisbringt und weniger kostet.36.4 Der Startwert ist x0 = 1/2. Das Verfahren von Adams-Moulton lautet für k = 1:
x1 = x0 + h

(
1
2f(t1, x1) +

1
2f(t0, x0)

)
= x0 +

1
2 + 1

4 (x1 − t1)
2 + 1

4 (x0 − t0)
2 .Au�ösen na
h x1 liefert die beiden Lösungen

x1 = t1 + 2±
√

4t1 + 2− 4x0 − (x0 − t0)2= 1
2 + 2±

√
2 + 2− 2−

(
1
2

)2
= 5±

√
7

2 .Von beiden Lösungen liegt x1 = 5−
√

7
2
≈ 1.177 näher an x0 = 1/2 und wird dahergewählt.Den zweiten S
hritt führen wir mit dem Verfahren von Adams-Moulton für k = 2 aus:

x2 = x1 + h
(

5
12
f(t2, x2) +

8
12
f(t1, x1)− 1

12
f(t0, x0)

)

= x1 +
1
2 + 5

24 (x2 − t2)
2 + 8

24 (x1 − t1)
2 − 1

24 (x0 − t0)
2 .



150 36 Numerik gewöhnli
her Di�erentialglei
hungen IAu�ösen na
h x2 ergibt
x2 = t2 +

12±
√

120t2 + 84− 120x1 − 40(x1 − t1)2 + 5(x0 − t0)2
5

.Hieraus erhalten wir dur
h passende Vorzei
henwahl x2 ≈ 2.049.36.5 Das zweistu�ge Runge-Kutta-Verfahren lautet wie folgt:
xn+1 = xn + hf

(
tn +

h

2
, xn +

h

2
f(tn, xn)

)Daraus liest man folgendes But
her-S
hema ab:
c A

b

=

0 0 0

1
2

1
2

0

0 1



37 Lineare Abbildungen undDarstellungsmatrizen37.1 Erste Eigens
haft: Da f linear ist, gilt
f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0) , also f(0) = 0 .Zweite Eigens
haft: Sind v, w ∈ V und λ ∈ K, so gilt:

(g ◦ f)(λv + w) = g(f(λv + w)) = g(λ f(v) + f(w)) = g(λ f(v) + g(f(w))

= λ g(f(v)) + g(f(w)) = λ g ◦ f(v) + g ◦ f(w) .Das begründet, dass g ◦ f linear ist.Dritte Eigens
haft: Es sei f bijektiv. Dann existiert die Umkehrabbildung f−1 :W → V .Es ist zu zeigen, dass f−1 linear ist. Dazu wählen wir beliebige v′, w′ ∈W und ein λ ∈ K.Zu v′, w′ existieren v, w ∈ V mit f(v) = v′ und f(w) = w′, d. h., v = f−1(v′) und
w = f−1(w′). Dann gilt:

f−1(λ v′ + w′) = f−1(λ f(v) + f(w)) = f−1(f(λv + w))

= λv + w = λ f−1(v′) + f−1(w′) .Damit ist gezeigt, dass f−1 linear ist.37.2 Es gilt:Der Kern einer linearen Abbildung f ist ein UVR:
• 0 ∈ ker(f), da f(0) = 0.
• v, w ∈ ker(f)⇒ f(v + w) = f(v) + f(w) = 0 + 0 = 0⇒ v + w ∈ ker(f).
• v ∈ ker(f), λ ∈ K⇒ f(λv) = λf(v) = λ · 0 = 0⇒ λv ∈ ker(f).Das Bild einer linearen Abbildung f ist ein UVR:
• 0 ∈ Bild(f), da f(0) = 0.
• v, w ∈ Bild(f) ⇒ ∃ v′, w′ ∈ V : v = f(v′), w = f(w′) ⇒ v + w = f(v′) +

f(w′) = f(v′ + w′)⇒ v + w ∈ Bild(f).
• v ∈ Bild(f), λ ∈ K ⇒ ∃ v′ ∈ V : v = f(v′) ⇒ λv = λf(v′) = f(λv′) ⇒ λv ∈

Bild(f).
f injektiv ⇔ ker(f) = {0}:
• ⇒: f injektiv⇒ f(v) 6= 0 ∀v 6= 0⇒ ker(f) = {0}.
• ⇐: f(v) = f(w) ⇒ f(v − w) = f(v)− f(w) = 0 ⇒ v − w ∈ ker(f) = {0} ⇒
v − w = 0⇒ v = w ⇒ f injektiv.



152 37 Lineare Abbildungen und Darstellungsmatrizen
f ist surjektiv ⇔ f ist injektiv ⇔ f ist bijektiv: Mit der Dimensionsformel giltnämli
h:
f surjektiv ⇔W = Bild(f) ⇔ dim(ker(f)) = 0 ⇔ ker(f) = {0} ⇔ f injektiv.Damit folgt sofort f surjektiv ⇔ f bijektiv.37.3 (a) f ist die Spiegelung an der Geraden λ(e1 + e2), daher besteht der Kernnur aus dem Nullvektor oder ausführli
h: (v2, v1) = (0, 0) ⇐⇒ v1 = 0 = v2, d.h.

ker f = {0}. Wegen des Dimensionssatzes gilt Bild f = R2.(b) Es gilt ker f = V , da jeder Vektor aus V auf den Nullvektor abgebildet wird. Desweiteren gilt Bild f = {0}.(
) Der Kern besteht aus all jenen Vektoren (v1, v2, v3) mit v3 ∈ R, v2 = 0 und v1+v2 =

0, also: ker f = {(0, 0, v3) | v3 ∈ R}. Na
h dem Dimensionssatz ist f surjektiv, d. h.
Bild f = R2, oder ausführli
h: Es sei (v1, v2) ∈ R2, dann gilt f(v1 − v2, v2, 0) = (v1, v2)und somit Bild f = R2.(d) Es gilt: ker d

dx
= {p ∈ R[x] | d

dx
p = 0}. Polynome vom Grad 1 oder höher werdendur
h das Di�erenzieren ni
ht zum Nullpolynom. Hingegen wird jedes konstante Poly-nom p = a0 dur
h das Di�erenzieren auf das Nullpolynom p = 0 abgebildet, also gilt

ker d
dx = R. Die Abbildung ist surjektiv, da für jedes Polynom p = a0+a1x+ . . .+anx

ndas Polynom P = a0x + 1
2a1x

2 + . . . + 1
n+1anx

n+1 ∈ R[x] o�enbar d
dx (P ) = p erfülltist. Damit gilt Bild d

dx = R[x].37.4 (a) Multipliziert man A mit v = (v1, v2) so erhält man das Bild fA(v):
fA(v) = Av = v1




1

4

−1


+ v2




3

2

0


 .Damit erhalten wir für das Bild von fA:

Bild fA = {fA(v) | v ∈ R2} = {Av | v ∈ R2} = 〈




1

4

−1


 ,




3

2

0


〉 .Das Bild ist somit das Erzeugnis der Spalten von A. Nun zum Kern von fA: Wegen

ker fA = {v ∈ R2 | fA(v) = 0} = {v ∈ R2 |Av = 0}ist der Kern von fA die Lösungsmenge des LGS (A | 0). Dieses LGS hat wegen rg(A) = 2nur die triviale Lösung v = 0, sodass ker fA = {0}. (Das hätten wir einfa
her mit derDimensionsformel haben können: Na
h dieser gilt nämli
h 2 = dim(ker(fA))+2, worausfolgt, dass ker fA = {0}.)



153(b) fA ist injektiv, da ker fA = {0}. fA ist ni
ht surjektiv, da rg(fA) = 2 6= 3 = dim(R3).Da fA ni
ht surjektiv ist, kann fA au
h ni
ht bijektiv sein.37.5 Ja, man wähle z.B. f : R2 → R2, (v1, v2) 7→ (v1 − v2, v1 − v2) oder die lineareFortsetzung von σ mit σ(e1) = e2 und σ(e2) = 0.37.6 Man bea
hte das Rezept:(a) f1 ist ni
ht linear, denn f1(0) = (1, 2,−3)⊤ 6= (0, 0, 0)⊤.(b) f2 ist linear, denn
f2(λv + w) =


 (λv1 + w1) + (λv2 + w2)

(λv1 + w1) + (λv2 + w2) + (λv3 + w3) + (λv4 + w4)




=


 λ(v1 + v2) + (w1 + w2)

λ(v1 + v2 + v3 + v4) + (w1 + w2 + w3 + w4)




= λ


 v1 + v2

v1 + v2 + v3 + v4


+


 w1 + w2

w1 + w2 + w3 + w4


 = λf2(v) + f2(w).(
) f3 ist ni
ht linear, denn für v = (1, 0, 1, 0)⊤, w = (0, 1, 0, 1)⊤ gilt f3(v) = (0, 0)⊤,

f3(w) = (0, 0)⊤ und f3(v + w) = (1, 1)⊤ 6= (0, 0)⊤ = f3(v) + f3(w).(d) f4 ist linear. Hierzu bea
hte man, dass man die Abbildung einfa
her s
hreibenkann als f4(v1, . . . , vn) = v1 (1, 2)
⊤. Es gilt:

f4(λv + w) = (λv1 + w1)


1

2


 = λv1


1

2


+ w1


1

2


 = λf4(v) + f4(w) .(e) f5 ist ni
ht linear, denn f5(0) = 5x4 6= 0, wobei 0 jeweils das Nullpolynom ist.37.7 Für f1 ◦ f2 erhalten wir

(f1 ◦ f2)(x, y, z) = f1(f2(x, y, z)) = f1(x− y, 2x+ z, 0) =




3x− 3y

−x− y − z
4x− 2y + z


 .(a) Die Aufgabe kann auf viele vers
hiedene Arten gelöst werden, wir ents
heiden unsfür einen Lösungsweg mit Hilfe der Dimensionsformel:

• Basen der Kerne: Die Abbildung f1 hat den nulldimensionalen Kern {0}, denn:
f1(x, y, z) = 0 ⇔




3 0 0

1 −1 0

2 1 1




︸ ︷︷ ︸
=:A1




x

y

z


 =




0

0

0


 ⇔




x

y

z


 =




0

0

0


 .



154 37 Lineare Abbildungen und DarstellungsmatrizenEs ist damit ∅ eine Basis des Kerns. (Übrigens ist A1 gerade die Darstellungsmatrixder linearen Abbildung f1 bzgl. der kanonis
hen Basen.)Die Abbildung f2 hat den eindimensionalen Kern 〈(1, 1,−2)⊤〉, denn:
f2(x, y, z) = 0 ⇔




1 −1 0

2 0 1

0 0 0




︸ ︷︷ ︸
=:A2




x

y

z


 =




0

0

0


 ⇔




x

y

z


 = λ




1

1

−2


 .Es ist damit {(1, 1,−2)⊤} eine Basis des Kerns. (Wieder ist die angegebene Matrix

A2 gerade die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung f2 bzgl. der kanonis
henBasen.)Die Abbildung f1 ◦ f2 hat den eindimensionalen Kern 〈(1, 1,−2)⊤〉, denn:
f1 ◦ f2(x, y, z) = 0 ⇔




3 −3 0

−1 −1 −1
4 −2 1




︸ ︷︷ ︸
=:A3




x

y

z


 =




0

0

0


 ⇔




x

y

z


 = λ




1

1

−2


 .Es ist damit {(1, 1,−2)⊤} eine Basis des Kerns. (Wieder ist die angegebene Ma-trix A3 gerade die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung f1 ◦ f2 bzgl. derkanonis
hen Basen.)

• Basen der Bilder: Na
h der Dimensionsformel gilt
dim(Bild(f1)) = 3 , dim(Bild(f2)) = 2 , dim(Bild(f1 ◦ f2)) = 2 .UmBasen der Bilder zu �nden, rei
ht es nun aus, jeweils so viele linear unabhängigeVektoren im Bild anzugeben, wie die Dimension des Bildes angibt.Als Basis B1 des Bildes von f1 können wir jede Basis des R3 wählen, wir ents
heidenuns für B1 = {e1, e2, e3}.Als Basis B2 des Bildes von f2 können wir die ersten beiden Spalten s1, s2 von A2wählen, B2 = {s1, s2}; diese sind nämli
h linear unabhängig und liegen im Bildvon f2, es gilt f2(e1) = s1, f2(e2) = s2.Als Basis B3 des Bildes von f1 ◦ f2 können wir die ersten beiden Spalten s1, s2von A3 wählen, B3 = {s1, s2}; diese sind nämli
h linear unabhängig und liegen imBild von f1 ◦ f2, es gilt f1 ◦ f2(e1) = s1, f1 ◦ f2(e2) = s2.Da ker(f1) = {0} ist f1 injektiv und damit au
h surjektiv (siehe die Box auf Seite337 (Rezeptebu
h)). Da ker(f2) 6= {0} ist f2 ni
ht injektiv und kann damit au
h ni
htsurjektiv sein.



15537.8 (a) Wir gehen na
h unserem Rezept vor: (1) f(0) = 0 ist o�ensi
htli
h. (2) Esgilt für alle λ ∈ R und p, q ∈ R[x]n−1:
(f(λp+ q))(x) =

ˆ x

0

(λp+ q)(t) dt =

ˆ x

0

(λp(t) + q(t)) dt

= λ

ˆ x

0

p(t) dt+

ˆ x

0

q(t) dt = λ(f(p))(x) + (f(q))(x) .Somit ist f linear.(b) In der i-ten Spalte der Darstellungsmatrix steht der Koordinatenvektor des Bildesdes i-ten Basisvektors. Daher bilden wir im Folgenden na
h und na
h die Basisvektoren
p = 1, p = x, . . . , p = xn−1 mit der Abbildung f ab und bestimmen die Darstellungder Bilder bzgl. der Basis (1, x, . . . , xn) des R[x]n, damit erhalten wir die Koordinaten-vektoren der Bilder der Basisvektoren, also die Spalten von A:

p=1: (f(p))(x)=

ˆ x

0

1 dt=x=0 · 1 + 1 · x+ 0 · x2 + · · ·+ 0 · xn

p=x : (f(p))(x)=

ˆ x

0

t dt=
1

2
x2=0 · 1 + 0 · x+

1

2
· x2 + 0 · x3 + · · ·+ 0 · xn

...
...

p=xn−1 : (f(p))(x)=

ˆ x

0

tn−1 dt=
1

n
xn=0 · 1 + 0 · x+ · · ·+ 0 · xn−1 +

1

n
· xnSomit folgt für die Darstellungsmatrix

A =




0 0 0 · · · 0
1 0 0 · · · 0
0 1

2 0 · · · 0
0 0 1

3 · · · 0
...
...
...
. . .

...
0 0 0 · · · 1

n




∈ R(n+1)×n .(
) Wir bestimmen den Kern von f : Für ein p ∈ R[x]n−1 gilt
p(x) =

n−1∑

i=0

aix
i ⇒ (f(p))(x) =

n−1∑

i=0

ai
i+ 1

xi+1 .Somit folgt
(f(p))(x) = 0 ⇔ a0 =

a1
2

=
a2
3

= . . . =
an−1

n
= 0 ⇔ p = 0 .Damit gilt ker(f) = {0}. Folgli
h ist f injektiv (siehe die Box auf Seite 337(Rezeptebu
h)). Na
h der Dimensionsformel kann f ni
ht surjektiv sein.



156 37 Lineare Abbildungen und Darstellungsmatrizen37.9 (a) Es ist (x⊤a) a die Komponente von x, die in Ri
htung a zeigt, der Vektor
x− (x⊤a) a steht senkre
ht auf a, d. h. in der Spiegelebene. Der Vektor x− 2(x⊤a) a istder an dieser Ebene gespiegelte Vektor (vgl. die Skizze auf Seite 139 (Rezeptebu
h)).(b) Es gilt

(f ◦ f)(x) = f(f(x)) = f(x− 2(x · a)a) = (x− 2(x · a)a)− 2
(
(x− 2(x · a)a) · a

)
a

= x− 2(x · a)a− 2(x · a)a+ 4(x · a)(a · a)a = x ,also f ◦ f = id, d. h. f ◦ f ist die Identität.(
) Wir bere
hnen
f(x) = x− 2 (x · a) a = x− 2 a (x · a) = x− 2 a (a · x)

= x− 2 a (a⊤x) = x− 2 (a a⊤)x = (E3 − 2 (a a⊤)) x ,man wähle also A = E3 − 2 (a a⊤).(d) O�enbar gilt f(a) = a − 2(a⊤a) a = −a. Wir setzen b1 = a. Ein auf a senkre
htstehender Vektor liegt in der Spiegelebene und bleibt daher fest unter der Abbildung f .Wir wählen z.B. b2 = e2 × a. Dann gilt
f(b2) = b2 − 2(b⊤2 a) a = b2 ,da b⊤2 a = 0. Wir wählen nun b3 = b2 × a. Dann ist b3 senkre
ht zu a, also f(b3) = b3.Die Darstellungsmatrix Ã = BM(f)B ist Ã =




−1 0 0

0 1 0

0 0 1


.



38 Basistransformation38.1 Es gilt
BM(f)B = BM(Id ◦ f ◦ Id)B = BM(Id)A AM(f)A AM(Id)B .Um also BM(f)B zu ermitteln, ist das Produkt der drei Matrizen BM(Id)A, AM(f)Aund AM(Id)B zu bilden. Die Matrix AM(f)A ist gegeben, die anderen beiden Matrizenmüssen wir no
h bestimmen. Wegen

BM(Id)A AM(Id)B = BM(Id)B = E3ist AM(Id)B das Inverse zu BM(Id)A.Wir bezei
hnen die Elemente der geordneten Basis A der Reihe na
h mit ai, i = 1, 2, 3und jene der Basis B mit bi, i = 1, 2, 3 und ermitteln BM(Id)A = (Ba1,Ba2,Ba3).Gesu
ht sind also λi ∈ R, i = 1, 2, 3, mit
3∑

j=1

λjbj = ai für i = 1, 2, 3 .Dies sind drei lineare Glei
hungssysteme, die wir simultan lösen:



1 3 2 8 −16 9

−2 −1 1 −6 7 −3
1 2 2 7 −13 7


 → . . . →




1 0 0 3 −3 1

0 1 0 1 −3 2

0 0 1 1 −2 1


 .Damit lautet die Basistransformationsmatrix

BM(Id)A =




3 −3 1

1 −3 2

1 −2 1


 , und AM(Id)B =




1 1 −3
1 2 −5
1 3 −6


 ,wobei wir die Matrix AM(Id)B dur
h Invertieren der Matrix BM(Id)A erhalten.Wir bere
hnen s
hlieÿli
h das Produkt

BM(f)B = BM(Id)A AM(f)A AM(Id)B =




16 47 −88
18 44 −92
12 27 −59


 .38.2 (a) Wegen 



2 2 3

1 1 1

2 1 1


 →




1 1 1

0 1 1

0 0 1






158 38 Basistransformationsind die drei Vektoren b1 = (2, 2, 3)⊤, b2 = (1, 1, 1)⊤, b3 = (2, 1, 1)⊤ linear unabhängig,also B eine geordnete Basis.(b) Mit A = E3
M(f)E3

erhalten wir
Ab1 = 1 b1 + 0 b2 + 0 b3 , A b2 = 0 b1 + 2 b2 + 0 b3 , A b3 = 0 b1 + 0 b2 + 3 b3 .Also gilt

BM(f)B =




1 0 0

0 2 0

0 0 3


 , wobei S = E3

M(IdR3)B = (b1, b2, b3) =




2 1 2

2 1 1

3 1 1


die Transformationsmatrix ist.38.3 Die Darstellungsmatrizen lauten:

CM(f)B =


1 1 0

2 1 1


 und DM(g)C =




2 1

2 1

0 1

1 1



.Wir können die Darstellungsmatrix DM(g ◦ f)B der Verkettung g ◦ f : R3 → R4 damitnun auf zwei Arten bere
hnen. Zum einen gilt:

(g ◦ f)(v)=g


 v1 + v2

2v1 + v2 + v3


=




4v1 + 3v2 + v3

4v1 + 3v2 + v3

2v1 + v2 + v3

3v1 + 2v2 + v3



, also DM(g ◦ f)B=




4 3 1

4 3 1

2 1 1

3 2 1



.Andererseits erhalten wir diese aber au
h dur
h:

DM(g ◦ f)B = DM(g)C · CM(f)B =




2 1

2 1

0 1

1 1





1 1 0

2 1 1


 =




4 3 1

4 3 1

2 1 1

3 2 1



.

38.4 Wir verwenden die Bezei
hnungen
e1 =


1

0


 , e2 =


0

1


 sowie b1 =




1

1

1


 , b2 =




1

1

0


 , b3 =




1

0

0


 .



159Wir erhalten BM(f)E2
, indem wir die Koordinaten vij , i = 1, 2, 3 von f(ej) für j = 1, 2bezügli
h der Basis B in die Spalten einer Matrix s
hreiben. Wir erhalten vij , i = 1, 2, 3dur
h Lösen der dur
h

3∑

i=1

vijbi = f(ej)für j = 1, 2 gegebenen linearen Glei
hungssysteme über R mit dem Gauÿ-Algorithmus.Man erhält:
BM(f)E2

=




2 −1
−2 1

1 −1


 .Analog erhält man CM(g)B , indem man die Koordinaten v′ij , i = 1, 2, 3, 4 von g(bj) für

j = 1, 2, 3 bezügli
h der Basis C in die Spalten einer Matrix s
hreibt. Dies liefert:
CM(g)B =




5 2 2

−3 0 −1
−2 −1 −1
3 0 1



.Die Darstellungsmatrix CM(g ◦ f)E2

erhält man dur
h Matrixmultiplikation:
CM(g ◦ f)E2

= CM(g)B BM(f)E2
=




8 −5
−7 4

−3 2

7 −4



.

38.5 Für die Darstellungsmatrix bzgl. der Standardbasis E = (e1, e2, e3) erhält man
A = EM(f)E =




0 1 0

0 −1 2

3 −9 7


 .Die Darstellungsmatrix bzgl. der Basis B bestimmen wir mit der Basistransformations-formel, es gilt

BM(f)B = B−1AB mit B = BM(Id)E ,die Spalten der Matrix B sind also die Elemente der geordneten Basis B. Wegen
B =




1 1 1

1 2 3

1 3 6


 ⇒ B−1 =




3 −3 1

−3 5 −2
1 −2 1






160 38 Basistransformationerhalten wir für die gesu
hte Darstellungsmatrix von f bzgl. B:
BM(f)B = B−1AB =




3 −3 1

−3 5 −2
1 −2 1







0 1 0

0 −1 2

3 −9 7







1 1 1

1 2 3

1 3 6


 =




1 0 0

0 2 6

0 0 3


 .38.6 (a) Aus

f(e1) = f(1, 0) =




0

2

3


 , f(e2) = f(0, 1) =




1

−2
0


 folgt A = E3

M(f)E2
=




0 1

2 −2
3 0


 .(b) Wir lösen die Aufgabe über die Basistransformationsformel, diese besagt:

CM(f)B = CM(Id)E3E3
M(f)E2E2

M(Id)B .Wir vers
ha�en uns die Zutaten: Die Matrix E3
M(f)E2

haben wir, das ist A. Die Matrix
E2
M(Id)B ist B, wobei die Spalten von B die Elemente b1 und b2 der Basis B sind.Und die Matrix CM(Id)E3

ist das Inverse von C = E3
M(Id)C , wobei die Spalten derMatrix C dur
h die Elemente c1, c2, c3 der Basis C gegeben sind. Es gilt

C =




1 1 2

2 3 4

2 4 5


 ⇒ C−1 =




−1 3 −2
−2 1 0

2 −2 0


 .Damit haben wir nun alle Zutaten, es gilt

CM(f)B =




−1 3 −2
−2 1 0

2 −2 0







0 1

2 −2
3 0





1 5

1 3


 =




−7 −21
−2 −2
5 13


 .(
) Wir su
hen Cf(x). Diesen Vektor erhalten wir als Cf(x) = CM(f)E2E2

f(x). Wirvers
ha�en un die Zutaten, es gilt
E2
f(x) = Ax =




0 1

2 −2
3 0





 2

−4


 =




−4
12

6


 und CM(f)E2

=




−1 3 −2
−2 1 0

2 −2 0


 .Damit gilt

Cf(x)=CM(f)E2E2
f(x)=




−1 3 −2
−2 1 0

2 −2 0







−4
12

6


=




28

20

26


 .Das besagt: f(x) = 28c1 + 20c2 + 26c3.



39 Diagonalisierung � Eigenwerteund Eigenvektoren39.1 (a) Wir bere
hnen das 
harakteristis
he Polynom der Matrix A:
χA(λ) = det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣
3− λ −1
1 1− λ

∣∣∣∣∣∣
= (2− λ)2 .Die einzige Nullstelle von χA ist 2, also ist 2 der einzige Eigenwert von A mit deralgebrais
hen Vielfa
hheit 2. Den Eigenraum EigA(2) zum Eigenwert 2 erhalten wir als

ker(A− 2E):
EigA(2) = ker


1 −1
1 −1


 = 〈


1

1


〉 .Damit ist jeder Vektor (t, t)⊤ mit t 6= 0 Eigenvektor zum Eigenwert 2 von A.(b) Wir bere
hnen das 
harakteristis
he Polynom der Matrix B:

χB(λ) = det(B − λE) =

∣∣∣∣∣∣
−λ 1

1 −λ

∣∣∣∣∣∣
= −(1 + λ)(1− λ) .Die beiden Nullstellen von χB sind ±1, also gibt es zwei Eigenwerte mit der jeweiligenalgebrais
hen Vielfa
hheit 1. Die Eigenräume EigB(±1) zu den beiden Eigenwerten ±1erhalten wir als ker(B ∓E):

EigB(±1) = ker


∓1 1

1 ∓1


 = 〈


 1

±1


〉 .Damit ist jeder Vektor (t,±t)⊤ mit t 6= 0 Eigenvektor zum Eigenwert ±1 von B.(
) Wir bere
hnen das 
harakteristis
he Polynom der Matrix C:

χC(λ) = det(C − λE) =

∣∣∣∣∣∣
−λ −1
1 −λ

∣∣∣∣∣∣
= (λ+ i)(λ− i) .Die beiden Nullstellen von χC sind ± i, also gibt es zwei Eigenwerte mit der jeweiligenalgebrais
hen Vielfa
hheit 1. Die Eigenräume EigC(± i) zu den beiden Eigenwerten ± ierhalten wir als ker(C ∓ iE):

EigC(± i) = ker


∓ i −1

1 ∓ i


 = 〈


 1

∓ i


〉 .Damit ist jeder Vektor (t,∓ i t)⊤ mit t 6= 0 Eigenvektor zum Eigenwert ± i von C.



162 39 Diagonalisierung � Eigenwerte und Eigenvektoren39.2 Es seien v1, . . . , vr Eigenvektoren zu vers
hiedenen Eigenwerten λ1, . . . , λreiner Matrix A ∈ Kn×n:
Av1 = λ1 v1, . . . , A vr = λr vr .Wir zeigen mit vollständiger Induktion na
h der natürli
hen Zahl r, dass die Vektoren

v1, . . . , vr linear unabhängig sind.Induktionsanfang: Die Behauptung ist korrekt, da v1 6= 0 linear unabhängig ist.Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei für r− 1 Eigenvektoren zu vers
hiedenenEigenwerten λ1, . . . , λr−1 korrekt.Induktionss
hritt: Es seien v1, . . . , vr Eigenvektoren zu vers
hiedenen Eigenwerten
λ1, . . . , λr. Aus der Glei
hung

µ1 v1 + · · ·+ µr vr = 0 (39.1)mit µ1, . . . , µr ∈ K folgt dur
hMultiplikation der Glei
hung (39.1) mit der Matrix A:
0=A 0=A (µ1 v1 + · · ·+ µr vr)=µ1Av1 + · · ·+ µrAvr=µ1λ1v1 + · · ·+ µrλrvrund dur
hMultiplikation der Glei
hung (39.1) mit dem Eigenwert λr:

0 = λr 0 = λr (µ1 v1 + · · ·+ µr vr) = µ1 λr v1 + · · ·+ µr λr vr .Dur
h Glei
hsetzen erhalten wir
µ1 λ1 v1 + · · ·+ µr λr vr = µ1 λr v1 + · · ·+ µr λr vr .Es gilt somit:
(λr − λ1)µ1 v1 + · · ·+ (λr − λr−1)µr−1 vr−1 = 0 .Na
h Induktionsvoraussetzung sind die Vektoren v1, . . . , vr−1 linear unabhängig, sodasswegen λr−λi 6= 0 für alle i = 1, . . . , r−1 die Koe�zienten µ1, . . . , µr−1 alle null sind,d. h. µ1 = · · · = µr−1 = 0. Aus der Glei
hung (39.1) folgt nun µr = 0, da vr 6= 0 gilt.39.3 (a) Mit der Wahl B = E3 gilt:

E−1
3 AE3 = A .Damit ist A diagonalisiert. Wir ma
hen es no
h einmal:

χA(x) = det(A− xEn) = (1− x)(2− x)(3− x) .



163
A hat also die Eigenwerte λ1 = 1, λ2 = 2 und λ3 = 3 mit den Eigenräumen

EigA(1) = 〈




1

0

0


〉, EigA(2) = 〈




0

1

0


〉 und EigA(3) = 〈




0

0

1


〉Man erhält also wiederum

B =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 = E3 mit B−1AB = A .(b) Die Matrix B hat das 
harakteristis
he Polynom

χB = (2− x)2(3− x)und damit die Eigenwerte λ1 = 2 und λ2 = 3 mit den algebrais
hen Vielfa
hheitenalg(2) = 2 und alg(3) = 1. Der Eigenraum zum Eigenwert 2 ist
EigB(2) = ker




0 1 0

0 0 0

0 0 1


 = 〈




1

0

0


〉 .Demna
h hat der Eigenwert 2 die geometris
he Vielfa
hheit geo(2) = 1 < 2 = alg(2)und damit ist B ni
ht diagonalisierbar.(
) Die Matrix C hat das 
harakteristis
he Polynom χC(λ) = −(2 + λ)2(4 − λ), alsoden zweifa
hen Eigenwert λ1 = −2 und einfa
hen Eigenwert λ2 = 4. Wir erhalten alsEigenräume EigC(−2) = 〈




−1
1

0


 ,




−2
0

1


〉 , EigC(4) = 〈




1

−1
1


〉 .Damit stimmen für jeden Eigenwert geometris
he und algebrais
he Vielfa
hheit überein,sodass die Matrix C diagonalisierbar ist. Mit der Matrix

B =




−1 −2 1

2 0 −1
0 1 1


 gilt B−1C B =




−2 0 0

0 −2 0

0 0 4


 .(d) Das 
harakteristis
he Polynom von D lautet:

χD = det(D − xE3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− x −3 3

3 −5− x 3

6 −6 4− x

∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · · = −(x+ 2)2(x− 4) .



164 39 Diagonalisierung � Eigenwerte und EigenvektorenDie Eigenwerte vonD lauten somit λ1 = −2 und λ2 = 4. Wir bestimmen die Eigenräumevon D: EigD(−2) = ker




3 −3 3

3 −3 3

6 −6 6


 = ker




1 −1 1

0 0 0

0 0 0


 = 〈




1

1

0


 ,




−1
0

1


〉 .EigD(4) = ker




−3 −3 3

3 −9 3

6 −6 0


 = ker




−1 −1 1

0 −2 1

0 0 0


 = 〈




1

1

2


〉 .Die Matrix D ist damit diagonalisierbar, mit

B =




1 −1 1

1 0 1

0 1 2


 gilt B−1DB =




−2 0 0

0 −2 0

0 0 4


 .(e) Das 
harakteristis
he Polynom von F lautet:

χF = det(F − xE3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

−3− x 1 −1
−7 5− x −1
−6 6 −2− x

∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · · = −(x+ 2)2(x− 4) .Die Eigenwerte von F sind also dieselben wie von D: λ1 = −2 und λ2 = 4. Wirbestimmen die Eigenräume von F :EigF (−2) = ker




−1 1 −1
−7 7 −1
−6 6 0


 = ker




−1 1 −1
0 0 1

0 0 0


 = 〈




1

1

0


〉 .EigF (4) = ker




−7 1 −1
−7 1 −1
−6 6 −6


 = ker




−1 1 −1
0 −1 1

0 0 0


 = 〈




0

1

1


〉 .Die Matrix D ist ni
ht diagonalisierbar, da geo(−2) = 1 6= 2 = alg(−2).(f) Wir starten mit dem 
harakteristis
hen Polynom und den Eigenwerten:

χG(λ) = det(G− xE3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− x −1 1

0 3− x 0

−1 0 3− x

∣∣∣∣∣∣∣∣

= (1− x)(3− x)2 + 0 + 0− [−(3− x) + 0 + 0]

= (3− x)(x2 − 4x+ 4) = (3− x)(x− 2)2 .



165Die Eigenwerte von G sind also λ1 = 3 (einfa
h) und λ2 = 2 (doppelt). Um zu wissen, ob
G diagonalisierbar ist, müssen wir also wieder wissen, wel
he geometris
he Vielfa
hheitder doppelte Eigenwert λ2 = 2 besitzt. Wir bere
hnen daher zunä
hst den Eigenraumzum Eigenwert λ2 = 2:EigG(2) = ker




−1 −1 1

0 1 0

−1 0 1


 = ker




−1 −1 1

0 1 0

0 0 0


 = 〈




1

0

1


〉 .Damit ist die geometris
he Vielfa
hheit des Eigenwerts 2 also 1, die algebrais
he ist 2.

G ist daher ni
ht diagonalisierbar.39.4 (a) Wir beginnen mit dem 
harakteristis
hen Polynom:
χA(λ) = det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 1 −1
0 1− λ 0

1 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣

= λ2(1− λ) + (1− λ) = (1− λ)(λ2 + 1) = (1− λ)(λ+ i)(λ− i) .Die Matrix A besitzt also die drei vers
hiedenen Eigenwerte λ1 = 1 und λ2,3 = ± i undist damit diagonalisierbar. Wir bere
hnen der Reihe na
h die Eigenvektoren zu λ1 = 1und λ2,3 = ± i:
A− λ1E =



−1 1 −1
0 0 0

1 0 −1



←−+

→



−1 1 −1
0 0 0

0 1 −2


 .Damit ist z. B. v1 = (1, 2, 1)⊤ Eigenvektor zum Eigenwert λ1 = 1.

A− λ2,3E =



∓ i 1 −1
0 1∓ i 0

1 0 ∓ i



←−

∓ i

+

→



∓ i 1 −1
0 1∓ i 0

0 ∓ i 0


 .Damit ist z. B. v2,3 = (± i, 0, 1)⊤ Eigenvektor zum Eigenwert λ2,3 = ± i.(b) Wir beginnen mit dem 
harakteristis
hen Polynom:

χB(λ) = det(B − λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ 2 0

0 1− λ 0

−1 2 −2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣

= (1− λ)2(−2− λ) = −(1− λ)2(2 + λ) .



166 39 Diagonalisierung � Eigenwerte und EigenvektorenDieMatrix B besitzt die zwei vers
hiedenen Eigenwerte λ1,2 = 1 (doppelt) und λ3 = −2.Wir bere
hnen der Reihe na
h Eigenvektoren zu λ1,2 = 1 und λ3 = −2:
B − λ1,2E =




0 2 0

0 0 0

−1 2 −3


 .Diese Matrix hat Rang 2, der Eigenraum ist eindimensional (und B ni
ht diagonalisier-bar). Es ist z. B. v1 = (−3, 0, 1)⊤ ein Eigenvektor zum Eigenwert λ1,2 = 1.

B − λ3E =




3 2 0

0 3 0

−1 2 0



←−

3

+

→




0 8 0

0 3 0

−1 2 0


 .Daraus erhalten wir z.B. den Eigenvektor v3 = (0, 0, 1)⊤ zum Eigenwert λ3 = −2.(
) Wir bestimmen zunä
hst das 
harakteristis
he Polynom in Abhängigkeit von α:

χC(λ) = det(C − λE3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ 0 0

0 cosα− λ − sinα

0 sinα cosα− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣

= (1− λ)(cos2 α− 2λ cosα+ λ2 + sin2 α) = (1− λ)(λ2 − 2λ cosα+ 1) .Ein Eigenvektor zum Eigenwert λ1 = 1 ist sofort zu sehen: v1 = (1, 0, 0)⊤.Um ein biss
hen S
hreibarbeit zu sparen, betra
hten wir im Folgenden nur Winkel
α ∈ [0, π], der Fall α ∈ [π, 2π] lässt si
h analog behandeln. Zunä
hst betra
hten wir denSonderfall α = 0, also cosα = 1. Dann ist

χC(λ) = (1− λ)(λ2 − 2λ+ 1) = (1− λ)3 ,also ist λ1,2,3 = 1 dreifa
her Eigenwert von C. Für die Eigenvektoren gilt
C(α = 0)− λ1,2,3E =




0 0 0

0 0 0

0 0 0


 ,also ist der Eigenraum zum Eigenwert λ1,2,3 = 1 der ganze R3 (es gibt drei linearunabhängige Eigenvektoren). Das ist au
h ni
ht weiter überras
hend, da C(α = 0) = E3,die Abbildung also einfa
h die Identität ist.Als zweiten Sonderfall betra
hten wir α = π

2 , also cosα = 0. Es ergibt si
h
χC(λ) = (1− λ)(λ2 + 1) = (1− λ)(λ+ i)(λ− i) .



167Wir haben in diesem Fall also drei Eigenwerte, nämli
h λ1 = 1 und λ2,3 = ± i. DieEigenvektoren bestimmen wir wie übli
h. Der zum Eigenwert λ1 = 1 ist ohnehin s
honbekannt, also betra
hten wir die Eigenwerte λ2,3 = ± i:
C(α = π

2 )− λ2,3E =



1∓ i 0 0

0 ∓ i −1
0 1 ∓ i



←−

∓ i

+

→



1∓ i 0 0

0 ∓ i −1
0 0 0


 .Damit ergeben si
h zu den Eigenwerten λ2,3 = ± i die Eigenvektoren v2,3 = (0,± i, 1)⊤.Der dritte Sonderfall ist α = π, damit ist cosα = −1 und

χC(λ) = (1− λ)(λ2 + 2λ+ 1) = (1− λ)(λ+ 1)2 .Wir haben also na
h wie vor den Eigenwert λ1 = 1, auÿerdem erhalten wir den dop-pelten Eigenwert λ2,3 = −1 (und damit einen reellen, geometris
h interpretierbarenEigenwert!). Wir bestimmen die Eigenvektoren zu den Eigenwerten λ2,3 = −1:
C(α = π)− λ2,3E =




2 0 0

0 0 0

0 0 0


 .Das ergibt als Eigenvektoren v2 = (0, 1, 0)⊤ und v3 = (0, 0, 1)⊤. Der R3 zerfällt alsoin den Eigenraum zum Eigenwert λ1 = 1 (die x1-A
hse) und den Eigenraum zu denEigenwerten λ2,3 = −1 (die x2-x3-Ebene).Ist α ∈ [0, π) \ {π2 , π}, so sind die Nullstellen von χC(λ) gegeben dur
h λ1 = 1 und

λ2,3 =
2 cosα±

√
4 cos2 α− 4

2
= cosα± i | sinα| = cosα± i sinα .Für die zugehörigen Eigenvektoren gilt dann

C − λ2,3E =



1− cosα∓ i sinα 0 0

0 ∓ i sinα − sinα

0 sinα ∓ i sinα



←−

∓ i

+

→



1− cosα∓ i sinα 0 0

0 ∓ i sinα − sinα

0 0 0


 ,als Eigenvektor ergibt si
h also v2,3 = (0,± i, 1). Dieser allgemeine Fall sieht damit(fast) genauso aus wie der Fall α = π

2 .



168 39 Diagonalisierung � Eigenwerte und EigenvektorenWir gehen no
h kurz auf die geometris
he Interpretation der Abbildung x 7→ Cx ein.Die re
hte, untere Teilmatrix von C haben wir bereits als Drehmatrix kennengelernt,dieser Teil würde (als 2 × 2-Matrix) eine Drehung um den Winkel α in der Ebenebes
hreiben. Im R3 kommt eine weitere Dimension hinzu. Wir stellen fest, dass die x1-A
hse für jeden Winkel α ein Eigenvektor der Abbildung zum Eigenwert 1 ist, jederPunkt auf dieser A
hse bleibt also unverändert. Bei einem Winkel von 0 gilt das au
hfür die Punkte auf der x2-x3-Ebene. Bei einem Winkel von π werden diese Punktean der x1-A
hse gespiegelt (Eigenraum zum Eigenwert −1!). Bei dazwis
hen liegendenWinkeln ergeben si
h komplexe Eigenwerte, die keine sinnvolle geometris
he Deutungim R3 mehr zulassen. Aus diesen Informationen lässt si
h bereits eine Deutung derAbbildung erahnen: Es handelt si
h um eine Drehung um den Winkel α um die x1-A
hse als Dreha
hse. Diese Behauptung ist dur
h die Eigenwerte und -vektoren alleinnatürli
h no
h ni
ht belegt, die führen uns ledigli
h auf die ri
htige Spur.(d) Wir beginnen mit dem 
harakteristis
hen Polynom:
χD(λ) = det(D − λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

2− λ −2 2

−2 2− λ −2
−2 2 −2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣

= (2− λ)2(−2− λ)− 8− 8− [−4(2− λ)− 4(2− λ) + 4(−2− λ)]
= (2− λ)[(2− λ)(−2− λ) + 8]− 16− 4(−2− λ)
= (2− λ)(λ2 + 4)− 8 + 4λ = λ2(2− λ) .Die Matrix besitzt also den doppelten Eigenwert λ1,2 = 0 und den (einfa
hen) Eigenwert

λ3 = 2. Wir bere
hnen der Reihe na
h die Eigenvektoren zu λ1,2 = 0 und λ3 = 2:
D − λ1,2E =




2 −2 2

−2 2 −2
−2 2 −2


 ←−+

←−−−−+

→




2 −2 2

0 0 0

0 0 0


Die Matrix besitzt also Rang 1, damit gibt es tatsä
hli
h zwei unabhängige Eigenvek-toren, z.B. v1 = (−1, 0, 1)⊤ und v2 = (1, 1, 0)⊤.

D − λ3E =




0 −2 2

−2 0 −2
−2 2 −4



←−

−1

+ ←−+

→




0 −2 2

−2 0 −2
0 0 0


Daraus folgt als Eigenvektor v3 = (−1, 1, 1)⊤. Damit ist die Matrix D übrigens diago-nalisierbar.39.5 Es gilt

(Ax,Ay) = (Ax)⊤Ay = x⊤A⊤A︸ ︷︷ ︸
=E

y = x⊤y = (x, y) ,



169wobei wir im dritten S
hritt die Orthogonalität von A ausgenutzt haben. Somit folgtnun
‖Ax‖ =

√
(Ax,Ax) =

√
(x, x) = ‖x‖ .Für einen Eigenvektor v zum Eigenwert λ gilt also

‖v‖ = ‖Av‖ = ‖λv‖ = |λ|‖v‖ .Da v 6= 0, ist ‖v‖ 6= 0, also muss |λ| = 1.Zusatz: Bestimmung von λ: Av = λv ⇒ v⊤Av = λv⊤v = λ‖v‖2 ⇒ λ = v⊤Av
‖v‖2 .39.6 (a) Laut Voraussetzung gilt Av1,2 = λ1,2v1,2. Somit gilt

λ1v
⊤
2 v1 = v⊤2 (Av1) = v⊤2 A

⊤v1 = (Av2)
⊤v1 = λ2v

⊤
2 v1 .Wir formen diese Glei
hheit um und folgern die Behauptung:

(λ1 − λ2)v⊤2 v1 = 0 ⇒ v⊤2 v1 = 0 .(b) Wir beginnen mit dem 
harakteristis
hen Polynom:
χA(λ) = det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ −1 −2
−1 −λ −2
−2 −2 −3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −(5 + λ)(1− λ)2 .Wir erhalten also den (einfa
hen) Eigenwert λ1 = −5 und den (doppelten) Eigenwert

λ2 = 1. Wir bere
hnen zuerst die Basis des Eigenraums zum Eigenwert λ1 = −5:EigA(−5) = ker




5 −1 −2
−1 5 −2
−2 −2 2


 = ker




0 0 0

0 2 −1
−1 −1 1


 = 〈




1

1

2


〉 .Damit ist {(1, 1, 2)⊤} eine Basis des Eigenraums zum Eigenwert λ1 = −5.EigA(−5) = ker




5 −1 −2
−1 5 −2
−2 −2 2


 = ker




0 0 0

0 2 −1
−1 −1 1


 = 〈




1

1

2


〉 .Damit ist {a1 = (1, 1, 2)⊤} eine Basis des Eigenraums zum Eigenwert λ1 = −5.Für den Eigenwert λ2 = 1 erhalten wirEigA(1) = ker




−1 −1 −2
−1 −1 −2
−2 −2 −4


 = ker




1 1 2

0 0 0

0 0 0


 = 〈




−1
1

0


 ,




−2
0

1


〉 .



170 39 Diagonalisierung � Eigenwerte und EigenvektorenDamit ist {a2 = (−1, 1, 0)⊤, a3 = (−2, 0, 1)⊤} eine Basis des Eigenraums zum Eigenwert
λ2 = 1.(
) Für das orthogonale Diagonalisieren benötigen wir eine ONB des R3 aus Eigenvek-toren von A. Da a1 ⊥ a2 und a1 ⊥ a3, müssen wir nur no
h a1 und a2 normieren undanstelle von a3 einen zu a2 orthogonalen Eigenvektor von A zum Eigenwert 1 bestimmen(und dann normieren).Wir wählen ã3 = (−1,−1, 1)⊤ und erhalten nun die ONB B = (b1, b2, b3) mit

b1 =
1√
6




1

1

2


 , b2 =

1√
2




−1
1

0


 , b3 =

1√
3




−1
−1
1


 .Damit erhalten wir mit der Transformationsmatrix

U =
1√
6




1 −
√
3 −

√
2

1
√
3 −

√
2

2 0
√
2


 die Diagonalmatrix U⊤AU = D =




−5 0 0

0 1 0

0 0 1


 .39.7 (a) Ja. Aus Av = λv folgt A2v = A(λv) = λ2v, so dass also v ein Eigenvektorzum Eigenwert λ2 von A2 ist.(b) Ja. Aus Av = λv folgt v = A−1(Av) = A−1(λv) = λ(A−1v), so dass also v einEigenvektor zum Eigenwert λ−1 von A−1 ist.39.8 (a) Es gilt χA = (λ − 3)(λ + 1). Man erhält für die Eigenräume EigA(3) =

〈(1, 1)⊤〉 und EigA(−1) = 〈(−1, 1)⊤〉. Damit bilden die Spalten von
B =

(
1 1
1 −1

)eine (Orthogonal-)basis des R2 aus Eigenvektoren von A.(b) Es gilt χA = (1 − λ)2(λ + 1)(λ + 2). Man erhält für die Eigenräume EigA(1) =

〈(1, 0, 1, 0)⊤, (1, 1, 1, 0)⊤〉, EigA(−1) = 〈(1, 3,−1, 1)⊤〉 und EigA(−2) = 〈(1, 1, 0, 1)⊤〉.Damit bilden die Spalten von
B =




1 1 1 1
3 0 1 1
−1 1 1 0
1 0 0 1


eine Basis des R4 aus Eigenvektoren von A.



171(
) Es gilt χA = (λ− (1+ i))(λ− (1− i)). Man erhält für die Eigenräume) EigA(1+ i) =

〈(1, 3 i)⊤〉 und EigA(1− i) = 〈(0, 1)⊤〉. Damit bilden die Spalten von
B =

(
1 0
3 i 1

)eine Basis des C2 aus Eigenvektoren von A.39.9 (a) Es gilt
Av1 = (5, 5, 0)⊤ = 5v1 , Av2 = (0, 0, 1)⊤ = 1v2 ,sodass λ1 = 5 und λ1 = 1 Eigenwerte von A sind.(b) Wir betra
hten das 
harakteristis
he Polynom:

χA(λ) = det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ 4 0

2 3− λ 0

0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1− λ)(λ− 5)(λ+ 1) .Es gibt also no
h einen dritten Eigenwert λ3 = −1. (Das hätten wir einfa
her habenkönnen: Na
hdem die Spur von A glei
h 5 ist, und 5 somit die Summe der Eigenwerteist, muss der dritte Eigenwert −1 sein, da λ1 + λ2 = 3 gilt.)Als Eigenvektor zum Eigenwert −1 erhalten wir wegen

A− λ3E =



2 4 0

2 4 0

0 0 2


 ←−

−1

+

| · 1
2

| · 12
→




1 2 0

0 0 0

0 0 1


z.B. v3 = (−2, 1, 0)⊤.(
) B = (v1, v2, v3) ist eine Basis von R3 wenn die Eigenwerte λ1, λ2 und λ3 paarweisevers
hieden sind. Da dies hier der Fall ist, sind die drei Eigenvektoren v1, v2 und v3linear unabhängig, und somit bildet B eine Basis des R3.Die Darstellungsmatrix Ã von f : x 7→ Ax bzgl. der Basis B lautet damit:

Ã =




5 0 0

0 1 0

0 0 −1


 = B−1AB .(d) Es gilt Ã = B−1AB, also au
h A = B ÃB−1. Somit folgt

A2 = (B ÃB−1)2 = B ÃB−1B︸ ︷︷ ︸
=E3

ÃB−1 = B Ã2B−1 ⇒ · · · ⇒ A5 = B Ã5B−1 .



172 39 Diagonalisierung � Eigenwerte und EigenvektorenDamit können wir nun einfa
h A5 bestimmen:
A5 =




1 0 −2
1 0 1

0 1 0







55 0 0

0 15 0

0 0 (−1)5




1

3




1 2 0

0 0 3

−1 1 0


 =




1041 2084 0

1042 2083 0

0 0 1


 .39.10 (a) Anhand der rekursiv de�nierten Vors
hrift erkennt man


 Fn

Fn−1


 = A


Fn−1

Fn−2


 =


1 1

1 0




Fn−1

Fn−2


 .(b) 

 Fn

Fn−1


 = Ak


F1

F0


 =⇒ k = n− 1 .(
) Wir betra
hten das 
harakteristis
he Polynom mit den Nullstellen λ1,2:

χA(λ) = det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 1

1 −λ

∣∣∣∣∣∣
= λ2 − λ− 1 ⇒ λ1,2 =

1

2

(
1±
√
5
)
.Als Eigenvektoren v1,2 wählen wir

A− λ1,2E =




1
2 ∓

√
5

2 1

1 −1
2
∓

√
5

2


 ⇒ v1,2 = (1±

√
5, 2)⊤ .(d)

D =
1

2


1 +

√
5 0

0 1−
√
5


 , T =


1 +

√
5 1−

√
5

2 2


 .(e) Wegen D = T−1AT gilt A = T DT−1, also gilt für k = n− 1:

Ak = An−1 = T Dn−1T−1 mit T−1 =
1

4
√
5


 2 −1 +

√
5

−2 1 +
√
5


 .(f) Mit (b) und (e) ergibt si
h


 Fn

Fn−1


 = An−1


F1

F0


 = An−1


1

0


 , also Fn = (An−1)11 = (TDn−1T−1)11 .



173Wir benötigen also den ersten Eintrag in der ersten Spalte von

1 +

√
5 1−

√
5

2 2


 1

2n−1


(1 +

√
5)n−1 0

0 (1−
√
5)n−1


 1

4
√
5


 2 −1 +

√
5

−2 1 +
√
5




=
1

2n
√
5


(1 +

√
5)n − (1−

√
5)n . . .

. . . . . .


 ⇒ Fn =

(1 +
√
5)n − (1−

√
5)n

2n
√
5

.39.11 Das 
harakteristis
he Polynom χA der Matrix A mit reellen Komponentenhat nur reelle Koe�zienten, d. h. χA ∈ R[X], und ist λ ∈ C eine Nullstelle von χA,d.h. χA(λ) = 0, also ein Eigenwert von A, so ist au
h das konjugiert Komplexe λ eineNullstelle von χA, also au
h ein Eigenwert von A, denn
0 = χA(λ) = χA(λ) .Für eine Matrix A = (aij) ∈ Cn×n bezei
hne A = (aij). Hat eine komplexe Matrix Anur reelle Komponenten und ist v ∈ Cn ein Eigenvektor zum Eigenwert λ ∈ C, so istwegen

Av = Av = Av = λ v = λvder komplexe Vektor v ein Eigenvektor zum Eigenwert λ.Die Eigenwerte der Matrix ( 0 1
−1 0

) sind die konjugiert komplexen Zahlen ± i, Eigenvek-toren sind z.B. die konjugiert komplexen Vektoren (1,± i)⊤.



40 Numeris
he Bere
hnung vonEigenwerten und Eigenvektoren40.1 Zu einem Eigenwert λ ∈ C von A = (aij) mit Eigenvektor v = (v1, . . . , vn)
⊤zum Eigenwert λ wählen wir ein r ∈ {1, . . . , n} mit |vr| ≥ |vi| für alle i ∈ {1, . . . , n}. Esgilt vr 6= 0, da v 6= 0 gilt. Dann ist v′ = |vr|−1v au
h ein Eigenvektor zum Eigenwert

λ, aber v′ hat die Eigens
haft, dass jede Komponente von v′ einen Betrag kleiner als 1hat. Daher können wir nun glei
h einen sol
hen Eigenvektor v = (v1, . . . , vn)
⊤ wählenmit der Eigens
haft max

i=1,...,n
{|vi|} = |vr| = 1 für ein r ∈ {1, . . . , n}.Weil v ein Eigenvektor zum Eigenwert λ ist, gilt (A− λEn) v = 0.Die r-te Zeile dieses Glei
hungssystems lautet:

(arr − λ) vr = −
n∑

i=1

i6=r

ari vi.Es folgt mit der Dreie
ksunglei
hung in C

|arr − λ | = |(arr − λ) vr| = |
n∑

i=1

i6=r

ari vi| ≤
n∑

i=1

i6=r

|ari||vi| ≤
n∑

i=1

i6=r

|ari|.Und damit gilt λ ∈ Kr = {z ∈ C | |z − arr| ≤
n∑

i=1

i6=r

|ari|}.Damit haben wir die Aussage bewiesen: Jeder Eigenwert der Matrix A liegt in derVereinigung der Kreiss
heiben K1, . . . , Kn.40.2 Die folgenden drei Abbildungen zeigen die gesu
hten Kreise:
2 3 4 5 6

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

Re

Im

1 2 3 4 5 6 7
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

Re

Im

3 4 5 6 7 8

−1

−0.5

0

0.5

1

Re

Im40.3 Der folgende Code taugt:fun
tion [ ew,ev ℄ = qrverfahren(A,iter)[~,n℄=size(A);P=eye(n);for k=1:iter[Q,R℄=qr(A);A=R*Q;



175P=P*Q;endew=diag(A);ev=P;40.4 Der folgende Code taugt:fun
tion [ lambda, v, iter ℄ = vektoriteration( A, tol, v0 )v0=v0/norm(v0);vor=A*v0;lambda=v0'*vor;v=vor/norm(vor);iter=0;err=inf;while err>tolvor=A*v;lambdavor=v'*vor;err=abs(lambdavor-lambda);lambda=lambdavor;v=vor/norm(vor);iter=iter+1;end



41 Quadriken41.1 (a) Wir bestimmen die Normalform der Quadrik Q, die gegeben ist dur
h
13x21 − 32x1x2 + 37x22 = 45 .In Matrizens
hreibweise lautet diese Glei
hung

x⊤Ax+ c = 0 mit A =


 13 −16
−16 37


 , c = −45 .(1) Haupta
hsentransformation:Wir bestimmen eine ONB des R2 aus Eigenvekto-ren von A:

χA = (13− x) (37− x)− (−16)2 = (x− 5) (x− 45) , sodass λ1 = 5 , λ2 = 45die Eigenwerte von A sind. WegenEigA(5) = ker(A− 5E2) = ker


 8 −16
−16 32


 = 〈


2

1


〉 undEigA(45) = ker(A− 45E2) = ker


−32 −16
−16 −8


 = 〈


−1

2


〉erhalten wir na
h Normieren der angegebenen Eigenvektoren die ONB bzw. orthogonaleMatrix

B =




2/
√

5 −1/
√

5

1/
√

5 2/
√

5


 .Wir erhalten mit y = B⊤x die Glei
hung

(∗) 5y21 + 45y22 = 45 .(2) Translation zur Elimination des linearen Anteils: Quadratis
he Ergänzungentfällt, wir setzen z1 = y1 und z2 = y2 und erhalten
(∗∗) 5z21 + 45z22 = 45 .(3) Translation zur Elimination des konstanten Anteils: Entfällt.(4) Normalform: Dur
h Rü
kbenennung xk = zk und Multiplikation der Glei
hungmit 1/45 erhalten wir die Normalform einer Ellipse mit den Halba
hsen 3 und 1:

(
x1

3

)2
+ x22 = 1 .



177(b) Wir bestimmen die Normalform der Quadrik Q, die gegeben ist dur
h
x21 − 4x1x2 + 4x22 − 6x1 + 12x2 + 8 = 0 .In Matrizens
hreibweise lautet diese Glei
hung

x⊤Ax+ b⊤x+ c = 0 mit A =


 1 −2
−2 4


 , b =


−6

12


 , c = 8 .(1) Haupta
hsentransformation:Wir bestimmen eine ONB des R2 aus Eigenvekto-ren von A:

χA = (1− x) (4− x)− 4 = x (x− 5) , sodass λ1 = 5 , λ2 = 0die Eigenwerte von A sind. WegenEigA(5) = ker(A− 5E2) = ker


−4 −2
−2 −1


 = 〈


 1

−2


〉 undEigA(0) = ker(A) = ker


 1 −2
−2 4


 = 〈


2

1


〉erhalten wir na
h Normieren der angegebenen Eigenvektoren die ONB bzw. orthogonaleMatrix

B =




1/
√

5 2/
√

5

−2/
√

5 1/
√

5


 .Wir erhalten mit y = B⊤x die Glei
hung

(∗) 5y21 − 30√
5
y1 + 8 = 0 .(2) Translation zur Elimination des linearen Anteils: Wir setzen z1 = y1 − 3/

√
5und z2 = y2 und erhalten dur
h diese quadratis
he Ergänzung

(∗∗) 5z21 = 1 .(3) Translation zur Elimination des konstanten Anteils: Entfällt.(4) Normalform: Dur
h Rü
kbenennung xk = zk erhalten wir die Glei
hung einesParallelenpaares:
(

x1
1/

√
5

)2
= 1 .(
) Wir bestimmen die Normalform der Quadrik Q, die gegeben ist dur
h

7x22 + 24x1x2 − 2x2 + 24 = 0 .



178 41 QuadrikenIn Matrizens
hreibweise lautet diese Glei
hung
x⊤Ax+ b⊤x+ c = 0 mit A =


 0 12

12 7


 , b =


 0

−2


 , c = 24 .(1) Haupta
hsentransformation:Wir bestimmen eine ONB des R2 aus Eigenvekto-ren von A:

χA = −x (7− x)− 122 = (x+ 9) (x− 16) , sodass λ1 = −9 , λ2 = 16die Eigenwerte von A sind. WegenEigA(−9) = ker(A+ 9E2) = ker


 9 12

12 16


 = 〈


−4

3


〉 undEigA(16) = ker(A− 16E2) = ker


−16 12

12 −9


 = 〈


3

4


〉erhalten wir na
h Normieren der angegebenen Eigenvektoren die ONB bzw. orthogonaleMatrix

B =


−4/5 3/5

3/5 4/5


 .Wir erhalten mit y = B⊤x die Glei
hung

(∗) − 9y21 + 16y22 − 6
5y1 − 8

5y2 + 24 = 0 .(2) Translation zur Elimination des linearen Anteils: Wir setzen z1 = y1 + 1/15und z2 = y2 − 1/20 und erhalten dur
h diese quadratis
he Ergänzung
(∗∗) − 9z21 + 16z22 + 24 = 0 .(3) Translation zur Elimination des konstanten Anteils: Entfällt.(4) Normalform: Dur
h Rü
kbenennung xk = zk und Multiplikation der Glei
hungmit −1/24 erhalten wir die Glei
hung einer Hyperbel:
(

x1

2/3
√

6

)2
+
(

x2

1/2
√

6

)2
= 1 .(d) Wir bestimmen die Normalform der Quadrik Q, die gegeben ist dur
h

−2(x21 + x22 + x23) + 2(x1x2 + x1x3 + x2x3) = 0 .



179In Matrizens
hreibweise lautet diese Glei
hung
x⊤Ax = 0 mit A =




−2 1 1

1 −2 1

1 1 −2


 .(1) Haupta
hsentransformation:Wir bestimmen eine ONB des R3 aus Eigenvekto-ren von A:

χA = x (x+ 3)2 , sodass λ1 = 0 , λ2 = −3die Eigenwerte von A sind. WegenEigA(0) = ker(A) = ker




−2 1 1

1 −2 1

1 1 −2


 = 〈




1

1

1


〉 undEigA(−3) = ker(A+ 3E3) = ker




1 1 1

1 1 1

1 1 1


 = 〈




−1
1

0


 ,




−1
−1
2


〉erhalten wir na
h Normieren der angegebenen Eigenvektoren die ONB bzw. orthogonaleMatrix

B = 1√
6




√
2 −

√
3 −1

√
2
√
3 −1

√
2 0 2


 .Wir erhalten mit y = B⊤x die Glei
hung

(∗) − 3y22 − 3y23 = 0 .(2) Translation zur Elimination des linearen Anteils: Entfällt.(3) Translation zur Elimination des konstanten Anteils: Entfällt(4) Normalform: Dur
h Rü
kbenennung xk = yk und Multiplikation der Glei
hungmit −1/3 erhalten wir die Glei
hung:
x22 + x23 = 0 .Dies ist äquivalent zu
x2 = x3 = 0 .Bei dieser Quadrik handelt es si
h also um die x1-A
hse.(e) Wir bestimmen die Normalform der Quadrik Q, die gegeben ist dur
h

x21 + x22 + x23 − 2(x1x2 + x1x3 + x2x3) +
√
2x2 = 1 .



180 41 QuadrikenIn Matrizens
hreibweise lautet diese Glei
hung
x⊤Ax+ b⊤x+ c = 0 mit A =




1 −1 −1
−1 1 −1
−1 −1 1


 , b =




0
√
2

0


 , c = −1 .(1) Haupta
hsentransformation:Wir bestimmen eine ONB des R3 aus Eigenvekto-ren von A:

χA = −x3 + 3x2 − 4 = (x+ 1)(−x2 + 4x− 4) = −(x+ 1)(x− 2)2 ,sodass λ1 = −1 , λ2/3 = 1 die Eigenwerte von A sind. WegenEigA(−1) = ker(A+ E3) = ker




2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2


 = 〈




1

1

1


〉 undEigA(2) = ker(A− 2E3) = ker




−1 −1 −1
−1 −1 −1
−1 −1 −1


 = 〈




−1
0

1


 ,




−1
2

−1


〉erhalten wir na
h Normieren der angegebenen Eigenvektoren die ONB bzw. orthogonaleMatrix

B =




1/
√

3 −1/
√

2 −1/
√

6

1/
√

3 0 2/
√

6

1/
√

3 1/
√

2 −1/
√

6


 .Wir erhalten mit y = B⊤x die Glei
hung

(∗) − y21 + 2y22 + 2y23 +
√

2
3y1 + 2√

3
y3 = 1 .(2) Translation zur Elimination des linearen Anteils: Wir setzen z1 = y1 − 1/

√
6,

z2 = y2 und z3 = y3 + 1/2
√

3 und erhalten dur
h diese quadratis
he Ergänzung
(∗∗) − z21 + 2z22 + 2z23 = 1 .(3) Translation zur Elimination des konstanten Anteils: Entfällt.(4) Normalform: Dur
h Rü
kbenennung xk = zk und Umindizierung und Ums
hrei-ben erhalten wir die Glei
hung eines eins
haligen Hyperboloids:
(

x1√
1/2

)2

+

(
x2√
1/2

)2

− x23 = 1 .



181(f) Wir bestimmen die Normalform der Quadrik Q, die gegeben ist dur
h
x21 + 2x22 + 2x1 + 8x2 + x3 + 3 = 0 .In Matrizens
hreibweise lautet diese Glei
hung

x⊤Ax+ b⊤x+ c = 0 mit A =




1 0 0

0 2 0

0 0 0


 , b =




2

8

1


 , c = 3 .(1) Haupta
hsentransformation: Da die Matrix A bereits eine Diagonalmatrix ist,entfällt dieser S
hritt.(2) Translation zur Elimination des linearen Anteils: Wir setzen z1 = x1 + 1,

z2 = x2 + 2 und z3 = x3 und erhalten dur
h diese Quadratis
he Ergänzung
(∗∗) z21 + 2z22 + z3 − 6 = 0 .(3) Translation zur Elimination des konstanten Anteils: Wegen d3 = 1 6= 0setzen wir z̃3 = z3 − 6 und z̃1 = z1 sowie z̃2 = z2 und erhalten
(∗ ∗ ∗) z̃21 + 2z̃22 + z̃3 = 0 .(4) Normalform: Dur
h Rü
kbenennung xk = zk, Vorzei
henänderung und Multipli-kation mit 2 erhalten wir die Glei
hung in Normalform:
(

x1√
1/2

)2

+
(

x2
1/2

)2
− 2x3 = 0 .41.2 (a) Mit

A =




c 3 0

3 c −4
0 −4 c


 , a =




8

0

6


 und α = 0wird Q dur
h x⊤Ax+ a⊤x+ α = 0 bes
hrieben. Die Ebene E hat den Normalenvektor

n = (4, 0, 3)⊤, und es gilt
An =




c 3 0

3 c −4
0 −4 c







4

0

3


 =




4c

0

3c


 = cn.

n ist also Eigenvektor von A zum Eigenwert c und somit Haupta
hsenri
htung von Q.



182 41 Quadriken(b) Das 
harakteristis
he Polynom lautet
χA(x) = det(A− xE) = det




c− x 3 0

3 c− x −4
0 −4 c− x




= (c− x)3 − 25(c− x) = (c− x)[(c− x)2 − 25]

= (c− x)(c+ 5− x)(c− 5− x) .Die Eigenwerte sind also c, c− 5 und c+ 5.
• Der normierte Eigenvektor zum Eigenwert λ1 = c ist na
h (a) n1 = 1

5n.
• Eigenwert λ2 = c− 5:

A− (c− 5)E =




5 3 0

3 5 −4
0 −4 5


 ∼




5 3 0

0 16 −20
0 −4 5


 ∼




5 3 0

0 4 −5
0 0 0


Ein Eigenvektor ist also (−3, 5, 4)⊤, normiert n2 = 1

5
√

2
(−3, 5, 4)⊤.

• Eigenwert λ2 = c+ 5:
n3 = n1 × n2 = 1

25
√

2




4

0

3


×




−3
5

4


 = 1

25
√

2




−15
−25
20


 = 1

5
√

2




−3
−5
4


 .Die orthogonale Transformationsmatrix für die Haupta
hsentransformation x = Tylautet nun

T = 1

5
√

2




4
√
2 −3 −3

0 5 −5
3
√
2 4 4


 .Für die Glei
hung von Q im Haupta
hsensystem erhält man

0 = (Ty)⊤A(Ty) + a⊤(Ty) = cy21 + (c− 5)y22 + (c+ 5)y23 + 10y1,da
a⊤T = (T⊤a)⊤ =




1
5
√

2




4
√
2 0 3

√
2

−3 5 4

−3 −5 4







8

0

6







⊤

= (10, 0, 0) .
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• 1. Fall (c = 0): 5y22 − 5y23 − 10y1 = 0 bzw. y1 = 1

2y
2
2 − 1

2y
2
3Hyperbolis
hes Paraboloid

• 2. Fall (0 < c < 5): c(y1 + 5
c
)2 +

<0︷ ︸︸ ︷
(c− 5) y22 +(c+5)y23 − 25

c
= 0.Die Transformation

z1 =
(
y1 + 5

c

)
, z2 = y2 und z3 = y3bringt Q auf die Normalform eines eins
haligen Hyperboloiden

c z21 + (c+ 5) z23 = (5− c) z22 + 25
c .

• 3. Fall (c = 5): 5(y1 + 1)2 + 10y23 − 5 = 0.Elliptis
her Zylinder dessen A
hse parallel zur y2-A
hse liegt.
• 4. Fall (c > 5): c(y1 + 5

c )
2 + (c− 5)y22 + (c+ 5)y23 − 25

c = 0.Ellipsoid mit Mittelpunkt (−5
c , 0, 0).41.3 (a) Der Trägheitstensor lautet J =




18 −1 −1
−1 18 −1
−1 −1 18


.(b) Es hat J die Eigenwerte 19 und 16 (wie man etwa dur
h Bere
hnen des 
harakte-ristis
hen Polynoms �ndet). Das sind die Hauptträgheitsmomente. Die Hauptträgheits-a
hsen �nden wir dur
h Bestimmen der Eigenräume:

EigJ (16) = 〈 1√
3




1

1

1


〉 und EigJ(19) = 〈 1√

2




1

−1
0


 , 1√

6




1

1

−2


〉 ,wobei wir glei
h orthonormale Vektoren gewählt haben.Die drei angegeben Vektoren, wir bezei
hnen sie der Reihe na
h mit b1, b2, b3, bilden dieHauptträgheitsa
hsen. Setze B = (b1, b2, b3), dies ist eine orthogonale Matrix B⊤B =

E3, und es gilt D = diag(16, 19, 19) = B⊤JB, d.h. BDB⊤ = J .(
) Wir setzen nun ω′ = B⊤ω. Die Menge aller ω ∈ R3 mit T0 = 1.5 kg m2s2 ist gegebendur
h:
ω⊤Jω = 3 ⇔ ω⊤BDB⊤ω = 3 ⇔ ω′⊤Dω′ = 3

⇔ 16ω′2
1 + 19ω′2

2 + 19ω′2
3 = 3 ⇔ ω′2

1

a2 +
ω′2

2

b2 +
ω′2

3

c2 = 1mit a =
√

3/4, b =√3/19 = c, dabei bilden die ω′ = (ω′
1, ω

′
2, ω

′
3) ein Ellipsoid.



42 S
hurzerlegung undSingulärwertzerlegung42.1 Man bea
hte unser Rezept:(a) Es gilt
Av = (3, 0, 0)⊤ = 3 v ,also ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ = 3.(b) Der Vektor v ist bereits normiert. Ergänze nun v zu einer ONB des R3 z.B. mit

v2 = (0, 1, 0)⊤ und v3 = (0, 0, 1)⊤. Damit folgt B1 = E3, und es gilt B⊤
1 AB1 = A. Wirsetzen somit

A2 =


2 −1
1 4


 .Setze nun Q1 = B1.Aus dem 
harakteristis
hen Polynom

χA2
(λ) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ −1
1 4− λ

∣∣∣∣∣∣
= (λ− 3)2ergibt si
h der doppelte Eigenwert λ = 3. Weiterhin gilt

A2 − 3E =


−1 −1

1 1


 ,woraus si
h als normierter Eigenvektor z.B. v = 1√
2
(1,−1)⊤ ablesen lässt. Ergänzediesen zu einer ONB des R2 z.B. mit v2 = 1√

2
(1, 1)⊤. Damit folgt

B2 = 1√
2


 1 1

−1 1


 .Damit erhalten wir die S
hurzerlegung

R = Q⊤AQ = 1
2




6 −
√
2 3

√
2

0 6 −4
0 0 6


 , wobei Q = Q2 = 1

2




2 0 0

0
√
2
√
2

0 −
√
2
√
2


 .42.2 (a) (1) Die erste Spalte s = (1, 0,−1)⊤ von A1 = A ist kein Vielfa
hes von e1.
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• Wir bere
hnen zunä
hst die Eigenwerte von A1 = A:

χA1
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− x −1 1

0 3− x 0

−1 0 3− x

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1− x)(3− x)2 + (3− x) .Für den ersten S
hritt genügt es, einen Eigenwert zu kennen, hier ist das λ1 = 3.Wir bere
hnen dazu einen Eigenvektor:

A1 − 3E =



−2 −1 1

0 0 0

−1 0 0



| · (−1) ←−

2

+

→




0 1 −1
0 0 0

1 0 0


 .Ein Eigenvektor ist etwa v1 = (0, 1, 1)⊤.Ergänzung zu einer ONB: Wir ergänzen den Vektor v1 zu einer Orthonormalbasisdes R3 (dur
h intelligentes Raten, man könnte hier au
h Gram-S
hmidt benutzen)und s
hreiben diese ONB in die Spalten einer orthogonalen Matrix B1:

B1 = 1√
2




0 0
√
2

1 1 0

1 −1 0


 .

• Bere
hnung von A2: Die neue Matrix A2 ergibt si
h als Teilmatrix von
B⊤

1 AB1 = 1
2




0 1 1

0 1 −1√
2 0 0






1 −1 1

0 3 0

−1 0 3





0 0

√
2

1 1 0

1 −1 0


 =



3 0 −1

2

√
2

0 3 1
2

√
2

0 −
√
2 1


 .Dur
h Strei
hen der ersten Spalte und der ersten Zeile (die zum Eigenwert v1korrespondiert) erhalten wir die Matrix

A2 =


 3 1

2

√
2

−
√
2 1


 .(2) Die erste Spalte s = (3,−

√
2)⊤ ist kein Vielfa
hes von e1

• Nun beginnen wir mit der neuen Matrix A2 wieder von vorne und bestimmen dieEigenwerte von A2 (das müssten wir ni
ht mehr ma
hen, wenn wir oben glei
h alleEigenwerte bestimmt hätten):
χA2

(x) =

∣∣∣∣∣∣
3− x 1

2

√
2

−
√
2 1− x

∣∣∣∣∣∣
= (x− 2)2 .



186 42 S
hurzerlegung und SingulärwertzerlegungAlso ist λ = 2 doppelter Eigenwert von A2. Für die Eigenvektoren von A2 zumEigenwert 2 erhält man
A2 − 2E =

(
1 1

2

√
2

−
√
2 −1

)

←−

√
2

+

→


1 1

2

√
2

0 0


 .Daraus ergibt si
h der Eigenvektor v = (−1,

√
2)⊤.Ergänzung zu einer ONB des R2: Wir normieren v und ergänzen ihn zu einer ONBdes R2, die wir in die Spalten einer Matrix B′

2 s
hreiben:
B′

2 = 1√
3

(
−1
√
2√

2 1

)
.Daraus erhalten wir die Matrix B2, indem wir eine Einheitsspalte in der erstenSpalte und Nullen im Rest der ersten Zeile ergänzen:

B2 = 1√
3




√
3 0 0

0 −1
√
2

0
√
2 1


 .

• Da wir mit einer 3× 3-Matrix begonnen hatten, endet das Verfahren hier (für einegröÿere Matrix hätten wir die S
hritte entspre
hend öfter wiederholen müssen).Wir setzen die erhaltenen Teilergebnisse zusammen. Es gilt
R = B⊤

2 B
⊤
1 AB1B2 = (B1B2)

⊤A(B1B2) = B⊤ABmit
B = B1B2 = 1√

6




0 2
√
2√

3 −1
√
2√

3 1 −
√
2


 , R =



3 −1

3

√
3 −1

6

√
6

0 2 −3
2

√
2

0 0 2


 .(b) Wegen χA = (2 − x)4 � man bea
hte die Blo
kdreie
ksgestalt der Matrix � hat Aden vierfa
hen Eigenwert 2.(1) Die erste Spalte von A ist kein Vielfa
hes von e1:

• Als Eigenraum erhalten wirEigA(2) = ker




0 0 0 0

2 0 0 0

1 −1 0 −1
0 1 0 0


 = 〈




0

0

1

0


〉 .Wir wählen v = (0, 0, 1, 0)⊤ und ergänzen v zu einer ONB B1 =




0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

0 0 0 1


.
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• Es gilt

B⊤
1 AB1 =




2 1 −1 −1
0 2 0 0

0 2 2 0

0 0 1 2


 mit A2 =



2 0 0

2 2 0

0 1 2


 .

• Wir setzen Q1 = B1.(2) Die erste Spalte von A2 ist kein Vielfa
hes von e1:
• Als Eigenraum erhalten wirEigA2

(2) = ker




0 0 0

2 0 0

0 1 0


 = 〈




0

0

1


〉 .Wir wählen v = (0, 0, 1)⊤ und ergänzen v zu einer ONB B2 =



0 1 0

0 0 1

1 0 0


.

• Es gilt
B⊤

2 A2B2 =



2 0 1

0 2 0

0 2 2


 mit A3 =

(
2 0

2 2

)
.

• Wir setzen Q2 =




0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

0 0 0 1







1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0


 =




0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0


.(3) Die erste Spalte von A3 ist kein Vielfa
hes von e1:

• Als Eigenraum erhalten wirEigA3
(2) = ker


0 0

2 0


 = 〈


0

1


〉 .Wir wählen v = (0, 1)⊤ und ergänzen v zu einer ONB B3 =

(
0 1

1 0

).
• Es gilt

B⊤
3 A3B3 =


2 2

0 2


 .

• Wir setzen Q3 =




0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0







1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0


 =




0 0 0 1

0 0 1 0

1 0 0 0

0 1 0 0


.
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hurzerlegung und SingulärwertzerlegungFür Q = Q3 gilt Q−1 = Q⊤. Wir erhalten die S
hur-Zerlegung:
Q⊤AQ =




2 −1 −1 1

0 2 1 0

0 0 2 2

0 0 0 2


 .

42.3 (a) Wir bestimmen die Eigenwerte und Eigenvektoren vonA⊤A =




2 2 0

2 2 0

0 0 18


.Aus dem 
harakteristis
hen Polynom

χA⊤A(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

2− λ 2 0

2 2− λ 0

0 0 18− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (18− λ)(λ− 4)λerhält man die Eigenwerte λ1 = 18, λ2 = 4 und λ3 = 0. Für die normierten Eigenvek-toren erhält man v1 = (0, 0, 1)⊤ und v2,3 = 1√

2
(1,±1, 0)⊤. Die Singulärwerte lauten

σ1 = 3
√
2 und σ2 = 2:

Σ =


3
√
2 0 0

0 2 0


 .Die Matrix V ist gegeben dur
h

V = (v1, v2, v3) =
1√
2




0 1 1

0 1 −1
√
2 0 0


 .Nun bestimmen wir no
h U : Die Spalten von u bzw. U sind

u1 = 1
σ1
Av1 = 1√

2


 1

−1


 , u2 = 1

σ2
Av2 = 1√

2


1

1


 ⇒ U = 1√

2


 1 1

−1 1


 .Die Singulärwertzerlegung von A ist nun gegeben dur
h A = U Σ V ⊤.(b) (1) Es gilt B⊤B = (9) also ist λ1 = 9 und der dazugehörige normierte Eigenvektorlautet v1 = (1). Die Matrix V ist gegeben dur
h V = (v1) = (1).(2) Der Singulärwert ist σ1 = 3:

Σ =




3

0

0


 .



189(3) Nun bestimmen wir no
h U = (u1, u2, u3), wobei u1 = 1
σ1
Bv1 = 1

3




2

2

1


.Ergänze diesen Vektor u1 zu einer ONB des R3 dur
h z.B. u2 = 1√

5
(0, 1,−2)⊤ und

u3 = u1 × u2 = 1

3
√

5
(−5, 4, 2)⊤ und erhalte:

U = 1
3
√

5




2
√
5 0 −5

2
√
5 3 4

√
5 −6 2


 .(
) Für die Matrix AA⊤ =


11 −7
−7 11


 erhält man aus dem 
harakteristis
hen Polynom

χ =

∣∣∣∣∣∣
11− λ −7
−7 11− λ

∣∣∣∣∣∣
= (λ− 18)(λ− 4)die Eigenwerte λ1 = 18 und λ2 = 4. Für die normierten Eigenvektoren ergibt si
h

v1,2 = 1√
2
(1,∓1)⊤. Die Singulärwerte lauten nun σ1 = 3

√
2 und σ2 = 2:

Σ =




3
√
2 0

0 2

0 0


 .Die Matrix V ist gegeben dur
h

V = (v1, v2) =
1√
2


 1 1

−1 1


 .Nun bestimmen wir no
h U :

u1 = 1
σ1
Cv1 =




0

0

1


 , u2 = 1

σ2
Cv2 = 1√

2




1

1

0


 , ergänze u3 = u1 × u2 = 1√

2




−1
1

0


und erhalte

U = 1√
2




0 1 −1
0 1 1
√
2 0 0


 .Die Singulärwertzerlegung von A⊤ ist nun gegeben dur
h A⊤ = U Σ V ⊤, wobei gilt:

Σ⊤
A = ΣA⊤ , UA = VA⊤ und VA = UA⊤ .
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hurzerlegung und Singulärwertzerlegung(d) Für die Matrix
BB⊤ =




4 4 2

4 4 2

2 2 1


erhält man aus dem 
harakteristis
hen Polynom

χ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

4− λ 4 2

4 4− λ 2

2 2 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (9− λ)λ2die Eigenwerte λ1 = 9 und λ2,3 = 0. Die zugehörigen normierten Eigenvektoren sinddann gegeben dur
h v1 = 1

3 (2, 2, 1)
⊤, v2 = 1√

5
(0, 1,−2)⊤ und 1

3
√

5
(−5, 4, 2)⊤. DerSingulärwert lautet σ1 = 3:

Σ =
(
3 0 0

)
.Die Matrix V ist gegeben dur
h

V = (v1, v2, v3) =
1

3
√

5




2
√
5 0 −5

2
√
5 3 4

√
5 −6 2


 .Nun bestimmen wir no
h U :

u1 = 1
σ1
Dv1 = (1) ⇒ U = (1) .Somit lautet die Singulärwertzerlegung D = U Σ V ⊤.Wie vorher au
h gilt hier Σ⊤

B = ΣB⊤ , UB = VB⊤ und VB = UB⊤ .(e) Wir beginnen mit der Bere
hnung der Eigenwerte und der normierten Eigenvektorender Matrix C⊤C:
C⊤C =




65 −25 0 0

−25 65 0 0

0 0 1 −1
0 0 −1 1



.Aus dem 
harakteristis
hen Polynom

χC⊤C(λ) = det(C⊤C − λE) =

∣∣∣∣∣∣
65− λ −25
−25 65− λ

∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣
1− λ −1
−1 1− λ

∣∣∣∣∣∣

=
[
(65− λ)2 − 252

] [
(1− λ2)− 12

]
= (λ− 90)(λ− 40)(λ− 2)λ



191ergeben si
h die Eigenwerte λ1 = 90, λ2 = 40, λ3 = 2 und λ4 = 0. Für die Eigenvekto-ren erhält man v1,2 = 1√
2
(1,∓1, 0, 0)⊤ und v3,4 = 1√

2
(0, 0, 1,∓1)⊤.Die Anzahl der Singulärwerte ergibt si
h aus min(m,n). Für die Matrix C erhält manalso die drei Singulärwerte σ1 =

√
λ1 =

√
90, σ2 =

√
λ2 =

√
40 und σ3 =

√
λ3 =

√
2und es gilt

Σ =




√
90 0 0 0

0
√
40 0 0

0 0
√
2 0


 ∈ Rm×n .Die Matrix V ist gegeben dur
h

V = (v1, v2, v3, v4) =
1√
2




1 1 0 0

−1 1 0 0

0 0 1 1

0 0 −1 1



∈ Rn×n .Nun bestimmen wir die Matrix U :

u1 = 1
σ1
Cv1 = 1√

5




2

1

0


 , u2 = 1

σ2
Cv2 = 1√

5




1

−2
0


 , u3 = 1

σ3
Cv3 =




0

0

1


 .Damit erhalten wir:

U = (u1, u2, u3) =
1√
5




2 1 0

1 −2 0

0 0
√
5


 ∈ Rm×m .Die Matrix C ist nun gegeben dur
h C = U Σ V ⊤.(f) (1) Für die Singulärwerte der Matrix D bere
hnen wir die Eigenwerte von D⊤D mit

D⊤D =




5 0 5

0 5 0

5 0 5


 ,ziehen daraus die Wurzeln und ordnen die Ergebnisse in absteigender Reihenfolge. Fürdas 
harakteristis
he Polynom ergibt si
h

χD⊤D(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

5− x 0 5

0 5− x 0

5 0 5− x

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (5− x)(−x)(10− x) .



192 42 S
hurzerlegung und SingulärwertzerlegungDie Eigenwerte sind (geordnet) 10, 5 und 0, also hat D die Singulärwerte σ1 =
√
10 und

σ2 =
√
5 (da D zwei Zeilen und 3 Spalten hat, gibt es min { 2, 3 } = 2 Singulärwerte(der Eigenwert 0 muss damit no
h einmal (3− 2 = 1) auftreten und sorgt später dafür,dass wir genügend Eigenvektoren für die Matrix V erhalten). Somit kennen wir bereitsdie Matrix (2)

Σ =



√
10 0 0

0
√
5 0


 .In der Matrix V stehen die Eigenvektoren der Matrix D⊤D (diese ist orthogonal dia-gonalisierbar, weil sie symmetris
h ist, es gibt also eine Basis des R3 aus Eigenvektorenvon D⊤D). Die normierten Eigenvektoren lauten v1 = 1√

2
(1, 0, 1)⊤, v2 = (0, 1, 0)⊤ und

v3 = 1√
2
(1, 0,−1)⊤.Zu bea
hten ist, dass die Eigenvektoren eine Orthonormalbasis des R3 ergeben müssen.Es ist also jeweils ein normierter Eigenvektor zu wählen, ggf. (bei mehrdimensionalenEigenräumen)muss man au
h darauf a
hten, dass die Eigenvektoren zu einem Eigenwertpaarweise orthogonal sind (falls man das ni
ht direkt hinbekommt, wird eben ein Gram-S
hmidt-Verfahren dur
hgeführt).Damit erhalten wir Matrix V , in deren Spalten die Eigenvektoren stehen:

V = 1√
2




1 0 1

0
√
2 0

1 0 −1


 .(3) Wir bestimmen s
hlieÿli
h die Matrix U :

u1 = 1
σ1
Dv1 = 1√

5


2

1


 , u2 = 1

σ2
Dv2 = 1√

5


 1

−2


 .Damit erhalten wir

U = 1√
5


2 1

1 −2


 .Als Singulärwertzerlegung ergibt si
h s
hlieÿli
h

D = U Σ V ⊤ = 1√
5


2 1

1 −2





√
10 0 0

0
√
5 0


 1√

2




1 0 1

0
√
2 0

1 0 −1


 .



19342.4 Da die Matrix A bereits symmetris
h ist, können wir die Singulärwertzerlegungs
hneller über die Haupta
hsentrafro erhalten: Zunä
hst ist 0 ein EW von A, da A ni
htvollen Rang hat, und wir erhaltenEigA(0) = kerA = 〈




1

0

−1


〉.Dur
h Raten (oder Bere
hnung von χA) und Bea
hten von SpurA = 1 �ndet manweiter EW 2 und −1 mitEigA(2) = 〈 1

2

1


〉 und EigA(−1) = 〈 1

−1
1


〉.Da diese Eigenräume automatis
h paarweise orthogonal sind, erhalten wir dur
h Nor-mieren der aufspannenden Vektoren die orthogonale Matrix

S =




1/
√
6 1/

√
3 1/

√
2

2/
√
6 −1/

√
3 0

1/
√
6 1/

√
3 −1/

√
2


mit S⊤AS = diag(2,−1, 0) oder

A = S diag(2,−1, 0)S⊤ = S diag(2, 1, 0) (diag(0,−1, 0)S⊤) .Da die Matrix diag(0,−1, 0)S⊤ ebenfalls orthogonal ist, haben wir so die Singulär-wertzerlegung von A erhalten. Wir ma
hen nun den kleinsten Singulärwert zu 0, underhalten als komprimiertes Bild dann
S diag(2, 0, 0) (diag(0,−1, 0)S⊤) = S diag(2, 0, 0)S⊤) =




1/
√
6 1/

√
3 1/

√
2

2/
√
6 −1/

√
3 0

1/
√
6 1/

√
3 −1/

√
2







2/
√
6 4/

√
6 2/

√
6

0 0 0

0 0 0


 = 4

3




0.25 0.5 0.25

0.5 1 0.5

0.25 0.5 0.25


 .Das Kreuz wird also etwas vers
hmiert.



43 Die Jordan-Normalform I43.1 Wir setzen N = A− λEn. Ist nun v ∈ kerN i, so gilt N iv = 0. Multiplikationdieser Glei
hung mit N liefert N i+1v = N N iv = N 0 = 0. Das besagt, v ∈ kerN i+1.Wir erhalten hieraus die Behauptung.43.2 Da J die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung f : R3 → R3 mit f(v) =
Av ist, gilt

Ab1 = λ b1 , A b2 = λ b2 , A b3 = 1 b2 + λ b3 .Sortieren wir die Basiselemente also um wie es in der Aufgabenstellung gegeben ist,erhalten wir die Darstellungsmatrix J̃ bzgl. dieser neuen Basis B̃.



44 Die Jordan-Normalform II44.1 Na
h Voraussetzung gilt N i+1b = 0, folgli
h gilt au
h N iN b = 0, sodass
N b ∈ kerN i. Wäre nun sogar N b ∈ kerN i−1, so gälte N i−1N b = 0, also N i b = 0.Das wäre aber ein Widerspru
h, b 6∈ kerN i.44.2 (a) Wir stellen die Jordannormalform der Matrix A =

(
7 −1
4 3

) auf.(1) Eigenwerte: Wir bestimmen zunä
hst die Eigenwerte der Matrix A sowie derenalgebrais
he Vielfa
hheiten. Das 
harakteristis
he Polynom lautet
χA = (7− x)(3− x) + 4 = (x− 5)2 ,d. h. die Matrix A besitzt den Eigenwerte λ = 5 mit algebrais
her Vielfa
hheit alg(5) =

2.(2) Verallgemeinerte Eigenräume: Wir bestimmen die Kette
{0} ( ker(N) ( ker(N2) ,wobei N = A− λEn =


2 −1
4 −2


 und N2 =


0 0

0 0


 .Es gilt:

ker(N) = ker


2 −1
4 −2


 = 〈


1

2


〉 und ker(N2) = ker


0 0

0 0


 = 〈


1

2


 ,


1

1


〉 .Die gesu
hte Kette ergibt si
h zu:

{0} ( 〈


1

2


〉 ( 〈


1

2


 ,


1

1


〉 .(3) Jordanbasis und Jordannormalform: Da die geometris
he Vielfa
hheit des ein-zigen Eigenwerts λ = 5 eins ist, enthält die Jordannormalform nur ein Jordankäst
henzu diesem Eigenwert, also

J =


5 1

0 5


 .Die Spaltenvektoren b1, b2 der Matrix B erhalten wir folgendermaÿen: Wir wählen

b2 =


1

1


 ∈ ker(N2) \ ker(N) und setzen b1 = Nb2 =


1

2


 ∈ ker(N) .



196 44 Die Jordan-Normalform IIDamit ist B =

(
1 1

2 1

) eine Jordanbasis, es gilt J = B−1AB.(b) Wir stellen die Jordannormalform der Matrix A =



−1 0 0

5 −1 3

2 0 −1


 auf.(1) Eigenwerte: Wir bestimmen zunä
hst die Eigenwerte der Matrix A sowie derenalgebrais
he Vielfa
hheiten. Das 
harakteristis
he Polynom lautet

χA = (−1− x)3 ,d. h., die Matrix A hat den Eigenwert λ = −1 mit algebrais
her Vielfa
hheit alg(−1) =
3.(2) Verallgemeinerte Eigenräume: Wir bestimmen die Kette

{0} ( ker(N) ( ker(N2) ( ker(N3) ,wobei N = A− λEn =




0 0 0

5 0 3

2 0 0


, N2 =




0 0 0

6 0 0

0 0 0


 und N3 =




0 0 0

0 0 0

0 0 0


 .Damit gilt:

ker(N) = ker




0 0 0

5 0 3

2 0 0


 = 〈




0

1

0


〉 , ker(N2) = ker




0 0 0

6 0 0

0 0 0


 = 〈




0

1

0


 ,




0

0

1


〉 ,

ker(N3) = ker




0 0 0

0 0 0

0 0 0


 = 〈




0

1

0


 ,




0

0

1


 ,




1

0

0


〉 .Die gesu
hte Kette ergibt si
h zu

{0} ( 〈




0

1

0


〉 ( 〈




0

1

0


 ,




0

0

1


〉 ( 〈




0

1

0


 ,




0

0

1


 ,




1

0

0


〉 .(3) Jordanbasis und Jordannormalform: Da die geometris
he Vielfa
hheit des ein-zigen Eigenwerts λ = −1 eins ist, enthält die Jordannormalform nur ein Jordankäst
henzu diesem Eigenwert, also

J =




−1 1 0

0 −1 1

0 0 −1


 .



197Die Spaltenvektoren b1, b2, b3 der Matrix B erhalten wir folgendermaÿen: Wir wählen
b3 =




1

0

0


 ∈ ker(N3) \ ker(N2) und setzen b2 = Nb3 =




0

5

2


 , b1 = Nb2 =




0

6

0


 .Damit ist B =



0 0 1

6 5 0

0 2 0


 eine Jordanbasis, es gilt J = B−1AB.(
) Wir stellen die Jordannormalform der Matrix A =



2 1 1

0 2 4

0 0 3


 auf.(1) Eigenwerte: Wir bestimmen zunä
hst die Eigenwerte der Matrix A sowie derenalgebrais
he Vielfa
hheiten. Das 
harakteristis
he Polynom lautet

χA = (2− x)2(3− x) ,d. h. die Matrix A besitzt die beiden Eigenwerte λ1 = 2 mit algebrais
her Vielfa
hheitalg(2) = 2 und λ2 = 3 mit alg(3) = 1.(2) Verallgemeinerte Eigenräume: Die Eigenräume der Eigenwerte ergeben si
h zuEigA(2) = ker




0 1 1

0 0 4

0 0 1


 = 〈




1

0

0


〉 , EigA(3) = ker




−1 1 1

0 −1 4

0 0 0


 = 〈




5

4

1


〉 .Da alg(2) = 2 > 1 = dimEigA(2) bestimmen wir weiter den verallgemeinerten Eigen-raum ker(N2

1 ), wobei N1 = A− λ1En =




0 1 1

0 0 4

0 0 1


:

ker(N2
1 ) = ker




0 0 5

0 0 4

0 0 1


 = 〈




1

0

0


 ,




0

1

0


〉 .Wir erhalten die beiden Ketten

{0} ( 〈




1

0

0


〉 ( 〈




1

0

0


 ,




0

1

0


〉 sowie {0} ( 〈




5

4

1


〉 .



198 44 Die Jordan-Normalform II(3) Jordanbasis und Jordannormalform: Da die geometris
he Vielfa
hheit der bei-den Eigenwerte je eins ist, enthält die Jordannormalform zu jedem dieser Eigenwerteein Jordankäst
hen, also
J =




2 1 0

0 2 0

0 0 3


 .Die Spaltenvektoren b1, b2, b3 der Matrix B erhalten wir folgendermaÿen: Wir wählen

b2=




0

1

0


 ∈ ker(N2

1 )\ker(N1), setzen b1=N1b2=




1

0

0


 und wählen b3=5

4

1


 ∈ EigA(3).Es ist B =



1 0 5

0 1 4

0 0 1


 eine Jordanbasis, für die J = B−1AB gilt.(d) Wir stellen die Jordannormalform der Matrix A =




2 2 0 0

0 2 0 0

1 2 2 1

3 4 0 2


 auf.(1) Eigenwerte: Wir bestimmen zunä
hst die Eigenwerte der Matrix A sowie derenalgebrais
he Vielfa
hheiten. Das 
harakteristis
he Polynom lautet

χA = (2− x)4 ,d.h., die Matrix A hat den Eigenwert λ = 2 mit algebrais
her Vielfa
hheit alg(2) = 4.(2) Verallgemeinerte Eigenräume: Wir bestimmen die Kette
{0} ( ker(N) ( ker(N2) ( ker(N3) ( ker(N4) , wobei N = A− λEn, also

N=




0 2 0 0

0 0 0 0

1 2 0 1

3 4 0 0



, N2=




0 0 0 0

0 0 0 0

3 6 0 0

0 6 0 0



, N3=




0 0 0 0

0 0 0 0

0 6 0 0

0 0 0 0



,N4=




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



.



199Damit erhalten wir die gesu
hten Kerne:EigA(2) = ker(N) = ker




0 2 0 0

0 0 0 0

1 2 0 1

3 4 0 0




= ker




1 0 0 1

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0




= 〈




0

0

1

0



〉 ,

ker(N2) = ker




0 0 0 0

0 0 0 0

3 6 0 0

0 6 0 0




= 〈




0

0

1

0



,




0

0

0

1



〉 ,

ker(N3) = ker




0 0 0 0

0 0 0 0

0 6 0 0

0 0 0 0




= 〈




0

0

1

0



,




0

0

0

1



,




1

0

0

0



〉 ,

ker(N4) = ker




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




= 〈




0

0

1

0



,




0

0

0

1



,




1

0

0

0



,




0

1

0

0



〉Die gesu
hte Kette ergibt si
h zu

{0}(〈




0

0

1

0



〉(〈




0

0

1

0



,




0

0

0

1



〉(〈




0

0

1

0



,




0

0

0

1



,




1

0

0

0



〉(〈




0

0

1

0



,




0

0

0

1



,




1

0

0

0



,




0

1

0

0



〉(3) Jordanbasis und Jordannormalform: Da die geometris
he Vielfa
hheit des ein-zigen Eigenwerts λ = 2 eins ist, enthält die Jordannormalform nur ein Jordankäst
henzu diesem Eigenwert, also

J =




2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2



.



200 44 Die Jordan-Normalform IIDie Spaltenvektoren b1, . . . , b4 der Matrix B erhalten wir folgendermaÿen: Wir wählen
b4 ∈ ker(N4) \ ker(N3) und bestimmen die restli
hen Basisvektoren dur
h sukzessivesMultiplizieren mit N :

b4 =




0

1

0

0



, b3 = Nb4 =




2

0

2

4



, b2 = Nb3 =




0

0

6

6



, b1 = Nb2 =




0

0

6

0



.

Damit ist B =




0 0 2 0

0 0 0 1

6 6 2 0

0 6 4 0


 eine Jordanbasis, und es gilt J = B−1AB.(e) Wir stellen die Jordannormalform der Matrix A =




3 1 0 0

−1 1 0 0

1 1 3 1

−1 −1 −1 1


 auf.(1) Eigenwerte: Wir bestimmen zunä
hst die Eigenwerte der Matrix A sowie derenalgebrais
he Vielfa
hheiten. Das 
harakteristis
he Polynom lautet

χA = ((3− x)(1− x) + 1)((3− x)(1− x) + 1) = (x2 − 4x+ 4)2 = (x− 2)4 ,d. h. die Matrix A besitzt nur den Eigenwert λ = 2 mit algebrais
her Vielfa
hheitalg(2) = 4.(2) Verallgemeinerte Eigenräume: Wir bestimmen die Kette
{0} ( ker(N) ( ker(N2) ( . . . ( ker(Nr) = ker(Nr+1) ,wobei N = A− λEn =




1 1 0 0

−1 −1 0 0

1 1 1 1

−1 −1 −1 −1



. Wegen N2 =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




ist r = 2.Wir benötigen also die Kerne:EigA(2) = ker(N) = ker




1 1 0 0

−1 −1 0 0

1 1 1 1

−1 −1 −1 −1




= 〈




1

−1
0

0



,




0

0

1

−1



〉 ,

ker(N2) = ker




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




= 〈




1

−1
0

0



,




0

0

1

−1



,




1

1

0

0



,




0

0

1

1



〉.



201Die gesu
hte Kette ergibt si
h zu
{0} ( 〈




1

−1
0

0



,




0

0

1

−1



〉 ( 〈




1

−1
0

0



,




0

0

1

−1



,




1

1

0

0



,




0

0

1

1



〉(3) Jordanbasis und Jordannormalform: Da die geometris
he Vielfa
hheit des ein-zigen Eigenwerts λ = 2 zwei ist, enthält die Jordannormalform zwei Jordankäst
hen zudiesem Eigenwert, also

J =




2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 2 1

0 0 0 2



.Die Spaltenvektoren b1, . . . , b4 der Matrix B erhalten wir folgendermaÿen: Wir wählendie beiden linear unabhängigen Vektoren

b4 = (0, 0, 1, 1)⊤ ∈ ker(N2) \ ker(N) sowie b2 = (1, 1, 0, 0)⊤ ∈ ker(N2) \ ker(N)und bestimmen die restli
hen Basisvektoren dur
h sukzessives Multiplizieren mit N :
b3 = Nb4 = (0, 0, 2,−2)⊤ , b1 = Nb2 = (2,−2, 2,−2)⊤ .Damit ist B =




2 1 0 0

−2 1 0 0

2 0 2 1

−2 0 −2 1


 eine Jordanbasis, es gilt J = B−1AB.44.3 Abgesehen vom Vertaus
hen der Reihenfolge der Jordanblö
ke sind nur diefolgenden Jordannormalformen mögli
h:

(5, 3, 1): geht ni
ht.
(5, 3, 2): λ 1 0 0 0

0 λ 0 0 0
0 0 λ 1 0
0 0 0 λ 0
0 0 0 0 λ



.

(5, 3, 3): λ 1 0 0 0
0 λ 1 0 0
0 0 λ 0 0
0 0 0 λ 0
0 0 0 0 λ



.

(5, 1, 4): geht ni
ht.
(6, 2, 3): λ 1 0 0 0 0

0 λ 1 0 0 0
0 0 λ 0 0 0
0 0 0 λ 1 0
0 0 0 0 λ 1
0 0 0 0 0 λ



.

(6, 1, 2): geht ni
ht.



202 44 Die Jordan-Normalform II44.4 (a) Wir su
hen erst eine Matrix A ∈ R2×2 mittels der si
h die Rekursion für
n ≥ 1 als Matrizenglei
hung s
hreiben lässt. O�enbar gilt


 gn

gn+1


 = A


 gn−1

gn


 mit A =


 0 1

−4 4


 .(b) Nun bestimmen wir eine Jordanbasis zu A und eine zugehörige Jordannormalform

J . Das 
harakteristis
he Polynom von A lautet χA(x) = (2 − x)2, und (1, 2)⊤ spanntden eindimensionalen Eigenraum zum Eigenwert 2 der algebrais
hen Vielfa
hheit 2 auf,denn für N = A− 2E2 gilt
kerN = ker


−2 1

−4 2


 = 〈


1

2


〉 und kerN2 = 〈


1

2


 ,


1

0


〉 .Wir wählen den Vektor

b2 = (1, 0)⊤ ∈ kerN2 \ kerN und setzen b1 = Nb2 = (−2,−4)⊤ .Damit ist B = (b1, b2) eine Jordanbasis, und A hat die Jordannormalform J =


2 1

0 2


.Weiter erfüllt die Matrix S = (b1, b2), deren Spalten gerade die Elemente der Jordan-basis sind, die Eigens
haft J = S−1AS.Damit und mit der angegeben Rekursion können wir nun g20 ermitteln, es gilt nämli
h


g19
g20


 = A


g18
g19


 = A19


g0
g1


 = SJ19S−1


g0
g1


 .(
) Wir setzen nun

J = D +N =


2 0

0 2


+


0 1

0 0


 , wobei N2 = 0 .(d) Mit der Binomialformel gilt

J19 = D19 + 19D18N =


219 19 · 218

0 219


 , wobei N i = 0 für i ≥ 2 .(e) Es ergibt si
h damit

A19 =


 −9 · 2

20 19 · 218

−19 · 220 5 · 221


 .Aus der zweiten Zeile von A19


g0
g1


 erhalten wir g20 = 5 · 221.



45 De�nitheit und Matrixnormen45.1 (a) Ist λ ein Eigenwert von M mit Eigenvektor v, so gilt:
0 ≤ v⊤M v = v⊤λ v = λv⊤v = λ ‖v‖2 .Da v ein Eigenvektor von M ist, gilt v 6= 0 und damit ‖v‖ > 0. Hieraus folgt λ ≥ 0.(b) Für jedes v ∈ Rn gilt
v⊤A⊤Av = (Av)⊤Av = ‖Av‖2 ≥ 0 .Na
h (a) besitzt dann A⊤A nur ni
htnegative Eigenwerte.45.2 Die Spektralnorm einer symmetris
hen Matrix ist der Betrag des betragsgröÿ-ten Eigenwerts der Matrix. Wir bere
hnen also zunä
hst die Eigenwerte von A:

χA(λ)=det




−λ −1 −2
−1 −λ −2
−2 −2 −3− λ


=−λ2(3 + λ) + (−4) + (−4)− (−4λ− 4λ− 3− λ)

= −λ3 − 3λ2 + 9λ− 5 = −(λ− 1)(λ2 + 4λ− 5) .Damit erhalten wir als Eigenwerte 1 sowie −2±3, also 1 und −5. Natürli
h ist −5 damitder betragsgröÿte Eigenwert der Matrix A, also ist die Spektralnorm
‖A‖2 = |−5| = 5 .Für die Spektralnorm bere
hnen wir die Eigenwerte von B. Es gilt:

χB(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

3− λ 0 −1
0 2− λ 0

−1 0 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (2− λ)2(4− λ) .Die Eigenwerte von B sind also 2 und 4, der betragsgröÿte Eigenwert ist 4. Damit folgt

‖B‖2 = 4.45.3 Wir begründen das Kriterium für die positive De�nitheit. Die Beweise für dienegative De�nitheit und die Semide�nitheit ergeben si
h analog.Ist λ ∈ R ein Eigenwert einer positiv de�niten Matrix A und v ein zugehöriger Eigen-vektor zum Eigenwert λ, so gilt wegen Av = λ v dur
h Skalarproduktbildung dieserGlei
hung mit dem Vektor v⊤:
v⊤Av︸ ︷︷ ︸

>0

= v⊤λ v = λ v⊤v︸︷︷︸
>0

.



204 45 De�nitheit und MatrixnormenSomit muss λ positiv sein.Interessanter ist, dass au
h die Umkehrung gilt. Wir gehen von einer reellen symme-tris
hen Matrix A ∈ Rn×n aus, deren n ni
ht notwendig vers
hiedenen Eigenwerte
λ1, . . . , λn positiv sind. Da zu A eine Orthonormalbasis B = (v1, . . . , vn) des Rn ausEigenvektoren von A existiert, können wir v ∈ Rn\{0} als Linearkombination bezügli
hdieser Basis B darstellen:

v = µ1 v1 + · · ·+ µn vn ,wobei also µ1, . . . , µn ∈ R sind.Wegen v⊤i vj = 0 für i 6= j sowie v⊤i vi = 1 erhalten wir mit der Bilinearität des kanoni-s
hen Skalarprodukts:
v⊤(Av) =

(
n∑

i=1

µiv
⊤
i

) (
n∑

i=1

µi λi vi

)
=

n∑

i=1

λi |µi|2 ‖vi‖2 > 0 ,weil alle Eigenwerte λ1, . . . , λn positiv sind.Nur zur Inde�nitheit: Hat die Matrix A einen positiven Eigenwert λ, so gilt für einenEigenvektor v zum Eigenwert λ wegen Av = λ v:
v⊤Av = λv⊤v .Da v⊤v positiv ist, ist au
h v⊤Av positiv. Somit gibt es einen Vektor, nämli
h v, mit

v⊤Av > 0. Ist nun λ ein negativer Eigenwert von A, so zeigt die glei
he Überlegung,dass v⊤Av negativ ist. Also gibt es au
h einen Vektor v mit v⊤Av < 0.Nun gebe es Vektoren v und w mit v⊤Av > 0 und w⊤Aw < 0. Da A symmetris
h ist,hatA ni
ht notwendig vers
hiedene reelle Eigenwerte λ1, . . . , λn. Wären alle Eigenwertepositiv bzw. negativ, so wäre A positiv bzw. negativ de�nit, ein Widerspru
h. Somitmuss A sowohl einen positiven als au
h einen negativen Eigenwert haben.45.4 Wir prüfen die drei Eigens
haften einer Norm na
h:(N1) klar, wegen der positiven De�nitheit von 〈 , 〉 .(N2) ‖λv‖ =√〈λv , λv〉 =√λ2〈v , v〉 = |λ| ‖v‖ .(N3) Unter Verwendung der Chau
hy-S
hwarz's
hen Unglei
hung erhalten wir:
‖v + w‖2 = 〈v + w , v + w〉2 = ‖v‖2 + ‖w‖2 + 2〈v ,w〉 ≤ ‖v‖2 + ‖w‖2 + 2|〈v , w〉|

≤ ‖v‖2 + ‖w‖2 + 2‖v‖ ‖w‖ =
(
‖v‖+ ‖w‖

)2
.Wurzelziehen liefert nun die Dreie
ksunglei
hung.



20545.5 Verträgli
hkeit. Zu zeigen ist: ∀A ∈ Rn×n, v ∈ Rn : ‖Av‖V ≤ ‖A‖ · ‖v‖V .Für v = 0 ist die Unglei
hung trivialerweise erfüllt, denn:
‖Av‖V = ‖0‖V = 0 ≤ 0 = ‖A‖ · 0 = ‖A‖ · ‖v‖VFür v 6= 0 gilt na
h De�nition

‖Av‖V ≤ sup
v∈Rn, ‖v‖V =1

‖Av‖V = ‖A‖.Multiplikation der Unglei
hung mit ‖v‖V > 0 liefert die Behauptung.Submultiplikativität. Zu zeigen ist: ∀A,B ∈ Rn×n : ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.
‖AB‖ = sup

‖v‖V =1

‖ABv‖V ≤ sup
‖v‖V =1

‖A‖ · ‖Bv‖V ≤ sup
‖v‖V =1

‖A‖ · ‖B‖ · ‖v‖V = ‖A‖‖B‖ .45.6 (a) Identi�ziere A ∈ Rn×n mit ã ∈ Rn2 :
ã = (a11, a12, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, . . . , an1, . . . , ann)

⊤ .Die euklidis
he Norm ‖ · ‖ des Rn2 ist eine Norm auf dem Rn2 . Wegen ‖A‖F = ‖ã‖2 istdaher au
h ‖ · ‖F eine Norm.(b) Verträgli
hkeit mit ‖ · ‖2 bedeutet ‖Ax‖2 ≤ ‖A‖F ‖x‖2. Wir bere
hnen daher
‖Ax‖22 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥




∑n
i=1 a1ixi
...

∑n
i=1 anixi




∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

2

=

n∑

j=1

(
n∑

i=1

ajixi

)
≤

n∑

j=1



(

n∑

i=1

a2ij

) 1
2
(

n∑

i=1

x2i

) 1
2



2

=
n∑

j=1

(
n∑

i=1

a2ij

n∑

i=1

x2i

︸ ︷︷ ︸unabh. von j

)
=

n∑

i=1

x2i

n∑

i,j=1

a2ij = ‖x‖22‖A‖2F ,wobei die Cau
hy-S
hwarz's
he-Unglei
hung
n∑

i=1

aibi ≤
(

n∑

i=1

a2i

) 1
2
(

n∑

i=1

b2i

) 1
2verwendet wurde. Somit gilt also

‖Ax‖2 ≤ ‖A‖F ‖x‖2 .



206 45 De�nitheit und MatrixnormenSubmultiplikativität bedeutet ‖AB‖F ≤ ‖A‖F ‖B‖F . Wir bere
hnen daher erneut mitder Cau
hy-S
hwarz's
hen-Unglei
hung
‖AB‖2F =

n∑

k,l=1

(AB)kl =

n∑

k,l=1

(
n∑

i=1

akibil

)2

≤
n∑

k,l=1

(
n∑

i=1

a2ki

n∑

i=1

b2il

)

=

n∑

k,i=1

a2ki

n∑

l,i=1

b2il = ‖A‖2F ‖B‖2F .Somit gilt also
‖AB‖F ≤ ‖A‖F ‖B‖F .(
) Eine natürli
he Matrizennorm erfüllt ‖En‖ = 1, das ist aber bei der Frobeniusnormfür n > 1 ni
ht erfüllt, es gilt nämli
h
‖En‖F =

√
n 6= 1 .Somit folgt, dass ‖ · ‖F keine natürli
he Matrizennorm ist.45.7

‖A‖1 = 12 (max. Spaltensumme) , ‖A‖∞ = 11 (max. Zeilensumme) .



46 Funktionen mehrererVeränderli
her46.1 (a) Wir müssen zwei Dinge zeigen:(i) Ist a ∈ D innerer Punkt von D, so ist a kein Randpunkt von D:Nehmen wir zunä
hst an, dass a ∈ D ein innerer Punkt von D ist. Dann gibt esein ε > 0, für das Uε(a) in D enthalten ist, also für das Uε(a) ∩Dc = ∅ ist. Somitist a kein Randpunkt von D.(ii) Ist a ∈ D kein innerer Punkt von D, so ist a Randpunkt von D:Nehmen wir nun an, dass a ∈ D kein innerer Punkt von D ist. Dann existiert kein
ε > 0, für das Uε(a) in D enthalten ist. Mit anderen Worten: Für alle ε > 0 ist
Uε(a) ∩Dc 6= ∅. Auÿerdem ist für alle ε > 0 natürli
h a ∈ Uε(a) ∩D 6= ∅. Somitist a ein Randpunkt von D.(b) Ist D o�en, so ist jeder Punkt von D innerer Punkt von D, also na
h (a) keinRandpunkt von D. Mit anderen Worten: D ∩ ∂D = ∅.(
) Zunä
hst ist aus der De�nition von Randpunkten o�ensi
htli
h, dass der Rand vonDau
h der Rand von Dc ist, ∂D = ∂(Dc). Ist D o�en, so gilt für alle a ∈ ∂D, dass a 6∈ Dbzw. a ∈ Dc ist. Mit anderen Worten: ∂D = ∂(Dc) ⊆ Dc, d. h. Dc ist abges
hlossen.(d) Gegeben a ∈ Dc. Wäre a kein innerer Punkt von Dc, so wäre a na
h (a) einRandpunkt von Dc, d. h. a ∈ ∂Dc = ∂D. Widerspru
h, weil ∂D ⊆ D. Somit ist Dco�en.46.2 Es ist M1 = ] − 1, 1[2 = ] − 1, 1[ × ] − 1, 1[ = {(x, y) ∈ R2 | x, y ∈ ] − 1, 1[ },analog für M2,M3.Die inneren Punkte von Mi, i = 1, 2, 3, sind alle Punkte von M1. Die Randpunkte von

Mi, i = 1, 2, 3, sind alle Punkte von M3 \M1. Somit ist M1 o�en, M3 abges
hlossenund M2 weder o�en no
h abges
hlossen.Jeder Punkt von R2 und ∅ ist innerer Punkt, also sind beide Mengen o�en. Beide Mengenhaben keine Randpunkte, also sind sie au
h abges
hlossen.



47 Partielle Di�erentiation �Gradient, Hessematrix,Ja
obimatrix47.1 Wegen der Cau
hy-S
hwarz's
hen Unglei
hung |〈a , b〉| ≤ ‖a‖ ‖b‖ gilt für jedenVektor v mit ‖v‖ = 1:
|∂f
∂v

(a)| = |〈∇f(a) , v〉| ≤ ‖∇f(a)‖ ‖v‖ = ‖∇f(a)‖ .Es ist also |∂f∂v (a)| ≤ ‖∇f(x)‖ für jede Ri
htung v. Im Fall ∇f(a) 6= 0 gilt für dieRi
htung v = 1
‖∇f(a)‖ ∇f(a):

∂f

∂v
(a) = ‖∇f(a)‖ und ∂f

∂(−v)(a) = −‖∇f(a)‖ .Der Gradient zeigt also in die Ri
htung des steilsten Anstiegs, in die entgegengesetzteRi
htung fällt die Funktion am stärksten.Jede Höhenlinie Nc kann als das Bild einer Kurve γ : t 7→ γ(t) aufgefasst werden. Es giltsomit f(γ(t)) = c für alle γ(t) ∈ Nc. Beidseitiges Ableiten liefert na
h der Kettenregel
f(γ(t)) = c ⇒ ∇f(γ(t))⊤ γ̇(t) = 0 .Da γ̇(t) tangential an Nc liegt, folgt die Behauptung.47.2 Wir setzen v = 1√
2

(
1
−1

). Dann ergibt si
h:(a) • fx(x, x) = 4x+ 3y,
• fy(x, y) = 3x+ 1,
• fxx(x, y) = 4,
• fyy(x, y) = 0, • fxy(x, y) = fyx(x, y) = 3,

• ∇f(x, y) =
(
4x+ 3y, 3x+ 1

),
• ∂vf(x, y) = 1√

2
(x+ 3y − 1).(b) • gx(x, y) = y2 − y2e−xy = y2(1− e−xy),

• gy(x, y) = 2xy + e−xy −xy e−xy = 2xy + (1− xy) e−xy,
• gxx(x, y) = y3 e−xy,
• gyy(x, y) = 2x− x e−xy −(1− xy)x e−xy = x[2 + (xy − 2) e−xy],
• gxy(x, y) = gyx(x, y) = y[2 + (xy − 2) e−xy],
• ∇g(x, y) =

(
gx(x, y), gy(x, y)

)
=
(
y2(1− e−xy), 2xy + (1− xy) e−xy

),
• ∂vg(x, y) = ∇g(x, y) · v = 1√

2

[
y2 − 2xy + (xy − y2 − 1) e−xy

].(
)
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hx(x, y) = sin y,
•• hy(x, y) = x cos y,
• hxx(x, y) = 0,
• hyy(x, y) = −x sin y, • hxy(x, y) = hyx(x, y) = cos y,

• ∇h(x, y) =
(
sin y, x cos y

),
• ∂vh(x, y) = 1√

2
(sin y − x cos y).47.3 Um zu überprüfen, ob f(x, y) die angegebene partielle Di�erentialglei
hungerfüllt, bere
hnen wir zuerst die benötigten Ableitungen:

∂xf(x, y) = y + ln y/x + x
1

y/x
(−y/x2) = y + ln y/x− 1 ,

∂yf(x, y) = x+ x
1

y/x

1

x
= x+ x/y .Nun setzen wir diese Ableitungen in die linke Seite der partiellen Di�erentialglei
hungein und erhalten die Behauptung:

x∂xf + y∂yf = xy + x ln y/x− x+ xy + x = xy + f .47.4(a) ∇f(x, y) = 2

3


.(b) ∇f(x, y) = 1√

x2+y2


x
y


. (
) ∇f(x, y) = 1

1+x2y4


 2xy4

4x2y3


.(d) ∇f(x, y) = −3 sin y

x cos y


.47.5 (a) Dur
h Anwendung der Kettenregel ergibt si
h

∇f(x, y) = ∇f2(f1(x, y)) = f ′
2(f1(x, y))∇f1(x, y) = exy


y
x


 .Dur
h direktes Ableiten ergibt si
h ebenfalls ∇f(x, y) = exy y

exy x


 = exy


y
x


.(b) Dur
h Anwendung der Kettenregel ergibt si
h

h′(t) = (h2(h1(t)))
′ = ∇h2(h1(t))⊤h′1(t) = (2 cos t, 2 sin t)


− sin t

cos t


 = 0 .Wegen h2(h1(t)) = cos2 t+ sin2 t = 1 ergibt si
h dur
h direktes Ableiten h′(t) = 0.



210 47 Partielle Di�erentiation � Gradient, Hessematrix, Ja
obimatrix47.6 Eine sol
he Funktion f hätte na
h dem Satz von S
hwarz glei
he gemis
htepartielle Ableitungen. Wegen
∂2

∂x∂y
f(x, y) = x2 6= 3x2 =

∂2

∂y∂x
f(x, y)kann es aber eine sol
he Funktion ni
ht geben.47.7 Für die ersten partiellen Ableitungen erhält man

∂xz(x, y) =
1
(
x2 + y2

)
− 2x(x− y)

(x2 + y2)2
=
−x2 + y2 + 2xy

(x2 + y2)2

∂yz(x, y) =
−1
(
x2 + y2

)
− 2y(x− y)

(y2 + y2)2
=
−x2 + y2 − 2xy

(x2 + y2)2Für die gemis
hten zweiten partiellen Ableitungen erhält man
∂x∂yz(x, y) =

(2y + 2x)
(
x2 + y2

)2 − 4y
(
x2 + y2

) (
−x2 + y2 + 2xy

)

(x2 + y2)4

=
2(x+ y)

(
x2 + y2

)
− 4y

(
−x2 + y2 + 2xy

)

(x2 + y2)3

=
2x3 + 6x2y − 6xy2 − 2y3

(x2 + y2)3

∂y∂xz(x, y) =
(−2x− 2y)

(
x2 + y2

)2 − 4x
(
x2 + y2

) (
−x2 + y2 + 2xy

)

(x2 + y2)4

=
−2(x+ y)

(
x2 + y2

)
− 4x

(
−x2 + y2 + 2xy

)

(x2 + y2)3

=
2x3 + 6x2y − 6xy2 − 2y3

(x2 + y2)3Es gilt also ∂x∂yz(x, y) = ∂y∂xz(x, y) (Satz von S
hwarz).47.8 Für die Ja
obimatrizen erhält man(a) Df =


 1 1 0

2xz 0 x2


.(b) Df =




2x 0 1

y x 0

0 2 0


. (
) Df =




y exy x exy −2 cos z sin z
yz xz xy + e−z

z cosh(xz) 2y x cosh(xz)


.(d) Df = (2x, z, y) = (∇f)⊤.47.9 Wenn f umkehrbar ist gilt f−1(f(x)) = x. Mit der Kettenregel folgt

Df−1(f(x))Df(x) = En ⇒ Df−1(f(x)) = Df(x)−1 .



211Um Df−1(1 + e, 2, e) zu bestimmen, benötigen wir zuerst x mit f(x) = (1 + e, 2, e)⊤.Dur
h Ausprobieren �ndet man x = (0, 1, 1)⊤. Somit folgt dann
Df(x) =




0 1 exp x3

expx1 0 1

1 expx2 0


 ⇒ Df(0, 1, 1) =




0 1 e

1 0 1

1 e 0




⇒ Df−1(0, 1, 1) =




− e
1+e2

e2

1+e2
1

1+e2

1
1+e2 − e

1+e2
e

1+e2

e
1+e2

1
1+e2 − 1

1+e2


 = Df−1(1 + e, 2, e) .47.10 Wenn f umkehrbar ist gilt f−1(f(x)) = x. Mit der Kettenregel folgt

Df−1(f(x))Df(x) = En ⇒ Df−1(f(x)) = Df(x)−1 .Um Df−1(2+ π
2 , 0) zu bestimmen, benötigen wir zuerst x mit f(x) = (2+ π

2 , 0)
⊤. Dur
hAusprobieren �ndet man x = (π2 , 1)

⊤. Somit folgt dann
Df(x) =


 1 4x2

− cosx1 1


 ⇒ Df(π2 , 1) =


1 4

0 1


 ⇒ Df−1(2+ π

2 , 0) =


1 −4
0 1


 .47.11 Die Ja
obimatrix der Komposition bere
hnet si
h gemäÿ Kettenregel dur
h

Dg(x) = Dg2(g1(x, y, z)))Dg1(x, y, z) .Für die einzelnen Ja
obimatrizen erhält man
Dg1(x, y, z) =


1 1 0

0 1 1


 , Dg2(u, v) =




v u

1 1

cos(u+ v) cos(u+ v)


 .Insgesamt ergibt si
h also

Dg(x, y, z) =




y + z x+ y

1 1

cos(x+ 2y + z) cos(x+ 2y + z)





1 1 0

0 1 1




=




y + z x+ 2y + z x+ y

1 2 1

cos(x+ 2y + z) 2 cos(x+ 2y + z) cos(x+ 2y + z)


 .



212 47 Partielle Di�erentiation � Gradient, Hessematrix, Ja
obimatrixLeiten wir die Komposition g(x, y, z) = xy + xz + yz + z2

x+ 2y + z

sin(x+ 2y + z)


 direkt ab, so erhalten wir

Dg(x, y, z) =




y + z x+ 2y + z x+ y

1 2 1

cos(x+ 2y + z) 2 cos(x+ 2y + z) cos(x+ 2y + z)


 .47.12 Die Ja
obimatrix der Komposition bere
hnet si
h gemäÿ Kettenregel dur
h

Dv(x) = Dv2(v1(x))Dv1(x) .Für die einzelnen Ja
obimatrizen erhält man
Dv1(x) =


1 1 0

0 1 1


 , Dv2(x) =




y x

1 1

cos(x+ y) cos(x+ y)


 .Insgesamt ergibt si
h also

Dv(x) =




y + z x+ y

1 1

cos(x+ 2y + z) cos(x+ 2y + z)





1 1 0

0 1 1




=




y + z x+ 2y + z x+ y

1 2 1

cos(x+ 2y + z) 2 cos(x+ 2y + z) cos(x+ 2y + z)


 .47.13 Die Ja
obimatrix der Funktion f(x) = f2(f1(x)) an der Stelle (0, 0) ergibtsi
h aus der Kettenregel

Df(0, 0) = Df2(f1(0, 0))Df1(0, 0) .Für Df1 und Df2 erhält man allgemein
Df1(x) =




x1 x2

0 2x2

0 6x22 sinx
3
2 cosx

3
2

1 0



, Df2(x) =




x2

1+x2
1x

2
2

x1

1+x2
1x

2
2

0 0

0 0 0 −5 sin x4
2x1

1+x2
1+x2

2

2x2

1+x2
1+x2

2
0 0


 .



213An der Stelle (0, 0) ergibt si
h nun
f1(0, 0) =




0

0

0

0



, Df1(0, 0) =




0 0

0 0

0 0

1 0



, Df2(f1(0, 0)) = Df2(0, 0, 0, 0) =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


 .

Somit erhalten wir Df(0, 0) = 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0







0 0

0 0

0 0

1 0




=




0 0

0 0

0 0


.



48 Anwendungen der partiellenAbleitungen48.1 Wir su
hen Nullstellen der Funktion f : R2 → R2, f(x, y) =  10x− cos y

− cosx+ 5y


.(a) Die Newtoniteration lautet xn+1 = xn − (Df(xn))

−1f(xn) mit der Ja
obimatrix
Df(x) =


 10 sin y

sinx 5


 .Somit ist

x1 =


0

0


−


10 0

0 5




−1
−1
−1


 =


1/10

1/5


 .(b) Die vereinfa
hte Newtoniteration lautet

xn+1 = xn − (Df(x0))
−1f(xn) = xn −


1/10 0

0 1/5


 f(xn) .Wie im Newtonverfahren ist x1 =


1/10

1/5


. Weiter ist

x2 =




1/10

1/5


−




1/10 0

0 1/5




 1− cos 0.2

− cos 0.1 + 1


 =


cos 0.2/10

cos 0.1/5


 =


0.098

0.199


 .48.2 (a) Df(x, y) = 2x 2y

1
x2 1


.(b) Das Newtonverfahren lautet:


xk+1

yk+1


=


xk
yk


−(Df(xk, yk))−1f(xk, yk)=


xk
yk


−


2xk 2yk

1
x2
k

1




−1
x

2
k + y2k − 2

yk − 1
xk


 .(
) Mit dem Startvektor (x0, y0) = (5/4, 5/4) erhalten wir


x1
y1


=




5
4

5
4


−




10
4

10
4

1
( 5
4
)2

1




−1
(54 )

2 + (54 )
2 − 2

5
4 − 1

5
4


=




5
4

5
4


−




5
2

5
2

16
25 1




−1


9
8

9
20




=




5
4

5
4


−




10
9 −25

9

−32
45

25
9






9
8

9
20


 =




5
4

5
4


−


 0

9
20


 =




5
4

4
5


 =


1.25

0.8


 .



21548.3fun
tion [ x, xve
, deltax ℄ = newtonverf( f,Df,x,TOL )weiter=1;xve
=[℄;while weiterdeltax=Df(x)\f(x);lS=Df(x)\f(x-deltax);x=x-deltax;xve
=[xve
 x℄;weiter=norm(deltax) > TOL & norm(lS)< norm(deltax);end48.4 Ausführli
h ges
hrieben erhalten wir:
f




a1 + h1

a2 + h2




 = f(a) + (h1, h2)


fx1(a)

fx2(a)




+
1

2

(
h21fx1x1(a) + 2h1h2fx1x2(a) + h22fx2x2(a)

)

+
1

3!
(h · ∇)3f(a+ ϑh)

︸ ︷︷ ︸
=:R3

= f(a) +∇f(a)⊤h+
1

2
h⊤Hf (a)h+ R3,denn:

(h1, h2)


fx1x1 fx1x2

fx1x2 fx2x2




h1
h2


 = (h1fx1x1 + h2fx1x2 , h1fx1x2 + h2fx2x2)


h1
h2


 .Wir erhalten also unsere bekannten ausführli
hen Formeln für T0, T1 und T2.48.5 Es gilt z = f(1, 0) = 0, damit haben wir den Punkt p = (1, 0, 0)⊤. Es giltweiter

∂f

∂x
= 2x− ey ⇒ ∂f

∂x

∣∣∣∣
x=1, y=0

= 1 und ∂f

∂y
= −1− x ey ⇒ ∂f

∂y

∣∣∣∣
x=1, y=0

= −2 .Als Glei
hung für die Tangentialebene erhalten wir daher
z = f(x0, y0)+ ∇f(x0, y0)|x0,y0

·


x− x0
y − y0


 = f(1, 0)+


 1

−2


 ·


x− 1

y − 0


 = x− 2y− 1 .In Normalform liest si
h das als x− 2y − z = 1.



216 48 Anwendungen der partiellen Ableitungen48.6 Wir bere
hnen alle benötigten Gröÿen:
f(a) = 2− 5− 3− 2 + 9 + 9− 9 = 1

∂1f(a) =
[
6x21 − 10x1 + 3x2 + 9

]

(x1,x2)=(1,−1)
= 6− 10− 3 + 9 = 2

∂2f(a) = [3x1 − 4x2 − 9](x1,x2)=(1,−1) = 3 + 4− 9 = −2
∂21f(a) = [12x1 − 10](x1,x2)=(1,−1) = 12− 10 = 2

∂22f(a) = −4
∂1∂2f(a) = ∂2∂1f(a) = 3

∂31f(a) = 12

∂32f(a) = ∂21∂2f(a) = ∂22∂1f(a) = ∂1∂
2
2f(a) = ∂2∂

2
1f(a)

= ∂1∂2∂1f(a) = ∂2∂1∂2f(a) = 0 .Wir erhalten somit
T3,f,a = 1 + 2(x1 − 1)− 2(x2 + 1) +

+
1

2
· 2(x1 − 1)2 +

1

2
· 2 · 3(x1 − 1)(x2 + 1)− 1

2
· 4(x2 + 1)2 +

+
1

6
· 12(x1 − 1)3 = . . . = f(x) .Dieses Ergebnis ist ni
ht überras
hend, denn gilt f ∈ R[x]n so ist Tn,f,a(x) = f(x).48.7 Für die partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung erhält man allgemeinbzw. speziell an a = (1/e,−1)⊤:

f(a) = − ln e−1 +e−1 e = 2

∂xf(a) =
[ y
x
+ ey+2

]

(x,y)=(e−1,−1)
= 0

∂yf(a) =
[
ln x+ x ey+2

]

(x,y)=(e−1,−1)
= 0

∂2xf(a) =
[
− y

x2

]

(x,y)=(e−1,−1)
= e2

∂2yf(a) =
[
x ey+2

]

(x,y)=(e−1,−1)
= 1

∂x∂yf(a) = ∂y∂xf(a) =

[
1

x
+ ey+2

]

(x,y)=(e−1,−1)

= 2 e .Für das Taylorpolynom ergibt si
h also
T2,f,a(x, y) = 2 +

1

2
· e2

(
x− 1

e

)2

+
1

2
· 1(y + 1)2 +

1

2
· 2 · 2 e

(
x− 1

e

)
(y + 1)

= 2 +
e2

2

(
x− 1

e

)2

+
1

2
(y + 1)2 + 2e

(
x− 1

e

)
(y + 1) .



21748.8 Um die Ableitungen bere
hnen zu können, bringen wir die Funktion in dieForm
f(x, y) = xy = ey lnx .Für die partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung erhält man allgemein bzw.speziell an a = (1, 1)⊤:

f(a) = eln 1 = 1

∂xf(a) =
[
yxy−1

]

(x,y)=(1,1)
= 1

∂yf(a) = [xy lnx](x,y)=(1,1) = 0

∂2xf(a) =
[
y(y − 1)xy−2

]

(x,y)=(1,1)
= 0

∂2yf(a) =
[
xy ln2 x

]

(x,y)=(1,1)
= 0

∂x∂yf(a) = ∂y∂xf(a) =
[
xy−1(1 + y lnx)

]

(x,y)=(1,1)
= 1 .Für das Taylorpolynom ergibt si
h also

T2,f,a = 1 + 1(x− 1) +
1

2
· 2(x− 1)(y − 1) = 1 + (x− 1) + (x− 1)(y − 1) .Nun benutzen wir diesen Ausdru
k als Näherung für kleine Abwei
hungen von derEntwi
klungsmitte, also für x = 1.05, y = 0.9:

10
√

(1.05)9 = 1.050,9 = (1 + 0.05)1−0.1 ≈ 1 + 0.05 + 0.05 · (−0.1) = 1.045 .Das exakte Ergebnis ist 1.050,9 = 1.04488 . . ..



218 48 Anwendungen der partiellen Ableitungen48.9 Für die partiellen Ableitungen bis zur dritten Ordnung erhält man allgemeinbzw. speziell an a = (0, 0)⊤:
f(a) = e0 = 1

∂1f(a) =
[
2x exp(x2 + y3) + y(x+ y) + xy

]

(x,x2)=(0,0)
= 0

∂2f(a) =
[
3x2 exp(x

2 + y3) + x(x+ y) + xy
]

(x,y)=(0,0)
= 0

∂21f(a) =
[
2 exp(x2 + x32)(2x

2 + 1) + 2y
]

(x,x2)=(0,0)
= 2

∂22f(a) =
[
3y exp(x2 + x32)(3x

3
2 + 2) + 2x

]

(x,y)=(0,0)
= 0

∂1∂2f(a) = ∂2∂1f(a) =
[
6xx22 exp(x

2 + y3) + 2(x+ y)
]

(x,y)=(0,0)
= 0

∂31f(a) =
[
4x exp(x2 + y3)(2x2 + 3)

]

(x,y)=(0,0)
= 0

∂32f(a) =
[
3 exp(x2 + y3)(9y6 + 18y3 + 2)

]

(x,y)=(0,0)
= 6

∂21∂2f(a) = ∂2∂
2
1f(a) =

[
6y2 exp(x2 + y3)(2x2 + 1) + 2

]

(x,y)=(0,0)
= 2

∂22∂1f(a) = ∂1∂
2
2f(a) =

[
6xy exp(x2 + y3)(3y3 + 2) + 2

]

(x,y)=(0,0)
= 2Für das Taylorpolynom ergibt si
h also

T3,f,a = 1 +
1

2
· 2 · x2 + 1

6
· 3 · 2 · x2y + 1

6
· 3 · 2 · xy2 +

1

6
· 6 · y3

= 1 + x2 + x2y + xy2 + y3 .



49 Extremwertbestimmung49.1 (1) Wir bestimmen zunä
hst Gradient und Hessematrix der Abbildung f :
∇f(x, y) =


3x2 − 3y

3y2 − 3x


 , Hf (x, y) =


6x −3
−3 6y


 .(2) Wir ermitteln die kritis
hen Stellen, das sind die Nullstellen des Gradienten:

∇f(x, y) = 0 ⇔ x2 − y = 0

y2 − x = 0
⇔ x2 = y

x4 − x = 0
⇔

y = x2

x = 0

x = 1Kandidaten für lokale Extrema sind also die beiden Punkte (0, 0)⊤ und (1, 1)⊤.(3), (4) Wir setzen beide in die Hessematrix ein, um die Art der Extrema zu prüfen:
Hf (0, 0) =


 0 −3
−3 0


 .Da die Determinante negativ ist, ist diese Matrix inde�nit, es ist (0, 0)⊤ damit Stelleeines Sattelpunktes.Für den zweiten stationären Punkt gilt

Hf (1, 1) =


 6 −3
−3 6


 .Da Determinante und Spur dieser Matrix positiv sind, ist diese Matrix positiv de�nit.In (1, 1)⊤ liegt damit ein lokales Minimum vor.(5) Um festzustellen, ob es globale Extrema gibt betra
hten wir z.B. f(x, 0) = x3 mit

limx→±∞ f(x, 0) = ±∞. Somit ist f unbes
hränkt und besitzt daher keine globalenExtrema.(6) Wir haben genau ein lokales Minimum in (1, 1)⊤ mit Wert f(1, 1) = −1.49.2 (a) Jede Gerade dur
h den Ursprung ist gegeben dur
h
k(t) = t


a
b


 mit a, b ∈ R .Betra
hte nun f entlang k:

g(t) = f(k(t)) = f(at, bt) = 2a2t2 − 3ab2t3 + b4t4 .



220 49 ExtremwertbestimmungWir bestimmen nun die Extrema von f einges
hränkt auf diese Gerade, also die Extremavon g:
g′(t) = 4a2t− 9ab2t2 + 4b4t3 ,

g′′(t) = 4a2 − 18ab2t+ 12b4t2 .Es gilt also g′(0) = 0 und g′′(0) = 4a2. Falls a 6= 0 gibt es ein lokales Minimum in t = 0.Falls a = 0 ist g(t) = b4t4 und für b 6= 0 gibt es ein lokales Minimum in t = 0. Somithat f ein lokales Minimum in (0, 0)⊤ entlang jeder Geraden dur
h (0, 0)⊤.(b) Wir bere
hnen Gradient und Hessematrix von f im Punkt (0, 0)⊤:
∇f(x, y) =


 4x− 3y2

−6xy + 4y3


 ⇒ ∇f(0, 0) =


0

0




Hf (x, y) =


 4 −6y
−6y −6x+ 12y2


 ⇒ Hf (0, 0) =


4 0

0 0


Somit ist (0, 0)⊤ ein stationärer Punkt, an dem die Hesse-Matrix von f positiv semide-�nit ist. Somit ist keine Aussage mögli
h.Zur genaueren Untersu
hung s
hreiben wir f anders, es gilt nämli
h

f(x, y) = 2x2 − 3xy2 + y4 = (2x− y2) (x− y2) .Dieses Produkt ist negativ, falls x > 1
2y

2 und x < y2, da dann der erste Faktor positiv istund der zweite Faktor negativ ist. Aber nun gibt es in jeder Umgebung des Nullpunktessol
he Punkte, sodass in jeder Umgebung des Nullpunktes sowohl positive wie au
hnegative Werte liegen: Im Nullpunkt liegt somit ein Sattelpunkt vor.49.3 (a) Die Ober�ä
he des Quaders ist gegeben dur
h
F (x, y, z) = 2(xy + yz + xz) .Dur
h die Nebenbedingung z = 1− x− y ergibt si
h

f(x, y) = F (x, y, 1− x− y) = 2(x+ y − xy − x2 − y2) .(b) Für den Gradient erhält man
∇f(x, y) = 2


1− y − 2x

1− x− 2y


 =


0

0


 ⇔ x = 1

3

y = 1
3

.(
) Die Hessematrix lautet
Hf (

1
3 ,

1
3 ) =


−2 −1
−1 −2


 .



221und ist negativ de�nit (Eigenwerte sind −1 und −3). Somit besitzt f in (13 ,
1
3 )

⊤ einlokales Maximum.49.4 Für den Gradienten ergibt si
h
∇f(x, y, z) =




−2x− y exp(xy)
−2y − x exp(xy)
−2 cos z sin z


 ⇒ ∇f(0, 0, 0) =




0

0

0


 .Um herauszu�nden, ob f ein lokales Maximum oder Minimum an der Stelle (0, 0, 0)Tbesitzt, betra
hten wir die Hessematrix Hf (0, 0, 0). Es gilt

Hf (x, y, z) =




−2− y2 exp(xy) −(1 + xy) exp(xy) 0

−(1 + xy) exp(xy) −2− x2 exp(xy) 0

0 0 2(sin2 z − cos2 z)


 .Damit erhalten wir

Hf (0, 0, 0) =




−2 −1 0

−1 −2 0

0 0 −2


 .Wir bestimmen die Eigenwerte vonHf (0, 0, 0). Es gilt für das 
harakteristis
he Polynom

χH(λ) = −(λ+ 1)(λ+ 2)(λ+ 3) .Die Hessematrix hat also die drei negativen Eigenwerte −1, −2 und −3, d. h. f hat ander Stelle (0, 0, 0)⊤ ein lokales Maximum.49.5 (a) Es gilt
∇f(x, y) =


y + 1

x− 2


 .Der einzige stationäre Punkt ist also (2,−1)⊤. Für die Hesse-Matrix gilt

Hf (x, y) =


0 1

1 0


 .Die Determinante ist negativ, Hf ist also inde�nit und daher ist (2,−1)⊤ ein Sattel-punkt.(b) Wir formen die Funktion zunä
hst um:

f(x, y) = x2y2 + 4x2y − 2xy2 + 4x2 − 8xy + y2 − 8x+ 4y + 4

= x2(y2 + 4y + 4)− 2x(y2 + 4y + 4) + y2 + 4y + 4

= (x2 − 2x+ 1)(y2 + 4y + 4) = (x− 1)2(y + 2)2 ≥ 0 .



222 49 ExtremwertbestimmungFür den Gradienten gilt
∇f(x, y) = 2(x− 1)(y + 2)


y + 2

x− 1


 .Stationäre Punkte liegen vor für x = 1 und y ∈ R oder für y = −2 und x ∈ R. DieHessematrix lautet

Hf (x, y) =


 2(y + 2)2 4(x− 1)(y + 2)

4(x− 1)(y + 2) 2(x− 1)2


 .

Hf (1, y) und Hf (x,−2) sind für (x, y) 6= (1,−2) positiv semide�nit, daher ist keineAussage mit diesem Kriterium mögli
h. Aber da f(x, y) ≥ 0 und f(1, y) = 0 = f(x,−2)gilt, handelt es si
h bei allen stationären Punkten um ni
ht strikte globale Minima.(
) Für den Gradienten gilt
∇f(x, y) = 2

(
4 ex

2+y2

−1
)

x
y


 .Der einzige stationäre Punkt ist also (0, 0). Für die Hessematrix gilt dort

Hf (x, y) = 2


4 ex

2+y2 −1 + 8x2 ex
2+y2

8xy ex
2+y2

8xy ex
2+y2

4 ex
2+y2 −1 + 8y2 ex

2+y2


 .Daher erhalten wir

Hf (0, 0) =


6 0

0 6


 .

Hf ist also positiv de�nit, und somit handelt es si
h bei (0, 0)⊤ um ein striktes lokalesMinimum. Sogar in ganz R2 gilt f(x, y) > f(0, 0) = 4, d. h. (0, 0)⊤ ist ein striktesglobales Minimum.(d) Der Gradient lautet
∇f(x, y, z) = − 2

x2 + y2 + z2 + 1




x

y

z


 .Einziger stationärer Punkt ist also (0, 0, 0)⊤. Die Hessematrix lautet Hf (x, y, z) =

=
−2

(x2 + y2 + z2 + 2)2



−x2 + y2 + z2 + 1 −2xy −2xz

−2xy x2 − y2 + z2 + 1 −2yz
−2xz −2yz x2 + y2 − z2 + 1


 .Die Matrix Hf (0, 0, 0) = −2E3 ist negativ de�nit und somit ist (0, 0, 0)⊤ ein strikteslokales Maximum.



22349.6 (a) (1),(2) Die stationären Punkte sind gegeben dur
h
∇f(x, y) =


 3(x2 − y2)
2y(2y2 − 3x)


 =


0

0


 .Die erste Glei
hung ist glei
hbedeutendmit y = x oder y = −x. Die zweite Glei
hung istgenau dann erfüllt, wenn y = 0 oder x = 2

3y
2, wegen x2 = y2 also 1 = 2

3x bzw. x = 3
2 .Die drei Lösungen (x, y) dieses ni
htlinearen Glei
hungssystems sind also a1 = (0, 0),

a2 = (32 ,
3
2 ) und a3 = (32 ,−3

2 ).(3) Die Hessematrix von f ist
Hf (x, y) = 6


 x −y
−y 2y2 − x


 .In a1 ist die Hesse-Matrix die Nullmatrix, also ist keine Aussage über die Art desstationären Punktes mögli
h. Es gilt aber f(x,0) = x3, somit ist a1 ein Sattelpunkt. In

a2 gilt
Hf (

3
2 ,

3
2 ) = 9


 1 −1
−1 2


 .Die Matrix ist positiv de�nit, da beide Eigenwerte 1

2 (3 ±
√
5) positiv sind. Bei a2 istalso ein lokales Minimum.In a3 ist f symmetris
h bezügli
h y, somit ist au
h bei a3 ein lokales Minimum.(4) f(a2) = f(32 ,

3
2 ) = −27

16 und f(a3) = f(32 ,−3
2 ) = −27

16 sind lokale Minima, weiterelokale Extrema gibt es ni
ht.(5) f besitzt keine globalen Extremwerte, da f(x,0) = x3 o�enbar na
h oben und untenunbes
hränkt ist.(6) Es gibt keine globalen Extrema, für die lokalen Extrema bea
hte (4).(b) (1)-(4) Die Funktion f ist als Polynom stetig. Also gibt es in dem abges
hlossenenRe
hte
k sowohl ein absolutes Maximum und ein absolutes Minimum. Für das Minimumgibt es im Inneren a2 und a3 als Kandidaten. Es gilt f(a2) = f(a3) = −27
16 .(5) Für den Rand betra
hten wir zunä
hst die Werte an den E
ken, f(−5
2 ,±2) = 243

8und f(52 ,±2) = 13
8 .Entlang der vier Kanten müssen wir die folgenden Funktionen auf Maxima und Minimauntersu
hen:
[−5

2 ,
5
2 ] ∋ x 7→ f(x,2) = f(x,−2) = 16− 12x+ x3 .



224 49 Extremwertbestimmung
fx = 0 ergibt x = ±2. O�enbar ist bei x = −2 ein lokales Maximum und bei x = 2 einlokales Minimum (obiger Funktion, ni
ht notwendigerweise von f). Es gilt f(−2, 2) = 32und f(2, 2) = 0.Für konstantes x = −5

2 haben wir
[−2, 2] ∋ y 7→ f(−5

2 , y) = y4 + 15
2 y

2 − 125
8 .Aus fy = 0 folgt y = 0 für reelle y. Wegen fyy(−5

2
, y) = 12y2 + 15, gilt, dass bei y = 0ein lokales Minimum ist, f(−5

2
, 0) = −125

8
.Für konstantes x = 5

2 haben wir
[−2, 2] ∋ y 7→ f(52 , y) = y4 − 15

2 y
2 + 125

8 .Aus fy = 0 folgt y = 0 oder y = ±1
2

√
15. Wegen fyy(52 , y) = 12y2 − 15 liegt bei y = 0ein lokales Minimum und bei ±1

2

√
15 jeweils ein lokales Maximum vor, f(52 , 0) = 125

8und f(52 ,±1
2

√
15) = 25

16 .(6) Das globale Maximum mit dem Wert 32 liegt bei (−2,±2), das absolute Minimum,
−125

8 wird in (−2.5, 0) angenommen.



50 Extremwertbestimmung unterNebenbedingungen50.1 Wir ermitteln zunä
hst die lokalen Extrema im Inneren des Einheitskreises:Als Kandidaten für Extremstellen erhält man
∇f(x, y) =


2x− y − 1

2y − x


 =


0

0


 ⇔


x
y


 =




2/3

1/3


 .Da dieser Kandidat im Inneren von D liegt, kann man die Hessematrix verwenden:

Hf (2/3, 1/3) =


 2 −1
−1 2


 ist positiv de�nit.Es gibt also ein lokales Minimum bei (2/3, 1/3) mit Wert f(2/3, 1/3) = −1/3.Nun betra
hten wir den Rand vonD, wel
her aus dem Einheitskreis besteht. Zur Lösungdes Extremwertproblems benutzen wir das Einsetzverfahren und wenden unser Rezeptan:(1) Wir teilen den Rand des Einheitskreises auf und setzen für den Teil oberhalb der

x-A
hse y =
√
1− x2 und für den Teil unterhalb der x-A
hse y = −

√
1− x2.(2) Das führt zu den zwei Funktionen

f1 : [−1, 1]→ R, f1(x) = f(x,
√

1− x2) = −x(1 +
√

1− x2) + 1

f2 : [−1, 1]→ R, f2(x) = f(x,−
√

1− x2) = −x(1−
√

1− x2) + 1.(3) Wir bestimmen die Ableitungen dieser Funktionen und erhalten
f ′
1(x) = −1−

√
1− x2 + x2√

1− x2
= 0 ⇔ x =

√
3/2 oder x = −

√
3/2,sowie analog f ′

2(x) = 0 ⇔ x = 0, und erhalten für Extremstellen die Kandidaten:
(
√

3/2, 1/2), (−
√

3/2, 1/2), (0, −1), (1, 0), (−1, 0)︸ ︷︷ ︸Auf dem Rand; f1 und f2hier ni
ht di�erenzierbar..Für diese gilt:
f(

√
3/2, 1/2) ≈ −0, 29, f(−

√
3/2, 1/2) ≈ 2, 29, f(0,−1) = 1und f(1, 0) = 0 = f(−1, 0).(4) Die Funktion besitzt also mit −1/3 ein globales Minimum bei (2/3, 1/3) und einglobales Maximum in (−

√
3/2, 1/2) mit Wert ≈ 2, 29.



226 50 Extremwertbestimmung unter Nebenbedingungen50.2 Wir betra
hten die Funktion
f : R2 → R, f(x, y) = x2 + y2unter der Nebenbedingung

g : R2 → R, g(x, y) = y − x2 + 3 = 0.(1) Wir lösen die Nebenbedingung na
h y = x2 − 3 auf.(2) Einsetzen von y liefert die Funktion:
f(x, y) = x2 + y2 = x2 + (x2 − 3)2 = x4 − 5x2 + 9 = f̃(x) .(3) Wir können nun einfa
h die Extrema von f̃ bere
hnen und su
hen daher die Null-stellen der ersten Ableitung:

f̃ ′(x) = 4x3 − 10x = 0 ⇔ x ∈
{
0,
√

5/2, −
√

5/2
}
.Dur
h Einsetzen in die zweite Ableitung, erhalten wir

f̃ ′′(x) = 12x2 − 10 ⇒ f̃ ′′(0) = −10 < 0 ⇒ f̃ hat lok. Max. in 0

f̃ ′′(±
√

5/2) = 20 > 0 ⇒ f̃ hat lok. Min. in ±√5/2
.(4) Die Funktion f hat damit unter der Nebenbedingung g(x) = 0 an der Stelle (0, −3)ein Maximum und an den Stellen (±

√
5/2, 1/2) Minima.50.3 Da f stetig und K kompakt ist, nimmt f Extrema auf K an. Für Extrema imInneren von K muss der Gradient vers
hwinden. Wir erhalten

∇f(x, y) =


8x− 3y

−3x


 =


0

0


 ⇔ x = y = 0 .Die Hesse-Matrix an dieser kritis
hen Stelle ist gegeben dur
h

Hf (0, 0) =


 8 −3
−3 0


und ist inde�nit (die Determinante ist negativ). Somit besitzt f in (0, 0)⊤ einen Sattel-punkt im Inneren von K.Wir untersu
hen nun, ob es Extrema auf dem Rand von K gibt. Dazu benutzen wir dasRezept zur Extremwertbestimmung mit der Lagrange's
hen Multiplikatorregel:

(x, y)⊤ ∈ ∂K ⇔ x2 + y2 − 1 = 0 .



227(1) Wir erhalten somit die Lagrangefunktion
L(x, y, λ) = 4x2 − 3xy + λ(x2 + y2 − 1) .(2) Wir bere
hnen die Nullstellen des Gradienten

∂xL(x, y, λ) = 8x− 3y + 2λx = 0 (50.1)
∂yL(x, y, λ) = −3x+ 2λy = 0 (50.2)
∂λL(x, y, λ) = x2 + y2 − 1 = 0 (50.3)Da (x, y)⊤ ∈ ∂K gilt (x, y)⊤ 6= (0, 0)⊤. Aus (50.1) folgt x = 0 ⇒ y = 0 und mit (50.2)

y = 0 ⇒ x = 0. Somit ist x = 0 ⇔ y = 0, also folgt hier x 6= 0 und y 6= 0.(50.1) und (50.2) werden damit zu
8− 3 y

x + 2λ = 0 (50.4)
−3x

y + 2λ = 0 (50.5)Aus (50.5) erhält man 2λ = 3x
y und eingesetzt in (50.4) ergibt si
h

8− 3 y
x + 3x

y = 0 .Setze nun a = y
x :

8− 3a+ 3
a = 0⇔ 8a− 3a2 + 3 = 0 ⇔ a1,2 = 1

3 (4± 5)

⇒ y
x = 3 ∨ y

x
= −1

3 ⇒ y = 3x ∨ x = −3y .Einsetzen in (50.3) erhält man
x2 + (3x)2 = 1 ⇔ x = ± 1√

10
⇒ y = ± 3√

10
,

(−3y)2 + y2 = 1 ⇔ y = ± 1√
10
⇒ x = ∓ 3√

10
.Die stationären Punkten sind also

a1 = (x1, y1)
⊤ = (± 1√

10
,± 3√

10
)⊤ und a2 = (x2, y2)

⊤ = (∓ 3√
10
,± 1√

10
)⊤mit

f(x1, y1) =
4
10 − 9

10 = −1
2 und f(x2, y2) =

36
10 + 9

10 = 9
2 .(3) Um herauszu�nden, ob es weitere Kandidaten auf ∂K gibt, untersu
hen wir ∇g(x, y)für g(x, y) = x2 + y2 − 1:

∇g(x, y) = 2


x
y


 =


0

0


 ⇔ x = y = 0 .



228 50 Extremwertbestimmung unter NebenbedingungenAlso ist ∇g(x, y) 6= 0 für (x, y)⊤ ∈ ∂K. Somit sind (x1, y1)
⊤ und (x2, y2)

⊤ die einzigenKandidaten für Extrema von f auf ∂K.(4) Bei a1 = (x1, y1)
⊤ handelt es si
h um die Stelle des globalen Minimums, bei a2 =

(x2, y2)
⊤ um die Stelle des globalen Maximums (bea
hte (2)).50.4 Äquivalent zu Mini- bzw. Maximierung des Abstandes ist die Mini- bzw. Ma-ximierung des Abstandsquadrates:

f(x, y) =

∥∥∥∥∥∥


x
y


−


−1

1




∥∥∥∥∥∥

2

2

= (x+ 1)2 + (y − 1)2 .Die Nebenbedingung ist dur
h den Kreisrand gegeben:
g(x, y) = x2 + y2 − 2x+ 2y + 1 = (x− 1)2 + (y − 1)2 − 1 = 0 .(1) Die Lagrange-Funktion lautet:

L(x, y, λ) = f(x, y) + λg(x, y) .(2) Die notwendige Bedingung für Extrema lautet
∇L(x, y, λ) =




2(x+ 1) + 2λ(x− 1)

2(y − 1) + 2λ(y + 1)

(x− 1)2 + (y + 1)2 − 1


 =




0

0

0


 .Wegen λ 6= 1 erhält man aus den ersten beiden Glei
hungen

x(2 + 2λ) = 2λ− 2 ⇒ x = λ−1
λ+1 ,

y(2 + 2λ) = 2− 2λ =⇒ y = −λ−1
λ+1 .Also gilt y = −x. Dies eingesetzt in die dritte Glei
hung ergibt

x2 − 2x+
1

2
= 0 ⇒ x1,2 = 1± 1√

2
, y1,2 = −1∓ 1√

2
.Damit sind a1,2 = (1± 1√

2
,−1∓ 1√

2
)⊤ Kandidaten für Extrema.(3) Da für alle Punkte (x, y) mit g(x, y) = 0 die Bedingung

∇g(x, y) =


2(x− 1)

2(y + 1)


 6= 0erfüllt ist, gibt es keine weiteren Kandidaten.(4) Da Maximum und Minimum auf der kompakten Menge g(x, y) = 0 angenommenwerden und auÿerdem √

f(a1,2) = ±1 + 2
√
2 gilt, wird im Punkt a1 der maximaleAbstand und im Punkt a2 der minimale Abstand angenommen.



22950.5 Die Menge E bes
hreibt eine Ellipse, insbesondere ist E kompakt und f(x, y)besitzt als stetige Funktion Maximum und Minimum auf E.Stationäre Punkte ohne Nebenbedingung ergeben si
h aus der Bedingung
∇f(x, y) =


2x− y

2 − 1

−x
2
+ y

2


 =


0

0


 .Damit ist a0 = (2/3, 2/3) einziger stationärer Punkt. Er liegt zudem im Inneren von E.Da die Hesse-Matrix

Hf (x, y) =


 2 −1/2

−1/2 1/2


auf ganz R2 positiv de�nit ist, ist a0 striktes lokales Minimum mit dem Funktionswert

f(a0) = −1/3. Stationäre Punkte auf demRand x2+y2

4 = 1 erhält man aus der Lagrange-Multiplikatoren-Regel.(1) Die Lagrangefunktion lautet
F (x, y, λ) = x2 − xy

2
+
y2

4
− x+ λ

(
x2 +

y2

4
− 1

)
.(2) Wir bestimmen die Nullstellen des Gradienten:

∇F (x, y, λ) =




2x− y
2 − 1 + 2λx

−x
2 + y

2 + λy
2

x2 + y2

4 − 1


 =




0

0

0


 .Die ersten beiden Glei
hungen führen mit µ = 2(1 + λ) auf


 µ −1

2

−1
2

µ
4




︸ ︷︷ ︸
=:A(µ)


x
y


 =


1

0


 .Für detA(µ) = µ2−1

4
= 0, d.h. µ = ±1, besitzt das Glei
hungssystem keine Lösung.Ansonsten wird es gelöst dur
h


x
y


 =

1

µ2 − 1


µ
2


 .In die dritte Glei
hung eingesetzt ergibt si
h

1 = x2 +
y2

4
=

µ2 + 1

(µ2 − 1)2
⇒ µ = 0 ∨ µ = ±

√
3 .



230 50 Extremwertbestimmung unter NebenbedingungenMan erhält damit die drei stationären Punkte auf dem Rand
a1 =


 0

−2


 , a2 =


−

√
3

2

1


 , a3 =




√
3

2

1


 .(3) Für die Nebenbedingung

g(x, y) = x2 +
y2

4
− 1ergibt si
h

∇g(x, y) =


2x

y
2


 =


0

0


nur im Nullpunkt, wel
her ni
ht auf dem Rand liegt. Daher gibt es keine weiterenKandidaten.(4) Mit den Funktionswerten

f(a0) =
−1
3
, f(a1) = 1, f(a2) =

4 + 3
√
3

4
, f(a3) =

4− 3
√
3

4ergibt si
h, dass a0 globales Minimum und a2 globales Maximum ist.50.6 Aus
∇f(x, y) =


2x− y − 1

−x+ 2y


 =


0

0


folgt wegen x = 2y, dass y = 1

3
, x = 2

3
der einzige Kandidat für einen Extremwert auf

R2 ist. Die Hessematrix ist
Hf (x, y) =


 2 −1
−1 2


 ,also liegt in (23 ,

1
3 ) ein lokales Minimum vor, f(23 , 13 ) = −1

3 , das wegen (23 )
2 + (13 )

2 =
5
9 < 1 im Inneren von S liegt.Um den Rand von S zu untersu
hen, wenden wir die Methode des Lagrange-Multiplikators an. Die Nebenbedingung x2 + y2 = 1 wird genau dur
h die Nullstellender Funktion g(x, y) = x2 + y2 − 1 erfüllt.(1) Die Lagrangefunktion lautet:

L(x, y, λ) = f(x, y) + λ g(x, y) .(2) Wir bestimmen die Nullstellen des Gradienten:
2x− y − 1 + 2λx = 0

−x+ 2y + 2λy = 0

x2 + y2 = 1 .



231Die ersten beiden Glei
hungen bilden ein lineares Glei
hungssystem für x und y, mitder von λ abhängigen Lösung
y =

1

4(1 + λ)2 − 1
und x =

2(1 + λ)

4(1 + λ)2 − 1
.Eingesetzt in die dritte Glei
hung ergibt si
h mit µ = 1 + λ

0 = x2 + y2 − 1 =
4µ2 + 1− (4µ2 − 1)2

(4µ2 − 1)2
=
−16µ4 + 12µ2

(4µ2 − 1)2mit den Lösungen µ = 0 und µ = ±
√

3
4 . Somit erhalten wir als Kandidaten für Ex-tremstellen auf dem Rand

λ = −1 : (x, y) = (0,−1) f(x, y) = 1

λ = −1 + 1
2

√
3 : (x, y) = (12

√
3, 12 ) f(x, y) = −1− 3

4

√
3

λ = 1 + 1
2

√
3 : (x, y) = (−1

2

√
3, 12 ) f(x, y) = 1 + 3

4

√
3(3) Wegen

∇g(x, y) =


2x

2y


 6=


0

0


für (x, y) ∈ ∂S gibt es keine weiteren Kandidaten.(4) Das absolute Minimum −1

3 liegt also im Inneren von S, bei (23 , 13 ), das absoluteMaximum, 1 + 3
4

√
3, liegt auf dem Rand von S, im Punkt (−1

2

√
3, 1

2
).



51 Totale Di�erentiation,Di�erentialoperatoren51.1 (a) Es gilt
div(rotv(x)) = 〈




∂1

∂2

∂3


 ,




∂2v3 − ∂3v2
∂3v1 − ∂1v3
∂1v2 − ∂2v1


〉

= ∂1∂2v3 − ∂1∂3v2 + ∂2∂3v1 − ∂2∂1v3 + ∂3∂1v2 − ∂3∂2v1 = 0 ,da für f ∈ C2 der Satz von S
hwarz gilt: ∂i∂jf = ∂j∂if für i, j = 1, 2, 3.(b) Es gilt
rot(∇f(x)) =




∂1

∂2

∂3


×




∂1f(x)

∂2f(x)

∂3f(x)


 =




∂2∂3f(x)− ∂3∂2f(x)
∂3∂1f(x)− ∂1∂3f(x)
∂1∂2f(x)− ∂2∂1f(x)


 = 0 ,da für f ∈ C2 der Satz von S
hwarz gilt: ∂i∂jf(x) = ∂j∂if(x) für i, j = 1, 2, 3.(
)

div(g(x)v(x))=

3∑

i=1

∂i(g(x)v(x))i =

3∑

i=1

∂i(g(x)vi(x))

=

3∑

i=1

(∂ig(x)vi(x)+g(x)∂ivi(x))=v(x)⊤∇g(x)+g(x) div v(x) .51.2 Für v = (v1, v2, v3)
⊤ gilt laut De�nition rot v =




∂2v3 − ∂3v2
∂3v1 − ∂1v3
∂1v2 − ∂2v1


 und somit

rot(rot v) =




∂2
(
∂1v2 − ∂2v1

)
− ∂3

(
∂3v1 − ∂1v3

)

∂3
(
∂2v3 − ∂3v2

)
− ∂1

(
∂1v2 − ∂2v1

)

∂1
(
∂3v1 − ∂1v3

)
− ∂2

(
∂2v3 − ∂3v2

)




=




−∂22v1 − ∂23v1 + ∂1
(
∂2v2 + ∂3v3

)

−∂23v2 − ∂21v2 + ∂2
(
∂3v3 + ∂1v1

)

−∂21v3 − ∂22v3 + ∂3
(
∂1v1 + ∂2v2

)




=




−∆v1 + ∂1
(
div v

)

−∆v2 + ∂2
(
div v

)

−∆v3 + ∂3
(
div v

)


 = −∆v + grad(div v) .



23351.3 (a) Die totalen Di�erentiale der Funktionen sind
df = (y + z) dx+ (x+ z) dy + (x+ y) dz ,

dg = 2x dx+ 2y dy + 2z dz ,

dh = dx+ dy + dz .(b) Aus dem funktionalen Zusammenhang ergibt si
h das totale Di�erential
df =

∂U

∂g
dg +

∂U

∂h
dh ,woraus si
h na
h dem Einsetzen der totalen Di�erentiale der Funktionen links und re
htsfolgende Beziehung ergibt

(y + z) dx+ (x+ z) dy + (x+ y) dz =

=

(
∂U

∂g
2x+

∂U

∂h

)
dx+

(
∂U

∂g
2y +

∂U

∂h

)
dy +

(
∂U

∂g
2z +

∂U

∂h

)
dz.Ein Koe�zientenverglei
h liefert die Glei
hungen

y + z =
∂U

∂g
2x+

∂U

∂h
, x+ z =

∂U

∂g
2y +

∂U

∂h
, x+ y =

∂U

∂g
2z +

∂U

∂h
.Subtraktion von erster und zweiter Glei
hung ergibt

y − x = 2(x− y)∂U
∂g

⇒ ∂U

∂g
= −1

2
.Addition aller drei Glei
hungen liefert

2h = 2h
∂U

∂g
+ 3

∂U

∂h
=⇒ h =

∂U

∂h
,woraus folgt

U = −1

2
g + f1(h) bzw. U =

1

2
h2 + f2(g) .Zusammen erhält man

U =
1

2
h2 − 1

2
g ,da f und g homogene Polynome zweiter Ordnung bzw. h ein homogenes Polynom ersterOrdnung ist.51.4 Das totale Di�erential der Zustandsglei
hung ist

0 =
∂f

∂P
dP +

∂f

∂V
dV +

∂f

∂T
dT,



234 51 Totale Di�erentiation, Di�erentialoperatorenworaus si
h folgende Beziehungen für die partiellen Ableitungen ergeben
0 =

∂f

∂P

∂P

∂T

∣∣∣∣
V

+
∂f

∂T
⇒ ∂P

∂T

∣∣∣∣
V

= − ∂f

∂T

/
∂f

∂P

0 =
∂f

∂T

∂T

∂V

∣∣∣∣
P

+
∂f

∂V
⇒ ∂T

∂V

∣∣∣∣
P

= − ∂f

∂V

/
∂f

∂T

0 =
∂f

∂P

∂P

∂V

∣∣∣∣
T

+
∂f

∂V
⇒ ∂P

∂V

∣∣∣∣
T

= − ∂f

∂V

/
∂f

∂P
.Die zu zeigende Glei
hung folgt nun dur
h Einsetzen

∂P

∂T

∣∣∣∣
V

∂T

∂V

∣∣∣∣
P

=

(
∂f

∂T

/
∂f

∂P

)(
∂f

∂V

/
∂f

∂T

)
=

∂f

∂V

/
∂f

∂P
= − ∂P

∂V

∣∣∣∣
T

.51.5 (a) Wir bere
hnen die einzelnen Ableitungen und damit den Lapla
eoperator:
∂

∂x
u(x, y) = sinh x sin y − 2x

∂

∂y
u(x, y) = cosh x cos y

∂2

∂x2
u(x, y) = coshx sin y − 2

∂2

∂y2
u(x, y) = − coshx sin yHiermit erhalten wir

−∆u = − coshx sin y + 2 + coshx sin y = 2 .(b) Wir bere
hnen erneut die einzelnen Ableitungen:
∂

∂t
u(x, t) = − e−t sin (x/

√
k)

∂

∂x
u(x, t) =

1√
k
e−t cos (x/

√
k)

∂2

∂x2
u(x, t) = −1

k
e−t sin (x/

√
k)Hiermit erhalten wir

∆u(x, t) = −1

k
e−t sin (x/

√
k) .Weiter:

ut − k∆u = − e−t sin (x/
√

k) + e−t sin (x/
√

k) = 0 .(
) Zunä
hst leiten wir uns den Lapla
eoperator für rotationssymmetris
he Funktionen
u : R+ → R, u(r = ‖x‖), her:

∂u

∂xi
=
∂u

∂r

∂r

∂xi
=

∂r

∂xi

∂

∂r
u =

xi
r

∂

∂r
u ⇒ ∂

∂xi
=
xi
r

∂

∂r
,



235
∂2

∂x2i
=

∂

∂xi

(
xi
r

∂

∂r

)
=

(
∂

∂xi

xi
r

)
∂

∂r
+
xi
r

∂

∂xi

∂

∂r
=
r2 − x2i
r3

∂

∂r
+
x2i
r2

∂2

∂r2
.Hiermit erhalten wir:

∆ =

3∑

i=1

∂2

∂x2i
=

3∑

i=1

(
r2 − x2i
r3

∂

∂r
+
x2i
r2

∂2

∂r2

)
=

2

r

∂

∂r
+

∂2

∂r2
.Für die einzelnen Ableitungen angewandt auf die Funktion u(r, t) erhält man

∂

∂r
u(r, t) = − 1

r2
sin(r − ct) + 1

r
cos(r − ct)

∂2

∂r2
u(r, t) =

2

r3
sin(r − ct)− 2

r2
cos(r − ct)− 1

r
sin(r − ct)

∂

∂t
u(r, t) = − c

r
cos(r − ct)

∂2

∂t2
u(r, t) = −c

2

r
sin(r − ct)Wir erhalten somit für die Wellenglei
hung

∆utt − c2∆u = utt − c2
(
2

r

∂u

∂r
+
∂2u

∂r2

)

= −c
2

r
sin(r − ct) + 2c2

r

1

r2
sin(r − ct)− 2c2

r

1

r
cos(r − ct)−

−c2 2

r3
sin(r − ct) + c2

2

r2
cos(r − ct) + c2

1

r
sin(r − ct)

= 0 .



52 Implizite Funktionen52.1 Es gilt
∇F (x, y) =


Fx(x, y)

Fy(x, y)


 ⊥ Nc .Also ist t = (Fy(x, y),−Fx(x, y))

⊤ Tangentenvektor an die Niveaulinie. Nun gilt:(a) Fx(x, y) 6= 0, Fy(x, y) = 0 ⇒ t = −Fx(x, y) ey (vertikale Tangente in (x, y)).(b) Fx(x, y) = 0, Fy(x, y) 6= 0 ⇒ t = Fy(x, y) ex (horizontale Tangente in (x, y)).52.2 Es gilt
∇f(x, y) =


 2x− y
−x+ 2y


 ,und weiter ist N2 = {(x, y) : f(x, y) = 2} 6= ∅, da z.B. (√2, 0) ∈ N2.(a) Die horizontalen Tangenten erhalten wir gemäÿ Aufgabe 52.1, falls fx(x, y) = 0 ⇔

y = 2x gilt. Eingesetzt in f(x, y) = 2 erhält man
x2 − x(2x) + (2x)2 = 3x2=2 ⇒ x = ±

√
2/3, y = ±2

√
2/3 .Ferner gilt fy (±√2/3,±2

√
2/3
)
6= 0. Somit gibt es horizontale Tangenten an N2 in denPunkten (√2/3, 2

√
2/3
) und (−√2/3,−2

√
2/3
).Die vertikalen Tangenten erhalten wir wenn fy(x, y) = 0 ⇔ x = 2y gilt. Eingesetzt in

f(x, y) = 2 erhält man letztendli
h die beiden Punkte (±2√2/3,±
√

2/3
). Ferner gilt indiesen Punkten fx 6= 0 und somit erhält man vertikale Tangenten an N2 in den Punkten(

2
√

2/3,
√

2/3
) und (−2√2/3,−

√
2/3
).(b) Es gilt fy(√2, 0) = −√2 6= 0. Daher gilt mit dem Satz über implizite Funktionen,dass si
h N2 in einer Umgebung von (
√
2, 0) als Graph einer C1-Funktion y = g(x)darstellen lässt.(
) Es gilt

g′(
√
2) = −fx(

√
2, 0)

fy(
√
2, 0)

= − 2
√
2

−
√
2
= 2 .



23752.3 (a) Es gilt
F (0, 3, 1) =


0 + 9 + 1− 6

√
0 + 9 + 8

0 + 9 + 1− 0− 18 + 8


 =


0

0


 .(b) Wir bere
hnen zunä
hst die Ja
obi-Matrix

DF (x, y, z)=


2x− 6x√

x2+y2
2y − 6y√

x2+y2
2z

2x− 2 2y − 6 2z


⇒ DF (0, 3, 1) =


 0 0 2

−2 0 2


 .Damit erhalten wir die folgenden drei Teilmatrizen

DFxy(0, 3, 1) =


 0 0

−2 0


 , DFxz(0, 3, 1) =


 0 2

−2 2


 , DFyz(0, 3, 1) =


0 2

0 2


 .Von diesen Matrizen ist nur DFxz invertierbar. Für die Au�ösbarkeit na
h (x, y) und

(y, z) ist also der Satz über implizite Funktionen ni
ht anwendbar. Jedo
h ist F in einerUmgebung von (0, 3, 1) na
h (x, z) au�ösbar: Wir sind also in der Situation x = y ∈ Rund y = (x, z), wobei x0 = 3, y0 = (0, 1).Na
h dem Satz über implizite Funktionen gibt es o�ene Mengen I = Bε(3) ⊆ R und
J = Bδ(0, 1) und eine Funktion

f : I → J, y 7→ (x, z) mit (y, f(y)) = 0 für alle y ∈ Bε(3) .Wir können diese implizite Funktion f au
h explizit angeben, dazu sind einige Kunst-gri�e nötig:
F (x, y, z) = 0 ⇒ F1(x, y, z) = F2(x, y, z) = 0

⇒ F1(x, y, z)− F2(x, y, z) = 0

⇔ −6
√
x2 + y2 + 2x+ 6y = 0

⇔ 3
√
x2 + y2 = x+ 3y

⇒ 9(x2 + y2) = (x+ 3y)2

⇔ 4x2 − 3xy = 0

⇔ x(4x− 3y) = 0

⇔ x = 0 ∨ x =
3

4
y .Da x(3) = 0 sein muss, kommt nur x(y) = 0 für alle y in Frage.

⇒ F2(0, y, z) = 0

⇔ y2 + z2 − 6y + 8 = 0

⇔ z2 = −y2 + 6y − 8

⇔ |z| =
√
−y2 + 6y − 8

⇔ z =
√
−y2 + 6y − 8 ∨ z = −

√
−y2 + 6y − 8 .



238 52 Implizite FunktionenDa z(3) = 1 sein muss, kommt nur z(y) =√−y2 + 6y − 8 für alle y in Frage.52.4 Es gilt
Fz(x, y, z) = 3z2 + 4 > 0 ∀ (x, y) ∈ R2 ,also folgt mit dem Satz über implizite Funktionen, dass es in einer Umgebung von (x, y)eine C1-Funktion z = f(x, y) mit F (x, y, f(x, y)) = 0 gibt. Für den Gradienten gilt dort

∇f(x, y) =


fx(x, y)
fy(x, y)


 =


−

Fx(x,y,z)
Fz(x,y,z

−Fy(x,y,z)
Fz(x,y,z)


 = − 1

3z2 + 4


−2x+ y2

2xy + 8


 .52.5 Es gilt Fx(x, y) = 3x2 − 3y = 0 ⇔ x2 = y:

F (x, x2) = x3 + x6 − 3x3 = x3(x3 − 2) = 0 ⇔ x = 0 ∨ x =
3
√
2und Fy(x, y) = 3y2 − 3x = 0 ⇔ y2 = x:

F (y2, y) = y6 + y3 − 3y3 = y3(y3 − 2) = 0 ⇔ y = 0 ∨ y =
3
√
2 .Somit folgt:In ( 3

√
2, 3
√
4) ist F (x, y) = 0, Fx(x, y) = 0 und Fy(x, y) 6= 0. Also gibt es hier einehorizontale Tangente.In ( 3

√
4, 3
√
2) ist F (x, y) = 0, Fy(x, y) = 0 und Fx(x, y) 6= 0. Also gibt es hier einevertikale Tangente.In (0, 0) ist F (x, y) = 0 und∇F (x, y) = 0. Also gibt es hier einen singulären Punkt.Für x < 0 gilt Fy(x, y) = 3(y2 − x) 6= 0, also folgt mit dem Satz über impliziteFunktionen, dass si
h in einer Umgebung von x die dur
h F (x, y) = 0 de�nierte Kurveals Graph einer C1-Funktion y = f(x) darstellen lässt. Es gilt dann

f ′(x) = −Fx(x, g(x))

Fy(x, g(x))
= −Fx(x, y)

Fy(x, y)
= −x

2 − y
y2 − x = −x

2 − g(x)
g(x)2 − x .



23952.6 Wir betra
hten die Funktionen
F (x, y, z) =


 x+ y − sin z

exp z − x− y3 − 1


 und G(x, y, z) =


 x+ y − sin z

expx− x2 + y − 1


und untersu
hen, ob die Glei
hungen F (x, y, z) = 0 und G(x, y, z) = 0 in einer Umge-bung von (0, 0, 0) na
h (y, z) aufgelöst werden können. Dazu betra
hten wir zunä
hstdie Ja
obimatrizen von F und G:

DF (x) =


 1 1 − cos z

−1 −3y2 exp z


 ⇒ DF (0) =


 1 1 −1
−1 0 1


 ,

DG(x) =


 1 1 − cos z

−2x+ expx 1 0


 ⇒ DG(0) =


1 1 −1
1 1 0


 .Die Glei
hungen sind nun genau dann in einer Umgebung von (0, 0, 0) na
h (y, z) auf-lösbar, wenn jeweils die re
hte 2× 2-Teilmatrix von DF (0) und DG(0) invertierbar ist,also falls 

1 −1
0 1


 und 

1 −1
1 0


invertierbar sind. Dies ist o�ensi
htli
h der Fall.52.7 (a) Es gilt

Fz(x, y, z) = 2z − 2x− 2y = 2(z − x− y) ,also ist Fz(x, y, z) = 0 für z = x+ y. Somit folgt
F (x, y, x+y) = (x+y)2−x2−y2−2x(x+y)−2y(x+y)−2xy−1 = −2(x+y)2−1 < 0 .Für z = x + y liegen also keine Punkte in N0 und somit gilt Fz(x, y, z) 6= 0 für alle
(x, y, z) ∈ N0. Mit dem Satz über implizite Funktionen folgt also, dass es zu jedem
(x, y) ∈ R2 eine Umgebung U gibt, in der si
h N0 als Graph einer Funktion z = f(x, y)darstellen lässt.(b) Für den Gradienten erhält man

∇f(x, y) =


−

Fx(x,y,z)
Fz(x,y,z)

−Fy(x,y,z)
Fz(x,y,z)


 =




x+y+z
z−x−y

x+y+z
z−x−y


 =

x+ y + f(x, y)

f(x, y)− x− y


1

1


 .



240 52 Implizite Funktionen52.8 Es gilt
Fy(x, y) = −6xy < 0 für x, y > 0 .Somit folgt mit dem Satz über implizite Funktionen, dass si
h für x, y > 0 F (x, y) = 0als Graph einer Funktion y = f(x) darstellen lässt.Für die Ableitung gilt

f ′(x) = −Fx(x, y)

Fy(x, y)
= 0 ⇔ Fx(x, y) = 0

Fx(x, y) = 3x2 − 3y2 = 0 ⇔ y = x (x, y > 0)

F (x, x) = 16− 2x3 = 0 ⇔ x = 2

−Fxx(x, y)

Fy(x, y)
= − 6x

−6xy =
1

y
=

1

2
für (x, y) = (2, 2) .Die Funktion f hat also ein lokales Minimum bei x = 2.



53 Koordinatentransformationen53.1 In Zylinderkoordinaten lautet das Vektorfeld (bea
hte unser Rezept):
vZyl(r, ϕ, z) =  cosϕ sinϕ 0

− sinϕ cosϕ 0

0 0 1




1

r




r cosϕ z

r sinϕz

r2


 =




z

0

r


 .Für Divergenz und Rotation erhält man in kartesis
hen Koordinaten

rotv(x, y, z) =




∂v3

∂y − ∂v2

∂z

∂v1

∂z − ∂v3

∂x

∂v2

∂x −
∂v1

∂y


 =




y√
x2+y2

− y√
x2+y2

x√
x2+y2

− x√
x2+y2

− xyz

(x2+y2)
3
2
+ xyz

(x2+y2)
3
2




=




0

0

0


 ,

div v(x, y, z) =
∂v1
∂x

+
∂v2
∂y

+
∂v3
∂z

=
y2z

(x2 + y2)
3
2

+
x2z

(x2 + y2)
3
2

+ 0 =
z√

x2 + y2
.Für Divergenz und Rotation erhält man in Zylinderkoordinaten

rot v(r, ϕ, z) =




1
r
∂v3

∂ϕ
− ∂v2

∂z

∂v1

∂z − ∂v3

∂r

1
r
∂(rv2)

∂r − 1
r
∂v1

∂ϕ


 =




1
r
· 0− 0

1− 1

1
r · 0− 1

r · 0


 =




0

0

0


 ,

div v(r, ϕ, z) =
1

r

∂(rv1)

∂r
+

1

r

∂v2
∂ϕ

+
∂v3
∂z

=
z

r
+

1

r
· 0 + 0 =

z

r
.53.2 In kartesis
hen Koordinaten ergibt si
h für den Gradient und den Lapla
e-Operator

∇f =




fx

fy

fz


 = 4(x2 + y2 + z2)




x

y

z


 und ∆f = fxx + fyy + fzz = 20(x2 + y2 + z2).In Kugelkoordinaten lautet die Funktion f(r, ϕ, ϑ) = r4. Für den Gradient und denLapla
e-Operator erhält man

∇f(r, ϕ, ϑ) =




fr
1

r sinϑfϕ
1
rfϑ


 =




4r3

0

0


 ,

∆f(r, ϕ, ϑ) = frr +
2

r
fr +

1

r2 sin2 ϑ
fϕϕ +

cosϑ

r2 sinϑ
fϑ +

1

r2
fϑϑ = 12r2 +

2

r
4r3 = 20r2 .



242 53 Koordinatentransformationen53.3 Mit unserem Rezept erhalten wir
vKug(r, ϕ, ϑ) = S−1Kug vkart(r cosϕ sinϑ, r sinϕ sinϑ, r cosϑ)

=




cosϕ sinϑ sinϕ sinϑ cosϑ

− sinϕ cosϕ 0

cosϕ cosϑ sinϕ cosϑ − sinϑ




1

r sin2 ϑ




− sinϕ sinϑ

cosϕ sinϑ

cosϑ




=
1

r sin2 ϑ




cos2 ϑ

sinϑ

− cosϑ sinϑ


 =

1

r




cos2 ϑ
sin2 ϑ

1
sinϑ

− cosϑ
sinϑ


 =

1

r




cot2 ϑ

cscϑ

− cotϑ


 .Für Divergenz und Rotation erhält man in kartesis
hen Koordinaten

rot v(x, y, z) =




∂v3

∂y −
∂v2

∂z

∂v1

∂z − ∂v3

∂x

∂v2

∂x − ∂v1

∂y


 =




− 2yz
(x2+y2)2 − 0

0 + 2xz
(x2+y2)2

−x2+y2

(x2+y2)2 −
−x2+y2

(x2+y2)2


 =

2z

(x2 + y2)2




−y
x

0


 ,

div v(x, y, z) =
∂v1
∂x

+
∂v2
∂y

+
∂v3
∂z

= − 2xy

(x2 + y2)2
+

2xy

(x2 + y2)2
+

1

x2 + y2
=

1

x2 + y2
.Für Divergenz und Rotation erhält man in Kugelkoordinaten

rot v(r, ϕ, ϑ) =




1
r sinϑ

∂(v2 sinϑ)
∂ϑ − 1

r sinϑ
∂v3

∂ϕ

1
r
∂(rv3)

∂r − 1
r
∂v1

∂ϑ

1
r sinϑ

∂v1

∂ϕ
− 1

r
∂(rv2)

∂r


 =




0

2 cosϑ
r2 sin3 ϑ

0


 ,

div v(r, ϕ, ϑ) =
1

r2
∂(r2v1)

∂r
+

1

r sinϑ

∂v2
∂ϕ

+
1

r sinϑ

∂(v3 sinϑ)

∂ϑ
=

1

r2 sin2 ϑ
.53.4 In kartesis
hen Koordinaten ergibt si
h für den Gradient und den Lapla
e-Operator

∇f =




fx

fy

fz


 =




2x+ z

3y2

2z + x


 und ∆f = fxx + fyy + fzz = 4 + 6y .In Zylinderkoordinaten lautet die Funktion f(r, ϕ, z) = r2 cos2 ϕ + r3 sin3 ϕ + z2 +

rz cosϕ. Für den Gradient und den Lapla
e-Operator erhält man
∇f = frer +

1

r
fϕeϕ+fzez =




fr
1
rfϕ

fz


 =




2r cos2 ϕ+ 3r2 sin3 ϕ+ z cosϕ

−2r cosϕ sinϕ+ 3r2 sin2 ϕ cosϕ− z sinϕ
2z + r cosϕ


 ,
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∆f = frr +

1

r
fr +

1

r2
fϕϕ + fzz

= 2 cos2 ϕ+ 6r sin3 ϕ+ 2 cos2 ϕ+ 3r sin3 ϕ+
z

r
cosϕ+

+2 sin2 ϕ− 2 cos2 ϕ+ 6r sinϕ cos2 ϕ− 3r sin3 ϕ− z

r
cosϕ+ 2

= 6r sinϕ
(
sin2 ϕ+ cos2 ϕ

)
+ 2

(
sin2 ϕ+ cos2 ϕ

)
+ 2 = 4 + 6r sinϕ .53.5 Gegeben sei eine Funktion u(r, ϕ, z) in Zylinderkoordinaten. Wir su
hen nunden Lapla
e-Operator

∆u =
∂2u

∂x12
+

∂2u

∂x22
+

∂2u

∂x32
.Es gilt nun

∂u

∂xi
=
∂u

∂r

∂r

∂xi
+
∂u

∂ϕ

∂ϕ

∂xi
+
∂u

∂z

∂z

∂xi
⇒ ∂

∂xi
=

∂r

∂xi

∂

∂r
+
∂ϕ

∂xi

∂

∂ϕ
+

∂z

∂xi

∂

∂z
.Wir brau
hen nun

φ−1(x1, x2, x3) =




√
x21 + x22

arctan x2

x1

x3


 =



r
ϕ
z


 ,um die benötigten partiellen Ableitungen zu bere
hnen. Wir stellen alle benötigtenAbleitungen übersi
htli
h in einer Tabelle zusammen:

∂r
∂x1

= x1√
x2
1+x2

2

= r cosϕ
r = cosϕ ∂ϕ

∂x1
= − x2

x2
1+x2

2
= − r sinϕ

r2 = −1
r sinϕ ∂z

∂x1
= 0

∂r
∂x2

= x2√
x2
1+x2

2

= r sinϕ
r = sinϕ ∂ϕ

∂x2
= x1

x2
1+x2

2
= r cosϕ

r2 = 1
r cosϕ ∂z

∂x2
= 0

∂r
∂x3

= 0 ∂ϕ
∂x3

= 0 ∂z
∂x3

= 1Hieraus erhalten wir:
∂

∂x1
= cosϕ

∂

∂r
− 1

r
sinϕ

∂

∂ϕ
,

∂

∂x2
= sinϕ

∂

∂r
+

1

r
cosϕ

∂

∂ϕ
,

∂

∂x3
=

∂

∂z
.Daraus lassen si
h die zweiten partiellen Ableitungen bere
hnen:

∂2

∂x21
=

∂

∂x1

(
∂

∂x1

)
=

∂

∂x1

(
cosϕ

∂

∂r
− 1

r
sinϕ

∂

∂ϕ

)

= cosϕ
∂

∂r

(
cosϕ

∂

∂r
− 1

r
sinϕ

∂

∂ϕ

)
− 1

r
sinϕ

∂

∂ϕ

(
cosϕ

∂

∂r
− 1

r
sinϕ

∂

∂ϕ

)

= cos2 ϕ
∂2

∂r2
− sinϕ cosϕ

∂

∂r

(
1

r

∂

∂ϕ

)
+

1

r
sin2 ϕ

∂

∂r
−

−1

r
sinϕ cosϕ

∂

∂ϕ

∂

∂r
+

1

r2
sinϕ cosϕ

∂

∂ϕ
+

1

r2
sin2 ϕ

∂2

∂ϕ2
.
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∂2

∂x22
=

∂

∂x2

(
∂

∂x2

)
=

∂

∂x2

(
sinϕ

∂

∂r
+

1

r
cosϕ

∂

∂ϕ

)

= sinϕ
∂

∂r

(
sinϕ

∂

∂r
+

1

r
cosϕ

∂

∂ϕ

)
+

1

r
cosϕ

∂

∂ϕ

(
sinϕ

∂

∂r
+

1

r
cosϕ

∂

∂ϕ

)

= sin2 ϕ
∂2

∂r2
+ sinϕ cosϕ

∂

∂r

(
1

r

∂

∂ϕ

)
+

1

r
cos2 ϕ

∂

∂r
+

+
1

r
sinϕ cosϕ

∂

∂ϕ

∂

∂r
− 1

r2
sinϕ cosϕ

∂

∂ϕ
+

1

r2
cos2 ϕ

∂2

∂ϕ2
.

∂2

∂x23
=

∂

∂x3

(
∂

∂x3

)
=

∂2

∂z2
.Letztendli
h erhalten wir

∆ =
∂2

∂x12
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x32
=

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2

=
1

r

(
r
∂2

∂r2
+

∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
.



54 Kurven I54.1 (a) Wir bestimmen den Tangentenvektor und untersu
hen dessen Komponen-tenfunktionen na
h Nullstellen:
γ̇(t) =


2t

1


 ⇒




ẋ(t) = 0 ⇔ t = 0

ẏ(t) 6= 0 ∀ t ∈ R
.Somit gibt es eine vertikale Tangente bei t = 0, keine horizontalen Tangenten und keinesingulären Punkte.(b) Als Bogenlängenfunktion erhält man mit der Substitution τ = u

2
, dτ = 1

2
du:

s(t) =

t
ˆ

t0

‖γ̇(τ)‖ dτ =

t
ˆ

0

‖(2τ, 1)⊤‖ dτ =

t
ˆ

0

√
4τ2 + 1 dτ =

1

2

2t
ˆ

0

√
u2 + 1 du .Dieses Integral lässt si
h dur
h die Substitution u = sinh z, du = cosh z dz und an-s
hlieÿende partielle Integration lösen, wobei cosh2 z − sinh2 z = 1 gilt:

ˆ √
u2 + 1 du =

ˆ

(
√

sinh2 z + 1) cosh z dz =

ˆ

cosh2 z dz

= sinh z cosh z −
ˆ

sinh2 z dz

= sinh z cosh z −
ˆ

(cosh2 z − 1) dz

= sinh z cosh z + z −
ˆ

cosh2 z dzHiermit erhalten wir:
ˆ √

u2 + 1 du =

ˆ

cosh2 z dz =
1

2
(sinh z cosh z + z)

=
1

2

(
sinh z

√
sinh2 z + 1 + z

)

=
1

2

(
u
√
u2 + 1 + arsinhu

)
.Mit einer Rü
ksubstitution erhalten wir nun die Bogenlängenfunktion:

s(t) =
1

4

[
u
√
u2 + 1 + arsinhu

]2t
0

=
1

4

(
2t
√

(2t)2 + 1 + arsinh 2t
)
.54.2 Für die Ableitung erhält man mit Hilfe der Produktregel

γ̇(t) =




cos t

sin t

1


+ t




− sin t

cos t

0


 =




cos t− t sin t
sin t+ t cos t

1


 .



246 54 Kurven IDie Kurve hat damit die Länge
L =

a
ˆ

0

‖γ̇(t)‖ dt =
a
ˆ

0

‖(cos t− t sin t, sin t+ t cos t, 1)⊤‖ dt

=

a
ˆ

0

√
(cos t− t sin t)2 + (sin t+ t cos t)2 + 1 dt

=

a
ˆ

0

√
(1 + t2)(sin2 t+ cos2 t) + 1 dt =

â

0

√
2 + t2 dt

=
√
2

a
ˆ

0

√
1 + (t/

√
2)2 dtSubstitution: t = √2 x, dt = √2 dx

= 2

a/
√

2
ˆ

0

√
1 + x2 dx = 2 · 1

2

[
x
√
1 + x2 + arsinh x

]a/√2

0

=
a√
2

√
1 + (a/

√
2)2 + arsinh(a/

√
2) .



55 Kurven II55.1 Da die Funktion s : [a, b] → R streng monoton wa
hsend ist, ist au
h dieUmkehrfunktion s−1 : [0, L(γ)]→ R streng monoton wa
hsend. Somit ist γ̃ eine Umpa-rametrisierung von γ. Dass ‖ ˙̃γ(t)‖ = 1 für alle t gilt, re
hnet man einfa
h na
h:
˙̃γ(t) =

(
γ
(
s−1(t)

))′
= γ̇

(
s−1(t)

) (
s−1(t)

)′
= γ̇

(
s−1(t)

) 1

s′
(
s−1(t)

)

= γ̇
(
s−1(t)

) 1

‖γ̇
(
s−1(t)

)
‖ ⇒ ‖ ˙̃γ(t)‖ = 1 .55.2 Wir gehen na
h unserem Rezept vor:(1) Wir bestimmen die Bogenlängenfunktion mittels der Substitution τ = sinhu, dτ =

cosh u du:
L =

t
ˆ

0

‖(ẋ(τ), ẏ(τ))‖ dτ =

t
ˆ

0

∥∥∥
(

τ
1+τ2 ,

1
1+τ2

)∥∥∥dτ =

t
ˆ

0

√(
τ

1+τ2

)2
+
(

1
1+τ2

)2
dτ

=

t
ˆ

0

dτ√
1+τ2 =

arsinh t
ˆ

0

coshu√
1+sinh2 u

du =

arsinh t
ˆ

0

coshu
coshu du =

arsinh t
ˆ

0

du = u

∣∣∣∣
arsinh t

0

= arsinh t .Insbesondere gilt L(γ) = arsinh 2.(2) Wir bestimmen s−1:
s(t) =

t
ˆ

0

dτ√
1 + τ2

= arsinh t ⇒ s−1(t) = sinh t .(3) Wir erhalten die Parametrisierung na
h Bogenlänge:
γ̃ : [0, arsinh 2]→ R2 , γ̃(t) = γ(s−1(t)) =


ln

√
1 + sinh2 t

arctan sinh t


 =


 ln cosh t

arctan sinh t


 .55.3 (a) Für die Kurve und ihre Ableitungen gilt:

γ(t) =


a cos t
b sin t


 , γ̇(t) =


−a sin t
b cos t


 , γ̈(t) =


−a cos t
−b sin t


 .Somit folgt für die Krümmung

κ(t) =
|ẋ(t)ÿ(t)− ẏ(t)ẍ(t)|
(ẋ(t)2 + ẏ(t)2)

3/2
=

ab sin2 t+ ab cos2 t
(
a2 sin2 t+ b2 cos2 t

)3/2
=

ab
(
a2 sin2 t+ b2 cos2 t

)3/2
.Wir unters
heiden nun drei Fälle:



248 55 Kurven II(i) a = b : Für die Krümmung gilt
κ(t) =

a2

a3
=

1

a
= 
onst.Die Krümmung ist also an allen Punkten der Kurve maximal.(ii) a < b : Wir betra
hten den Radikand im Nenner von κ(t)

a2 sin2 t+ b2 cos2 t+ a2 cos2 t− a2 cos2 t︸ ︷︷ ︸
=0

= a2 + (b2 − a2)︸ ︷︷ ︸
>0

cos2 t︸ ︷︷ ︸
∈[0,1]

.Der Nenner wird also minimal für cos2 t = 0, also für t = π
2 ∧ t = 3π

2 . DieKrümmung wird somit maximal an den Punkten (0,±b).(iii) a > b : Wir betra
hten erneut den Radikand im Nenner von κ(t)
a2 sin2 t+ b2 cos2 t+ a2 cos2 t− a2 cos2 t︸ ︷︷ ︸

=0

= a2 + (b2 − a2)︸ ︷︷ ︸
<0

cos2 t︸ ︷︷ ︸
∈[0,1]

.Der Nenner wird also minimal für cos2 t = 1, also für t = 0 ∧ t = π. Die Krümmungwird somit maximal an den Punkten (±a, 0).(b) Wendet man die Leibniz's
he Sektorformel an, so erhält man den Flä
heninhalt
F = 1

2

∣∣∣∣
ˆ 2π

0

(
x(t)ẏ(t)− ẋ(t)y(t)

)
dt

∣∣∣∣

= 1
2

∣∣∣∣
ˆ 2π

0

(
a cos t b cos t− (−a sin t)b sin t

)
dt

∣∣∣∣

= 1
2

∣∣∣∣ab
ˆ 2π

0

1dt

∣∣∣∣ = π a b .55.4 Das von den beiden Kurven einges
hlossene Gebiet ist in der Abbildung alss
hra�erte Flä
he gekennzei
hnet. Die beiden Kurven s
hneiden si
h in den Punkten
(1, 1)⊤ und (1,−1)⊤. Wendet man die Leibniz's
he Sektorformel auf die Kurve γ1(t)für t ∈ [−1, 1] an, so besteht der vom Fahrstrahl überstri
hene Flä
heninhalt aus derSumme des s
hra�erten Gebiets und des in der Abbildung grau gekennzei
hneten Drei-e
ks. Letzteres hat den Flä
heninhalt F∆ = 1 wel
her am Ende der Re
hnung einfa
habzuziehen ist. Die Leibniz's
hen Sektorformel angewandt auf die Kurve γ1(t) ergibt



249
FS =

1

2

∣∣∣∣
ˆ 1

−1

x(t)ẏ(t)− ẋ(t)y(t) dt
∣∣∣∣

=
1

2

∣∣∣∣
ˆ 1

−1

(2− t2) · 1− (−2t)tdt
∣∣∣∣

=
1

2

∣∣∣∣
ˆ 1

−1

t2 + 2dt

∣∣∣∣

=
1

2

∣∣∣∣∣
1

3
t3 + 2t

∣∣∣∣
1

−1

∣∣∣∣∣ =
7

3
.Also ist der gesu
hte Flä
heninhalt des Gebiets 4

3 .
γ1

γ2

x

y

55.5 (a) Wir betra
hten ein Rad mit Radius r und wählen den Koordinatenursprungals Startpunkt für P . Als Kurvenparameter t wählen wir den Winkel zwis
hen denStre
ken PM und MQ (s. Abb.).
y

t

P

Zykloide

M

Q
x

r

Anhand der Abbildung lässt si
h nun die Parameterdarstellung lei
ht ablesen, wir er-halten
γ(t) = r


 t− sin t

1− cos t


 , 0 ≤ t <∞ .Wie man lei
ht sieht, ist diese Kurve 2π-periodis
h.(b) Die Flä
he unter dem Zykloidbogen 0 ≤ t < 2π bere
hnet si
h mit Hilfe der Leib-niz's
hen Sektorformel wie folgt

F = 1
2

∣∣∣∣
ˆ 2π

0

(
x(t)ẏ(t)− ẋ(t)y(t)

)
dt

∣∣∣∣

= 1
2

∣∣∣∣
ˆ 2π

0

r2
(
(t− sin t) sin t

)
− (1− cos t)(1− cos t)dt

∣∣∣∣

= 1
2

∣∣∣∣
ˆ 2π

0

r2
(
2 cos t+ t sin t− 2

)
dt

∣∣∣∣

= 1
2r

2
∣∣∣3 sin t− t cos t− 2t|2π0

∣∣∣ = 3πr2 .



250 55 Kurven II(
) Für die Kurve und ihre Ableitungen gilt:
γ(t) =


r(t− sin t)

r(1− cos t)


 , γ̇(t) =


r(1− cos t)

r sin t


 , γ̈(t) =


r sin t
r cos t


 .Somit folgt für die Krümmung

κ(t) =
|ẋ(t)ÿ(t)− ẏ(t)ẍ(t)|
(ẋ(t)2 + ẏ(t)2)

3/2
=
|r(1− cos t)r cos t− r sin t r sin t|
[
r2(1− cos t)2 + r2 sin2 t

]3/2

=
| cos t− cos2 t− sin2 t|

r
(
1− 2 cos t+ cos2 t+ sin2 t

)3/2
=

| cos t− 1|
r (2− 2 cos t)

3/2

=
(1− cos t)

2
√
2 r(1− cos t)3/2

=
1

2
√
2 r
√
1− cos t

.55.6 Die Kurve lässt si
h als Funktion y(t) = 2(cosh(t/2) − 1) darstellen. Für dieLänge ergibt si
h
L =

5
ˆ

−5

√
1 + ẏ(t)2 dt =

5
ˆ

−5

√
1 + sinh2 t

2 dt = 2

5
ˆ

0

cosh t
2 dt = 4 sinh t

2

∣∣∣∣
5

0

= 4 sinh 5
2 .Zur Parametrisierung na
h Bogenlänge gehen wir na
h Rezept vor:(1) Die Bogenlängenfunktion lautet (siehe oben):

s(t) =

t
ˆ

−5

cosh τ
2 dτ = 2 sinh t

2 + 2 sinh 5
2 .(2) Als Umkehrfunktion zu s erhalten wir

s−1(t) = 2 arsinh
(
t
2 − sinh 5

2

)
.(3) Die na
h Bogenlänge umparametrisierte Kurve lautet damit

γ̃(t) = γ(s−1(t)) = 2


 arsinh

(
t
2
− sinh 5

2

)

cosh
[
arsinh

(
t
2 − sinh 5

2

)]
− 1


 = 2


 arsinh

(
t
2 − sinh 5

2

)
√(

t
2 − sinh 5

2

)2
+ 1− 1


 .55.7 Die Kurve lässt si
h als Funktion y(t) = 1−cos t darstellen. Für die Krümmungergibt si
h

κ(t) =
|ÿ(t)|

(1 + ẏ(t)2)
3/2

=
| cos t|

(
1 + sin2 t

)3/2
=

cos t
(
1 + sin2 t

)3/2
,wobei wir benutzt haben, dass cos(t) > 0 für t ∈ [0, 1] gilt.



25155.8 Für die Ableitung erhält man mit Hilfe der Produktregel
γ̇(t) = −2 e−2t


cos t

sin t


+ e−2t


− sin t

cos t


 = − e−2t


2 cos t+ sin t

2 sin t− cos t


 .Die Kurve hat die Länge

L =

∞̂

0

‖γ̇(t)‖ dt =
∞̂

0

‖ − e−2t(2 cos t+ sin t, 2 sin t− cos t)‖ dt

=

∞̂

0

e−2t
√

(2 cos t+ sin t)2 + (2 sin t− cos t)2 dt

=

∞̂

0

e−2t
√

5(sin2 t+ cos2 t) dt =
√
5 lim
a→∞

â

0

e−2t dt

=
√
5 lim
a→∞

[
−1

2
e−2t

]a

0

=
√
5 lim
a→∞

(
1

2
− 1

2
e−2a

)
=

√
5

2
.Zur Bestimmung der Parametrisierung na
h Bogenlänge gehen wir na
h Rezept vor:(1) Für die Bogenlängenfunktion erhalten wir na
h obigem Vorgehen

s(t) =

√
5

2

(
1− e−2t

)
.(2) Um s−1(t) zu bestimmen, lösen wir s(t) na
h t auf:

s(t) =

√
5

2

(
1− e−2t

)
⇔ − 2√

5
s(t) + 1 = e−2t ⇔ ln

(
− 2√

5
s(t) + 1

)
= −2t

⇔ −1

2
ln

(
1− 2√

5
s(t)

)
= t .Damit lautet die gesu
hte Umkehrfunktion s−1 wie folgt:

s−1(t) = −1

2
ln

(
1− 2√

5
t

)
.(3) Für die na
h Bogenlänge umparametrisierte Kurve ergibt si
h also

γ̃(t) = γ(s−1(t)) =

(
1− 2√

5
t

)(
cos

[
−1

2
ln

(
1− 2√

5
t

)]
, sin

[
−1

2
ln

(
1− 2√

5
t

)])⊤
.



56 Kurvenintegrale56.1 (a) Für diese Kurve erhalten wir
γ̇(t) = (− sin t, cos t, 1)⊤ , ‖γ̇(t)‖ =

√
sin2 t+ cos2 t+ 1 =

√
2 ,und damit für das Integral

ˆ

γ

f ds =

ˆ 2π

0

f(γ(t))‖γ̇(t)‖ dt =
ˆ 2π

0

f(cos t, sin t, t)
√
2 dt

=
√
2

ˆ 2π

0

cos2 t+t sin tdt =
√
2

(
π−t cos t

∣∣∣∣
2π

0

+

ˆ 2π

0

cos t dt

)
=−
√
2π.(b) Die direkte Verbindungsstre
ke ist gegeben dur
h γ(t) = (t, t)⊤, t ∈ [0, 1]. DasKurvenintegral bere
hnet si
h dann zu

ˆ

γ

v · ds =

ˆ 1

0

〈v(γ(t)), γ̇(t)〉 dt =
ˆ 1

0


2t

et




⊤
1

1


dt

=

ˆ 1

0

(2t+ et) dt = 1 + e−1 = e .56.2 Der Betrag des Ges
hwindigkeitsvektors ist
‖γ̇(t)‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥




− sin t

cos t

1
2




∥∥∥∥∥∥∥∥
=
√

sin2 t+ cos2 t+ 1
4 =

√
5

2
.Die Masse bere
hnet si
h dann als

M =

4π
ˆ

0

ρ(γ(t)) ‖γ̇(t)‖ dx =

4π
ˆ

0

t

2

√
5

2
dt =

√
5

4
8π2 = 2

√
5π2 .Den S
hwerpunkt S = (s1, s2, s3) bere
hnen wir in einem Aufwas
h, d. h., wir bere
hnendrei Integrale glei
hzeitig, indem wir einen Vektor komponentenweise integrieren:

S =
1

M

4π
ˆ

0

γ(t)ρ(γ(t))‖γ̇(t)‖ dx =
1

2
√
5π2

4π
ˆ

0




cos t

sin t

1
2 t




t

2

√
5

2
dt

=
1

8π2




4π́

0

t cos t dt

4π́

0

t sin t dt

1
2

4π́

0

t2 dt




=
1

8π2




cos t+ t sin t

∣∣∣∣
4π

0

sin t− t cos t
∣∣∣∣
4π

0
1
2
1
3 (4π)

3




=




0

−1
2π

4π
3


 .



25356.3 Wir bezei
hnen mit γ1 die direkte Verbindungsstre
ke von A und B, mit γ2den Stre
kenzug, bestehend aus γ2,1 von A na
h (1, 1)⊤, gefolgt von γ2,2 von (1, 1)⊤na
h B und mit γ3 die Verbindungskurve von A na
h B entlang der Parabel y = x2+1.Wir wählen die folgenden Parametrisierungen:(a) γ1 : [0, 1]→ R2, γ1(t) = (t, 1 + t)⊤(b) γ2,1 : [0, 1]→ R2, γ2,1(t) = (t, 1)⊤ und γ2,2 : [0, 1]→ R2, γ2,2(t) = (1, 1 + t)⊤(
) γ3 : [0, 1]→ R2, γ3(t) = (t, t2 + 1)⊤Für das Kurvenintegral
ˆ

γ

v · ds =
ˆ b

a

v(γ(t))⊤γ̇(t) dterhält man folgli
h:(a) ´
γ1

v · ds =
´ 1

0
t2 − t− 1 + t+ (1 + t)2 dt = 5

3 .(b) ´
γ2

v · ds =
´

γ2,1
v · ds+

´

γ2,2
v · ds =

´ 1

0
t2 − 1 dt+

´ 1

0
1 + (1 + t)2 dt = 8

3
.(
) ´

γ3
v · ds =

´ 1

0
t2 − (t2 + 1) + 2t[t+ (t2 + 1)2] dt = 2.Entspre
hend ergibt si
h im Vektorfeld w:(a) ´

γ1
w · ds =

´ 1

0
t2 − t− 1 + t+ (1 + t)2 dt = 9

2 .(b) ´
γ2

w · ds =
´

γ2,1
w · ds+

´

γ2,2
w · ds =

´ 1

0
t2 − 1 dt+

´ 1

0
1 + (1 + t)2 dt = 9

2 .(
) ´
γ3

w · ds =
´ 1

0
t2 − (t2 + 1) + 2t[t+ (t2 + 1)2] dt = 9

2 .In der Tat hängt der Wert des Integrals ´
γ
w ds für eine beliebige Kurve γ : [a, b]→ R2nur vom Anfangspunkt γ(a) und vom Endpunkt γ(b) der Kurve ab, d. h. das Integralist wegunabhängig im R2.56.4 Das Gebiet G besteht aus zwei gedrehten Parabelbögen.(a) Die zwei Kurven werden dur
h γ1(t) = (1 − 1

4 t
2, t)⊤ und γ2(t) = (12 (t

2 − 1), t)⊤parametrisiert (t ∈ R). Für die S
hnittpunkte dieser Kurven ergibt si
h
γ1(t) = γ2(t) ⇔ 1− 1

4
t2 =

1

2
(t2 − 1) ⇔ t = ±

√
2.Der re
hte Bogen von G ist daher γ1(t), −√2 ≤ t ≤ √2, der linke γ2(t), −√2 ≤ t ≤ √2.Um aus diesen zwei Kurven eine (aus zwei Stü
ken bestehende) zu ma
hen, ist no
hdie Dur
hlaufri
htung von γ2 mittels t 7→ (−t) anzupassen. G wird also parametrisiertdur
h γ1(t), −√2 ≤ t ≤ √2 und γ̃2(t) = (1

2
(t2 − 1),−t)⊤, −

√
2 ≤ t ≤

√
2.



254 56 Kurvenintegrale(b) ˛
∂G

v · ds =
ˆ

γ1

v · ds+
ˆ

γ̃2

v · ds

=

ˆ

√
2

−
√

2


(1− 1

4 t
2)t

t2




⊤
−

1
2 t

1


 dt+

ˆ

√
2

−
√

2




1
2 (t

2 − 1)(−t)
(−t)2




⊤
 t

−1


 dt

=

ˆ

√
2

−
√

2

−3

8
t4 dt = 2

[
− 3

40
t5
]√2

0

= −3

5

√
2.



57 Gradientenfelder57.1 Da R3 einfa
h zusammenhängend und v ∈ C1(R3) ist sowie
rot(v) =




2y − 2y

0− 0

1− 1


 =




0

0

0


gilt, ist v ein Gradientenfeld. Das heiÿt, der Wert des Kurvenintegrals kann unabhängigvom Weg γ bere
hnet werden bzw. mittels einer Stammfunktion von f . Eine sol
hebere
hnen wir nun (bea
hte das Rezept):

fx(x, y, z) = 2x+ y ⇒ f(x, y, z) = x2 + xy + g(y, z)Weiter ist fy(x, y, z) = x+ gy(y, z)
!
= x+ 2yz, also g(y, z) = y2z + h(z) und damit

f(x, y, z) = x2 + xy + y2z + h(z) .Nun leiten wir na
h z ab und erhalten fz(x, y, z) = y2 + hz(z)
!
= y2 + 2z, also ist

h(z) = z2 + c mit c ∈ R und
f(x, y, z) = x2 + xy + y2z + z2 + c .Zum Re
hnen wählen wir uns die Stammfunktion mit c = 0. Nun können wir dasIntegral auswerten, es gilt:

ˆ

γ

v · ds = f
(
γ(2π)

)
− f

(
γ(0)

)
= f(2π, 1, 0)− f(0, 1, 0) = 4π2 + 2π .57.2 (a) Wir überprüfen, ob die Integrabilitätsbedingung für v = (v1, v2)

⊤ erfülltist, diese lautet
∂v1(x, y)

∂y
=
∂v2(x, y)

∂x
.Diese ist aber o�ensi
htli
h ni
ht erfüllt, da ∂v1(x,y)

∂y = −1, ∂v2(x,y)
∂x = 1.Daher ist v kein Gradientenfeld, es existiert daher keine Stammfunktion f .(b) Die Kurvenintegrale ´

γ
v · ds bere
hnen si
h wie folgt(i) Die Parameterdarstellung der Geraden ist gegeben dur
h x = t, y = 1 + t. DieEndpunkte des Integrals (0, 1) und (1, 2) werden bei t = 0 bzw. t = 1 dur
hlaufen.Somit erhält man das Integral

ˆ 1

0


x(t)

2 − y(t)
y(t)2 + x(t)




⊤
1

1


dt =

ˆ 1

0

[
t2 − 1− t+ (1 + t)2 + t

]
dt

=

ˆ 1

0

2(t2 + t) dt = 2
3 t

3 + t2
∣∣∣∣
1

0

= 5
3 .



256 57 Gradientenfelder(ii) Die Parameterdarstellung der Parabel ist gegeben dur
h x = t, y = 1 + t2 wobeidie Endpunkte bei t = 0 bzw. t = 1 dur
hlaufen werden. Dur
h Einsetzen derParametrisierung ergibt si
h das Integral
ˆ 1

0


x(t)

2 − y(t)
y(t)2 + x(t)




⊤
 1

2t


 dt =

ˆ 1

0

−1 +
(
(1 + t2)2 + t

)
2t dt

=

ˆ 1

0

(2t5 + 4t3 + 2t2 + 2t− 1) dt = 1
3 t

6 + t4 + 2
3 t

3 + t2 − t
∣∣∣∣
1

0

= 2 .57.3 (a) Für rot v erhält man
rot v =




−2y + 2y

−6xz2 + 6xz2

6− 6


 =




0

0

0


 = 0 .(b) Zur Bere
hnung des Kurvenintegrals bieten si
h zwei Mögli
hkeiten an.Methode 1: Da rot v = 0, ist das Integral zwis
hen demAnfangspunkt γ(0) = (1, 0, 0)⊤und dem Endpunkt γ(2π) = (1, 0, 2π)⊤ der Kurve wegunabhängig. Deshalb kann maneinen einfa
heren Weg, z.B. γ̃ mit Parametrisierung (1, 0, t)⊤ für t ∈ [0, 2π], wählen.Für diesen Weg erhält man das Kurvenintegral

ˆ

γ̃

v · ds =
ˆ 2π

0




2t3

6

3t2




⊤


0

0

1


 dt =

ˆ 2π

0

3t2 dt = (2π)3 .Methode 2: Da rot v = 0, existiert eine Stammfunktion f(x, y, z), so dass v = ∇f .Diese Stammfunktion bere
hnet man mit unserem Rezept, wir zeigen au
h mal einemodi�zierte Version: Es gilt
∂xf = 2xz3 + 6y , ∂yf = 6x− 2yz , ∂zf = 3x2z2 − y2 ,woraus si
h na
h der Integration folgende Glei
hungen ergeben

f = x2z3 + 6xy + f1(y, z), f = 6xy − y2z + f2(x, z), f = x2z3 − y2z + f3(x, y).Ein Verglei
h liefert die Stammfunktion
f(x, y, z) = x2z3 + 6xy − y2zund somit das Kurvenintegral

ˆ

γ

v · ds = f(γ(2π))− f(γ(0)) = (2π)3 .



25757.4 Das stetig di�erenzierbare Vektorfeld v ist auf dem einfa
h zusammenhängen-den Gebiet R3 erklärt, auÿerdem gilt rot v = 0, sodass eine Stammfunktion auf R3existiert. Wir ermitteln eine Stammfunktion f(x): Dur
h Integration der Komponen-tenfunktionen v1, v2, v3 na
h den entspre
henden Variablen x, y, z erhalten wir
f(x) = xz3 + y2 sinx+ c(y, z) ,

f(x) = −4y + y2 sin x+ c(x, z) ,

f(x) = 2z + xz3 + c(x, y) .Fasst man alle drei Ergebnisse zusammen, so ergibt si
h (mit der Integrationskonstanten
c = 0)

f(x) = xz3 + y2 sin x− 4y + 2zund somit
ˆ

γ

v · ds = f(γ(π4 ))− f(γ(0)) = f(1, 1, 1)− f(0, 0, 0) = sin(1)− 1 .57.5 Wir beginnen zunä
hst mit der Rotation:
rot v = ∇× v =




6z2 − 6z2

0− 0

3x2 − 3x2


 = 0 .Die Rotation vers
hwindet also auf dem einfa
h zusammenhängenden Gebiet R3, aufdem das stetig di�erenzierbare Vektorfeld v erklärt ist. Somit besitzt v eine Stamm-funktion f . Die Stammfunktion erhalten wir mit unserem Rezept als

f(x, y, z) = x3y + 2yz3 .Wegen γ(0) = (0,−1, 0)⊤ und γ(π) = (0, 1, π)⊤ gilt für das gesu
hte Integral
ˆ

γ

v · ds = f(0, 1, π)− f(0,−1, 0) = 2π3 .



58 Berei
hsintegrale58.1 Man überlegt si
h zuerst, dass si
h die Graphen x = y2 und y = 1
2x − 3

2in den Punkten (1,−1) und (9, 3) s
hneiden. Zu bere
hnen ist das Integral über eine�ügelartige Flä
he B ⊆ R2. Wir werten das Integral zunä
hst als Doppelintegral mit
dF = dxdy aus: Hier lässt si
h B bes
hreiben dur
h −1 ≤ y ≤ 3 und y2 ≤ x ≤ 2y + 3,womit wir

¨

B

(x+ y) dxdy =

ˆ 3

−1

ˆ 2y+3

y2

(x+ y) dxdy =

ˆ 3

−1

[
1
2x

2 + xy
]2y+3

y2
dy

=

ˆ 3

−1

[
−1

2y
4 − y3 + 4y2 + 9y + 9

2

]
dy

=
[
− 1

10y
5 − 1

4y
4 + 4

3y
3 + 9

2y
2 + 9

2y
]3
−1

= 704
15erhalten. Bei der Auswertung des Integrals als Doppelintegral mit dF = dxdy ist eineUnterteilung von B in zwei Normalberei
he notwendig:

¨

B

(x+ y) dy dx =

ˆ 1

0

ˆ

√
x

−√
x

(x+ y) dy dx+

ˆ 9

1

ˆ

√
x

1
2x−3

2

(x+ y) dy dx

=

ˆ 1

0

[
xy + 1

2y
2
]√x

−√
x
dx+

ˆ 9

1

[
xy + 1

2y
2
]√x

1
2x−3

2

dx

=

ˆ 1

0

2x
3
2 dx+

ˆ 9

1

[
x

3
2 + 11

4 x− 5
8x

2 − 9
8

]
dx

=

[
4
5x

5
2

]1

0

+

[
2
5x

5
2 + 11

8 x
2 − 5

24x
3 − 9

8x

]9

1

= 704
15 .58.2 Das Gebiet wird in der y-Ri
htung begrenzt dur
h

u(x) =




0 für x ∈ [0, 1],
√
x− 1 für x ∈ [1, 2],

und o(x) = 1
2x , x ∈ [0, 2] .Somit isẗ

B

x2ydF =

2
ˆ

0




o(x)
ˆ

u(x)

x2y dy


 dx =

2
ˆ

0

x2 1
2 (o(x)

2 − u(x)2) dx

=

2
ˆ

0

1
8x

4 dx−
2
ˆ

1

x2 1
2 (x− 1) dx = 1

402
5 −

[
1
8x

4 − 1
6x

3
]2
1

= 4
5 − 2 + 8

6 + 1
8 − 1

6 = 96−240+160+15−20
120 = 11

120 .



259Nun zur anderen Reihenfolge. Hier erhalten wir
¨

B

x2y dF =

1
ˆ

0




o(y)
ˆ

u(y)

x2y dx


dy =

1
ˆ

0

y
(

1
3o(y)

3 − 1
3u(y)

3
)
dy

= 1
3

1
ˆ

0

(
y(y2 + 1)3 − 8y4

)
dy = 1

3

1
ˆ

0

(
y7 + 3y5 + 3y3 + y − 8y4

)
dy

= 1
24 + 1

6 + 1
4 + 1

3 − 8
15 = 5+20+30+20−64

120 = 11
120 .58.3 Wir lösen die beiden Kurven na
h x auf und erhalten die Funktionen o(y) =

1−y2 und u(y) = y2−1, die si
h auf der y-A
hse für y = ±1 kreuzen. Daher erhalten wirden Flä
heninhalt F des betra
hteten Berei
hs dur
h Bere
hnen des folgenden Integrals
F =

ˆ 1

y=−1

ˆ 1−y2

x=y2−1

1 dx dy =

ˆ 1

y=−1

x

∣∣∣∣
1−y2

x=y2−1

dy =

ˆ 1

y=−1

2− 2y2 dy = 8
3 .



59 Die Transformationsformel59.1 (a) Die Ja
obimatrix der Koordinatentransformation lautet
J =


cos t+ sin t s (− sin t+ cos t)

cos t− sin t s (− sin t− cos t)


und man erhält die Ja
obideterminante detJ = −2s. Der Berei
h D transformiert si
hwie folgt

x2 + y2 = s2 (cos t+ sin t)2 + s2 (cos t− sin t)2 ≤ 2 liefert 0 ≤ s ≤ 1 ,woraus si
h ein Normalgebiet B = {(s, t)⊤ | 0 ≤ s ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 2π} ergibt. DasBerei
hsintegral in den neuen Koordinaten ist somit
ˆ

B

arctan 2s sin t
2s cos t 2s ds dt =

ˆ

B

2st ds dt .(b) Das Berei
hsintegral bere
hnet si
h wie folgt
ˆ

B

2st dsdt =

ˆ 1

0

ˆ 2π

0

2st dtds = 2π2 .59.2 Aufgelöst na
h x, y erhält man die Rü
ktransformation
x = 1

2 (s+ t), y = 1
2 (s− t)aus der si
h lei
ht die entspre
hende Ja
obideterminante bere
hnen lässt:

∂(x, y)

∂(s, t)
=

∣∣∣∣∣∣

∂x
∂s

∂x
∂t

∂y
∂s

∂y
∂t

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1
2

1
2

1
2 −1

2

∣∣∣∣∣∣
= −1

2 .Der ursprüngli
he Integrationsberei
h wird dur
h die Geraden
y = x− 1, y = x− 2, y = 0 sowie die y-A
hsebegrenzt. Diese Geraden transformieren si
h in die Geraden

t = 1, t = 2, t = s, t = −s,woraus si
h ein Normalberei
h
B = {(s, t) | 1 ≤ t ≤ 2,−t ≤ s ≤ t}ergibt. Somit erhält man folgende Integraltransformation

ˆ

D

e(x+y)/(x−y) dxdy =

ˆ

B

es/t
∣∣∣∣
∂(x, y)

∂(s, t)

∣∣∣∣ ds dt =
1
2

ˆ 2

t=1

ˆ t

s=−t

es/t ds dt .Das transformierte Integral kann man s
hlieÿli
h lei
ht bere
hnen
1
2

ˆ 2

t=1

ˆ t

s=−t

es/t ds dt = 1
2

ˆ 2

t=1

t es/t
∣∣∣∣
t

s=−t

dt =
e1− e−1

2

ˆ 2

1

t dt = 3
4 (e

1− e−1) .



26159.3 (a) Da der Integrand sphäris
he Symmetrie besitzt, kann das Berei
hsintegraleinfa
h in Polarkoordinaten bere
hnet werden.
ˆ

DR

e−x2

e−y2

dxdy =

ˆ R

0

ˆ π/2

0

e−r2

r dϕdr =
π

2

ˆ R

0

e−r2

r dr

= −π
4
e−r2

∣∣∣
R

0
=
π

4

(
1− e−R2

)
.(b) Man wähle Kreissegmente D vom Radius A und √2A. Das erste liegt innerhalb desIntegrationsberei
hes von I2A, während das zweite diesen Berei
h komplett eins
hlieÿt.Da der Integrand e−r2

> 0 ist, gilt die Abs
hätzung
KA ≤ I2A ≤ K√

2A.Nun kann man den Grenzübergang A→∞ dur
hführen:
lim

A→∞
KA ≤ lim

A→∞
I2A ≤ lim

A→∞
K√

2A ,wobei si
h für die untere und obere S
hranke der glei
he Grenzwert ergibt:
lim

A→∞
KA= lim

A→∞
π

4

(
1− e−A2

)
=
π

4
und lim

A→∞
K√

2A= lim
A→∞

π

4

(
1− e−2A2

)
=
π

4
.Somit erhalten wir für das Fehlerintegral I:

lim
A→∞

I2A =
π

4
=⇒ I =

√
π

2
.59.4 (a) Die Gesamtladung der kreisförmigen KondensatorplatteB lässt si
h hier alsDoppelintegral über die Flä
henladungsdi
hte ̺(x, y) = −α(R2−x2−y2) für (x, y) ∈ Bausre
hnen: Kürzt man ω(x) = √R2 − x2 ab, so folgt

¨

B

̺ dF = −α
ˆ R

x=−R

ˆ ω(x)

y=−ω(x)

(
R2 − x2 − y2

)
dy dx

= −α
ˆ R

x=−R

2

ˆ ω(x)

y=0

(
R2 − x2 − y2

)
dy dx

= −α
ˆ R

x=−R

2

[(
R2 − x2

)
y − 1

3
y3
]ω(x)

y=0

dx

= −α
ˆ R

x=−R

4

3
ω(x)3 dx

= −α
[
1

3
ω(x)3 +

1

2
R2xω(x) +

1

2
R4 arcsin

x

R

]R

x=−R

= −αR4 arcsin 1 = −1

2
απR4,



262 59 Die Transformationsformelwobei wir eine Formelsammlung und diverse Symmetrien benutzt haben.(b) Die Re
hnung in (a) lässt si
h mit Polarkoordinaten x = r cosϕ, y = r sinϕ über
dy dx = r dϕdr signi�kant abkürzen:

¨

B

̺ dF = −α
ˆ R

r=0

ˆ 2π

ϕ=0

(
R2 − r2

)
r dϕdr = −α

ˆ R

r=0

2π
(
R2 − r2

)
r dr

= −απ
[
R2r2 − 1

2
r4
]R

r=0

= −1

2
απR4 .Das Ergebnis ist natürli
h identis
h zu (a), aber wir haben hier weder die Formelsamm-lung no
h komplizierte Transformationen benötigt (oft ist es günstig, die natürli
heSymmetrie eines Problems zu berü
ksi
htigen).59.5 Die Menge D bes
hreibt ein Kreissegment im re
hten, oberen Quadranten(x, y ≥ 0) mit Auÿenradius 2 und Innenradius 1. Dur
h die Bedingung x ≥ y wirdnur ein A
htel Kreissegment bes
hrieben.Mit x = r cos(ϕ) und y = r sin(ϕ) lässt si
h D s
hreiben als

B =
{
(r, ϕ) | 1 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ φ ≤ π

4

}und es gilt dxdy = r dr dϕ. Somit bere
hnet si
h die Flä
he von D wie folgt, wobei wirdie Substitution u = cos(ϕ), du = − sin(ϕ) dϕ benutzen:
F (D) =

ˆ

D

y

x4
dx dy =

ˆ π/4

ϕ=0

(
ˆ 2

r=1

r sin(ϕ)

r4 cos4(ϕ)
r dr

)
dϕ =

ˆ π/4

ϕ=0

sin(ϕ)

cos4(ϕ)

[
−1

r

]2

r=1

dϕ

=
1

2

ˆ

√
2/2

u=1

− 1

u4
du =

1

2

[
1

3

1

u3

]√
2/2

u=1

=
1

6
(2
√
2− 1) .59.6 Wir benutzen Kugelkoordinaten und erhalten für die Masse M der Kugel:

M =

ˆ π/2

ϑ=0

ˆ 2π

0

ˆ R

r=0

r cosϑ r2 sinϑ dr dϕ dϑ

= 2π
R4

4

ˆ π/2

ϑ=0

cosϑ sinϑ dϑ =
πR4

2

[
sin2 ϑ

2

]π/2

0

=
πR4

4
.Nun bere
hnen wir die Koordinaten s1, s2, s3 des S
hwerpunkts S. Aus Symmetriegrün-den liegt der S
hwerpunkt von D auf der z-A
hse. Damit haben wir s
hon s1 = s2 = 0.Und für die z-Komponente bere
hnen wir das Integral:

s3=
1

M

ˆ π/2

ϑ=0

ˆ 2π

ϕ=0

ˆ R

r=0

r2 cos2 ϑ r2 sinϑ dr dϕ dϑ=
1

M

2πR5

5

[
−cos3 ϑ

3

]π/2

ϑ=0

=
1

M

2πR5

15
.Setzen wir M ein, so erhalten wir s3 = 8R/15.



26359.7 Zur Bes
hreibung des Kegels K bieten si
h Zylinderkoordinaten an: Mit derTransformation x = r cosϕ, y = r sinϕ und z = z erhält manK für z ∈ [0, 3], ϕ ∈ [0, 2π]und r ∈ [0, 1− z
3 ].(a) Mit Hilfe der Transformation in Zylinderkoordinaten ergibt si
h für das Volumen Vvon K:

V =

˚

K

dV =

ˆ 3

0

ˆ 2π

0

ˆ 1− z
3

0

r dr dϕdz =

ˆ 3

0

ˆ 2π

0

[
r2

2

]1− z
3

0

dϕdz

= 2π

ˆ 3

0

1

2
− 1

3
z +

1

18
z2 dz = 2π

[
1

2
z − 1

6
z2 +

1

54
z3
]3

0

= π.Unter Verwendung der angegebenen Massendi
hte ρ(x, y, z) = 1 −
√
x2 + y2 erhaltenwir für die Gesamtmasse M von K:

M =

˚

K

ρ(x, y, z) dV =

ˆ 3

0

ˆ 2π

0

ˆ 1− z
3

0

ρ (r cosϕ, r sinϕ, z) r dr dϕdz

=

ˆ 3

0

ˆ 2π

0

ˆ 1− z
3

0

(1− r)r dr dϕdz =

ˆ 3

0

ˆ 2π

0

[
r2

2
− r3

3

]1− z
3

0

dϕdz

= 2π

ˆ 3

0

1

6
− 1

18
z2 +

1

81
z3 dz = 2π

[
1

6
z − 1

54
z3 +

1

324
z4
]3

0

=
π

2
.(b) Nun bere
hnen wir no
h die Komponenten s1, s2, s3 des Massens
hwerpunkts Svon K:

s1 =
1

M

˚

K

x ρ(x, y, z) dV =
2

π

ˆ 3

0

ˆ 2π

0

ˆ 1− z
3

0

(1− r) r cosϕ r dr dϕdz

=
2

π

ˆ 3

0

ˆ 2π

0

cosϕ

[
r3

3
− r4

4

]1− z
3

0

dϕdz

=
2

π

ˆ 3

0

[
r3

3
− r4

4

]1− z
3

0

[
sinϕ

]2π

0

dz=0,wobei der letzte S
hritt aus der Beziehung [sinϕ]2π0 = 0 folgt. Entspre
hend erhält man
s2 =

1

M

˚

K

y ρ(x, y, z) dV =
2

π

ˆ 3

0

[
r3

3
− r4

4

]1− z
3

0

[
− cosϕ

]2π

0

dz = 0.S
hlieÿli
h gilt
s3 =

1

M

˚

K

z ρ(x, y, z) dV =
2

π

ˆ 3

0

ˆ 2π

0

ˆ 1− z
3

0

(1− r) z r dr dϕdz

=
2

π

ˆ 3

0

ˆ 2π

0

z

[
r2

2
− r3

3

]1− z
3

0

dϕdz = 4

ˆ 3

0

1

6
z − 1

18
z3 +

1

81
z4 dz

= 4

[
1

12
z2 − 1

72
z4 +

1

405
z5
]3

0

=
9

10
.Man erhält als Massens
hwerpunkt von K den Punkt (s1, s2, s3)⊤ = (0, 0, 9

10 )
⊤.



60 Flä
hen und Flä
henintegrale60.1 Da die x-y-Ebene sowohl für die Kugel als au
h für den Zylinder eine Spiege-lebene ist, genügt es die obere Halbkugel zu betra
hten. Die Ober�ä
he der Halbkugellässt si
h dur
h z =
√
a2 − x2 − y2 darstellen. Wir bezei
hnen das gesu
hte Flä
hen-stü
k mit φ und dessen De�nitionsberei
h mit B und erhalten damit

¨

φ

dF =

¨

B

√

1 +
x2

a2 − x2 − y2 +
y2

a2 − x2 − y2 dxdy =

¨

B

a√
a2 − x2 − y2

dxdy.Aus Gründen der Symmetrie bes
hränkt man si
h auf den ersten Quadranten der xy-Ebene und führt Polarkoordinaten x = r cosϕ, y = r sinϕ ein. Die Zylinderglei
hung
x2 + y2 = ax ausgedrü
kt in Polarkoordinaten wird zu r = a cosϕ. Somit kann dasFlä
henintegral über B einfa
h in Polarkoordinaten formuliert werden, es gilt:

¨

B

a√
a2 − x2 − y2

dxdy =

ˆ π/2

0

(
ˆ a cosϕ

0

a√
a2 − r2

r dr

)
dϕ

=

ˆ π/2

0

−a
√
a2 − r2

∣∣∣
a cosϕ

0
dϕ =

ˆ π/2

0

a2
(
1− sinϕ

)
dϕ = a2

(
π
2 − 1

)
.Die aus der Kugelober�ä
he ausges
hnittene Gesamt�ä
he ist damit a2(2π − 4
).60.2 Aus Symmetriegründen kann man si
h auf die Flä
he über dem ersten Ok-tanten der x-y-Ebene (0 ≤ z) bes
hränken. Die Ober�ä
he ist hier gegeben dur
h

x2 + z2 = a2. Hieraus ergibt si
h die Parametrisierung
φ(u, v) =




v

u
√
a2 − v2


 , u ∈ [0, a], v ∈ [0, a], u ≤ v .und somit

φu(u, v) =




0

1

0


 , φv(u, v) =




1

0

− t√
a2−v2


 und φu(u, v)× φv(u, v) =




− v√
a2−v2

0

−1


mit

|φu(u, v)× φv(u, v)| = a√
a2 − v2

.Der Flä
heninhalt des ersten Oktanten beträgt also
¨

φ

dF =

ˆ a

0

ˆ v

0

a√
a2 − v2

du dv = a

ˆ a

0

v√
a2 − v2

dv = −a
√
a2 − v2

∣∣∣
a

0
= a2 .Somit ist der Flä
heninhalt der gesamten Ober�ä
he des S
hnitts 16 a2.



26560.3 Aus der gegebenen Parametrisierung folgt
φr(r, ϕ) =




cosϕ

sinϕ

0


 , φϕ(r, ϕ) =




−r sinϕ
r cosϕ

1


 und φr(r, ϕ)× φϕ(r, ϕ) =




sinϕ

− cosϕ

r


und somit

|φr(r, ϕ)× φϕ(r, ϕ)| =
√

1 + r2 .Hieraus ergibt si
h der Flä
heninhalt
¨

φ

dF =

ˆ 1

0

ˆ 2π

0

√
1 + r2 dϕdr = 2π

ˆ 1

0

√
1 + r2 dr.Zur Bere
hnung des verbliebenen Integrals führt man die Substitution r = sinh t dur
h.Da cosh2 t− sinh2 t = 1 und dr

dt = cosh t gilt, erhält man
ˆ 1

0

√
1 + r2 dr =

ˆ a

0

cosh2 t dt mit a = arsinh1 .Partielle Integration ergibt unter Verwendung von sinh2 t = −1 + cosh2 t:
ˆ a

0

cosh2 t dt = sinh t cosh t

∣∣∣∣
a

0

−
ˆ a

0

sinh2 t dt =
√
2 + a−

ˆ a

0

cosh2 t dt ,woraus folgt
ˆ a

0

cosh2 t dt =
1

2

(√
2 + a

) und damit ¨
φ

dF = π
(√

2 + arsinh1
)
.60.4 (a) Es bezei
hne M die Mantel�ä
he des Zylinders Z. Zur Bes
hreibung von

M bietet si
h die Abbildung
φ : [0, 2π]× [0, h]→ R3, (u, v)⊤ 7→ (R cosu,R sin u, v)⊤an. Wir s
hreiben also

M =
{
(R cosu,R sin u, v)⊤ ∈ R3 | (u, v)⊤ ∈ D

}
,wobei D = [0, 2π]× [0, h].(b) Der Fluss des Vektorfelds v dur
h die Mantel�ä
heM von Z von innen na
h auÿenist das vektorielle Flä
henintegral von v über M , wobei φu × φv na
h auÿen zeigt:

¨

M

v · ds =
¨

D

v(φ(u, v))⊤ (φu × φv) du dv .



266 60 Flä
hen und Flä
henintegraleWir bere
hnen
φu =




−R sinu

R cosu

0


 , φv =




0

0

1


 , φu × φv =




R cosu

R sin u

0


und stellen fest, dass φu × φv na
h auÿen zeigt (wäre das nun ni
ht der Fall, so würdeman φv × φu wählen; hierbei wird die Orientierung umgedreht). Damit erhalten wir:

¨

M

v · ds =
ˆ h

0

ˆ 2π

0




Rv cosu+ R sin u

Rv sin u−R cosu

v




⊤


R cosu

R sinu

0


 du dv = R2h2π .



61 Integralsätze I61.1 Die beiden Kurven y = x2 und y2 = x s
hneiden si
h in (0, 0) und (1, 1).Das Kurvenintegral entlang des Randes muss entgegen dem Uhrzeigersinn dur
hlaufenwerden. Entlang der Kurve x = t, y = t2, t ∈ [0, 1], erhält man das Kurvenintegral
ˆ 1

0

[(
2x(t)y(t)− x(t)2

)
ẋ(t) +

(
x(t) + y(t)2

)
ẏ(t)

]
dt =

ˆ 1

0

[
2t3 − t2 + (t+ t4)2t

]
dt

=

ˆ 1

0

[
2t3 + t2 + 2t5

]
dt = 7

6und entlang der Kurve x = (1− t)2, y = 1− t (t ∈ [0, 1]) das Integral
ˆ 1

0

[(
(2x(t)y(t)− x(t)2

)
ẋ(t) +

(
x(t) + y(t)2

)
ẏ(t)

]
dt

=

ˆ 1

0

[(
2(1− t)3 − (1− t)4

)
(−2)(1− t)− 2(1− t)2

]
dt

=

ˆ 1

0

[
2(1− t)5 − 4(1− t)4 − 2(1− t)2

]
dt

= −1
3 (1− t)

6 + 4
5 (1− t)

5 + 2
3 (1− t)

3
∣∣∣
1

0
= 1

3 − 4
5 − 2

3 = −17
15 .Somit ergibt das gesamte Kurvenintegral 7

6 − 17
15 = 1

30 .Der Satz von Green behauptet nun die Identität dieses Kurvenintegrals mit dem Ge-bietsintegral
ˆ

B

(
∂

∂x
(x+ y2)− ∂

∂y
(2xy − x2)

)
dxdy =

ˆ

B

(
1− 2x

)
dxdy .Um dieses Integral zu bere
hnen, bes
hreiben wir B als Normalberei
h:

B = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤
√
x} .Damit ergibt si
h der Wert

ˆ

B

(
1− 2x

)
dxdy =

ˆ 1

0

ˆ

√
x

x2

(
1− 2x

)
dy dx =

ˆ 1

0

(
y − 2xy

)∣∣
√

x

x2 dx

=

ˆ 1

0

(√
x− 2x

3/2 − x2 + 2x3
)
dx = 2

3x
3/2 − 4

5x
5/2 − 1

3x
3 + 1

2x
4

∣∣∣∣
1

0

= 1
30 ,womit der Satz von Green bestätigt ist.



268 61 Integralsätze I61.2 Zuerst bere
hne man die benötigten Ableitungen
∂u

∂x
= 5x(x2 + y2)

3/2

∂u

∂y
= 5y(x2 + y2)

3/2

∂2u

∂x2
= 15x2(x2 + y2)

1/2 + 5(x2 + y2)
3/2

∂2u

∂x2
= 15y2(x2 + y2)

1/2 + 5(x2 + y2)
3/2und somit ist

∆u = 15(x2 + y2)(x2 + y2)
1/2 + 10(x2 + y2)

3/2 = 25(x2 + y2)
3/2 .Der na
h auÿen deutende Normalenvektor von ∂B ist

n(x, y) =




x√
x2+y2

y√
x2+y2


 ,womit si
h das folgende Skalarprodukt ergibt:

〈∇u, n〉 =


5x(x2 + y2)

3/2

5y(x2 + y2)
3/2




⊤



x√
x2+y2

y√
x2+y2


 = 5(x2 + y2)2 .Aufgrund der sphäris
hen Symmetrie von B bietet si
h zur Bere
hnung der Integraleeine Transformation in Polarkoordinaten an. Für das Berei
hsintegral erhält man

¨

B

∆u dxdy =

ˆ R

0

ˆ 2π

0

25r3 r dr dϕ = 50π

ˆ R

0

r4 dr = 10πR5.Der Rand von B lässt si
h in Polarkoordinaten einfa
h parametrisieren. Für den Kreis-bogen gilt s = Rϕ und somit ergibt si
h für das Randintegral
˛

∂B

〈∇u, n〉 ds =
˛

∂B

5(x2 + y2)2 ds = 5

˛

∂B

r4 ds = 5R5

ˆ 2π

0

dϕ = 10πR5.Damit ist der Satz von Gauÿ für dieses Beispiel veri�ziert.



62 Integralsätze II62.1 Es bezei
hnen
E das elektris
he Feld,
D die Vers
hiebungsdi
hte,
B die Induktionsdi
hte,
H das magnetis
he Feld, ρ die Ladungsdi
hte (Ladung pro Vo-lumen),

j die Stromdi
hte (Strom pro Flä
he).Es sei φ eine Flä
he mit dem Rand ∂φ. Integration der 1. Glei
hung liefert:
¨

φ

rot(H) ds−
¨

φ

Ḋ ds =

¨

φ

j ds ⇔
ˆ

∂φ

H ds− d

dt

¨

φ

D ds = IHierbei bezei
hnet I den Strom. Analog für die 2. Glei
hung:
¨

φ

rot(E) ds+

¨

φ

Ḃ ds =

¨

φ

0 ds ⇔
ˆ

∂φ

E ds− d

dt

¨

φ

B ds = 0Für die 3. und 4. Glei
hung betra
hten wir ein (bes
hränktes) Gebiet B mit der Ober-�ä
he ∂B:
˚

B

div(D) dx dy dz =

˚

B

ρ dx dy dz ⇔
˜

∂B
D ds = QUnd s
hlieÿli
h:

˚

B

div(B) dx dy dz =

˚

B

0 dx dy dz ⇔
˜

∂B
B ds = 062.2 Es sei dazu

v = (v1, v2, 0)
⊤ und φ ⊆ {(x, y, 0)⊤ |x, y ∈ R} .Es gilt dann φu × φv = (0, 0, 1)⊤ (na
h entspre
hender Wahl von u und v). Na
h demSatz von Stokes gilt dann

ˆ

∂φ

v · ds =
¨

φ

rot(v) · ds =
¨

φ

rot(v)⊤(φu × φv) du dv =

¨

φ

∂v2
∂x
− ∂v1

∂y
du dv .



270 62 Integralsätze II62.3 Das Kurvenintegral: Der Rand γ von φ ist der Kreis {(x, y, z) | x2 + y2 =

4, z = 2}. Hierfür �ndet man die Parametrisierung
γ : t ∈ [0, 2π] 7→




2 cos t

−2 sin t
2


 ,wobei wir natürli
h darauf gea
htet haben, dass die Raumkurve bzgl. dem angegebenenNormalenvektor positiv orientiert ist. Somit erhält man das Kurvenintegral

˛

γ

v · ds =
ˆ 2π

0




−6 sin t
−4 cos t
−8 sin t




⊤


−2 sin t
−2 cos t

0


dt =

ˆ 2π

0

(
12 sin2 t+ 8 cos2 t

)
dt

=

ˆ 2π

0

(
8 + 4 sin2 t

)
dt = 20π.Das Flä
henintegral: Die Rotation des Vektorfelds v beträgt

w = rot v =




z2 + x

0

−z − 3


 .Die Funktion der Flä
he φ und der Flä
hennormalenvektor φu × φv lauten

φ(u, v) =




u

v

1
2 (u

2 + v2)


 und φu × φv =




−u
−v
1


 mit |φu × φv| =

√
1 + u2 + v2 ,wobei wir uns vor der Angabe des De�nitionsberei
hsD von φ no
h drü
ken, da wir dasentstehende Integral natürli
h vorteilhaft in Polarkoordinaten auswerten werden; hierbeiwird der De�nitionsberei
h zu einem Re
hte
k B. Übrigens müssen wir die Reihenfolge



271von u und v no
h vertaus
hen, da der bisherige Flä
hennormalenvektor φu × φv einepositive z-Komponente hat. Mit φv × φu erhalten wir:
¨

φ

rot v · ds =
¨

φ

w · ds =
¨

D

w(φ(u, v))⊤(φv × φu) du dv

=

¨

D




1
4 (u

2 + v2)2 + u

0

−1
2 (u

2 + v2)− 3




⊤


u

v

−1


 du dv

=

¨

D

1

4
u
(
u2 + v2

)2
+ u2 +

1

2

(
u2 + v2

)
+ 3 du dv

=

ˆ 2

0

ˆ 2π

0

1
4
r5 cosϕ+ r2 cos2 ϕ+ 1

2
r2 + 3dϕr dr

=

ˆ 2

0

πr3 + πr3 + 6πr dr = π
2 r

4 + 3πr2
∣∣∣∣
2

0

= 20π .Somit ist der Satz von Stokes in diesem Fall veri�ziert.62.4 O�ensi
htli
h handelt es si
h bei der parametrisierten Flä
he um ein Segmentder Ober�ä
he einer Kugel mit Radius 1, d. h., φ = {(x, y, z) | x2+y2+z2 = 1, z ≥ 1√
2
}.Verglei
he hierzu die Darstellung einer Sphäre in Polarkoordinaten. Der Rand der Flä
he

φ ist der Kreis γ mit Parameterdarstellung
γ(ϕ) = 1√

2




cosϕ

sinϕ

1


 mit ϕ ∈ [0, 2π] .Nun kann man den Satz von Stokes

˛

γ

v · ds =
¨

φ

rot v · dsanwenden und das Kurvenintegral bere
hnen:
˛

γ

v · ds =
ˆ 2π

0




1

1
2 cosϕ

1
2 cosϕ sinϕ




⊤


− 1√
2
sinϕ

1√
2
cosϕ

0


 dϕ

=

ˆ 2π

0

(
− 1√

2
sinϕ+ 1

2
√

2
cos2 ϕ

)
dϕ = 1

4
√

2

ˆ 2π

0

dϕ = π

2
√

2
.Man bea
hte, dass gemäÿ unserer Orientierung wir den Fluss von innen na
h auÿenbere
hnet haben.



272 62 Integralsätze II62.5 Das dur
h die Flä
hen de�nierte Gebiet B hat die Form eines Tunnels mitparabelförmigem Quers
hnitt, wel
her si
h entlang der x-A
hse erstre
kt. Die x-y-Ebenebildet den Boden des Tunnels der bei x = 0 anfängt und bei x = 3 endet. Präziseformuliert handelt es si
h um das dreidimensionale Normalgebiet
B = {(x, y, z) | 0 ≤ x ≤ 3, −2 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 4− y2} .Wendet man den Divergenzsatz von Gauÿ auf das Ober�ä
henintegral an, d. h.

¨

φ

v · ds =
˚

B

div v dV ,so erhält man ein Volumenintegral wel
hes si
h bezügli
h dieses Normalgebiets wie folgtbere
hnet
˚

Γ

div v dV =

˚

Γ

(2− x) dV =

ˆ 3

0

(
ˆ 2

−2

(
ˆ 4−y2

0

(2− x) dz
)
dy

)
dx

=

ˆ 3

0

(
ˆ 2

−2

(
2z − xz

)∣∣4−y2

0
dy

)
dx =

ˆ 3

0

[
ˆ 2

−2

(2− x)(4− y2) dy
]
dx

=

ˆ 3

0

(
2− x

)(
4y − 1

3y
3)∣∣∣

2

−2
dx = 32

3

ˆ 3

0

(
2− x

)
dx

= 32
3

(
2x− 1

2x
2)∣∣∣

3

0
= 16 .62.6 (a) Hält man ̺ ∈ [0, R] und ϕ = 0 fest und lässt ϑ ∈ [0, 2π] laufen, so bes
hreibt

T einen Kreis in der Ebene y = 0 mit Mittelpunkt P = (R, 0, 0)⊤ und Radius ̺. Lässtman nun ϕ ∈ [0, 2π] laufen, so wird dieser Kreis um die z-A
hse herum rotiert, sodassdie Ober�ä
he eines Donuts mit Hauptradius R (Abstand von P zur z-A
hse) undNebenradius ̺ (Radius des rotierten Kreises um P ) entsteht. Mittels Variation ̺ ∈ [0, R]erhält man alle derartigen Torusober�ä
hen, also insgesamt einen Torus mit Haupt- undNebenradius R, der kein Lo
h mehr hat.(b) Gemäÿ unseren Überlegungen aus Teil (a) wird die Ober�ä
he von T r
R bes
hriebendur
h die Parametrisierung

φ : [0, 2π]× [0, 2π]→ R3, φ(ϕ, ϑ) = T (r, ϕ, ϑ) .Wir bere
hnen
φϕ =




−(R+ r cosϑ) sinϕ

(R+ r cosϑ) cosϕ

0


 , φϑ =




−r sinϑ cosϕ
−r sinϑ sinϕ

r cosϑ


und daraus

φϕ × φϑ = r(R+ r cosϑ)




cosϕ cosϑ

sinϕ cosϑ

sinϑ


 mit |φϕ × φϑ| = r(R+ r cosϑ) .



273Damit erhalten wir für den gesu
hten Flä
heninhalt F (φ) der Torusober�ä
he φ:
F (φ) =

¨

φ

1 dF =

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0

r(R + r cosϑ) dϕdϑ = 2πr
[
Rϑ+ r sinϑ

]2π
0

= 4π2Rr .(
) Als Fluss des Vektorfelds v : R3 → R3 mit v(x) = x dur
h die Ober�ä
he φ von T r
Rerhalten wir:

¨

φ

v · ds =

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0

v(φ(ϕ, ϑ))⊤(φϕ × φϑ) dϕdϑ

=

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0

r
(
Rr + (R2 + r2) cosϑ+Rr cos2 ϑ

)
dϕdϑ

= 2πr

[
Rrϑ+ (R2 + r2) sinϑ+Rr

(
ϑ
2 + sin(2ϑ)

4

)]2π

0

= 6π2Rr2 .(d) Der Torus T r
R wird bes
hrieben dur
h die Parametrisierung

Φ : [0, r]× [0, 2π]× [0, 2π]→ R3,




̺

ϕ

ϑ


 7→




(R+ ̺ cosϑ) cosϕ

(R+ ̺ cosϑ) sinϕ

̺ sinϑ


 .Die zugehörige Ja
obimatrix ist

DΦ(̺, ϕ, ϑ) =




cosϑ cosϕ −(R+ ̺ cosϑ) sinϕ −̺ sinϑ cosϕ
cosϑ sinϕ (R+ ̺ cosϑ) cosϕ −̺ sinϑ sinϕ

sinϑ 0 ̺ cosϑ


mit |detDΦ(̺, ϕ, ϑ)| = ̺ (R+ ̺ cosϑ).Für das Vektorfeld v gilt div v = 3. Daher erhalten wir für den Fluss von v dur
h dieOber�ä
he φ des Torus T r

R mit dem Satz von Gauÿ
¨

φ

v dF =

˚

T r
R

div v dV =

ˆ r

0

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0

3 · |detDΦ(̺, ϕ, ϑ)|dϑdϕd̺

=

ˆ r

0

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0

3̺(R + ̺ cosϑ) dϑdϕd̺

= 3

ˆ r

0

ˆ 2π

0

̺Rϑ+ ̺2 sinϑ

∣∣∣∣
2π

ϑ=0

dϕd̺

= 12π2R

ˆ r

0

̺ d̺ = 6π2R r2 .



63 Allgemeines zuDi�erentialglei
hungen63.1 Die DGL ist nur im Berei
h tx ≤ 1 de�niert. Isoklinen sind die Kurven mit
ẋ = c ≥ 0. Somit folgt

tx = 1− c2 :




Hyperbeln für c 6= 1Koordinatena
hsen für c = 1Punkte von Lösungskurven mit horizontaler Tangente liegen auf der Kurve x = 1

t .Punkte von Lösungskurven mit extremaler Steigung (Wendepunkte) müssen ẍ = 0 und...
x 6= 0 erfüllen:

ẍ =
d

dt

√
1− tx =

−tẋ− x
2
√
1− tx = − t

2
− x

2
√
1− tx

!
= 0 ⇒ −x

t
=
√
1− tx ≥ 0 .D. h., diese Punkte können nur im 2. oder 4. Quadranten liegen. Nun re
hnen wir weiter:

x2 = t2(1− tx) ⇔ x2 + t3x− t2 = 0 ⇔ x =
1

2

(
−t3 ±

√
t6 + 4t2

)
.Wir bestimmen nun die dritte Ableitung:...

x =
d

dt
ẍ =

d

dt

(
−1

2

(
t+

x

ẋ

))
= −1

2

(
1 +

ẋ2 − xẋ
ẋ2

)
⇒ ...

x|ẍ=0 = −1 6= 0 .

Die Wendepunkte der Integralkurvender DGL liegen also auf der Kurve
x = −1

2

(
t3 + t

√
t4 + 4

)
.

63.2 (a) Der geometris
he Ort aller Punkte mit ẋ = 
onst. (Isoklinen) sind dieKurven mit |t+ x| = c, c ≥ 0:
|t+ x| = c =




t+ x = c falls t+ x ≥ 0

t+ x = −c falls t+ x < 0
⇒ x = −t± c .



275Somit erhalten wir die gesu
hten Isoklinen:
• c = 0 −→ x = −t,
• c = 1 −→ x = −t± 1,
• c = 2 −→ x = −t± 2,
• c = 3 −→ x = −t± 3.Sie stellen parallele Geraden mit der Steigung
−1 dar.(b) Man bea
hte die Skizze.63.3 Wir setzen f(t, x) = ex t. Es ist f stetig auf R2 und na
h x stetig partielldi�erenzierbar. Somit ist das AWP na
h dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz eindeutiglösbar. Die Form der DGL ist ẋ = f(t) g(x), also handelt es si
h um eine separierbareDGL:

dx

dt
= t ex ⇒

x̂

x0

e−ξ dξ =

t
ˆ

0

τ dτ ⇔ − e−x +e−x0 =
1

2
t2 ⇔ e−x = e−x0 −1

2
t2 .In einem Intervall I um t0 = 0 ist e−x0 −1

2 t
2 > 0. Dort gilt:

x = x(t) = − ln

(
e−x0 −1

2
t2
)
.Für den De�nitionsberei
h muss gelten

e−x0 −1

2
t2 > 0 ⇔ |t| <

√
2 e−

x0
2 ,also t ∈ [−

√
2 e−

x0/2,
√
2 e−

x0/2].63.4 (a) Als Lösung des AWP erhält man
x(t) =

2

2− t2 .Wegen der Anfangsbedingung lautet der maximale De�nitionsberei
h D =]−
√
2,
√
2[,d. h.

xmax : ]−
√
2,
√
2[→ R , xmax(t) =

2

2− t2 .(b) Als Lösung des AWP erhält man
x(t) =

2

2 + t2
.Der maximale De�nitionsberei
h lautet D = R, d. h.

xmax : R→ R , xmax(t) =
2

2 + t2
.



276 63 Allgemeines zu Di�erentialglei
hungen63.5 Das AWP lautet ż =


 0 1

−1 0


 z mit z(0) =


x0
x1


.



64 Die exakte Di�erentialglei
hung64.1 Das ist einfa
h zu begründen: Löst x(t) die exakte DGL µ f +µ g ẋ = 0, so löst
x(t) au
h die gekürzte (ni
htexakte) DGL f + g ẋ = 0, bea
hte, dass µ 6= 0.64.2 Man bea
hte unser Rezept zur Lösung einer exakten DGL:(a) Umges
hrieben lautet die DGL

(t+ x)︸ ︷︷ ︸
:=f(t,x)

dt+ (t− x)︸ ︷︷ ︸
:=g(t,x)

dxDiese ist exakt, denn fx = 1 = gt. Es gibt also eine Stammfunktion F (t, x) von v =

(f, g)⊤:(1) Es gilt
F (t, x) =

ˆ

f(t, x) dt =

ˆ

t+ x dt = t2

2
+ x t+G(x) .Dur
h Ableiten von F erhalten wir Ġ und damit G:

∂F

∂x
= t+ Ġ(x)

!
= −x+ t ⇒ Ġ(x) = −x ⇒ G(x) = −x

2

2
.Wir erhalten F :

F (t, x) = 1
2 (t

2 − x2) + x t , c ∈ R .Damit ist F (t, x) = c, c ∈ R, eine Lösung der DGL in impliziter Form.(2) Auf eine Au�ösung verzi
hten wir.(b) Die DGL lässt si
h ums
hreiben:
x2︸︷︷︸

:=f(t,x)

dt+ (1 + tx)︸ ︷︷ ︸
=:g(t,x)

dx = 0Wegen fx−gt = 2x−x = x 6= 0 ist die DGL ni
ht exakt. Wegen gt−fx

f = − 1
x gibt es einennur von x abhängigen Multiplikator µ(x). Dieser ist gegeben dur
h µ(x) = e−

´

1
x
dx = 1

x .Wir erhalten na
h Multiplikation der DGL mit µ = 1
x
6= 0 die folgende exakte DGL:

x dt+
(
1
x + t

)
dx = 0 .Diese lösen wir wie gehabt na
h unserem Rezept:(1) Wir bestimmen eine Stammfunktion F (t, x) von v = (f, g)⊤ mit f(t, x) = x und

g(t) = 1
x + t:

Ft = x ⇒ F = tx+G(x) ⇒ Fx = t+ Ġ(x) = 1
x + t

⇒ Ġ(x) =
1

x
⇒ G(x) = ln |x|+ c .



278 64 Die exakte Di�erentialglei
hungDamit lautet die allgemeine Lösung in impliziter Form:
F (t, x) = tx+ ln |x| = c , c ∈ RBemerkung: Man kann das au
h umformen zu x etx = d , d ∈ R.(2) Auf eine Au�ösung verzi
hten wir.(
) Mit

f(t, x) = − sinhx sin t

(cosh x− cos t)2
, g(t, x) =

1− cosh x cos t

(coshx− cos t)2gilt
∂f

∂x
=

sin t
(
sinh2 x− coshx cos t− 1

)

(cosh x− cos t)3
=
∂g

∂tund die DGL ist somit exakt. Wir bestimmen eine Stammfunktion F (t, x) von v =

(f, g)⊤, wobei wir die Substitution u = coshx− cos t, du = sin tdt verwenden:
F (t, x) =

ˆ

f(t, x) dt+G(x) = −
ˆ

sinhx sin t

(coshx− cos t)2
dt+G(x)

= −
ˆ

sinhx

u2
du+G(x) =

sinhx

u
+G(x) =

sinhx

coshx− cos t
+G(x) .Hieraus erhalten wir:

∂F

∂x
=

1− cos t cosh x

(coshx− cos t)2
+ Ġ(x)

!
= g(t, x) ⇒ Ġ(x) = 0 ⇒ G(x) = 0 .Damit lautet die implizite Lösung

F (t, x) =
sinh x

coshx− cos t
= c , c ∈ R .Ausnahmepunkte sind die Nullstellen des Nenners (t, x) = (2kπ, 0).64.3 (a) Die DGL ist linear und könnte als sol
he behandelt werden. Wir s
hreibensie aber um:

(t2 − x)︸ ︷︷ ︸
=:f(t,x)

dt+ t︸︷︷︸
=:g(t,x)

dx = 0Wegen fx = −1 und gt = 1 ist die DGL ni
ht exakt. Da aber fx−gt

g = −2
t eine Funktionvon t allein ist, existiert ein integrierender Faktor µ(t). Dieser ist

µ(t) = e
´

−2/t dt =
1

t2
.Dur
h Multiplikation der ursprüngli
hen DGL mit µ(t) erhalten wir die DGL

(
1− x

t2

)
dt+

1

t
dx = 0



279die in einem Gebiet mit t 6= 0 (Halbebenen t < 0, t > 0) exakt ist.Wir bestimmen eine Stammfunktion F (t, x) von v = (f, g)⊤:
Ft = 1− x

t2
⇒ F = t+

x

t
+G(x) ⇒ Fx =

1

t
+ Ġ(x)

!
=

1

t

⇒ Ġ(x) = 0 ⇒ G(x) = 0 .Die Lösungen lauten also in impliziter Form:
F (t, x) = t+

x

t
= c , c ∈ R , t 6= 0 .Aus der Anfangsbedingung x(1) = 2 folgt 1 + 2 = 3 = c: Wir erhalten also die Lösung

x(t) = 3t− t2 , t > 0 .(b) Mit f(t, x) = (2t+3 cos(x)) und g(t, x) = (2x− 3t sin(x)) s
hreibt si
h die DGL als
f(t, x) + g(t, x) ẋ = 0. Da ∂f

∂x = −3 sin(x) = ∂g
∂t ist die DGL exakt.Wir bestimmen eine Stammfunktion F (t, x) von v = (f, g)⊤:

F (t, x) =

ˆ

(2t+ 3 cos(x)) dt = t2 + 3t cosx+G(x) .Dur
h Ableiten na
h x erhalten wir Ġ und damit G:
Fx(t, x) = −3t sinx+ Ġ(x) = g(t, x) ,also muss Ġ(x) = 2x sein, woraus G(x) = x2 folgt. Die allgemeine Lösung der DGLlautet somit

F (t, x) = t2 + 3t cos(x) + x2 = c , c ∈ R .Für die spezielle Lösung mit dem gegebenen Anfangswert muss gelten x(1) = 0, waseingesetzt die Bedingung 1 + 3 = c bzw. c = 4 liefert. Die Lösung des gegebenen AWPlautet damit
t2 + 3t cos(x) + x2 = 4 .(
) Wir können die DGL ums
hreiben:

(tx2 − 1)︸ ︷︷ ︸
:=f(t,x)

dt+ (t2x− 1)︸ ︷︷ ︸
=:g(t,x)

dx = 0Dies ist eine exakte DGL, denn es gilt fx = 2tx = gt.Wir bestimmen eine Stammfunktion F (t, x):
Ft = tx2 − 1 ⇒ F (t, x) = 1

2 t
2x2 − t+G(x) ⇒ Ux = t2x+ Ġ(x)

!
= g = t2x− 1

⇒ Ġ(x) = −1 ⇒ G(x) = −x
⇒ F (t, x) = 1

2 t
2x2 − t− x .



280 64 Die exakte Di�erentialglei
hungDie Lösungen x(t) der DGL sind implizit dur
h F (t, x) = c mit c ∈ R gegeben.Um die Anfangsbedingung x(0) = 0 zu erfüllen, muss die Konstante vers
hwinden. DieLösung der Anfangswertaufgabe ist also implizit gegeben dur
h
t2x2 − 2t− 2x = 0 .Na
h x aufgelöst erhält man

x(t) =
1±
√
1 + 2t3

t2
, t 6= 0 , x(t) = 0 , t = 0 .64.4 Transformation in Polarkoordinaten:

t = r cosϕ ⇒ dt = cosϕdr − r sinϕ dϕ

x = r sinϕ ⇒ dx = sinϕdr + r cosϕdϕEingesetzt in die DGL liefert das
0=r sinϕ(cosϕdr − r sinϕ dϕ)− (r3 + r cosϕ)(sinϕ dr + r cosϕdϕ)

=(r sinϕ cosϕ− r3 sinϕ− r sinϕ cosϕ) dr + (−r2 sin2 ϕ− r4 cosϕ− r2 cos2 ϕ) dϕ
=−r3 sinϕdr − (r2 + r4 cosϕ) dϕ .Hieraus erhalten wir:

(1 + r2 cosϕ)︸ ︷︷ ︸
=:f(r,ϕ)

dϕ+ r sinϕ︸ ︷︷ ︸
=:g(r,ϕ)

dr = 0 .Diese DGL ist ni
ht exakt, denn fr − gϕ = 2r cosϕ− r cosϕ = r cosϕ 6= 0. Es existiertaber ein integrierender Faktor µ(ϕ) denn fr−gϕ

g = cotϕ. Für diesen gilt
µ(ϕ) = e

´

cotϕ dϕ = sinϕ .Multiplikation der ursprüngli
hen DGL mit µ liefert die exakte DGL
sinϕ(1 + r2 cosϕ) dϕ+ r sin2 ϕ dr = 0 .Wir ermitteln eine Stammfunktion F (r, ϕ):

Fr = r sin2 ϕ ⇒ F (r, ϕ) =
r2

2
sin2 ϕ+G(ϕ) ⇒ Fϕ = r2 cosϕ sinϕ+ Ġ(ϕ)

⇒ Ġ(ϕ) = sinϕ ⇒ G(ϕ) = − cosϕ .Damit lautet die Lösung in impliziter Form:
r2

2
sin2 ϕ− cosϕ =

1

2
(r sinϕ)2 − r cosϕ

r
= c , c ∈ R .Dur
h Rü
ktransformation erhalten wir die implizite Lösung in kartesis
hen Koordina-ten:

1

2
x2 − t√

t2 + x2
= c .



65 LineareDi�erentialglei
hungssysteme I65.1 Bea
hte die ni
ht miteinander vertaus
hbaren Matrizen A =


1 0

0 0


 und

B =


0 1

0 0


. Für diese Matrizen gilt:

eA+B = exp


1 1

0 0


 =


e e−1
0 1


 und eA eB =


e 0

0 1




1 1

0 1


 =


e e

0 1


 .65.2 (a) (1) Bestimmung der Eigenwerte und zugehörigen Eigenvektoren:

χA = (5− x) (4− x) (5− x)− 16(4− x) = (4− x) (x− 1) (x− 9) ,sodass λ1 = 1 , λ2 = 4 und λ3 = 9 die Eigenwerte von A sind. Für die Eigenvektorenerhalten wir EigA(1) = ker(A− E3) = ker




4 0 4

0 3 0

4 0 4


 = 〈




−1
0

1


〉 ,EigA(4) = ker(A− 4E3) = ker




1 0 4

0 0 0

4 0 1


 = 〈




0

1

0


〉 ,EigA(9) = ker(A− 9E3) = ker




−4 0 4

0 −5 0

4 0 −4


 = 〈




1

0

1


〉 .Da alle Eigenwerte sowohl algebrais
he als au
h geometris
he Vielfa
hheit 1 haben, istdie Matrix A diagonalisierbar.(2) Aufstellen der allgemeinen komplexen Lösung des DGL-Systems: Für dieallgemeine Lösung xa(t) des DGL-Systems erhalten wir damit

xa(t) = c1 e
t




−1
0

1


+ c2 e

4t




0

1

0


+ c3 e

9t




1

0

1


 , c1, c2, c3 ∈ C .



282 65 Lineare Di�erentialglei
hungssysteme I(3) Aufstellen der allgemeinen reellen Lösung: Entfällt, da alle Eigenwerte derMatrix A reell sind.(4) Bestimmung der Koe�zienten: Die Anfangsbedingung x(0) = (0, 2, 2)⊤ liefertdas folgende lineare Glei
hungssystem:
c1




−1
0

1


+ c2




0

1

0


+ c3




1

0

1


 =




0

2

2


 .Die Lösung ergibt si
h zu c1 = 1, c2 = 2 und c3 = 1. Damit erhalten wir die gesu
hteLösung des AWP:

x(t) = et




−1
0

1


+ e4t




0

2

0


+ e9t




1

0

1


 .(b) (1) Bestimmung der Eigenwerte und zugehörigen Eigenvektoren:

χA = (−1− x)2 − (−1) = x2 + 2x+ 2 , sodass λ1 = −1 + i und λ2 = −1− idie Eigenwerte von A sind. Für die Eigenvektoren erhalten wirEigA(−1 + i) = ker(A− (−1 + i)E2) = ker


− i 1

−1 − i


 = 〈


1

i


〉EigA(−1− i) = ker(A− (−1− i)E2) = ker


 i 1

−1 i


 = 〈


 1

− i


〉 .Da alle Eigenwerte sowohl algebrais
he als au
h geometris
he Vielfa
hheit 1 haben, istdie Matrix A diagonalisierbar.(2) Aufstellen der allgemeinen komplexen Lösung des DGL-Systems: Für dieallgemeine Lösung xa(t) des DGL-Systems erhalten wir damit

xa(t) = c1 e
(−1+i)t


1

i


+ c2 e

(−1−i)t


 1

− i


 , c1, c2 ∈ C .(3) Aufstellen der allgemeinen reellen Lösung: Diese ergibt si
h zu

xa(t) = c1 e
−t(cos(t)


1

0


− sin(t)


0

1


) + c2 e

−t(sin(t)


1

0


+ cos(t)


0

1


) ,

c1, c2 ∈ R.



283(4) Bestimmung der Koe�zienten: Die Anfangsbedingung x(0) = (1, 1)⊤ liefertdas folgende lineare Glei
hungssystem:
c1


1

0


+ c2


0

1


 =


1

1


 .Die Lösung ergibt si
h zu c1 = c2 = 1. Damit erhalten wir die Lösung des AWP:

x(t) = e−t


cos(t)


1

0


− sin(t)


0

1




+ e−t


sin(t)


1

0


+ cos(t)


0

1






= e−t


cos(t)


1

1


+ sin(t)


 1

−1




 .65.3 Zur Interpretation: Wilds
hweine fressen S
hne
ken, so dass diese einen po-sitiven Ein�uss auf die Wilds
hweinzahl haben. Die Wilds
hweine sind rau�ustig, sodass mehr Wilds
hweine einen negativen Ein�uss auf das Populationswa
hstum haben.Eine konstante Zahl an Wilds
hweinen landet auÿerdem in den Ko
htöpfen bekannterGallier. Die S
hne
ken sind friedli
h und vermehren si
h ständig, wenn sie ni
ht vonWilds
hweinen gefressen werden. Die Zahlen sind skaliert, also ist etwa 10W (t) bzw.

100S(t) die tatsä
hli
he Wilds
hwein- bzw. S
hne
kenzahl.(a) Der AnsatzW (t) = w0, S(t) = s0 liefert ein lineares Glei
hungssystem mit Lösung
w0 = 2, s0 = 4.(b) Wir erhalten das Di�erentialglei
hungssystem

ẇ = −w + s , ṡ = −2w + s , w(0) = 1 , s(0) = 2,so dass mit
A =


−1 1

−2 1


eine Lösung dur
h 

w(t)
s(t)


 = eAt


1

2


gegeben ist. Mit

χA(x) = x2 + 1 = (x+ i)(x− i)erhalten wir
EigA(i) = 〈


 1

1 + i


〉 und EigA(− i) = 〈


 1

1− i


〉 .
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hungssysteme IMit
S =


 1 1

1 + i 1− i


 und S−1 =

1

2


1 + i − i

1− i i


gilt S−1AS = diag(i,− i). Wir bere
hnen:


w(t)
s(t)


 = S diag(ei t, e− i t)S−1


1

2




=


 1 1

1 + i 1− i


 diag(ei t, e− i t)

1

2


1 + i − i

1− i i




1

2




=
1

2


ei t +e− i t− i(ei t− e− i t)

2 ei t +2 e− i t


 =


cos(t) + sin(t)

2 cos(t)


 .Wir erhalten W (t) = cos(t) + sin(t) + 2 und S(t) = 2 cos(t) + 4.



66 LineareDi�erentialglei
hungssysteme II66.1 (1) Bestimmung der Eigenwerte und zugehörigen Eigenvektoren:
χA = (−3− x) (−2− x) (−1− x) + (−2− x) = −(2 + x)3 , sodass λ = −2der einzige Eigenwert von A ist. Der Eigenwert λ hat algebrais
he Vielfa
hheit drei. Fürdie Eigenvektoren erhalten wirEigA(−2)=ker(A+ 2E3)=ker




−1 0 1

−2 0 2

−1 0 1


=ker




−1 0 1

0 0 0

0 0 0


=〈




1

0

1


 ,




0

1

0


〉 .Der Eigenwert λ = −2 hat somit geometris
he Vielfa
hheit zwei. D. h. algebrais
he undgeometris
he Vielfa
hheit des Eigenwertes sind vers
hieden und somit ist die Matrix

A ni
ht diagonalisierbar. Wir müssen also das Rezept für ni
htdiagonalisierbares Averwenden.Bestimmung einer Jordanbasis S und der dazugehörigen Jordannormal-form J von A: Gesu
ht ist eine Jordanmatrix J und eine invertierbare Matrix Smit S−1AS = J . Dazu bestimmen wir zunä
hst die verallgemeinerten Eigenräume. Mit
N = A− λE3 erhalten wir

N2 = 0 und somit ker(N2) = 〈




1

0

1


 ,




0

1

0


 ,




1

0

0


〉 .Wir haben also die Kette

{0} ( 〈




1

0

1


 ,




0

1

0


〉 ( 〈




1

0

1


 ,




0

1

0


 ,




1

0

0


〉Da die geometris
he Vielfa
hheit des einzigen Eigenwerts λ = −2 zwei ist, enthält dieJordannormalform zwei Jordankäst
hen zu diesem Eigenwert, also

J =




−2 0 0

0 −2 1

0 0 −2


 .



286 66 Lineare Di�erentialglei
hungssysteme IIDie Spalten s1, s2, s3 der Matrix S erhalten wir folgendermaÿen: Wir wählen
s3=




1

0

0


 ∈ ker(N2) \ ker(N), setzen s2=Ns3=−1−2

−1


 und wählen s1=0

1

0


 .Die gesu
hte Jordanbasis S, für die J = S−1AS gilt, und dessen Inverses ergibt si
h zu

S =




0 −1 1

1 −2 0

0 −1 0


 und S−1 =




0 1 −2
0 0 −1
1 0 −1


 .(2) Bere
hnung von etA = S etJ S−1: Zur Bere
hnung von etA = S etJ S−1 nutzenwir J = D +N mit

D =




−2 0 0

0 −2 0

0 0 −2


 und N =




0 0 0

0 0 1

0 0 0


 .Damit erhalten wir

etJ = etD etN =




e−2t 0 0

0 e−2t 0

0 0 e−2t







1 0 0

0 1 t

0 0 1


=




e−2t 0 0

0 e−2t t e−2t

0 0 e−2t


 .S
hlieÿli
h bere
hnen wir:

etA = S etJ S−1 = e−2t




0 −1 1

1 −2 0

0 −1 0







1 0 0

0 1 t

0 0 1







0 1 −2
0 0 −1
1 0 −1




= e−2t




1− t 0 t

−2t 1 2t

−t 0 1 + t


 .(3) Bestimmung der Lösung des AWP: Die Anfangsbedingung x(0) = 2

1

1


 liefertuns die gesu
hte Lösung des AWP als

x(t) = e(t−0)A
x(0) = etA




2

1

1


 = e−2t




2− t
1− 2t

1− t


 .



28766.2 Wir setzen u1 = x, u2 = ẋ und u3 = y. Dann erhalten wir u̇1 = ẋ = u2und u̇2 = ẍ = y = u3 und u̇3 = ẏ = −ẋ(t) + 2y(t) = −u2 + 2u3, sowie die Startwerte
u1(0) = x(0) = 0, u2(0) = ẋ(0) = 0 und u3(0) = y(0) = 1. Also erfüllt u = (u1, u2, u3)

⊤das Di�erentialglei
hungssystem
u̇(t) =




0 1 0

0 0 1

0 −1 2




︸ ︷︷ ︸
=A

u(t) mit u(0) =




0

0

1


 . (∗∗)Ist u = (u1, u2, u3)

⊤ eine Lösung von (∗∗), so ist x := u1, y := u3 eine Lösung von (∗).Daher lösen wir nun (∗). Die Lösung ist gegeben dur
h u(t) = eAt u(0). Wir bere
hnenzunä
hst die Jordannormalform von A. Es ist
χA(x) = −x(x−2 − 2x+ 1) = −x(x− 1)2,und

EigA(0) = 〈e1〉 = 〈b1 := (1, 0, 0)⊤〉sowie
EigA(1) = ker(A− E3) = ker




−1 1 0

0 −1 1

0 −1 1


 = 〈b2 = (1, 1, 1)⊤〉.Den Basisvektor b3 erhalten wir aus der Bedingung (A−E3)b3 = b2, also aus dem LGS




−1 1 0 1

0 −1 1 1

0 −1 1 1


→




−1 1 0 1

0 −1 1 1

0 0 0 0


z.B. zu b3 = (−1, 0, 1)⊤. Mit der Matrix

S = (b1, b2, b3) =




1 1 −1
0 1 0

0 1 1


 und S−1 =




1 −2 1

0 1 0

0 −1 1


wird also

S−1AS =




0 0 0

0 1 1

0 0 1




︸ ︷︷ ︸
=J

=




0 0 0

0 1 0

0 0 1




︸ ︷︷ ︸
=D

+




0 0 0

0 0 1

0 0 0




︸ ︷︷ ︸
=N

.



288 66 Lineare Di�erentialglei
hungssysteme IIWir erhalten
eAt = eS(D+N)tS−1

= S eDt eNt S−1 = S




1 0 0

0 et 0

0 0 et







1 0 0

0 1 t

0 0 1


S−1Wir re
hnen dies ni
ht aus, sondern nur das Matrix-Vektor-Produkt

u(t) = eAt
u(0) = eAt

e3 =




1 1 −1
0 1 0

0 1 1







1 0 0

0 et 0

0 0 et







1 0 0

0 1 t

0 0 1







1

0

1




=




1 + et(t− 1)

t et

et(t+ 1)


 .Die Lösung der DGL ist also x(t) = 1 + et(t− 1), y(t) = et(t+ 1).66.3 Wir wählen als Ansatz

u1(t) = x(t) , u2(t) = ẋ(t) =⇒




u̇1(t) = u2(t)

u̇2(t) = −u1(t) + 2u2(t) .Hieraus erhalten wir
u̇ = Au mit u(0) =


1

2


 und A =


 0 1

−1 2


 und u =


u1
u2


 .Wir ermitteln die Lösung

u(t) = eAt
u(0)dieses Systems: Das 
harakteristis
he Polynom der Matrix A lautet

χA(x) = x2 − 2x+ 1 = (x− 1)2 .Als Eigenraum zum doppelten Eigenwert λ = 1 erhalten wir:
EigA(1) = ker


−1 1

−1 1


 = 〈


1

1


〉 .Die Matrix A ist somit ni
ht diagonalisierbar, es existiert jedo
h eine Jordannormalform.Als Jordanbasis wählen wir (b1, b2) mit

b2 =


0

1


 , b1 = (A−E2) b2 =


1

1


 und erhalten S =


1 0

1 1


 , S−1 =


 1 0

−1 1


 .



289Nun gilt:
S−1AS =


 1 0

−1 1




 0 1

−1 2




1 0

1 1


 =


1 1

0 1


 =


1 0

0 1


+


0 1

0 0


 = D +N .Wir setzen alles zusammen:

x(t) = (1, 0)⊤


x(t)
ẋ(t)


 = (1, 0)⊤ eAt


1

2


 = (1, 0)⊤


1 0

1 1


 eDt eNt


 1 0

−1 1




1

2




= et(1, 0)⊤


1 t

0 1




1

1


 = (1 + t) et .



67 LineareDi�erentialglei
hungssysteme III67.1 (a) Das vorliegende System ist inhomogen und besitzt in s(t) ni
htkonstanteKoe�zienten.(1) Bestimmung von n vers
hiedenen Lösungen des homogenen Systems:Das homogene System lautet ẋ = Ax, wobei A =




−4 1 0

−3 −1 1

−2 1 −2


. Dies ist alsoeine homogene lineare DGL mit konstanten Koe�zienten. Die Lösung dieses Systemsbestimmen wir na
h dem entspre
henden Rezept.Bestimmung der Eigenwerte und zugehörigen Eigenvektoren: Die Eigenwertevon A sind λ1 = −2 mit algebrais
her Vielfa
hheit 2 und λ2 = −3 mit algebrais
herVielfa
hheit 1. Für die Eigenvektoren erhalten wirEigA(−2) = ker(A+ 2E3) = ker




−2 1 0

−3 1 1

−2 1 0


 = 〈




−1
−2
−1


〉EigA(−3) = ker(A+ 3E3) = ker




−1 1 0

−3 2 1

−2 1 1


 = 〈




1

1

1


〉 .Da der Eigenwert λ1 = −2 algebrais
he Vielfa
hheit 2, aber geometris
he Vielfa
hheit

1 hat, ist die Matrix A ni
ht diagonalisierbar. Wir müssen also das Rezept für ni
htdia-gonalisierbares A verwenden.Bestimmung einer Jordanbasis S und der dazugehörigen Jordannormalform
J von A: Gesu
ht ist also eine Jordanmatrix J und eine invertierbare Matrix S mit
S−1AS = J . Dazu bestimmen wir zunä
hst die verallgemeinerten Eigenräume. Mit
N = A− λ1E3 erhalten wir

N2 =




1 −1 1

1 −1 1

1 −1 1


 und somit ker(N2) = 〈




−1
−2
−1


 ,




1

1

0


〉 .Wir haben also die Kette

{0} ( 〈




−1
−2
−1


〉 ( 〈




−1
−2
−1


 ,




1

1

0


 .〉



291Da die geometris
he Vielfa
hheit des Eigenwerts λ1 = −2 eins ist, enthält die Jordan-normalform ein Jordankäst
hen zu diesem Eigenwert, also
J =




−3 0 0

0 −2 1

0 0 −2


 .Die Spaltenvektoren s1, s2, s3 der Matrix S erhalten wir folgendermaÿen: Wir wählen

s3 =




1

1

0


 ∈ ker(N2) \ ker(N) , s2 = Ns3 =




−1
−2
−1


 , s1 =




1

1

1


 .Die gesu
hte Jordanbasis S, für die J = S−1AS gilt, und dessen Inverses ergibt si
h zu

S =




1 −1 1

1 −2 1

1 −1 0


 und S−1 =




1 −1 1

1 −1 0

1 0 −1


 .Bere
hnung von etA = S etJ S−1: Zur Bere
hnung von etA = S etJ S−1 nutzen wir

J = D +N mit
D =




−3 0 0

0 −2 0

0 0 −2


 und N =




0 0 0

0 0 1

0 0 0


 .Damit erhalten wir

etJ = etD etN =




e−3t 0 0

0 e−2t 0

0 0 e−2t







1 0 0

0 1 t

0 0 1


 =




e−3t 0 0

0 e−2t t e−2t

0 0 e−2t


 .S
hlieÿli
h bere
hnen wir:

etA = S etJ S−1 =




e−3t−t e−2t − e−3t +e−2t e−3t +e−2t(t− 1)

e−3t− e−2t(2t+ 1) − e−3t +2 e−2t e−3t +e−2t(2t− 1)

e−3t− e−2t(1 + t) − e−3t +e−2t e−3t +t e−2t


 .(2) Test der Lösungen auf lineare Unabhängigkeit: Entfällt, da das homogeneSystem konstante Koe�zienten hat. Dafür ist die Unabhängigkeit der Lösungen, wieoben ermittelt, bekannt.



292 67 Lineare Di�erentialglei
hungssysteme III(3) Bestimmung einer partikulären Lösung: Die Variation der Konstanten ist hiermit erhebli
hem Re
henaufwand verbunden. Mit MATLAB sind die Re
hnungen lei
htdur
hzuführen, man probiere das unbedingt. Wir ma
hen einen Ansatz analog zumAnsatz vom Typ der re
hten Seite, den wir s
hon früher zum Finden von partikulärenLösungen einer inhomogenen linearen DGL benutzt haben: Aufgrund der Struktur derDGL wählen wir den Ansatz
xp(t) = cos(t)a+ sin(t) b a, b ∈ R3 ,

ẋp(t) = − sin(t)a+ cos(t) b .Die Vektoren a und b ermitteln wir dur
h Einsetzen in die DGL und setzen c =

(10, 10, 10)⊤:
ẋp(t) = Axp(t) + s(t) ⇔ − sin(t)a+ cos(t) b = cos(t)Aa+ sin(t)A b+ cos(t) c

⇔ sin(t) (−a−A b) + cos(t) (b−Aa− c) = 0 .Es müssen also die beiden folgenden Bedingungen erfüllt sein:
a = −A b und b = Aa+ c .Einsetzen der ersten Glei
hung in die zweite liefert

b = −A2
b+ c ⇔ (A2 +E3) b = c .Lösen dieses linearen Glei
hungssystems liefert

b =




1

1

1


 und s
hlieÿli
h a = −A b =




3

3

3


 .(4) Bestimmung der allgemeinen Lösung: Die allgemeine Lösung ergibt si
h zu

x(t) = xp(t) + etA




c1

c2

c3


 , c1, c2, c3 ∈ R .(5) Bestimmung der Lösung des AWP: Wir bestimmen die Koe�zienten c1, c2und c3 aus der Anfangsbedingung x(0) = (0, 0, 0)⊤:




0

0

0


 =




3

3

3


+




1 0 0

0 1 0

0 0 1







c1

c2

c3


 .



293Die Lösung dieses Glei
hungssystem ist c1 = c2 = c3 = −3. Damit ergibt si
h dieLösung des Anfangswertproblems zu
x(t) = cos(t)




3

3

3


+ sin(t)




1

1

1


+




−3 e−3t

−3 e−3t

−3 e−3t


 =

(
3(cos(t)− e−3t) + sin(t)

)



1

1

1


 .(b) Das vorliegende System ist homogen und besitzt in eine ni
htkonstante Koe�zien-tenmatrix.(1) Bestimmung von n vers
hiedenen Lösungen des homogenen Systems: AufGrund der speziellen Gestalt der Matrix (Dreie
ksform), können wir, wie im Hinweisbes
hrieben, Lösungen �nden, bei denen die letzten Koordinaten vers
hwinden.Wir bestimmen x1(t) als Lösung mit x1(t) =




x1,1(t)

0

0

0



: Einsetzen in die DGLliefert

ẋ1,1(t) = x1,1(t) ⇒ x1,1(t) = et .Wir bestimmen x2(t) als Lösung mit x2(t) =




x2,1(t)

x2,2(t)

0

0



: Einsetzen in die DGLliefert

ẋ2,1 = x2,1 − x2,2 und ẋ2,2 = 2x2,2 .Daraus ergibt si
h x2,2 = e2t und somit ẋ2,1 = x2,1 − e2t. Der Ansatz x2,1 = a e2tliefert x2,1 = − e2t.Wir bestimmen x3(t) als Lösung mit x3(t) =




x3,1(t)

x3,2(t)

x3,3(t)

0



: Einsetzen in die DGLliefert

ẋ3,1 = x3,1 − x3,2 + 2x3,3 und ẋ3,2 = 2x3,2 + x3,3 und ẋ3,3 = 2x3,3 .Daraus ergibt si
h x3,3 = e2t und somit ẋ3,2 = 2x3,2 + e2t. Der Ansatz x3,2 =

at e2t liefert x3,2 = t e2t. Also muss ẋ3,1 = x3,1 + (2 − t) e2t gelten. Der Ansatz
x3,1 = (a+ bt) e2t liefert x3,1 = (−t+ 3) e2t.



294 67 Lineare Di�erentialglei
hungssysteme III
Es bleibt no
h x4(t) als Lösung mit x4(t) =




x4,1(t)

x4,2(t)

x4,3(t)

x4,4(t)




zu bestimmen: Einsetzenin die DGL liefert
ẋ4,1 = x4,1 − x4,2 + 2x4,3 − x4,4 und ẋ4,2 = 2x4,2 + x4,3 − x4,4 ,
ẋ4,3 = 2x4,3 + 4 e−2t x4,4 und ẋ4,4 = 2x4,4 .Daraus ergibt si
h x4,4 = e2t und somit muss ẋ4,3 = 2x4,3 + 4e−2t e2t = 2x4,3 + 4gelten. Dies ist für x4,3 = −2 erfüllt. Damit wird die zweite Glei
hung zu ẋ4,2 =

2x4,2 − 2 − e2t. Der Ansatz x4,2 = at e2t +b liefert x4,2 = 1 − t e2t. Also muss
ẋ4,1 = x4,1 − 5 + (t− 1)d2t gelten. Der Ansatz x4,1 = (a+ bt) e2t +c liefert x4,1 =

5 + (t− 2) e2t.Wir haben also die folgenden vier Lösungen des homogenen Systems gefunden:
x1(t) =




et

0

0

0



,x2(t) =




− e2t

e2t

0

0



,x3(t) =




(−t+ 3) e2t

t e2t

e2t

0



,x4(t) =




5 + (t− 2) e2t

1− t e2t

−2
e2t



.(2) Test der Lösungen auf lineare Unabhängigkeit: Wir bestimmen die Wrons-kideterminante der gefundenen Lösungen in t = 0, um die gefundenen Lösungen aufUnabhängigkeit zu testen.

W (0)=det




e0 − e2·0 (−0 + 3) e2·0 5 + (0− 2) e2·0

0 e2·0 0 · e2·0 1− 0 · e2·0

0 0 e2·0 −2
0 0 0 e2·0



=det




1 −1 3 3

0 1 0 1

0 0 1 −2
0 0 0 1



6=0.D.h., die vier gefundenen Lösungen sind wie gewüns
ht linear unabhängig.(3) Bestimmung einer partikulären Lösung: Entfällt, da das gegebene Systemhomogen ist.(4) Bestimmung der allgemeinen Lösung: Die allgemeine Lösung ergibt si
h zu

x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) + c3x3(t) + c4x4(t) , c1, c2, c3, c4 ∈ R .



295(5) Bestimmung der Lösung des AWP: Wir bestimmen die Koe�zienten c1, c2, c3und c4 aus der Anfangsbedingung x(0) = (7, 3,−1, 1)⊤:



1 −1 3 3

0 1 0 1

0 0 1 −2
0 0 0 1







c1

c2

c3

c4




=




7

3

−1
1



⇒ c1 = 3, c2 = 2, c3 = c4 = 1 .Damit ergibt si
h die Lösung des Anfangswertproblems zu x(t) =




3 et− e2t +5

2 e2t +1

−2 + e2t

e2t



.67.2 (a) Wir bestimmen die Eigenwerte von A:

χA = (1− x) (−5− x)− 3(−3) = (x+ 2)2 , sodass λ = −2der einzige Eigenwert von A ist. Dieser Eigenwert hat die algebrais
he Vielfa
hheit zwei.Da Re(λ) = −2 < 0, und λ der einzige Eigenwert des Systems ist, ist der Glei
hge-wi
htspunkt dieses linearen Systems asymptotis
h stabil.Wir bestimmen au
h no
h den Typ des Glei
h-gewi
htspunktes: Da die geometris
he Viel-fa
hheit von λ = −2 o�enbar 1 ist, haben wireinen Strudel vorliegen, siehe das nebenstehen-de Bild.(b) a ist ein Glei
hgewi
htspunkt des gegebenen Systems genau dann, wenn
Aa+ s = 0 ⇔ Aa = −s .Lösen dieses linearen Glei
hungssystems liefert a = (1, 1, 1)⊤.67.3 Wir gehen na
h unserem Rezept vor:(a) (1) Wir betra
hten die zwei Lösungen

x1 =


 t2

−1


 und x2 =


t
1


des homogenen Systems, die man dur
h Probieren �ndet.(2) Wir testen die zwei Lösungen mit der Wronskideterminante auf lineare Unabhän-gigkeit; es gilt

W (t) = det


 t2 t

−1 1


 = t2 + t 6= 0



296 67 Lineare Di�erentialglei
hungssysteme IIIfür alle t > 0. Somit haben wir ein Fundamentalsystem; wir setzen
X(t) =


 t2 t

−1 1


und erhalten die allgemeine Lösung des homogenen DGL-Systems

xh(t) = X(t)c = c1x1 + c2x2 mit c = (c1, c2)
⊤ ∈ R2 .(3) Eine partikuläre Lösung �nden wir dur
h Variation der Konstanten, d.h. wir ma
henden Ansatz xp = X(t) c(t) und gehen damit in das inhomogene DGL-System ein; wirerhalten wegen

X−1(t) b(t) =




1
t2+t − 1

t+1

1
t2+t

t
t+1




t
1


 =


0

1


die Bestimmungsglei
hung für c(t):

c(t) =

ˆ

X−1(t) b(t) dt =

ˆ


0

1


 dt =


0

t


 .Damit erhalten wir die partikuläre Lösung

xp(t) = X(t) c(t) =


 t2 t

−1 1




0

t


 =


t

2

t


 .(4) S
hlieÿli
h erhalten wir die allgemeine Lösung des inhomogenen Systems:

x(t) = xp + Lh = xp + c1x1 + c2x2 =


t

2

t


+ c1


 t2

−1


+ c2


t
1


 , c1, c2 ∈ R.(b) (1) Vers
hiedene Lösungen x1 = (1, t)⊤ und x2 = (−1/t, t2)⊤ haben wir bereits.(2) Wir testen die zwei Lösungen mit der Wronskideterminante auf lineare Unabhän-gigkeit; es gilt für t > 0

W (t) = det


1 −1

t

t t2


 = t2 + 1 6= 0 , sodass X(t) =


1 −1

t

t t2






297ein Fundamentalsystem ist. Die allgemeine Lösung des homogenen DGL-Systems lautet
xh(t) = X(t) c = c1x1 + c2x2 mit c = (c1, c2)

⊤ ∈ R2 .Eine partikuläre Lösung �nden wir dur
h Variation der Konstanten, d. h., wir ma
henden Ansatz xp = X(t) c(t). Wir erhalten:
c(t) =

ˆ

X−1(t) b(t) dt =

ˆ




t2

t2+1
1

t(t2+1)

− t
t2+1

1
t2+1






1
t

1


 dt =

ˆ




1
t

0


 dt =


ln(t)

0


 .Damit erhalten wir die partikuläre Lösung

xp(t) = X(t) c(t) =


1 −1

t

t t2




ln(t)

0


 =


 ln(t)

t ln(t)


 .S
hlieÿli
h können wir die allgemeine Lösung des inhomogenen Systems angeben:

x(t) = xp+Lh = xp+c1x1+c2x2 =


 ln(t)

t ln(t)


+c1


1

t


+c2


−

1
t

t2


 mit c1, c2 ∈ R .67.4 (a) Man setze x = φ und y = φ̇, woraus si
h das DGL-System


ẋ
ẏ


 =


 y

−g
l sin x


ergibt. Dessen stationäre Lösungen sind x = kπ (k ∈ Z), y = 0.(b) Die zu den stationären Lösungen gehörigen linearen DGL-Systeme sind


ẋ
ẏ


 =


 0 1

(−1)k+1 g
l 0




x− kπ

y


 .Für geradzahlige k erhält man die Eigenwerte λ1,2 = ± i
√

g/l und für ungeradzahlige
k die Eigenwerte λ1,2 = ±

√
g/l. Die stationären Lösungen für ungeradzahlige k sindsomit instabil. Im Fall geradzahliger k Werte ist aus der Linearisierung keine Aussagemögli
h, da Reλ = 0.



68 Randwertprobleme68.1 Die allgemeine Lösung der DGL ist
x = C1 cos t+ C2 sin t .Unter Berü
ksi
htigung der Randbedingungen folgt:

x(0) = 1 ⇒ C1 = 1 ,

x(b) = d ⇒ cos b+ C2 sin b = d ⇒ C2 =
d− cos b

sin b
, falls sin b 6= 0 .Nun betra
hten wir die vers
hiedenen Situationen:(a) b = d = 1: Das RWP ist eindeutig lösbar, und die Lösung lautet

x(t) = cos t+
1− cos 1

sin 1
sin t .(b) b = π, d = −1: Das RWP besitzt unendli
h viele Lösungen, genauer:Die Randbedingungen werden dur
h

C1 = 1, C2 ∈ R erfüllt. Somit folgt
x(t) = cos t+ λ sin t , λ ∈ R .Man sagt: Das RWP besitzt eine einpa-rametrige Lösungss
har.(
) b = π, d = −2: Das RWP ist ni
ht lösbar, aus der 2. Randbedingung folgt nämli
h

−C1 = −2 im Widerspru
h zur ersten Bedingung C1 = 1.68.2 Ein reelles Fundamentalsystem der homogenen DGL ist bekanntli
h {cos, sin}.1.Weg: Wir ermitteln eine partikuläre Lösung dur
h den Ansatz vom Typ der re
htenSeite:
xp = A+ Bt+ Ct cos t+Dt sin t

ẋp = B + C cos t− Ct sin t+D sin t+Dt cos t

ẍp = −2C sin t− Ct cos t+ 2D cos t−Dt sin tEinsetzen in die DGL liefert
A+ Bt− 2C sin t+ 2D cos t = 1 + t+ cos t .Die Funktionen 1, t, cos t, sin t sind linear unabhängig, der Koe�zientenverglei
h liefert

A = B = 1, C = 0, D = 1/2. Die allgemeine Lösung der DGL ist somit
x(t) = C1 cos t+ C2 sin t+ t+ 1 + 1

2 t sin t .



299Wir bestimmen C1 und C2 dur
h Berü
ksi
htigung der Randbedingungen:
x(0) = 1 ⇒ C1 + 1 = 1 ⇒ C1 = 0

x(b) = 1 + π ⇒ C2 sin b+ b+ 1 + 1
2b sin b = 1 + π ⇒ C2 =

π − b
sin

− b

2
, b 6= kπ .Für b = π

2
ist C2 = π

4
, und

x(t) = 1 + t+
(
π
4
+ t

2

)
sin tist die eindeutig bestimmte Lösung des RWP.Für b = π ist C2 ∈ R beliebig, und wirerhalten eine einparametrige Lösungs-s
har des RWP

x(t) = 1 + t+
(
λ+ t

2

)
sin t , λ ∈ R .Für b = kπ, k ∈ Z, k 6= 1 sind dieRandbedingungen widersprü
hli
h unddas RWP ist somit ni
ht lösbar.2.Weg: Lösung mit der Green's
hen Funktion (dieser Weg ist vor allem dann zu wählen,wenn der Störgliedansatz ni
ht mögli
h ist oder Variation der Konstanten zu s
hwierigist).Wir bea
hten, dass {cos, sin} ein Fundamentalsystem von ẍ+ x = 0 ist, und setzen

Φ(t) =


 cos t sin t

− sin t cos t


 .Damit erhalten wir für D die Matrix

D =


1 0

0 0




1 0

0 1


+


0 0

1 0




 cos b sin b

− sin b cos b


 =


 1 0

cos b sin b


 .Wegen det(D) = sin b ist das RWP eindeutig lösbar, falls b 6= k π mit k ∈ Z.Es sei nun b = π/2. Das RWP ist eindeutig lösbar. Wir bestimmen die Lösung mitder Green's
hen Funktion anhand unseres Rezepts, wobei wir vorab eine Lösung deshalbhomogenen RWP

ẍ+ x = 1 + t+ cos t , x(0) = 0 , x(π/2) = 0 .(1) Es ist (cos, sin) ein Fundamentalsystem der homogenen DGL. Wir ma
hen denAnsatz
g(t, τ) =





(a1(τ) + b1(τ)) cos(t) + (a2(τ) + b2(τ)) sin(t) , τ ≤ t
(a1(τ)− b1(τ)) cos(t) + (a2(τ)− b2(τ)) sin(t) , τ ≥ t

.



300 68 Randwertprobleme(2) Das zu lösende Glei
hungssystem lautet
b1(t) cos(t) + b2(t) sin(t) = 0 , −b1(t) sin(t) + b2(t) cos(t) = 1/2 .Die eindeutig bestimmte Lösung ist o�enbar b1(t) = −1

2 sin(t) und b2(t) = 1
2 cos(t).(3) Nun ermitteln wir a1(τ) und a2(τ) aus dem Glei
hungssystem

g(0, τ) = a1(τ) + b1(τ) = 0 und g(π/2, τ) = a2(τ)− b2(τ) = 0 .O�enbar ist a1 = 1/2 = a2 die eindeutig bestimmte Lösung.Wir erhalten also die Green's
he Funktion
g(t, τ) =




− cos t sin τ , τ ≤ t
− sin t cos τ , τ ≥ t

.Damit lautet die Lösung des RWPs
xI(t) =

π/2
ˆ

0

g(t, τ)s(τ) dτ

= −
t
ˆ

0

cos t sin τ (1 + τ + cos τ) dτ −
π/2
ˆ

t

sin t cos τ (1 + τ + cos τ) dτ

= − cos t

t
ˆ

0

sin τ + τ sin τ + sin τ cos τ dτ − sin t

π/2
ˆ

t

cos τ + τ cos τ + cos2 τ dτ

= − cos t

[
− cos τ + sin τ − τ cos τ +

1

2
sin2 τ

]t

0

− sin t

[
sin τ + cos τ + τ sin τ +

1

2
τ +

1

4
sin 2τ

]π/2

t

= − cos t

(
− cos t+ sin t− t cos t+ 1

2
sin2 t+ 1

)

− sin t

(
1 +

π

2
+
π

4
− sin t− cos t− t sin t− t

2
− 1

4
sin 2t

)

= 1 + t− cos t−
(
1 +

3π

4
+
t

2

)
sin t .Mit dieser Lösung �nden wir nun ganz einfa
h eine Lösung des ursprüngli
hen RWP.Dazu bestimmen wir no
h s
hnell eine Lösung für das halbhomogene RWP

ẍ+ x = 0 , x(0) = 1 , x(π/2) = 1 + π ;eine sol
he lautet
xII(t) = C1 cos t+ C2 sin t ,



301wobei si
h C1 und C2 aus den Randbedingungen ergeben:
x(0) = 1 ⇒ C1 = 1 und x(π/2) = 1 + π ⇒ C2 = 1 + π .Somit gilt

xII(t) = cos t+ (1 + π) sin t .Das (ursprüngli
he) inhomogene RWP hat somit die Lösung
x(t) = xI(t) + xII(t) = 1 + t+

(
π
4 + t

2

)
sin t .68.3 Aus der Di�erentialglei
hung wird in der Diskretisierung

1

h2
(x(tν+1)− 2x(tν) + x(tν−1)) + Cx(tν) = g(tν), x(t0) = x(tn) = 0 .Als lineares Glei
hungssystem ergibt dies




(−2 + h2C) 1
1 (−2 + h2C) 1

. . .
. . .

. . .
. . .

. . . 1
1 (−2 + h2C)







x1
...
...

xn−1




= h2




g(t1)
...
...

g(tn−1)



.Die Matrix ist tridiagonal. Den gewüns
hten Plot erhält man mit folgendem Skript:
lear all;
lf;g = �(x)x.^3;% Die Matrixdimensionen 8,16,32,64 werden dur
hlaufen.hold onfor N = 3:6n = 2^N;h = 1/n;L = [zeros(1,n-1); eye(n-2), zeros(n-2,1)℄;R = [zeros(n-2,1), eye(n-2); zeros(1,n-1)℄;D = (-2-h^2) * eye(n-1);A = L + D + R ;b = h^2 * g(h:h:1-h)';y=A\b;x=h:h:1-h;plot(x,y);end



302 68 RandwertproblemeDie exakte Lösung des RWP lautet
x(t) = −t3 − 6t− 7(e−t− et)

e− e−1
.Einen Plot dieser Lösung erhält manmit MATLAB wie nebenstehend ange-geben.

h=1/2^6;x=h:h:1-h;a=-7/(exp(1)-exp(-1));f = �(x) -x.^3-6*x+a*(exp(-x)-exp(x));plot(x,f(x))



69 Grundbegri�e der Numerik69.1 Für f erhält man
κabs(x) = |f ′(x)| = 3x2 und κrel(x) = |f ′(x)|

|f(x)|/|x| =
3x2

|x3|/|x| = 3 .Das Problem ist also gut konditioniert.Für g gilt
κabs(x) = |g′(x)| = |cosx

x
− sin x

x2
| = |x cosx− sin x

x2
| und

κrel(x) = |x cosx− sin x

x2
x

sin x/x
| = |x cosx− sin x

sinx
| .Es gilt limx→0 κrel(x) = 0, wie si
h dur
h Anwendung der L'Hopital's
hen Regel zeigt.Nahe 0 ist das Problem daher gut konditioniert. In der Nähe von π ist κrel(x) hingegengroÿ, was au
h ni
ht überras
hen sollte, da dort eine Nullstelle von g ist.69.2 Wie man lei
ht na
hre
hnet, sind die Lösungen zu den AWPen jeweils gegebendur
h x(t;x0) = eλt x0 und x(t;x0) = (1/x0 − t)−1. Beide Lösungen sind di�erenzier-bare Funktionen (die erste für t ∈ [0,∞), die zweite für t ∈ [0, 1/x0)).Somit sind die Konditionszahlen na
h den Regeln für di�erenzierbare Funktionen:

κabs(x0) = eλt , κrel(x0) = 1 bzw. κabs(x0) = (1− tx0)−2 , κrel(x0) = (1− tx0)−1 .Bea
hte, dass das erste Problem für alle Zeiten relativ gut konditioniert bleibt, aberdie absolute Kondition si
h für t → ∞ vers
hle
htert. Das blow-up ma
ht das zweiteProblem für t→ 1/x0 natürli
h s
hle
ht konditioniert.69.3(a) Ri
htig, da | sin(x)| ≤ 1 für x ∈ R.(b) Ri
htig, da limx→0 sin(x) = 0 gilt.(
) Ri
htig, denn das ist gerade die Forderung an die Rundungsfunktion.(d) Fals
h, da limx→0
1
x + 1 = ±∞, also insbesondere ni
ht bes
hränkt ist.(e) Ri
htig, da A = 4πr2 und V = 4

3πr
3 bei Standardeinheiten gilt. Die Veränderungder Einheiten hat nur den E�ekt, dass si
h die Konstanten ändern, was für dieGröÿenordnung keine Rolle spielt.



70 Fixpunktiteration70.1 Die Aufgabe kann man als Fixpunktproblem formulieren (x, y)⊤ = φ(x, y), mit
φ(x, y) =




1
6 cosx+ 1

3y

1
8xy

2 + 1
8 sin x


 .Für x ∈ [0, 1] gilt 0 ≤ cosx ≤ 1 und 0 ≤ sin x ≤ 1 und daher φ : E → E. Ferner gilt

φ′(x, y) =


 −

1
6 sinx 1

3

1
8y

2 + 1
8 cosx 1

4xy


 .Für die Norm ‖ · ‖∞ auf R2 ergibt si
h

‖φ′(x, y)‖Z = max
{

1
6 | sin x|+ 1

3 ,
1
8 (|y2 + cosx|+ 2|xy|)

}
≤ max

{
1
2 ,

1
2

}
= 1

2 .Hier ist ‖ ·‖Z die zugehörige Matrixnorm, d. h. die maximale Zeilensumme (vgl. Kapitel45 (Rezeptebu
h)). Damit existiert also genau eine Lösung in E.Nun wollen wir die benötigte Anzahl an Iterationen bestimmen: Es soll für den Fixpunkt
z∗ und zk = (xk, yk) gelten:

‖z∗ − zk‖ ≤
Lk

1− L‖z1 − z0‖ ≤ 10−3.Da (x0, y0) = (0, 0), gilt (x1, y1) = (1
6
, 0), d.,h. na
h der A-priori-Fehlerabs
hätzunggenügen

k ≥ ln
(

0.5·10−3

1/6

)

/ln 1/2 > 8Iterationen.70.2 Um zu überprüfen, ob eine Abbildung eine Kontraktion ist, ist in dem Fall, dassdie Abbildung stetig di�erenzierbar ist, in der Regel das im Rezeptebu
h angegebeneKriterium für Kontraktion hilfrei
h, das wir im Folgenden anwenden.(a) Ableitungen:
φ′
1(x) = ex − cosx+ 1 , φ′

2(x) = cosx− ex + 1 , φ′
3(x) =

ex√
1− e2x

, φ′
4(x) =

cosx

sinx
.Funktionsplots:
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0

1

2

x

Φ
2’(x

)

−10 −9 −8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0
−2

−1

0

1

2

x

Φ
3’(x

)

−10 −9 −8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0
−10

−8

−6

−4

−2

0

2

x

Φ
3(x

)

−6 −5.5 −5 −4.5 −4 −3.5

−6

−5.5

−5

−4.5

−4

−3.5

x

Φ
4(x

)

−6 −5.5 −5 −4.5 −4 −3.5
−2

−1

0

1

2

x

Φ
4’(x

)

(b) Die Fixpunktiteration konvergiert na
h dem globalen Konvergenzsatz dann si
her,wenn wir ein Intervall [a, b] �nden mit φ([a, b]) ⊆ [a, b] und |φ′(x)| < 1 für alle
x ∈ [a, b].In den Plots von φ′

i sind jeweils die Linien ±1 eingezei
hnet. Nur wenn φ′
i zwis
hendiesen Linien liegt, ist die zweite Bedingung erfüllt. Dies liefert Kandidaten fürdas Intervall [a, b]. Für φ1 und φ2 können wir tatsä
hli
h Intervalle �nden, fürwel
he die erste Bedingung ebenso erfüllt ist. Zum Verglei
h wurde jeweils dieWinkelhalbierende x 7→ x eingezei
hnet.70.3 Vermöge ‖xn−x∗‖ = ‖φ(xn−1)−φ(x∗)‖ ≤ θ ‖xn−1−x∗‖ für n ∈ N konvergiertdie Fixpunktiteration xn = φ(xn−1) gegen den Fixpunkt x∗ = φ(x∗). Mit der A-priori-Fehlerabs
hätzung wissen wir

∥∥xn − x
∗∥∥ ≤ θn

1− θ
∥∥x1 − x0

∥∥ ≤ 10−6.Hier ist x1 = 1
2
(1,−1), also ‖x1 − x0‖ = 1

2

√
2 = θ, woraus si
h die Bedingung

θn+1

1− θ ≤ 10−6 ⇔ n ≥ ln 10−6 + ln(1− θ)
ln θ

− 1 ≈ 42.41



306 70 Fixpunktiterationergibt. Dies lässt si
h mit Hilfe von 210 = 1024 ≈ 103 au
h ohne Re
hner grob s
hätzen:
ln 10−6 + ln(1− θ)

ln θ
− 1 ≈ ln 10−6

ln θ
=

ln 10−6

ln 1√
2

=
ln 106

ln
√
2
≈ ln 220

ln 21/2
= 40 .Wir errei
hen demna
h spätestens na
h 43 Iterationen der Funktion f die gewüns
hteGenauigkeit � für praktis
he Zwe
ke o�enbar viel zu viel!70.4 Die Voraussetzungen des globalen Konvergenzsatzes für f : D → Rn sind:

• D ⊆ Rn (Abges
hlossenheit),
• f(D) ⊆ D (Invarianz),
• ‖f(x)− f(y)‖ ≤ θ ‖x− y‖ für x, y ∈ D mit θ ∈ ]0, 1[ (Kontraktion).In der Folge werden die Eigens
haften jeweils geprüft � ans
hlieÿend ents
heiden wir,ob ein eindeutiger Fixpunkt vorliegt.(a) f1 : ]0, 1[→ R, x 7→ x2?
• D = ]0, 1[ ⊆ R ist ni
ht abges
hlossen.
• f1(D) = ]0, 1[ ⊆ D ist erfüllt.
• Die minimale Lips
hitzkonstante ist θ = 2.Der Fixpunktsatz gilt ni
ht, f1 hat gar keinen Fixpunkt � auf dem Abs
hluss

D = [0, 1] würde f1 zwei Fixpunkte x1 = 0 und x2 = 1 besitzen.(b) f2 : [0, 1]→ R, x 7→ 1
2 (x+ 1)?

• D = [0, 1] ⊆ R ist abges
hlossen.
• f2(D) = [12 , 1] ⊆ D ist erfüllt.
• Hier ist sogar |f2(x)− f2(y)| = θ |x− y| mit θ = 1

2 .Der Fixpunktsatz ist erfüllt: f2 hat den eindeutigen Fixpunkt x∗ = 1.(
) f3 : [0, 1]2 → R, x 7→ 1
2

(
x21 + x22

)?
• D = [0, 1]2 ist abges
hlossen.
• Aus Dimensionsgründen gilt ni
ht f3(D) ⊆ D.
• Die minimale Lips
hitzkonstante bzgl. ‖ · ‖2 ist θ = √2.Der Fixpunktsatz kann ni
ht erfüllt sein: f3 kann keine Fixpunkte besitzen, zumalhier Vektoren x ∈ R2 auf reelle Zahlen abgebildet werden.(d) f4 : [0, 1]2 → R2, x 7→ (x22, 1− x1)?
• D = [0, 1]2 ⊆ R2 ist abges
hlossen.
• f4(D) ⊆ [0, 1]2 = D ist erfüllt.
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• Die minimale Lips
hitzkonstante bzgl. der euklidis
hen Vektornorm ‖ · ‖2 ist
θ = 2:Dazu bestimmen wir die Ja
obimatrix

Df4(x) =


 0 2x2

−1 0


 .Die zur euklidis
hen Norm zugehörige Matrixnorm ist die Spektralnorm (vgl.Kapitel 45). Da x2 ∈ [0, 1], können wir die Spektralnorm dur
h 2 na
h obenabs
hätzen. Eine Mögli
hkeit dazu ist

‖Df4(x)‖2 = sup
‖Df4(x)v‖
‖v‖ =

√
(2x2v2)2 + (−v1)2√

v21 + v22
≤ 2,also

‖Df4(x)‖2 ≤ 2, x ∈ [0, 1]2.Dur
h eine weitere Überlegung kann man zeigen, dass 2 au
h minimale Lip-s
hitzkonstante ist.Der Fixpunktsatz gilt ni
ht � f4 besitzt trotzdem den eindeutigen Fixpunkt
x∗ =

(
3−

√
5

2 ,
√

5−1
2

), den man gemäÿ f4(x∗) = x∗ heraus�nden kann. Wir dür-fen allerdings ni
ht für alle Startwerte x0 ∈ D Konvergenz der Fixpunktiteration
xn = f(xn−1) gegen den Punkt x∗ ∈ D erwarten; in der Tat hat f4(x) = x hiereine weitere Lösung auÿerhalb des De�nitionsberei
hs D.(e) f5 : R→ R, x 7→ ln(1 + ex)?
• D = R ist natürli
h abges
hlossen.
• f5(R) = ]0,∞[ ⊆ R ist freili
h erfüllt.
• Für die Funktion ist zwar na
h demMittelwertsatz stets |f5(x)−f5(y)| < |x−y|erfüllt, aber die minimale Lips
hitzkonstante ist trotzdem θ = 1.Die ents
heidende Voraussetzung des Fixpunktsatzes ist minimal verletzt � tat-sä
hli
h besitzt die Funktion wegen f5(x) > x keinen Fixpunkt.



71 Iterative Verfahren für lineareGlei
hungssysteme71.1 Wir erhalten für den Spektralradius einer strikt diagonaldominanten Matrix
A = D − (L+R) mit M = D und N = L+R:

ρ(M−1N) = ρ(D−1(L+R) ≤ ‖D−1(L+R)‖∞ = max
i

∑

j 6=i

|aij |/|aii| < 1 .Bea
hte man die Box zum Fixpunktproblem auf Seite 645 (Rezeptebu
h).71.2 (a) Wir setzen A =


15 2

1 −4


 und b =


−1
−9


.Das Ja
obiverfahren lautet mit A = D − (L+R)

x
(m+1) = D−1b+D−1(L+R)x(m) ,wobei hier

D =


15 0

0 −4


 und L+ R =


 0 −2
−1 0


 .Mit diesen Bezei
hnungen erhalten wir die Iterationsvors
hrift

x
(m+1) =


−

1
15

9
4


+


0 − 2

15

1
4 0


 x

(m) .Es folgt
x0 =


0

0


 , x1 =


−

1
15

9
4


 ≈


−0.0667

2.25


 ,

x2 =


−

11
30

134
60


 ≈


−0.367

2.23


 , x3 =


−

82
225

259
120


 ≈


−0.364

2.16


 .(b) Wir bestimmen den Spektralradius der Matrix

D−1(L+ R) =



0 − 2

15

1
4 0


 .Als Eigenwerte λ1,2 dieser Matrix ermitteln wir

det(D−1(L+R)− λE) = λ2 +
2

30
⇒ λ1,2 = ± i

√
2/30 .Da beide Eigenwerte betragsmäÿig kleiner als 1 sind, gilt ρ(D−1(L+ R)) < 1, und dieFolge (xn) konvergiert gegen die Lösung.



30971.3 (a) Wir verwenden die Bezei
hnungen A, b, D, L und R aus der letzten Auf-gabe. Das Gauÿ-Seidel-Verfahren lautet damit
x
(m+1) = (D − L)−1

b+ (D − L)−1Rx
(m) =




−1
15

67
30


+


0 −2

15

0 −1
30


 x

(m) .Damit erhalten wir nun sukzessive x1=


−0.0667

2.23


, x2=


−0.364

2.16


, x3=


−0.354

2.16


.(b) Da die Matrix A =

(
15 2
1 −4

) strikt diagonaldominant ist, führt das Gauÿ-Seidel-Verfahren auf die Lösung des LGS.71.4 Wir gehen analog vor wie in der vorherigen Aufgabe und erhalten:Ja
obiverfahren: x1 =




0.333

0.000

0.571


 und x2 =




0.143

−0.357
0.429


.Gauÿ-Seidelverfahren: x1 =




0.333

−0.167
0.500


 und x2 =




0.111

−0.222
0.619


.71.5 Die Programme könnten wie folgt aussehen:Ja
obiverfahren:fun
tion [ x,relerr,niter ℄ = ja
obi( A,b,x0,tol,maxiter )relerr=inf;niter=1;M=diag( diag(A) );N=M-A;while relerr >= tol & niter < maxiterx=M\(b+N*x0);relerr=norm(x-x0, inf)./norm(x,inf);x0=x;niter = niter+1;endGauÿ-Seidelverfahren:



310 71 Iterative Verfahren für lineare Glei
hungssystemefun
tion [ x,relerr,niter ℄ = gausseidel( A,b,x0,tol,maxiter )relerr=inf;niter=1;M=tril(A);N=M-A;while relerr >= tol & niter < maxiterx=M\(b+N*x0);relerr=norm(x-x0, inf)./norm(x,inf);x0=x;niter = niter+1;end



72 Optimierung72.1 (a) Für die Funktion ϕ(h) gilt
ϕ′(h) = ∇f(xk + hvk)

⊤
vk = (c+ C (xk + h vk))

⊤
vk,

ϕ′′(h) = v
⊤
k ∇2f(xk + hvk)vk = v

⊤
k C vk > 0 ,da C positiv de�nit.(b) Da ϕ′′(h) > 0, ist hk 
harakterisiert dur
h

ϕ′(hk) = (c+ C (xk + hk vk))
⊤
vk = 0 .Daraus folgt

hk = − (c+ C xk)
⊤vk

v⊤
k C vk

= −∇f(xk)
⊤vk

v⊤
k C vk

=
‖∇f(xk)‖2

∇f(xk)⊤C∇f(xk)
=
‖vk‖2
v⊤
k C vk

.(
) Gegeben ist nun f : R2 → R, f(x) = x21 + 3x22. Dann gilt c = 0, C =


2 0

0 6


.Ferner ist x0 = (3, 1)⊤. Dann ergibt si
h mit dem Gradientenverfahren und der Mini-mierungsregel (Details siehe unten):

xk =
(
1
2

)k

3

1


 , vk =

(
1
2

)k

−6
−6


 (k gerade),

xk =
(
1
2

)k

 3

−1


 , vk =

(
1
2

)k

−6

6


 (k ungerade)und hk = 1

4 für alle k. Im Punkt x0 = (3, 1)⊤ haben wir
v0 = −∇f(x0) = −


2x0,1

6x0,2


 =


−6
−6


 , h0 =

‖v0‖2
v⊤
0 C v0

= 1
4 .Damit erhalten wir x1 =


3

1


+ 1

4


−6
−6


 = 1

2


 3

−1


, und mit

v1 = −∇f(x1) =
1
2


−6

6


 , h1 =

‖v1‖2
v⊤
1 C v1

= 1
4erhalten wir

x2 = x1 + h1v1 =
(
1
2

)2

3

1


 =

(
1
2

)2
x0 .



312 72 OptimierungInduktiv ergibt si
h:
xk =

(
1
2

)k

3

1


 (k gerade), xk =

(
1
2

)k

 3

−1


 (k ungerade) .(d) Für das Skalarprodukt von vk und vk+1 gilt:

v
⊤
k vk+1 =

(
1
2

)k

−6
−6




⊤
(
1
2

)k+1


−6

6


 = 0 .(e) Der dur
h das Verfahren erzeugte Polygonzug ist eine Zi
kza
klinie mit re
hten Win-keln. Dies kann negative Auswirkungen auf die Konvergenzges
hwindigkeiten haben.(f) Es ist ∇f(0, 0) = 0 und∇2f(0, 0) =


2 0

0 6


, d. h., x∗ = 0 ist das globale Minimum.(g) Wegen ‖xk+1 − x∗‖ = 1

2‖xk − x∗‖ gilt γ = 1
2 .72.2 (a) Es gilt f(x) =∑n

i=1
1
2Fi(x)

2 und
∇f(x) =

(
∂f

∂xj
(x)

)

1≤j≤n

=

(
n∑

i=1

∂Fi

∂xj
(x)Fi(x)

)

1≤j≤n

=

(
n∑

i=1

(DF (x))ijFi(x)

)

1≤j≤n

=

(
n∑

i=1

(DF (x))⊤jiFi(x)

)

1≤j≤nund daher
∇f(x) = DF (x)⊤F (x) .Die Newtonglei
hung besagt vk = −DF (xk)

−1F (xk). Daher erhalten wir
∇f(xk)

⊤
vk = −(DF (xk)

⊤F (xk))
⊤DF (xk)

−1F (xk) = −F (xk)
⊤F (xk) < 0 .(b) Die Armijobedingung lautet: Wähle das gröÿte hk ∈ {1, 12 , 14 , . . . } mit

f(xk + hkvk)− f(xk) ≤ γhk∇f(xk)
⊤
vk .Unter Verwendung der De�nition von f erhalten wir

1
2

(
‖F (xk + hkvk)‖22 − ‖F (xk)‖22

)
≤ −γ hkF (xk)

⊤F (xk)und somit
‖F (xk + hkvk)‖22 ≤ (1− 2γhk)‖F (xk)‖22 .



313(
) Der anfängli
he Newtons
hritt ist v0 = − G(x0)
DG(x0)

= x0(1− 2x0) = −6.(d) Um ein konvergentes Verfahren zu haben, setzt man x1 = x0+h0v0 mit der gröÿtenS
hrittweite h0 ∈ {1, 12 , 14 , . . .}, die die Bedingung
∣∣G(x0 + h0v0)

∣∣2 ≤ (1− 2γh0)
∣∣G(x0)

∣∣2erfüllt. Versu
hen wir es also sukzessive mit Zweierpotenzen:
• h0 = 1 :

∣∣G(2− 6)
∣∣2 = 81

16 > (1− 2γ)94 = (1− 2γh0)
∣∣G(2)

∣∣2

• h0 = 1
2
:

∣∣G(2− 3)
∣∣2 = 9 > (1− γ)9

4
= (1− 2γh0)

∣∣G(2)
∣∣2

• h0 = 1
4 :

∣∣G
(
2− 3

2

)∣∣2 = 0 ≤
(
1− γ

2

)
9
4 = (1− 2γh0)

∣∣G(2)
∣∣2Die Wahl h0 = 1

4
ist hier unabhängig vom Si
herheitsfaktor γ ∈ ]0, 1

2
[.(e) Man erhält diesmal mit x1 = x0+h0v0 = 1

2
bereits die exakte Lösung der Glei
hung

G(x) = 0 � das ist ein netter Zufall. Si
her ist das ni
ht die Regel, aber das auf dieseArt globalisierte Newtonverfahren mit Armijoregel konvergiert in der Tat unter re
htallgemeinen Voraussetzungen.72.3%gradientenverf.mfun
tion [x,xve
℄=gradientenverf(f,Df,x,gamma,TOL)weiter = 1;xve
=[x℄;while weiterfx=f(x);Dfx=Df(x);h=1;while (f(x-h*Dfx) > fx-gamma*h*Dfx'*Dfx)h=h/2;endx=x-h*Dfx;xve
=[xve
 x℄;weiter = norm(h*Dfx) > TOL;end%newtonoptverf.mfun
tion [x,xve
℄=newtonoptverf(f,Df,Hf,x,TOL)weiter = 1;xve
=[x℄;while weiter



314 72 Optimierungdeltax= Hf(x)\Df(x);x=x-deltax;xve
=[xve
 x℄;weiter = norm(deltax) > TOL;end%optimierungstest.mf1=�(x) 1/2 * x(1)^2 + 9/2 * x(2)^2 + 1;f2=�(x) 1/2 * x(1)^2 + x(2)^2 + 1;Df1=�(x)[x(1); 9* x(2)℄;Df2=�(x)[x(1); 2* x(2)℄;Hf1=�(x)[1 0 ; 0 9℄;Hf2=�(x)[1 0 ; 0 2℄;TOL=0.1;x0=[10;20℄;gamma = 0.5;[x,xve
℄=gradientenverf(f1,Df1,x0,gamma,TOL)[x,xve
℄=gradientenverf(f2,Df2,x0,gamma,TOL)[x,xve
℄=newtonoptverf(f1,Df1,Hf1,x0,TOL)[x,xve
℄=newtonoptverf(f2,Df2,Hf2,x0,TOL)



73 Numerik gewöhnli
herDi�erentialglei
hungen II73.1 (a) Wir setzen y(t) = ‖x(t)‖2 = x1(t)
2+x2(t)

2. Damit gilt ẏ = 2x1ẋ1+2x2ẋ2.Einsetzen der DGL ergibt damit ẏ = 2x1x2− 2x2x1 = 0. Damit ist y(t) = ‖x(t)‖2 bzw.
‖x(t)‖für alle Zeiten t ≥ 0 konstant, unabhängig vom Anfangswert x0.(b) Re
hnet man ‖x̃(tk)‖ explizit mit konstanter S
hrittweite aus, so ergibt si
heinmal ‖x̃(tk+1)‖2 = (1 + τ2)‖x̃(tk)‖2 (expliziter Euler) bzw. einmal ‖x̃(tk+1)‖ =

1
(1+τ2)‖x̃(tk)‖ (impliziter Euler). Insbesondere wä
hst bzw. fällt für ein festes h > 0die Norm von ‖x̃(tk)‖ in jedem S
hritt. Die approximierte Lösung wird also si
herni
ht mehr periodis
h sein sondern spiralförmig gegen ∞ (expliziter Euler) bzw. gegen
0 (impliziter Euler) konvergieren.(
) Lässt man h gegen 0 gehen, so nähert si
h die approximierte Lösung zwar stets dere
hten Lösung an, da (1+h2) bzw. 1

1+h2 gegen 1 gehen. Denno
h wird man, für beliebigkleine h > 0 immer den vorherigen E�ekt sehen, da pro Eulers
hritt si
h die Norm umeinen konstanten Faktor vergröÿert bzw. verkleinert.73.2 (a) Die DGL der Maus lautet

ẋM
ẏM


 =


 0

vM


 ,


xM(0)

yM (0)


 =


0

0


und kann lei
ht gelöst werden: xM (t) = 0, yM (t) = tvM . Die Ri
htung in die die Katzeläuft ist gegeben dur
h

r :=


xM
yM


−


xK
yK


 =


 −xK
tvM − yK


 .Damit lauten die Glei
hungen für die Katze


ẋK
ẏK


 = vK


 −xK
tvM − yK



/
∥∥∥∥∥∥


 −xK
tvM − yK




∥∥∥∥∥∥
2

.(b) Wir benutzen die folgende Version des expliziten Eulerverfahrens:fun
tion x = expl_eu(f, x0, h, steps)x = zeros(size(x0,1),steps);x(:,1) = x0;for k = 1:steps,x(:,k+1) = x(:,k) + h*f(x(:,k));end



316 73 Numerik gewöhnli
her Di�erentialglei
hungen IIAuÿerdem benutzen wir das Programm:fun
tion[t,x℄ = katzundmaus_ee(range, h)f = �(x) [ -x(1)/sqrt((x(1)^2+(1-x(2))^2)); ...(1-x(2))/sqrt((x(1)^2+(1-x(2))^2));...2*(x(1)-x(3))/sqrt(((x(1)-x(3))^2+(x(2)-x(4))^2));...2*(x(2)-x(4))/sqrt(((x(1)-x(3))^2+(x(2)-x(4))^2)) ℄;x = [0;0;1;0℄;n = 0;while truen = n + 1;x_new = expl_eu(f, x(:,n), h, 1);x(:,n+1) = x_new(:,end);if (abs(x(1:2,n+1)-x(3:4,n+1)) < range)t=n*h;break;endendMan bea
hte den folgenden Code:% Fangzeit mit dem ExplEuler zu vers
hiedenen S
hrittweiten[t_e1,x_e1℄ = katzundmaus_ee(10e-3,0.1)[t_e2,x_e2℄ = katzundmaus_ee(10e-3,0.01)[t_e3,x_e3℄ = katzundmaus_ee(10e-3,0.001)plot(x_e3(1,:),x_e3(2,:));hold on;plot(x_e3(3,:),x_e3(4,:),'r');73.3 (a) Das DGL-System 1. Ordnung lautet mit y = ẋ:

ẋ
ẏ


 =


 0 1

−1 −µ




x
y


 .(b) Wir ermitteln die Eigenwerte von A =


 0 1

−1 −µ


. Es gilt

det(A− λE2) = 0 ⇔ λ(λ+ µ) + 1 = 0 ⇔ λ1/2 = 1
2 (−µ±

√
µ2 − 4) .



317Mit µ 6= 2 erhält man in jedem Fall 2 vers
hiedene Eigenwerte. Wir unters
heiden 2Fälle. Entweder ist µ2 − 4 < 0, dann erhalten wir komplex konjugierte Eigenwerte mitRealteil −µ
2 < 0 (da µ > 0). Oder aber es ist µ2 − 4 > 0, dann erhalten wir 2 reelleEigenwerte, die in jedem Falle beide (da µ >√µ2 − 4) negativ sind.(
) Das System ist dann als steif anzusehen, wenn die Linearisierung, also spri
h dieMatrix A, einen Eigenwert mit verhältnismäÿig groÿem negativen Realteil besitzt. Diesist der Fall für µ2− 4 > 0, da man dann einen Eigenwert (λ1 = 1

2 (−µ+
√
µ2 − 4) nahebei 0 erhält, der andere (λ2 = 1

2 (−µ−
√
µ2 − 4)) aber fast bei −µ liegt.(d) Mit µ = 28+2−8 erhält man gerade λ1 = −2−8 (also sehr nahe bei 0) und λ2 = −28(also stark negativ).Mit dem expliziten Eulerverfahren erhalten wir xk = Ãk

h x0 mit der Matrix Ãh =

(E2 + hA).Damit die numeris
he Lösung bes
hränkt bleibt, müssen die Eigenwerte von Ãh vomBetrag her kleiner als 1 sein (andernfalls explodiert Ãk
h). Die Eigenwerte von E2 + hAsind gerade 1+hλ1/2. Setzen wir die beiden Eigenwerte ein, so stellen wir fest, dass derkleine Eigenwert λ1 kein Problem darstellt. Vielmehr müssen wir auf λ2 a
hten. Aus

−1 < 1+hλ2 < 1 und h > 0 folgt s
hlieÿli
h, dass h < 2
λ2

gelten muss. Also ist 2
28 = 1

128die maximale S
hrittweite für das explizite Eulerverfahren, wenn die numeris
he Lösungno
h konstant bleiben soll.(e) Mit dem impliziten Eulerverfahren erhalten wir xk = B̃k
h x0 mit der Matrix B̃h =

(E2 − hA)−1.Die Eigenwerte davon sind 1
1−h λ1/2

. Insbesondere ist aber für λ1/2 < 0 dieser Aus-dru
k immer betragsmäÿig kleiner 1. Damit ist die numeris
he Lösung bei Verwendungjegli
her S
hrittweite h > 0 bes
hränkt.Bemerkung: Für eine mögli
hst gute Lösung, sollte man die S
hrittweite natürli
h den-no
h ni
ht zu groÿ wählen. Jedo
h liefert die Verwendung von impliziten Verfahren fürobiges Problem ni
ht von vornherein eine von der Approximationsgenauigkeit unabhän-gige S
hrittweitenbes
hränkung.



74 Fourierreihen � Bere
hnung derFourierkoe�zienten74.1 (a) Da die Funktion f ungerade ist, erhalten wir für die Koe�zienten an = 0und für bn gilt:
bn =

1

π

π̂

−π

f(x) sin(nx) dx =
2

π

π̂

0

[(x
π

)3
− x

π

]
sin(nx) dx

=
2

π4

π̂

0

x3 sin(nx) dx− 2

π2

π̂

0

x sin(nx) dx

=
2

π4

[−1
n
x3 cos(nx)

]π

0

+
6

nπ4

π̂

0

x2 cos(nx) dx− 2

π2

[
1

n2
(sin(nx)−nx cos(nx))

]π

0

=

[−2x3
nπ4

cos(nx)− 2

n2π2
sin(nx) +

2x

nπ2
cos(nx)

]π

0

+
6

nπ4

[
1

n3

(
−2 sin(nx) + 2nx cos(nx) + n2x2 sin(nx)

)]π

0

=

[(−2x3
nπ4

+
2x

nπ2
+

12x

n3π4

)
cos(nx) +

( −2
n2π2

− 12

n4π4
+

6x2

n2π4

)
sin(nx)

]π

0

= (−1)n
(−2π3

nπ4
+

2π

nπ2
+

12π

n3π4

)
= (−1)n 12

n3π3
.Dabei benutzten wir sin(kπ) = 0 und cos(kπ) = (−1)k für k ∈ Z. Nun erhalten wir alsFourierreihe F zu f

F (x) =
12

π3

∞∑

n=1

(−1)n sin(nx)

n3
.(b) Zur Abwe
hslung bestimmen wir die exp-Darstellung und ermitteln hieraus mit denUmre
hnungsformeln die cos-sin-Darstellung: Für k = 0 erhalten wir für f(x) = (x−π)2mittels Substitution und aus Symmetriegründen

c0 =
1

2π

2π
ˆ

0

(x− π)2 e0 dx =
1

2π
2

π̂

0

t2 dt =
1

π

π3

3
=
π2

3
.



319Für alle k 6= 0 ermitteln wir eine Stammfunktion für den Integranden aus der For-melsammlung und erhalten aus Symmetriegründen
ck =

1

2π

2π
ˆ

0

(x− π)2 e− i kx dx =

[
i e− i kx

(
k2 (π − x)2 + 2 i k (π − x)− 2

)

2πk3

]2π

x=0

=

[
i e− i kx 2 i k (π − x)

2πk3

]2π

x=0

= − (π − 2π)− π
πk2

=
2

k2
.Damit lautet die exp-Darstellung F von f :

F (x) =
∑

k∈Z

ck e
i kx =

π2

3
+ 2

∑

k∈Z\{0}

ei kx

k2
.Für die cos-sin-Darstellung F bea
hten wir c−k = ck und erhalten:

F (x) =
π2

3
+ 2

∑

k∈Z\{0}

ei kx

k2
=
π2

3
+ 2

∑

k∈N

2
e− i kx +ei kx

2k2

=
π2

3
+ 4

∑

k∈N

cos(kx)

k2
.(
) Da f eine gerade Funktion ist folgt bn = 0. Für die Koe�zienten an gilt

an =
1

π

π̂

−π

|sin x| cosnx dx =
2

π

π̂

0

sin x cosnx dx

=
2

π


− cosx cosnx

∣∣∣∣
π

0

− n
π̂

0

cosx sinnx dx




=
2

π


(−1)n + 1− n


sinx sinnx

∣∣∣∣
π

0

− n
π̂

0

sin x cosnx dx






=
2

π
((−1)n + 1) + n2an .Hieraus erhalten wir

an =
2

π

((−1)n + 1)

1− n2
=





4
π(1−n2) falls n gerade
0 falls n ungerade .Damit lautet die Fourierreihe F von f :

F (x) =
2

π
+

∞∑

k=1

4 cos 2kx

π[1− (2k)2]
=

2

π
− 4

π

∞∑

k=1

cos 2kx

(2k − 1)(2k + 1)
.



320 74 Fourierreihen � Bere
hnung der Fourierkoe�zienten(d) Wir ermitteln die Fourierkoe�zienten:
an =

1

π

π̂

0

sin x cosnx dx =
1

π

[
sin x

sinnx

n

∣∣∣∣
π

0︸ ︷︷ ︸
=0

− 1

n

π̂

0

cosx sinnx dx

]

= − 1

πn


− cosx

cosnx

n

∣∣∣
π

0
− 1

n

π̂

0

sinx cosnx dx




= − 1

πn2
(cosnπ + 1) +

1

n2
an =

(−1)n + 1

πn2
+

1

n2
an .Damit haben wir die an bestimmt:

an = − (−1)n + 1

π(n2 − 1)
=




0 falls n ungerade
− 2

π(n2−1) falls n gerade .

bn =
1

π

π̂

0

sin x sinnx dx =
1

π


− sinx

cosnx

n

∣∣∣
π

0
+

1

n

π̂

0

cosx cosnx dx




=
1

πn


cosx sinnx

n

∣∣∣∣
π

0

+
1

n

π̂

0

sin x sinnx dx


 =

1

n2
bn .Hieraus erhalten wir bn = 0 für alle n > 1. S
hlieÿli
h gilt:

b1 =
1

π

π̂

0

sin2 x dx =
1

2π

π̂

0

(1− cos 2x) dx =
1

2π

[
x− 1

2
sin 2x

]π

0

=
1

2
.Damit lautet die Fourierreihe F von f :

F (x) =
1

π
− 2

π

∞∑

k=1

cos 2kx

(2k − 1)(2k + 1)
+

1

2
sinx .74.2 (a) Da f eine gerade Funktion ist, gilt für die Koe�zienten bn = 0 und

a0 =
1

π

π̂

−π

f(x) dx =
2

π

π̂

0

π − x dx =
2

π

[
πx− x2

2

]π

0

= π

an =
1

π

π̂

−π

f(x) cosnx dx

=
2

π

π̂

0

(π − x) cosnx dx =
2

π

[
π

n
sinnx− cosnx

n2
− x sinnx

n

]π

0

=
2

π

[
− (−1)n

n2
+

1

n2

]
=





4
πn2 falls n ungerade,
0 falls n gerade.



321Hieraus erhalten wir die Fourierreihe F zu f :
F (x) =

π

2
+

2

π

∞∑

n=1

1− (−1)n
n2

cosnx =
π

2
+

4

π

∞∑

k=1

cos((2k − 1)x)

(2k − 1)2
.(b) Da f stetig und stü
kweise stetig di�erenzierbar ist, gilt F (x) = f(x) für alle x.Damit gilt insbesondere

π = f(0) = F (0) =
π

2
+

4

π

∞∑

k=1

1

(2k − 1)2
=
π

2
+

4

π

(
1

12
+

1

32
+

1

52
+ . . .

)
.Hiermit erhalten wir ∑∞

k=1
1

(2k−1)2
= π2

8
.74.3 Wir wählen T = 2π, weil die S
hreibweise einfa
her ist. Den allgemeinen Fallzeigt man analog.Im Fall, dass eine Funktion f ungerade ist, erhalten wir, da die Kosinusfunktion geradeist,

ak =
1

π

ˆ π

−π

f(x) cos(kx) dx =
1

π

ˆ 0

−π

f(x) cos(kx) dx+
1

π

ˆ π

0

f(x) cos(kx) dx

=
1

π

ˆ π

0

f(−x) cos(−kx) dx+
1

π

ˆ π

0

f(x) cos(kx) dx

=
1

π

ˆ π

0

(f(−x) + f(x)) cos(−kx) dx = 0 für k = 0, 1, 2, 3, . . .Und da die Sinusfunktion ungerade ist, ist f(x) sin(x) eine gerade Funktion, sodass:
bk =

1

π

ˆ π

−π

f(x) sin(kx) dx =
2

π

ˆ π

0

f(x) sin(kx) dx für k = 1, 2, 3, . . .Für eine ungerade Funktion f folgt die Behauptung analog.



322 74 Fourierreihen � Bere
hnung der Fourierkoe�zienten74.4 Da f(x) eine gerade Funktion ist gilt für die reellen Koe�zienten bk = 0 undfür ak:
a0 =

1

π

π/2
ˆ

−π/2

cosx dx =
2

π

π/2
ˆ

0

cosx dx =
2

π
[sinx]

π/2

0 =
2

π

ak =
1

π

π/2
ˆ

−π/2

cosx cos kx dx =
1

π

π/2
ˆ

−π/2

1

2
[cos((k − 1)x) + cos((k + 1)x)] dx

=
1

π

π/2
ˆ

0

[cos((k − 1)x) + cos((k + 1)x)] dx=
1

π

[
sin((k − 1)x)

k − 1
+

sin((k + 1)x)

k + 1

]π/2

0

=
1

π(k2 − 1)

[
(k + 1) sin

(
(k − 1)

π

2

)
+ (k − 1) sin

(
(k + 1)

π

2

)]

=
1

π(k2 − 1)

[
(k + 1) sin

(
(k − 1)

π

2

)
+ (k − 1) sin

(
(k − 1)

π

2
+ π

)]

=
2

π(k2 − 1)
sin
(
(k − 1)

π

2

)
=

2

π(k2 − 1)
·




0 falls k ungerade
−(−1)k/2 falls k ungeradeDie komplexen Koe�zienten ck sind dann gegeben dur
h

ck =





1
2
(ak − i bk) , falls k > 0

1
2 (ak + i bk) , falls k < 0

.



75 Fourierreihen � Hintergründe,Sätze und Anwendung75.1 (a) Die Ausgangsfunktion f besitzt die Periode T = 2π, die Kreisfrequenz
ω = 1 und die Fourier-Koe�zienten c0 = 0 und ck = 1

k5 für k 6= 0.Die Funktion g : x 7→ f(2x− 3) besitzt aufgrund der Stre
kung x 7→ 2x im Verglei
h zu
f die halbe Periode T̂ = π bzw. die doppelte Kreisfrequenz ω̂ = 2.Ferner beinhaltet g mit y 7→ y − 3 eine Vers
hiebung, wel
he einen zusätzli
hen Faktor
e−3ik in den Fourierkoe�zienten erzeugt. Demna
h erhalten wir für g die Fourierkoef-�zienten ĉ0 = 0 und ĉk = 1

k5 e−3 i k für k 6= 0. Die Darstellung von g als Fourierreiheist
g(x) =

∑

k∈Z\{0}

e2 i kx e−3 i k

k5
.(b) Die Funktion g′′(x) ist (ebenso wie g) π�periodis
h, f(4x) sogar π

2
�periodis
h. Da-mit besitzt die Funktion h die Periode T̃ = π und die Kreisfrequenz ω̃ = 2. Um diezugehörigen Fourierkoe�zienten c̃k von h bestimmen zu können, benötigen wir die Fou-rierkoe�zienten dk und ek in den zu ω̃ = 2 gehörigen Fourierreihendarstellungen von

g′′(x) und f(4x):
g′′(x) =

∑

k∈Z

dk e
2 i kx, f(4x) =

∑

k∈Z

ek e
2 i kx .Gemäÿ Teilaufgabe (a) besitzt g (bei der Kreisfrequenz ω̂ = 2) die Fourierkoe�zienten

ĉ0 = 0 und ĉk = 1
k5 e−3 i k für k 6= 0, zweimaliges Anwenden der Ableitungsregel ergibtfolgli
h d0 = 0 und dk = (2 i k)2ĉk = − 4

k3 e−3 i k für k 6= 0.Um die Fourierreihe f(4x) =
∑

j∈Z\{0}
e4 i jx

j5 in der Form ∑
k∈Z

ek e
2 i kx darzustellen,muss e0 = 0, ek = 1

j5 = 32
k5 für gerades k = 2j 6= 0 sowie ek = 0 für ungerades k gelten.Insgesamt erhalten wir die Fourierkoe�zienten

c̃k = dk + ek =





0 für k = 0

−4 e−3 i k

k3 + 32
k5 für gerades k 6= 0

−4 e−3 i k

k3 für ungerades kder kombinierten Fourierreihe h(x) =∑k∈Z\{0} c̃k e
2 i kx.75.2 (a) Übersetzen der in cos-sin-Darstellung gegebenen Fourierreihen Fb(x) =∑∞

k=1 bk sin kx und Fβ(x) =
∑∞

k=1 βk sin kx in die komplexe Darstellung ergibt
Fb(x) =

∞∑

k=−∞
ck ei kx , Fβ(x) =

∞∑

k=−∞
γk ei kx



324 75 Fourierreihen � Hintergründe, Sätze und Anwendungmit c0 = 0, ck = − i
2bk, c−k = i

2bk und γ0 = 0, γk = − i
2βk, γ−k = i

2βk (k = 1, 2, 3 . . . ).Die Faltungsregel liefert dann
Fb(x) ∗ Fβ(x) =

∞∑

k=−∞
ck γk ei kx =

−1∑

k=−∞
−1

4 b−k β−k ei kx +

∞∑

k=1

−1
4 bk βk e

i kx

= −1
4

∞∑

k=1

bk βk
(
e− i kx +ei kx

)
= −1

2

∞∑

k=1

bk βk cos kx .(b) Hier bestehen für Fa(x) =
a0

2 +
∑∞

k=1 ak cos kx und Fα(x) =
α0

2 +
∑∞

k=1 αk coskxdie komplexen Darstellungen
Fa(x) =

∞∑

k=−∞
ck ei kx , Fα(x) =

∞∑

k=−∞
γk ei kxmit c0 = a0

2 , ck = c−k = 1
2ak und γ0 = α0

2 , γk = γ−k = 1
2αk (k = 1, 2, 3 . . . ). Mit derFaltungsregel erhalten wir

Fa(x)∗Fα(x) =

∞∑

k=−∞
ck γk ei kx =

−1∑

k=−∞

1
4 a−k α−k ei kx +1

4 a0 α0+

∞∑

k=1

1
4 ak αk ei kx

=
a0 α0

4
+

1

4

∞∑

k=1

ak αk

(
e− i kx +ei kx

)
=
a0 α0

4
+

1

2

∞∑

k=1

ak αk cos kx .75.3 Wir gehen zur Lösung na
h unserem Rezept vor:(1) Entwi
klung von s(t) in eine Fourierreihe:
s(t) =

∑

k∈Z

ck e
i kt = π −

∑

k∈Z\{0}

ei kt

i k(2) Wir gehen mit dem Ansatz
x(t) =

∑

k∈Z

dk e
i ktin die Di�erentialglei
hung ein und erhalten

∑

k∈Z

(α i k + 1)3dk e
i kt =

∑

k∈Z

ck e
i kt .(3) Ein Koe�zientenverglei
h liefert:

dk =
ck

(α i k + 1)3
.



325(4) Die Lösung lautet somit:
x(t) = π −

∑

k∈Z\{0}

ei kt

i k (α i k + 1)3
∀ t ∈ R .75.4 Wir gehen zur Lösung na
h unserem Rezept vor:(1) Entwi
klung von s(t) in eine Fourierreihe:

s(t) =
∑

k∈Z

ck ei kt =
∑

k∈Z\{0}

ei kt

2 i k
.(2) Wir gehen mit dem Ansatz

x(t) =
∑

k∈Z

dk ei ktin die Di�erentialglei
hung ein und erhalten:
∑

k∈Z

(−k2 + 2 i k + 2) dk ei kt =
∑

k∈Z

ck ei kt .(3) Ein Koe�zientenverglei
h liefert:
dk =

ck
−k2 + 2 i k + 2

.(4) Die Lösung lautet somit:
x(t) =

∑

k∈Z\{0}

ei kt

2 i k (−k2 + 2 i k + 2)
∀ t ∈ R .75.5 (a) Es seien f, g : R → C Funktionen mit der Periode T . Dann ist die pe-riodis
he Faltung von f und g wegen der Periodizität von f ebenfalls T -periodis
h,denn:

(f ∗ g)(x+ T ) =
1

T

ˆ T

0

f(x+ T − t)g(t) dt = 1

T

ˆ T

0

f(x− t)g(t) dt = (f ∗ g)(x) .Daher ist die Faltung also wiederum periodis
h.(b) Da die betra
htete Sägezahnfunktion 2π-periodis
h ist, genügt es deshalb, die Fal-tung für x ∈ [0, 2π) zu bere
hnen. Für x ∈ [−2π, 0) gilt s(x) = −x+π
2

, so dass si
h auf
[0, 2π) folgendes ergibt:

(s ∗ s)(x) =
1

2π

ˆ 2π

0

s(x− t)s(t) dt =

=
1

2π

(
ˆ x

0

s(x− t)s(t) dt+
ˆ 2π

x

s(x− t)s(t) dt
)

=
1

8π

(
ˆ x

0

(t− x+ π)(π − t) dt+
ˆ 2π

x

(t− x− π)(π − t) dt
)

=
1

8π

[
2π2x− πx2 − 2

3
π3

]
=

6πx− 3x2 − 2π2

24
=
π2 − 3(x− π)2

24
.



326 75 Fourierreihen � Hintergründe, Sätze und AnwendungDie periodis
he Faltung s ∗ s ist dann die 2π-periodis
he Fortsetzung dieser Funktion.(
) Für k = 0 ergibt si
h der zugehörige Fourierkoe�zient als
c0 =

1

2π

ˆ 2π

0

π2 − 3(x− π)2
24

dx =
1

48π

ˆ π

−π

(
π2 − 3u2

)
du = 0,wobei die Substitution u = x− π verwendet wurde.Für k 6= 0 gilt unter Verwendung derselben Substitution:

ck =
1

48π

ˆ 2π

0

(
π2 − 3(x− π)2

)
e− i kx dx =

i− i kπ

48π

ˆ π

−π

(
π2 − 3u2

)
e− i ku du

=
e− i kπ

48π

[
e− i ku

(
3u2

i k
− 6u

k2
− 6

i k3
− π2

i k

)]π

−π

.Bestimmt man unter Verwendung von ei kπ = e− i kπ den Wert in der e
kigen Klammer,so ergibt si
h s
hlieÿli
h für die Fourierkoe�zienten:
ck =

e− i kπ

48π

[
ei kπ

(
−12π

k2

)]
= − 1

4k2
.Für die Fourierreihe von s ∗ s erhalten wir damit:

Fs∗s(x) = −1

4

∑

k∈Z\{0}

ei kx

k2
∀ x ∈ R bzw. Fs∗s(x) = −1

2

∞∑

k=1

cos kx

k2
∀x ∈ R .



76 Fouriertransformation I76.1 Wir erhalten die Fouriertransformierte F von f dur
h Bestimmen des folgendenIntegrals
F (ω) =

ˆ ∞

−∞
e− iωt f(t) dt =

ˆ 1

−1

e− iωt 1

2
(1− |t|) dt

=
1

2

ˆ 0

−1

e− iωt(1 + t) dt+
1

2

ˆ 1

0

e− iωt(1− t) dt

=
1

2
e− iωt

(
1

− iω
+

t

− iω
− 1

(− iω)2

)∣∣∣∣
0

−1

+
1

2
e− iωt

(
1

− iω
− t

− iω
+

1

(− iω)2

)∣∣∣∣
1

0

=
1

ω2

(
1− 1

2

(
eiω +e− iω

))
=

1− cosω

ω2
=

1

2

(
sin(ω/2)

(ω/2)

)2

,wobei wir zuerst ω = 0 wegen der Division dur
h ω auss
hlieÿen müssen und s
hlieÿli
h
ω = 0 wieder gewinnen, indem wir F in null dur
h F (0) = 1

2 stetig fortsetzen.Die inverse Fouriertransformation besagt s
hlieÿli
h, dass für alle t gilt
f(t) =

1

2π

ˆ ∞

−∞
eiωt F (ω) dω .Wir setzen t = 0 und führen die Substitution x = ω/2 bei dem entstehenden Integraldur
h:

1

2
= f(0) =

1

2π

ˆ ∞

−∞

1

2

(
sin(ω/2)

(ω/2)

)2

dω=
1

2π

ˆ ∞

−∞

(
sin(x)

x

)2

dx .Hieraus erhalten wir s
hlieÿli
h die interessante Aussage:
ˆ ∞

−∞

(
sin(x)

x

)2

dx = π .



77 Fouriertransformation II77.1 (a) Um die Faltung f ∗ f mit f(t) = e−|t| zu erhalten, ist das folgende Integralzu bestimmen:
(f ∗ f)(t) =

ˆ ∞

−∞
e−|t−τ | e−|τ | dτ .Wir lösen die Beträge dur
h eine Fallunters
heidung auf:(i) Fall t ≥ 0. In diesem Fall gilt t− τ ≥ 0⇔ t ≥ τ :

(f ∗ f)(t) =
ˆ ∞

t

et−2τ dτ +

ˆ t

0

e−t dτ +

ˆ 0

−∞
e−t+2τ dτ

= et
[
−1

2
e−2τ

]∞

t

+ t e−t +e−t

[
1

2
e2τ
]0

−∞

=
1

2
e−t +t e−t +

1

2
e−t = e−t(1 + t) .(ii) Fall t < 0. In diesem Fall gilt t− τ ≥ 0⇔ 0 > t ≥ τ :

(f ∗ f)(t) =

ˆ ∞

0

et−2τ dτ +

ˆ 0

t

et dτ +

ˆ t

−∞
e−t+2τ dτ

= et
[
−1

2
e−2τ

]∞

0

+ 0− t et +e−t

[
1

2
e2τ
]t

−∞

=
1

2
et−t et +1

2
et = et(1− t) .Wir können (i) und (ii) zusammenfassen und erhalten für die Faltung:

(f ∗ f)(t) = (1 + |t|) e−|t| .(b) Um die Fouriertransformierte von f(t) = e−|t| zu bestimmen, lösen wir den Betragim zu bere
hnenden Integral auf:
F (f(t)) (ω) =

ˆ ∞

−∞
e−|t| e− iωt dt =

ˆ 0

−∞
et(1−iω) dt+

ˆ ∞

0

et(−1−iω) dt

= (1− iω)−1 + (1 + iω)−1 =
2

1 + ω2
.(
) Um nun die Fouriertransformierte von g(t) = |t| e−|t| zu bestimmen, nutzen wir (a)und (b) aus, es gilt nämli
h

g(t) = |t| e−|t| = (1 + |t|) e−|t|− e−|t| = (f ∗ f)(t)− f(t) .Wegen der Linearität der Fouriertransformation erhalten wir hieraus:
F(|t| e−|t|)(ω) = F ((f ∗ f)(t)− f(t)) (ω) = F ((f ∗ f)(t)) (ω)−F (f(t)) (ω) .



329Mithilfe des Faltungssatzes (f ∗ g)(t) c s F (ω)G(ω) erhalten wir nun
F ((f ∗ f)(t)) (ω) = (F(f(t))(ω))2 =

4

(1 + ω2)2
.S
hlieÿli
h erhalten wir ganz einfa
h die gesu
hte Fourierkorrespondenz:

g(t) = |t| e−|t| c s
4

(1 + ω2)2
− 2

1 + ω2
=

2(1− ω2)

(1 + ω2)2
.77.2 (a) Mit x(t) c s X(ω), s(t) c s S(ω) führt die Anwendung der Fou-riertransformation auf beiden Seiten der Glei
hung auf die Darstellung

(α iω + 1)3X(ω) = S(ω) . (∗)(b) Au�ösen von (∗) na
h X(ω) führt auf die Übertragungsfunktion H(ω) = 1
(α iω+1)3 .Deren inverse Fourier-Transformierte liefert die Impulsantwort h. Ein Bli
k in unsereTabelle mit den Fouriertransformierten liefert

1

2
t2 e−at ũ(t) c s

1

(iω + a)3
,mit der modi�zierten Heaviside-Funktion ũ. Die Übertragungsfunktion H kann manumformen zu H(t) = 1

α3(iω+1/α)3 . Damit ist
h(t) =

1

2α3
t2 e

−t/α ũ(t) .(
) Die Faltung der Übertragungsfunktion h mit dem Eingang s liefert eine Lösung derDi�erentialglei
hung:
x(t) = h(t) ∗ s(t) = s(t) ∗ h(t) =

ˆ ∞

−∞
s(t− τ)h(τ) dτ

=

ˆ ∞

−∞
s(t − τ) 1

2α3
τ2 e−

τ/α ũ(τ) dτ =
1

2α3

ˆ ∞

0

s(t− τ) τ2 e−
τ/α dτ .(d) Es sei nun konkret s der oben angegebene Re
hte
kimpuls. Der Integrand enthältalso den wandernden Re
hte
kimpuls

s(t− τ) =





1, |t− τ | < 1

1/2, |t− τ | = 1

0, sonst =





1, t− 1 < τ < t+ 1

1/2, t− 1 = τ = t+ 1

0, sonst .Damit gilt für das Integral
x(t) =

1

2α3

ˆ t+1

t−1

τ2 e−
τ/α ũ(τ) dτ .Wegen der (modi�zierten) Heaviside-Funktion ũ ist jetzt eine Fallunters
heidung nötig,abhängig davon, wo 1− t bzw. 1 + t bzgl. der Null liegen:



330 77 Fouriertransformation II
• Falls t+ 1 < 0: x(t) = 0.
• Falls t− 1 < 0 < t+ 1:

x(t) =
1

2α3

ˆ t+1

0

τ2 e−
τ/α dτ = − 1

2α2

[
e−

τ/α(2α2 + 2ατ + τ2)
]t+1

0

= 1− e−
(t+1)/α

2α2
(2α2 + 2α(t+ 1) + (t+ 1)2) .

• Falls 0 < t− 1:
x(t) =

1

2

ˆ t+1

t−1

τ2 e−ατ dτ = − 1

2α2

[
e−

τ/α(2α2 + 2ατ + τ2)
]t+1

t−1

=
e−

t/α

α2

(
−2(α+ t) cosh

(
1/α
)
+ (1 + 2α2 + 2αt+ t2) sinh

(
1/α
))

.77.3 (a) Wir klammern aus und wenden den Ähnli
hkeitssatz an:
1

(a2 + t2)n
=

1

a2n
1

(1 + (t/a)2)n
c s

1

a2n
|a|Fn(aω)

a>0
=

1

a2n−1
Fn(aω) .(b) Wir benötigen die folgende Korrespondenz und au
h die Ableitung von f :

ωFn(ω) s c
1

i
f ′
n(t) und f ′

n(t) = −n
2t

(1 + t2)n+1
.Hiermit erhalten wir nun:

G(ω) =
d

dω
(ωFn(ω)) s c

1

i
t

(
1

i
f ′
n(t)

)
= −t f ′

n(t) =
2nt2

(1 + t2)n+1
.Daher wähle man g(t) = 2nt2

(1+t2)n+1 .(
) Mit (b) erhalten wir die Fouriertransformierte von Fn(ω)− 1
2n

d
dω (ωFn(ω)), es gilt:

Fn(ω)− 1

2n

d

dω
(ωFn(ω)) s c

(
1

1 + t2

)n

− t2

(1 + t2)n+1
=

1

(1 + t2)n+1
.Die re
hte Seite ist gerade fn+1(t), deren Fouriertransformierte Fn+1(ω) ist. Hierausfolgt die Rekursionsformel.Laut Aufgabenstellung gilt die Korrespondenz

f1(t) =
1

1 + t2
c s F1(ω) = π e−|ω| .Mit der Rekursionsformel erhalten wir hieraus nun die Funktion F2, es gilt:

F2(ω) = F1(ω)− 1

2

d

dω
(ωF1(ω)) = π e−|ω|−1

2
π(1− ω sgn(ω)) e−|ω|

=
π

2
(1 + ω sgn(ω)) e−|ω| =

π

2
(1 + |ω|) e−|ω| .



33177.4 Man bea
hte unser Rezept zur Lösung einer DGL mit Fouriertransformation:(a) (1) Es sei X(ω) die Fouriertransformierte von x(t). Die Fouriertransformierte derStörfunktion ist in der Aufgabenstellung gegeben.(2) Fouriertransformation der DGL führt auf die Glei
hung (iω+ 1)X(ω) = n!
(iω+1)n+1 .(3) Wir lösen na
h X(ω) auf: X(ω) = 1

(iω+1)
n!

(iω+1)n+1 = 1
n+1

(n+1)!
(iω+1)n+2 .(4), (5) Hier bietet si
h an, direkt die Rü
ktransformierte von X(ω) zu bestimmen,es ist nämli
h der zweite Faktor der re
hten Seite na
h der angegebenen Korrespon-denz die Fouriertransformierte von tn+1 e−t ũ(t). Deshalb gilt wegen der Linearität derFouriertransformation

x(t) =
1

n+ 1
tn+1 e−t ũ(t)die inverse Fouriertransformierte von X(ω) und damit die gesu
hte Lösung des LTI-Systems.(b) (1) Es sei wieder X(ω) die Fouriertransformierte von x(t), und S(ω) bezei
hne dieFouriertransformierte von s(t).(2) Die Fouriertransformation der DGL liefert die Glei
hung (1− iω)2X(ω) = S(ω).(3) Wir lösen na
h X auf: X(ω) = 1

(1−iω)2 S(ω).(4) Die Übertragungsfunktion lautet
H(ω) =

1

(1− iω)2
=

1
(
1 + i(−ω)

)2 .Deren inverse Fouriertransformierte ist die Impulsantwort und lautet na
h der angege-benen Korrespondenz und wegen S(−ω) s c s(−t):
h(t) = −t et ũ(−t) =




−t et, t < 0

0, t ≥ 0
.(5) Eine Lösung des LTI-System ergibt si
h nun aus der Faltung von h mit der re
htenSeite s:

x(t) =

ˆ ∞

−∞
h(τ) s(t− τ) dτ = −

ˆ 0

−∞
τ eτ s(t− τ) dτ .77.5 Wir benutzen den Umkehrsatz, d. h. die Korrespondenz F (t) c s 2π f(−ω),wobei f(t) c s F (ω). Mittels der folgenden bekannten Korrespondenz

1

2
e−λ|t| c s

λ

λ2 + ω2erhalten wir nun mit λ = 1:
1

1 + t2
c s 2π

1

2
e−|−ω| = π e−|ω| .



332 77 Fouriertransformation IIMithilfe des Ähnli
hkeitssatzes gewinnen wir nun:
1

a2 + t2
=

1

a2
1

1 + (t/a)2
c s

1

a2
|a|π e−|aω| =

1

|a| π e−|aω| .Mit der Di�erentiation im Frequenzberei
h, also mit der Korrespondenz
t f(t) c s i F ′(ω), erhalten wir nun

t
1

a2 + t2
c s i

π

|a|(−|a| sgn(ω)) e
−|aω| = − iπ sgn(ω) e−|aω| .Die nä
hste gesu
hte Korrespondenz gewinnen wir mit der Di�erentiation im Zeitberei
h

f ′(t) c s iωF (ω):
d

dt

1

t2 + a2
=

−2t
(t2 + a2)2

c s iω
1

|a| π e−|aω| .Hieraus folgt nun
t

(t2 + a2)2
c s − 1

2

iωπ

|a| e−|aω|und s
hlieÿli
h
t · t

(t2 + a2)2
c s i

(
−1

2

i π

|a|

)
d

dω

(
ω e−|aω|

)
=

π

2|a|(1− |aω|) e
−|aω| .Für die letzte zu bestimmende Korrespondenz benutzen wir einen Tri
k, es gilt:

1

(a2 + t2)2
=

1

a2

(
a2 + t2 − t2
(a2 + t2)2

)
=

1

a2

(
1

a2 + t2
− t2

(a2 + t2)2

)
.Mit dieser Umformung ist es nun ein Lei
htes, die gesu
hte Korrespondenz aufzustellen:

1

(a2 + t2)2
c s

1

a2

(
1

|a|π e−|aω|− π

2|a| (1− |aω|) e
−|aω|

)
=

π

2|a|3 (1 + |aω|) e−|aω| .77.6 (a) Die Fouriertransformation F von f erhalten wir dur
h Bere
hnen des fol-genden Integrals:
F (ω) =

ˆ ∞

−∞
f(t) e− iωt dt =

ˆ ∞

0

e(−λ+i a)t e− iωt dt =

ˆ ∞

0

e(−λ+i(a−ω))t dt

=
1

−λ+ i(a− ω) e
−(λ−i(a−ω))t

∣∣∣∣
∞

0

=
1

λ+ i(ω − a) .(b) Wir nutzen die folgenden bekannten Formeln für den Kosinus und Sinus:
cos(Nt) =

1

2

(
eiNt +e− iNt

) und sin(Nt) =
1

2 i

(
eiNt− e− iNt

)
.



333Wegen t > 0 und dem Teil (a) erhalten wir nun als Fouriertransformierte X(ω) für x(t):
X(ω) =

ˆ ∞

0

e−λt 1

2

(
eiNt +e− iNt

)
e− iωt dt

=
1

2

(
1

λ+ i(ω −N)
+

1

λ+ i(ω +N)

)
=

λ+ iω

(λ+ iω)2 +N2und analog als Fouriertransformierte Y (ω) für y(t):
Y (ω) =

ˆ ∞

0

e−λt 1

2 i

(
eiNt +e− iNt

)
e− iωt dt

=
1

2 i

(
1

λ+ i(ω −N)
− 1

λ+ i(ω +N)

)
=

N

(λ+ iω)2 +N2
.Für λ→ 0+ wird X(ω), Y (ω) immer s
hmalbandiger (→ geringe Dämpfung). Im Grenz-fall λ = 0 haben X(ω) und Y (ω) zwei Pole bei ±N .



78 Diskrete Fouriertransformation78.1 Gegeben seien die äquidistanten Stützstellen xℓ = ℓ2πN für ℓ = 0, . . . , N − 1mit den zugehörigen Funktionswerten f(xℓ):
(x0, f(x0)), . . . , (xN−1, f(xN−1)) .Wir setzen vℓ = f(ℓ2πN ) und ζ = e

−2π i/N . Mit diesen Bezei
hnungen erhalten wir:
ck =

1

2π

ˆ 2π

0

f(x) e− i kx dx ≈ 1

2π

2π

N

N−1∑

ℓ=0

f(ℓ
2π

N
) e− i k(ℓ 2π

N
)

=
1

N

N−1∑

ℓ=0

vl

(
e−

2π i
N

)kℓ
=

1

N

N−1∑

ℓ=0

vl ζ
kℓ .Hierbei haben wir bei der Näherung ≈ das Integral dur
h N Re
hte
ke der Höhe

f(ℓ2πN ) e− i k(ℓ 2π
N

) und Breite 2π
N approximiert, diese Approximation ist ähnli
h der Tra-pezregel von Seite 281 (Rezeptebu
h).78.2 Der folgende Code taugtfun
tion [ 
 ℄ = diskretfourier( v )N=length(v);zeta=exp((-2*pi*i)/N);[x,y℄=meshgrid(1:N-1);Fvor=x.*y;Fna
h=[zeros(1,N); zeros(N-1,1) Fvor℄;F=zeta.^Fna
h;
=(1/N)*(F*v);end78.3 (a) Es gilt ck = 1

N

∑N−1
l=0 vlq

kl mit k = 0, . . . , N − 1, q = e
−2π i/N und

vl = f(xl) = f(2πl
N ).Für N = 4 gilt:

v0 = −3
2 , v1 = 0 , v2 = 3

2 , v3 = 0 .Für die Fourierkoe�zienten erhält man damit ck = 1
4

∑3
l=0 vl e

− π i kl
2 bzw.

c =
1

4
F4v =

1

4




1 1 1 1

1 − i −1 i

1 −1 1 −1
1 i −1 − i







−3
2

0

3
2

0




=




0

−3
4

0

−3
4



.



335Für N = 5 erhält man na
h dem glei
hen S
hema:
c =

1

5
F5v =

1

5




1 1 1 1 1

1 e− 2π i
5 e− 4π i

5 e
4π i
5 e

2π i
5

1 e− 4π i
5 e

2π i
5 e− 2π i

5 e
4π i
5

1 e
4π i
5 e− 2π i

5 e
2π i
5 e− 4π i

5

1 e
2π i
5 e

4π i
5 e− 4π i

5 e− 2π i
5







f(0)

f(2π5 )

f(4π5 )

f(−4π
5 )

f(−2π
5 )




=
1

5




−1, 5− 3(cos(2π5 ) + cos(4π5 ))

−1.5 + 6 i(sin2(2π
5
) + sin2(4π

5
))− 6 cos(2π

5
) cos(4π

5
)

−1.5− 3(cos2(2π5 ) + cos2(4π5 ))

−1, 5− 3(cos2(2π5 ) + cos2(4π5 ))

−1, 5− 6 i(sin2(2π
5
) + sin2(4π

5
))− 6 cos(2π

5
) cos(4π

5
)




=




0

3
2
i

−3
4

−3
4

−3
2
i




.(b) Mit N = 4 haben wir eine geradzahlige Anzahl von Stützstellen. Für die reellenFourierkoe�zienten gilt daher mit N = 2n, also n = N
2 , für k = 1, . . . , n− 1:

a0 = 2c0 , ak = ck + cN−k , bk = i(ck − cN−k) , an = 2cn .Somit ergibt si
h
a0 = 2c0 = 0 , a1 = c1 + c3 = −3

2 , a2 = 2c2 = 0 , b1 = i(c1 − c3) = 0 .Das trigonometris
he Interpolationspolynom lautet somit
p(x) =

a0
2

+

n−1∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) +
an
2

=
a0
2

+ a1 cosx+ b1 sin x+
a2
2

cos 2x = −3

2
cosx .Mit N = 5 haben wir eine ungeradzahlige Anzahl von Stützstellen. Für die reellenFourierkoe�zienten gilt daher mit N = 2n+ 1, also n = N−1

2
, für k = 1, . . . , n:

a2 = −3
2 , b1 = −3 , a0 = a1 = b2 = 0 .Das trigonometris
he Interpolationspolynom lautet somit
p(x) = −3

2
cos 2x− 3 sin x .(
) Mit folgendem Programmierbeispiel lässt si
h die Aufgabe in MATLAB lösen:



336 78 Diskrete Fouriertransformationfun
tion [a,b℄ = InterpolationsKoeffizienten(N)% N: Anzahl der Stuetzstellen% Stuetzstellenx = (0:N-1)*2*pi/N; % Zeilenvektor% Funktionsauswertungv = 3*sin(4*x) + 1/2*
os(7*x) - 2*
os(3*x); % Zeilenvektor[k,l℄ = meshgrid((0:floor(N/2)),(0:N-1));% Bere
hne a (Vektor mit a_k als Eintraege, also floor(N/2) Eintraege)a = sum( 2/N*
os( (2*pi*k.*l)/N ).*repmat(v(:), 1, floor(N/2)+1) );% Bere
hne b (Vektor mit b_k als Eintraege, also floor(N/2) Eintraege)b = sum( 2/N*sin( (2*pi*k.*l)/N ).*repmat(v(:), 1, floor(N/2)+1) );if mod(N,2) == 0 % wenn N geradeb(end) = [℄;endFür N = 10 erhält man
a0 = a1 = a2 = a4 = a5 = 0 , a3 = −3

2
, b1 = b2 = b3 = 0 , b4 = 3 .Das trigonometris
he Interpolationspolynom lautet somit

p(x) = −3

2
cos 3x+ 3 sin 4xFür N = 15 erhält man

a0 = a1 = a2 = a4 = a5 = a6 = b1 = b2 = b3 = b5 = b6 = b7 = 0 ,

a3 = −2 , a7 = 1
2 , b4 = 3 .Das trigonometris
he Interpolationspolynom lautet somit

p(x) = 3 sin 4x+ 1
2 cos 7x− 2 cos 3x = f(x)

0 1 2 3 4 5 6 7
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

x

y

 

 

f(x)
N=4
N=10
N=15



33778.4 Es gilt
ck =

1

n

7∑

j=0

vjq
kj , wobei vj = f(xj) und q = e−2π i /n .Mit q = e−2π i /8 = 1√

2
(1−i) und demDatenvektor v = (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0)⊤ (vi = f(xi))erhalten wir die Koe�zienten cj als Einträge im Vektor 1

8 (qkl)k,l=0,...,7 v. Wegen derbesonderen Form von v benötigen wir nur die ersten vier Spalten von (qkl)k,l=0,...,7.Mit (qkl)k,l=0,...,7 = F8. Es gilt
1

8
F8 v =

1

8




1 1 1 1 ⋆

1 1√
2
(1− i) − i 1√

2
(−1− i) ⋆

1 − i −1 i ⋆

1 1√
2
(−1− i) i 1√

2
(1− i) ⋆

1 −1 1 −1 ⋆

1 1√
2
(−1 + i) − i 1√

2
(1 + i) ⋆

1 i −1 − i ⋆

1 1√
2
(1 + i) i 1√

2
(−1 + i) ⋆




v =
1

8




4

1− (
√
2 + 1) i

0

1− (
√
2− 1) i

0

1 + (
√
2− 1) i

0

1 + (
√
2 + 1) i




.

Für das trigonometris
he Polynom p(x) = a0

2 +
∑3

k=1 ak cos(kx)+bk sin(kx)+a4 cos(4x)bere
hnen si
h die Koe�zienten ak und bk wie folgt:
a0 = 2c0 , ak = 2Re{ck} und bk = −2 Im{ck} für k = 1, . . . , 3 , a4 = 2c4 .Somit ist
p(x) = 1

2 + 1
4 cos(x) + 1

4 cos(3x) + 1
4 (
√
2 + 1) sin(x) + 1

4 (
√
2− 1) sin(3x) .78.5 Es gilt:

c =
1

4
F4v =

1

4




1 1 1 1

1 − i −1 i

1 −1 1 −1
1 i −1 − i







0

1

0

1




=




1
2

0

−1
2

0



.Daraus ergibt si
h:

a0 = 1 , a1 = 0 , a2 = −1 , b1 = 0 .



338 78 Diskrete FouriertransformationDie exakten Fourierkoe�zienten lauten:
ân =





4
π(1−n2) für n gerade
0 für n ungerade und b̂n = 0 .Somit gilt â0 = 4

π ≈ 1.273, â1 = 0, â2 = − 4
3π ≈ −0.424 und b̂1 = 0.78.6 Es gilt:

c =
1

5
F5v =

1

5




1 1 1 1 1

1 e− 2π i
5 e− 4π i

5 e
4π i
5 e

2π i
5

1 e− 4π i
5 e

2π i
5 e− 2π i

5 e
4π i
5

1 e
4π i
5 e− 2π i

5 e
2π i
5 e− 4π i

5

1 e
2π i
5 e

4π i
5 e− 4π i

5 e− 2π i
5







0

sin(2π5 )

sin(4π5 )

sin(4π5 )

sin(2π5 )




=

=
2

5




sin(2π
5
) + sin(4π

5
)

sin(2π5 ) cos(2π5 ) + sin(4π5 ) cos(4π5 )

sin(2π5 ) cos(4π5 ) + sin(4π5 ) cos(2π5 )

sin(2π5 ) cos(4π5 ) + sin(4π5 ) cos(2π5 )

sin(2π5 ) cos(2π5 ) + sin(4π5 ) cos(4π5 )




≈




0, 6155

−0, 0727
−0, 2351
−0, 2351
−0, 0727




.Daraus ergibt si
h:
a0 = 1.2311 , a1 = −0.1453 , a2 = −0.4702 , b1 = 0 , b2 = 0 .Das trigonometris
he Interpolationspolynom lautet somit:

p(x) = 0.6155− 0.1453 cos(x)− 0.4702 cos(2x) .78.7 (a) Es gilt:
c =

1

4
F4v =

1

4




1 1 1 1

1 − i −1 i

1 −1 1 −1
1 i −1 − i







π2

π2

4

0

π2

4




=




3π2

8

π2

4

π2

8

π2

4



.Daraus ergibt si
h:
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a0 = 3π2

4 , a1 = π2

2 , a2 = π2

4 , b1 = 0 .Das trigonometris
he Interpolationspolynom lautet: p(x) = 3π2

8 + π2

2 cosx+ π2

8 cos 2x.(b) Es gilt:
c =

1

4
F4v =

1

4




1 1 1 1

1 − i −1 i

1 −1 1 −1
1 i −1 − i







0

3
8

0

−3
8




=




0

− 3
16 i

0

3
16 i



.Daraus ergibt si
h:

a0 = a1 = a2 = 0 , b1 = 3
8 .Das trigonometris
he Interpolationspolynom lautet: p(x) = 3

8 sin x.



79 Die Lapla
etransformation79.1 (a) Wir könnten das Integral bere
hnen und dann die Lapla
etransformationdur
hführen. Das tun wir ni
ht. Wir wenden die Formel für die Integration der Origi-nalfunktion an und erhalten aus der Korrespondenz
f(t) = sin at c s

a

s2 + a2
= F (s)soglei
h die Korrespondenz

t
ˆ

0

f(τ) dτ c s
1

s
F (s) =

a

s(s2 + a2)
.(b) Wir su
hen in unseren Formeln zu den trigonometris
hen Funktionen eine einfa
heDarstellung für sin2 und benutzen die Linearität der Lapla
etransformation:

sin2 t =
1

2
(1− cos 2t) c s

1

2

(
1

s
− s

s2 + 4

)
.(
) Bei dieser Transformation kommen wir mit einem Bli
k in unsere Tabelle und Nutzender Linearität aus:

e2t− e−2t c s
1

s− 2
− 1

s+ 2
=

4

(s− 2)(s+ 2)
.(d) Au
h hier rei
ht unsere Tabelle:

e2t cos(at) c s
s− 2

(s− 2)2 + a2
.(e) Die Linearität und unsere Tabelle liefern:

cos(at)− cos(bt) c s
s

s2 + a2
− s

s2 + b2
.(f) Wir vermeiden das Integrieren und benutzen unseren Satz zur Fouriertransformiertendes Integrals einer Originalfunktion:

t
ˆ

0

(cos(aτ)− cos(bτ)) dτ c s
1

s

(
s

s2 + a2
− s

s2 + b2

)
=

1

s2 + a2
− 1

s2 + b2
.79.2 Bei allen Funktionen su
he man zuerst in der Tabelle na
h ähnli
hen Funk-tionen und denke an die Regeln und Sätze zur Lapla
etransformation, mit denen manoftmals kleine Unglei
hheiten glattbügeln kann:



341(a) Wir s
hreiben zunä
hst die Funktion um, es gilt:
F (s) =

s

(s+ a)(s+ b)
= sG(s) mit G(s) =

1

(s+ a)(s+ b)
.Aus unserer Tabelle erhalten wir die Rü
ktransformierte von G:

G(s) =
1

(s+ a)(s+ b)
s c

e−at− e−bt

b− a = g(t) .Für die Rü
ktransformierte von F bea
hten wir nun die Regel zur Ableitung derOriginalfunktion, wobei wir g(0) = 0 bea
hten:
F (s) = sG(s) s c g′(t) =

1

b− a
(
−a e−at +b e−bt

)
= f(t) .(b) Wieder formen wir die Funktion um, sodass wir eine Ähnli
hkeit zu einer Funktionin unsere Tabelle �nden. Dazu ma
hen wir den ersten S
hritt:

F (s) =
1

(s+ a)3(s+ b)
=

1

(s+ a)3(s+ a+ b− a) = G(s+ a)mit G(s) = 1
s3(s+c) , wobei c = b− a.Nun benutzen wir den Vers
hiebungssatz, es gilt:
G(s) s c g(t) ⇒ G(s+ a) s c e−at g(t) .Nun erhalten wir sukzessive, ausgehend von unserer Tabelle, mit der Regel zumIntegral der Originalfunktion:

1

s+ c
s c e−ct

1

s(s+ c)
s c

t
ˆ

0

e−cτ dτ = −1

c

(
e−ct−1

)

1

s2(s+ c)
s c

t
ˆ

0

−1

c

(
e−cτ −1

)
dτ =

1

c2

(
e−ct−1

)
+
t

c

1

s3(s+ c)
s c

t
ˆ

0

1

c2

(
e−cτ −1

)
+
t

c
dτ = − 1

c3

(
e−ct−1

)
− t

c2
+
t2

2c
.Damit haben wir g(t) = − 1

c3

(
e−ct−1

)
− t

c2 + t2

2c , die gesu
hte Rü
ktransformierte
f(t) erhalten wir nun ganz einfa
h:

F (s) s c f(t) = e−at g(t) = e−at

[
− 1

c3

(
e−ct−1

)
− t

c2
+
t2

2c

]
.



342 79 Die Lapla
etransformation(
) Aus unsere Tabelle erhalten wir die Korrespondenz:
1

s2(s2 + a2)
c s

at− sin at

a3
.Mit der Regel zum Integral der Originalfunktion erhalten wir hieraus:

1

s3(s2 + a2)
c s

t
ˆ

0

aτ − sin aτ

a3
dτ =

t2

2a2
+

1

a4
(cosat− 1) .(d) Hier hilft uns die Lösung von (b) auf die Sprünge, wir verwenden no
h die Regelzur Vers
hiebung:

1

(s+ 1)3 [(s+ 1)2 + a2]
c s e−t

[
t2

2a2
+

1

a4
(cos at− 1)

]
.(e) Hier ist eine Partialbru
hzerlegung angesagt:

s2 + s+ 2

(s− 1)2(s2 − 2s+ 2)
=

3

s− 1
+

4

(s− 1)2
− 3(s− 1) + 3

(s− 1)2 + 1
.Nun rei
ht ein Bli
k in unsere Tabelle:

s2 + s+ 2

(s− 1)2(s2 − 2s+ 2)
c s et(3 + 4t− 3 sin t− 3 cos t) .79.3 Wir gehen na
h unseren Rezepten vor:(a) (1) Es sei X(s) die Lapla
etransformierte der gesu
hten Funktion x(t).(2) Transformation des AWP liefert:

s2X(s)− sx0 − x1 + 5sX(s)− 5x0 + 6X(s) =
1

(s+ 2)2
.(3) Wir lösen na
h X(s) auf:

X(s) =

1
(s+2)2

(s2 + 5s+ 6)
+
sx0 + 5x0 + x1
s2 + 5s+ 6

=
1

(s+ 2)3(s+ 3)
+

(s+ 2)x0
(s+ 2)(s+ 3)

+
3x0 + x1

(s+ 2)(s+ 3)
.(4) Eine Partialbru
hzerlegung liefert

X(s) =
1

(s+ 2)3(s+ 3)
+

x0
s+ 3

+
3x0 + x1

(s+ 2)(s+ 3)
.



343(5) Es gelten laut der Tabelle auf Seite 729 (Rezeptebu
h), den Re
henregeln undder Lösung zu Aufgabe 79.2 die folgenden Korrespondenzen für die Summan-den:
1

(s+ 2)3(s+ 3)
s c e−2t[−(e−t−1)− t+ t2/2] ,

x0
s+ 3

s c x0 e
−3t ,

3x0 + x1
(s+ 2)(s+ 3)

s c (3x0 + x1)(e
−2t− e−3t) .(6) Damit erhalten wir als Lösung

x(t) = − (1 + 2x0 + x1) e
−3t +

(
1− t+ 1

2
t2 + 3x0 + x1

)
e−2t .(b) Mit X(s) bzw. Y (s) bezei
hnen wir die Lapla
etransformierte von x(t) bzw. y(t).Wir beginnen glei
h mit S
hritt (3) unseres Rezepts:(3) Wir erhalten das Glei
hungssystem mit der dazugehörigen Lösung:


s+ 3 2

−2 s− 1




X(s)

Y (s)


 =




1
s+1

0


 ⇒


X(s)

Y (s)


 =




s−1
(s+1)3

2
(s+1)3


 .(4) entfällt.(5) Ein Bli
k auf unsere Beispiele bzw. auf die Tabelle auf Seite 729 (Rezeptebu
h) lie-fert die Rü
ktransformierten:

2

(s+ 1)3
c s 2

t2 e−t

2
= t2 e−tund

s− 1

(s+ 1)3
=
s+ 1− 2

(s+ 1)3
=

1

(s+ 1)2
− 2

(s+ 1)3
c s t e−t−t2 e−t .(6) Die Lösung ist

x(t) = t e−t


1− t

t


 .79.4 Wir stellen zuerst die Störfunktion mit der Heavisidefunktion u dar und be-stimmen glei
h die Lapla
etransformierte der Störfunktion:

r(t) = 1− u(t− 1) c s
1

s
− e−s

s
=

1− e−s
s

.Zur Lösung des AWP benutzen wir unser Rezept:(1) Wir bezei
hnen mit X(s) die Lapla
etransformierte von x(t).



344 79 Die Lapla
etransformation(2) Transformation der DGL liefert die Glei
hung
s2X(s) + 2X(s) =

1− e−s
s

.(3) Wir lösen na
h X(s) auf:
X(s) =

1− e−s
s(s2 + 2)

.(4) entfällt.(5) Rü
ktransformation liefert:
1− e−s
s(s2 + 2)

c s
1− cos(

√
2t)

2
− 1− cos(

√
2(t− 1))

2
u(t− 1) .(6) Damit erhalten wir die Lösung

x(t) =





1
2 (1− cos(

√
2t)) für 0 ≤ t < 1

1
2
(cos(

√
2(t− 1))− cos(

√
2t)) für t ≥ 1

.79.5 Wir benutzen unser Rezept:(a) (1) Wir bezei
hnen mit X(s) die Lapla
etransformierte von x(t).(2) Es gilt
k(t) = et c s K(s) =

1

s− 1
und s(t) = sin t c s S(s) =

1

s2 + 1
.(3) Wir erhalten

X(s) =
s− 1

s(s2 + 1)
=

1

s2 + 1
− 1

s(s2 + 1)
.(4) Eine Rü
ktransformation liefert die Lösung:

x(t) = sin t+ cos t− 1 .(b) (1) Wir bezei
hnen mit X(s) die Lapla
etransformierte von x(t).(2) Es gilt
k(t) = sin t c s K(s) =

1

s2 + 1
und s(t) = 1 c s S(s) =

1

s
.(3) Wir erhalten

X(s) =
s2 + 1

s(s2 + 2)
=

1

s
− 1

s(s2 + 2)
.(4) Eine Rü
ktransformation liefert die Lösung:

x(t) = 1− 1− cos
√
2 t

2
=

1 + cos
√
2 t

2
.



80 Holomorphe Funktionen80.1 (a) |z + 1− 2 i| = |z − (−1 + 2 i)| = 3 liefert einen Kreis um −1 + 2 i mit Radius
3.(b) |z − 2| = |z + i| liefert die Mittelsenkre
hte der Stre
ke [2,− i]:
|z − 2| = |z + i| ⇔ |z − 2|2 = |z + i|2 ⇔ (z − 2)(z̄ − 2) = (z + 1)(z̄ − i)

⇔ zz̄ − 2(z + z̄) + 4 = zz̄ − i(z − z̄) + 1 ⇔ −4x+ 4 = 2y + 1

⇔ y = −2x+ 3
2 .(
) |z − 3|+ |z + 3| = 10 liefert eine Ellipse mit den Halba
hsen a = 5 und b = 4:

|z − 3| + |z + 3| = 10 ⇒ |x− 3 + i y| + |x+ 3 + i y| = 10

⇒
√

(x− 3)2 + y2 = 10−
√

(x+ 3)2 + y2

⇒ (x− 3)2 + y2=100−20
√

(x+ 3)2 + y2 + (x+ 3)2 + y2

⇒ 25 + 3x = 5
√

(x+ 3)2 + y2

⇒ 625 + 150x+ 9x2 = 25x2 + 150x+ 225 + 25y2

⇒ x2

25 + y2

16 = 1.(d) 1 < |z + 2 i| < 2 liefert ein Kreisringgebiet mit Mittelpunkt −2 i, innerem Radius 1und äuÿerem Radius 2.(e) Re (1/z) = 1 liefert einen Kreis mit Mittelpunkt 1/2 und Radius 1/2 (ohne z = 0).Zur Bere
hnung gehe man wie folgt vor:
Re

(
1

z

)
= 1 ⇔ Re

( z̄
zz̄

)
= 1 ⇔ Re

(
x− i y

x2 + y2

)
= 1

⇔ x

x2 + y2
= 1 ⇔ x2 + y2 − x = 0 ⇔

(
x− 1

2

)2

+ y2 =
1

4
.(f) Im( z+1

z−1

)
≤ 0 liefert die obere Halbebene. Die Bere
hnung lautet:

Im

(
z + 1

z − 1

)
≤ 0 ⇔ Im

(
x+ 1 + i y

x− 1 + i y
· x− 1− i y

x− 1− i y

)
≤ 0

⇔ Im

(
x2 − 1 + y2 − 2 i y

(x− 1)2 + y2

)
≤ 0 ⇔ −2y

(x− 1)2 + y2
≤ 0

⇔ −2y ≤ 0 ⇔ y ≥ 0 .80.2 Wir setzen jeweils z = x + i y in die Abbildungsvors
hrift ein und ermittelnden Real- und Imaginärteil u(x, y) und v(x, y) der Funktion:



346 80 Holomorphe Funktionen(a) Wir bere
hnen:
f(z) = z3 = (x+ i y)3 = x3 + 3x2 i y + 3x(i y)2 + (i y)3 = x3 − 3xy2 + i(3x2y − y3) .Also gilt u(x, y) = x3 − 3xy2 und v(x, y) = 3x2y − y3.(b) Wir bere
hnen

f(z) =
1

1− z =
1

1− x− i y
· 1− x+ i y

1− x+ i y
=

1− x
(1− x)2 + y2

+ i
y

(1− x)2 + y2
.Also gilt u(x, y) = 1−x

(1−x)2+y2 und v(x, y) = y
(1−x)2+y2 .(
) Wir bere
hnen

e3z = e3(x+i y) = e3x ei 3y = e3x cos 3y + i e3x sin 3y .Also gilt u(x, y) = e3x cos 3y und v(x, y) = e3x sin 3y.80.3 f(z) = u(x, y) + i v(x, y) ist in einem Gebiet G ⊆ C genau dann holomorph,wenn u und v in G stetig partiell di�erenzierbar na
h x und y sind und die Cau
hy-Riemann's
hen Di�erentialglei
hungen gelten.(a) Es gilt
f(z) = z3 = (x+ i y)3 = x3 − 3xy2 + i (3x2y − y3) ,also u(x, y) = x3− 3xy2 und v(x, y) = 3x2y− y3. u und v sind in R2 stetig partielldi�erenzierbar. Die Cau
hy-Riemann's
hen Di�erentialglei
hungen
ux = 3x2 − 3y2 = vy und uy = −6xy = −vxsind erfüllt. Somit ist f(z) in C holomorph.(b) Es gilt

z Re z = (x+ i y)x = x2 + i xy ,also u(x, y) = x2 und v(x, y) = xy. u und v sind in R2 stetig partiell di�erenzierbar.Weiter gilt
ux = 2x, vy = x ⇒ ux = vy nur für x = 0,
uy = 0, vx = y ⇒ uy = −vx nur für y = 0,

f(z) ist also nirgends holomorph.(
) Für f(z) gilt
f(z) = |z|2 = x2 + y2 = u(x, y) , v(x, y) = 0 .



347Für die partiellen Ableitungen erhält man
ux = 2x, vy = 0 ⇒ ux = vy nur für x = 0,
uy = 2y, vx = 0 ⇒ uy = −vx nur für y = 0.Die Cau
hy-Riemann's
hen Di�erentialglei
hungen gelten also nur für x = y = 0,und somit gibt es kein Gebiet, in dem f(z) holomorph ist.(d) Für f(z) gilt

f(z) =
z̄

|z|2
=

z̄

zz̄
=

1

z
=

1

x+ i y
=

x

x2 + y2
− i

y

x2 + y2
,also u(x, y) = x

x2+y2 und v(x, y) = −y
x2+y2 . Für die partiellen Ableitungen erhältman

ux =
−x2 + y2

(x2 + y2)2
, vy =

−x2 + y2

(x2 + y2)2
⇒ ux = vy für (x, y) 6= (0, 0),

uy =
−2xy

(x2 + y2)2
, vx =

2xy

(x2 + y2)2
⇒ uy = −vx für (x, y) 6= (0, 0).Die Cau
hy-Riemann's
hen DGLen sind erfüllt und f(z) ist holomorph in C \ {0}.80.4 (a) Es gilt e2+i π

6 = e2
(
cos π

6 + i sin π
6

)
= 1

2

√
3 e2 + i 1

2 e2 ≃ 6.399 + 3.659 i.(b) Es gilt cosh(i t) = 1
2

(
ei t +e− i t

)
= cos t und sinh(i t) = 1

2

(
ei t− e− i t

)
= i sin t.(
) Die Additionstheoreme der sin- und 
os-Funktionen gelten au
h für komplexe Ar-gumente. Somit gilt

cos(1 + 2 i) = cos 1 cos 2 i− sin 1 sin 2 i = cos 1 cosh 2− i sin 1 sinh 2 ≃ 2.032− 3.052 i .80.5 (a) Mit z = x+ i y erhalten wir wegen w = ez = ex cos y + i ex sin y:I: y = 0 , 0 < x < 1 ⇒ 1 < w = ex < e ,II: x = 1 , 0 < y < 1 ⇒ w = e(cos y + i sin y) , 0 < y < 1 ,III: y = 1 , 0 < x < 1 ⇒ w = ex(cos 1 + i sin 1) , 0 < x < 1 ,IV: x = 0 , 0 < y < 1 ⇒ w = cos y + i sin y , 0 < y < 1 .



348 80 Holomorphe Funktionen(b) Mit z = x+ i y erhalten wir wegen w = sin z = sin x cosh y + i cosx sinh y:I: y = 0 , 0 < x < π
2 ⇒ 0 < w = sin x < 1 ,II: x = π

2
, 0 < y < 2 ⇒ 1 < w = cosh y < cosh 2 ,III: y = 2 , 0 < x < π

2 ⇒ w = cosh 2 sinx+ i sinh 2 cosx (Ellipsenbogen) ,IV: x = 0 , 0 < y < 2 ⇒ w = i sinh y .



81 Komplexe Integration81.1 • γ: Stre
ke von z1 = 0 na
h z2 = 1 + i:
z(t) = t(1 + i) , 0 ≤ t ≤ 1 ⇒ dz = (1 + i) dt , f(z(t)) = Re z(t) = t .Für das Integral ergibt si
h ´

γ

f(z) dz =
1́

0

t · (1 + i) dt = (1 + i) t
2

2

∣∣∣
1

0
= 1

2 (1 + i).
• γ = γ1 + γ2 mit:
γ1: Stre
ke von z1 = 0 na
h z2 =

√
2:

z(t) =
√
2t , 0 ≤ t ≤ 1 ⇒ dz =

√
2 dt , f(z(t)) =

√
2t .

γ2: Kreisbogen von z2 =
√
2 na
h z3 = 1 + i:

z(t) =
√
2 ei t , 0 ≤ t ≤ π

4
⇒ dz = i

√
2 ei t , f(z(t)) =

√
2 cos t .Für das Integral ergibt si
h

ˆ

γ

f(z) dz =

ˆ

γ1

f(z) dz +

ˆ

γ2

f(z) dz =

1
ˆ

0

2t dt+

π/4
ˆ

0

2 cos t i ei t dt

= 2

1
ˆ

0

t dt+ 2 i

π/4
ˆ

0

cos2 t dt− 2

π/4
ˆ

0

cos t sin t dt

= 1 + 2 i

(
1

2
· π
4
+

1

4

)
− 1

2
=

1

2
(1 + i) + i

π

4
.Das Kurvenintegral von f(z) = Re z ist auf der A
htelkreiss
heibe 0 ≤ r ≤

√
2, 0 ≤

ϕ ≤ π
4 ni
ht wegunabhängig. Daher ist f(z) dort ni
ht holomorph.81.2 Der Ansatz zur Partialbru
hzerlegung

1

z2 + 1
=

A

z − i
+

B

z + i
=

(A+B)z + (A−B) i

z2 + 1liefert
f(z) =

1

2 i

(
1

z − i
− 1

z + i

)
.Die Funktion f(z) ist holomorph auf C \ {± i}.Die nebenstehende Abbildung zeigt die vierKreise entlang denen wir integrieren.
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• |z| = 1

2 : f(z) ist innerhalb von γ holomorph. Somit ist na
h demCau
hyintegralsatz
‰

|z|= 1
2

dz

z2 + 1
= 0 .

• |z − i| = 1: Na
h Cau
hyintegralsatz
‰

|z−i|=1

f(z) dz =
1

2 i

(
‰

|z−i|=1

dz

z − i
︸ ︷︷ ︸

=2π i

−
‰

|z−i|=1

dz

z + i
︸ ︷︷ ︸

=0

)
=

1

2 i
2π i = π .

• |z + i| = 1: Analog zu eben ergibt si
h
‰

|z+i|=1

f(z) dz =
1

2 i

(
‰

|z+i|=1

dz

z − i
︸ ︷︷ ︸

=0

+

‰

|z+i|=1

dz

z + i
︸ ︷︷ ︸

=2π i

)
=

1

2 i
(−2π i) = −π .

• |z| = 2:
‰

|z|=2

dz

z2 + 1
=

1

2 i

(
‰

|z|=2

dz

z − i
−
‰

|z|=2

dz

z + i

)
=

1

2 i
(2π i−2π i) = 0 .81.3 (a) Die Funktion f(z) = z ez ist holomorph in C. Mit der Cau
hyintegralformelfür k = 2 gilt (a liegt im Innengebiet von |z − a| = 1!)

‰

|z−a|=1

z ez

(z − a)3 dz =
2π i

2!

d2dz2 (z ez)∣∣∣∣z=a

= π i ·(2 + z) ez |z=a = π i(2 + a) ea .(b) Die Funktion f(z) = 5z2 − 3z + 2 ist in C holomorph und f ′′(1) = 10. Somit giltna
h der Cau
hyintegralformel für k = 2:
‰

|z−a|=1

5z2 − 3z + 2

(z − a)3 dz = 10 · 2π i

2!
= 10π i .81.4 Eine Parameterdarstellung der Ellipse E: x2

a2 + y2

b2
= 1 mit x = Re z, y = Im zlautet:

z(t) = a cos t+ i b sin t , 0 ≤ t ≤ 2π .

‰

E

dz

z
=

2π
ˆ

0

−a sin t+ i b cos t

a cos t+ i b sin t
dt =

2π
ˆ

0

(−a sin t+ i b cos t)(a cos t− i b sin t)

a2 cos2 t+ b2 sin2 t
dt

=

2π
ˆ

0

(b2 − a2) sin t cos t+ i ab

a2 cos2 t+ b2 sin2 t
dt .



351Nun folgt bzw. gilt andererseits:
Im

‰

E

dz

z
= ab

ˆ 2π

0

dt

a2 cos2 t+ b2 sin2 t
bzw. ‰

E

dz

z
= 2π i .Hieraus erhalten wir

ˆ 2π

0

dt

a2 cos2 t+ b2 sin2 t
=

2π

ab
.81.5 Aufgrund der geometris
hen Reihe 1

1−z/2
=
∑∞

n=0 (
z/2)n gilt für |z| < 2:

2f(z) = (1 + z3)

∞∑

n=0

(z/2)n =

∞∑

n=0

(z/2)n +

∞∑

n=0

zn+3
/2n =

∞∑

n=0

(z/2)n + 8

∞∑

n=3

zn
/2n .Es folgt

f(z) = 1/2 + z/4 + z2
/8 + 9/2

∞∑

n=3

(z/2)n .



82 Laurentreihen82.1 Der Konvergenzradius der Reihe ∞∑

n=1

anw
n lautet (falls existent)R = lim

n→∞

∣∣∣∣
an
an+1

∣∣∣∣.Für an = n gilt limn→∞
∣∣∣ an

an+1

∣∣∣ = 1.Für an =
1

(2n)!
gilt lim

n→∞

∣∣∣ an

an+1

∣∣∣ = lim
n→∞

[2(n+1)]!
(2n)! = lim

n→∞
[(2n+ 1)(2n+ 2)] =∞.Damit ergeben si
h folgende Konvergenzgebiete:

•
∞∑

n=1

nz2n =

∞∑

n=1

n(z2)n :
∣∣∣z2
∣∣∣ < 1 ⇔ |z| < 1,

•
∞∑

n=1

1

(2n)!
z2n :

∣∣∣z2
∣∣∣ <∞ ⇔ |z| <∞ (das Konvergenzgebiet ist ganz C),

•
∞∑

n=1

nz−n :
∣∣∣z−1

∣∣∣ < 1 ⇔ |z| > 1,
•

∞∑

n=1

1

(2n)!
z−n :

∣∣∣z−1
∣∣∣ <∞ ⇔ |z| > 0 (das Konvergenzgebiet ist C \ {0}).82.2 Der Integrand

f(z) =
1

z2 − i z
=

1

z(z − i)
= − i

(
1

z − i
− 1

z

)ist holomorph in C \ {0, i}. Die beiden Pole 0 und i bestimmen um den Entwi
klungs-punkt z0 = − i drei Kreisringgebiete, in denen f(z) holomorph ist:
|z + i| < 1 , 1 < |z + i| < 2 , |z + i| > 2 .Das sind die Konvergenzgebiete einer Laurententwi
klung von f(z) mit Entwi
klungs-punkt z0 = − i.

• |z + i| < 1: Für beide Stammbrü
he Taylor :
1

z − i
=

1

z + i−2 i = −
1

2 i

1

1− z+i
2 i

= − 1

2 i

∞∑

n=0

(
z + i

2 i

)n

,

∣∣∣∣
z + i

2 i

∣∣∣∣ < 1 ⇔ |z + i| < 2,

1

z
=

1

z + i− i
= −1

i

1

1− z+i
i

= −1

i

∞∑

n=0

(
z + i

i

)n

,

∣∣∣∣
z + i

i

∣∣∣∣ < 1 ⇔ |z + i| < 1.Damit erhalten wir die folgende Entwi
klung für f :
f(z) =

∞∑

n=0

[
1

2

(
1

2 i

)n

−
(
1

i

)n]
(z + i)n, |z + i| < 1 .
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• 1 < |z + i| < 2: Für 1

z−i Taylor, für 1
z Laurent :

1

z
=

1

z + i− i
=

1

z + i

1

1− i
z+i

=
1

z + i

∞∑

n=0

(
i

z + i

)n

,

∣∣∣∣
i

z + i

∣∣∣∣ < 1 ⇔ |z + i| > 1,

1

z − i
= − 1

2 i

∞∑

n=0

(
z + i

2 i

)n

(siehe Re
hnung für |z + i| < 1) .Damit erhalten wir die folgende Entwi
klung für f :
f(z) =

1

2

∞∑

n=0

(
z + i

2 i

)n

+

∞∑

n=0

(
i

z + i

)n+1

=

∞∑

n=−∞
an(z + i)n, 1 < |z + i| < 2 .mit an =

(
1
i

)n für n ≤ −1 und an = 1
2

(
1
2 i

)n für n ≥ 0. • |z + i| > 2: Für beideStammbrü
he Laurent :
1

z − i
=

1

z + i−2 i =
1

z + i

1

1− 2 i
z+i

=
1

z + i

∞∑

n=0

(
2 i

z + i

)n

,

∣∣∣∣
2 i

z + i

∣∣∣∣ < 1 ⇔ |z + i| > 2,

1

z
=

1

z + i

∞∑

n=0

(
i

z + i

)n

(siehe Re
hnung für 1 < |z + i| < 2) .Damit erhalten wir die folgende Entwi
klung für f :
f(z) =

∞∑

n=0

(
2n in−1− in−1

) 1

(z + i)n+1
, |z + i| > 2 .Da z = 1

2 in 1 < |z + i| < 2 liegt, konvergiert für z = 1
2 die für diesen Berei
h angegebeneEntwi
klung.82.3 (a) Unter Verwendung der bekannten cosh-Reihe

coshw =

∞∑

n=0

1

(2n)!
w2n , w ∈ C ,erhält man mit w = 1/z2:

cosh
1

z2
=

∞∑

n=0

1

(2n)!

1

z4n
.Diese Reihe konvergiert für |z| > 0.(b) Wir benutzen die bekannte Entwi
klung des Kosinus:

1− cos z =
z2

2!
− z4

4!
+
z6

6!
−+ . . . = −

∞∑

n=1

(−1)n
(2n)!

z2n .Somit ist z = 0 zweifa
he Nullstelle von 1 − cos z, daher zweifa
her Pol von f(z). Da
f(z) eine gerade Funktion ist, kann man folgenden Ansatz ma
hen:

f(z) =
c−2

z2
+ c0 + c2z

2 + c4z
4 + . . .



354 82 LaurentreihenSomit ist
1 =f(z) (1− cos z) =

(c−2

z2
+ c0 + c2z

2 + c4z
4 + . . .

)(z2
2!
− z4

4!
+
z6

6!
+− . . .

)

=
c−2

2
+z2

(c0
2
− c−2

24
c−2

)
+z4

(c2
2
− c0

24
+
c−2

720

)
+z6

(c4
2
− c2

24
+

c0
720
− c−2

8!

)
+ · · ·Ein Koe�zientenverglei
h liefert nun c−2 = 2, c0 = 1

6 , c2 = 1
120 , c4 = 1

3024 . Damiterhalten wir:
f(z) =

2

z2
+

1

6
+

z2

120
+

z4

3024
+ . . . , 0 < |z| < 2π .(
) Mit der bekannten Entwi
klung der Exponentialfunktion gilt:

ez

z − 1
= e · e

z−1

z − 1
=

e

z − 1
·

∞∑

n=0

(z − 1)n

n!
=

∞∑

m=−1

e

(m+ 1)!
(z − 1)m .82.4 (a) Die Funktion

f(z) =
1

z2 − 3z + 2
=

1

(z − 1)(z − 2)
=

1

z − 2
− 1

z − 1hat einfa
he Pole in z1 = 2, z2 = 1 und ist somit um den Entwi
klungspunkt z0 = 0holomorph in den Kreisringgebieten
|z| < 1 , 1 < |z| < 2 , |z| > 2 .

• |z| < 1: Für beide Brü
he Taylor :
f(z) = −1

2

1

1− z
2

+
1

1− z = −1

2

∞∑

n=0

(z
2

)n
+

∞∑

n=0

zn =

∞∑

n=0

(
1− 1

2n+1

)
zn .

• 1 < |z| < 2: Für 1
z−2 Taylor, für 1

z−1 Laurent :
f(z) = −1

2

1

1− z
2

− 1

z

1

1− 1
z

=
1

2

∞∑

n=0

(z
2

)n
− 1

z

∞∑

n=0

1

zn
= −

−1∑

n=−∞
zn −

∞∑

n=0

zn

2n+1
.

• |z| > 2: Für beide Brü
he Laurent :
f(z) =

1

z

1

1− 2
z

− 1

z

1

1− 1
z

=
1

z

∞∑

n=0

(
2

z

)n

− 1

z

∞∑

n=0

1

zn
=

∞∑

n=0

(2n − 1)
1

zn+1
.(b) Die Funktion

f(z) =
sin z

z3
=

1

z3

(
z − z3

3!
+
z5

5!
−+ . . .

)
=

1

z2
− 1

3!
+
z2

5!
− z4

7!
+− . . .hat das Konvergenzgebiet 0 < |z| < ∞, da die Sinusreihe in C konvergiert. Aus demHauptteil der Laurententwi
klung ist abzulesen, dass z = 0 ein Pol 2. Ordnung ist.



83 Der Residuenkalkül83.1 Man bea
hte unser Rezept zum Bestimmen des Residuums einer Funktion f .(a) Die Nullstellen des Nenners von f(z) = g(z)
h(z) = z2

z4−16 = g(z)
h(z) sind

z1,2 = ±2 und z3,4 = ±2 i .Wegen g(zk) 6= 0 und h′(zk) 6= 0 sind die zk einfa
he Pole von f(z), als Residuumerhalten wir daher in diesen vier Stellen:
Reszk f(z) =

g(zk)

h′(zk)
=

z2k
4z3k

=
1

4zk
=




±1

8 , k = 1, 2

∓1
8
i , k = 3, 4

.(b) Wir bestimmen die Laurentreihenentwi
klung von f(z) = 1−cos z
zn und lesen darandas Residuum ab:

f(z) =
1

zn

(
1− 1 +

1

2!
z2 − 1

4!
z4 +− . . .

)
=

1

2!
z2−n − 1

4!
z4−n +

1

6!
z6−n −+ . . . .Wir unters
heiden die folgenden Fälle:

• n = 1, 2: Die Laurentreihe hat keine Glieder mit negativen Exponenten von z.Somit ist z = 0 hebbare Singularität und Res0 f(z) = 0.
• n = 3: Aus der Laurentreihe liest man ab: f hat bei z = 0 einen Pol 1. Ordnungund Res0 f(z) = 1/2.
• n = 4: Aus der Laurentreihe liest man ab: f hat bei z = 0 einen Pol 2. Ordnungund Res0 f(z) = 0.(
) Wieder bestimmen wir die Laurentreihe und ents
heiden dann:
f(z)=

1

z
cos

1

z
=

1

z

(
1− 1

2!

1

z2
+

1

4!

1

z4
∓ · · ·

)
=

1

z
− 1

2!

1

z3
+

1

4!

1

z5
− 1

6!

1

z7
∓ · · · .Es ist damit z = 0 eine wesentli
he Singularität, da der Hauptteil der Laurentreiheunendli
h viele Glieder 6= 0 enthält, und es gilt Res0 f(z) = 1.(d) Die Funktion f(z) = 1

cos 1/z
hat bei zk = 1

π/2+kπ einfa
he Pole, die si
h gegen z = 0häufen. Somit ist z = 0 eine ni
ht isolierte Singularität und somit Res0 f ni
hterklärt, weiter erhalten wir:
Reszk =

1

− sin 1
zk

(
− 1

z2
k

) =
z2k

(−1)k = (−1)k 1

π2
(
k + 1

2

)2 .(e) Die Nullstellen des Nenners h der Funktion f(z) = g(z)
h(z) = z4+18z2+9

4z(z2+9) sind z1 = 0,
z2,3 = ±3 i je einfa
h. Wegen g(zk) 6= 0 sind zk einfa
he Pole, wir erhalten:

Reszk f(z) =
g(zk)

h′(zk)
⇒




Resz1 f(z) =

9
36 = 1

4

Resz2,3 f(z) =
81−18·9+9
−12·9+36 = 1

.



356 83 Der Residuenkalkül(f) Wir betra
hten die Nullstellen des Nenners h der Funktion f(z) = g(z)
h(z) = z

sin z :
• z = 0 ist hebbare Singularität, da limz→0

z
sin z = 1, daher gilt:

Res0 f(z) = 0 .

• zk = kπ mit k ∈ Z \ {0}: Wegen h′(zk) = coskπ 6= 0 und g(zk) = kπ 6= 0 sind
zk Pole 1. Ordnung, wir erhalten:

Reszk f(z) =
g(zk)

h′(zk)
=

kπ

coskπ
= (−1)k k π , k ∈ Z \ {0} .83.2 (a) Die Singularitäten von f(z) = 1

sin z sind die Zahlen zk = kπ mit k ∈ Z.Wegen cos zk 6= 0 gilt:
Reskπ f =

1

cos kπ
= (−1)k .Da γ1 nur die Pole bei 0,±π umläuft gilt na
h dem Residuensatz:

‰

γ1

dz

sin z
= 2π i (Res0 f +Resπ f +Res−π f) = 2π i(1− 1− 1) = −2π i .(b) Die Singularitäten von f(z) = 1

cosh z sind die Zahlen zk = (2k+1)π
2 i mit k ∈ Z.Wegen

(cosh zk)
′ = sinh zk 6= 0 gilt

Resπ i/2 f =
1

sinh iπ/2
=

1

sin π/2
= − i = −Res−π i/2 f .Mit dem Residuensatz folgt nun unter Bea
htung der Orien-tierung (siehe Skizze):

˛

γ2

dz

cosh z
=

˛

a

dz

cosh z
+



b

dz

cosh z

=

˛

a

dz

cosh z
−
‰

−b

dz

cosh z

= 2π i(− i− i) = 4π .83.3 (a) (1) Die Singularitäten von f(z) = 1
1+z6 sind einfa
he Pole bei zk = ei(

π
6
+k π

3 )für k = 0, 1, . . . , 5. In der oberen Halbebene be�nden si
h z0 = ei
π
6 , z1 = i, z2 = ei

5π
6 .(2) Als Residuen erhalten wir:

Reszk f(z) =
1

6z5k
⇒





Resz0 f(z) =
1
6 e− i 5π

6

Resz1 f(z) = − i
6

Resz2 f(z) =
1
6 e− i 25π

6

.



357(3) Damit erhalten wir
ˆ ∞

−∞

dx

1 + x6
= 2π i

2∑

k=0

Reszk f(z) =
2π i

6

(
e− i 5π

6 − i + e− i π
6

)

= i
π

3

(
cos

5π

6
− i sin

5π

6
− i + cos

π

6
− i sin

π

6

)
= i

π

3

(
− i

2
− i− i

2

)
=

2π

3
.(b) (1) Wir substituieren z = eiϕ, dz = i eiϕ dϕ = i z dϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π:

I =

‰

|z|=1

1

5 + 3 1
2 i

(
z − 1

z

) 1

i z
dz =

‰

|z|=1

2

3z2 + 10 i z − 3
dz .(2) Die Singularitäten von f(z) = 2

3z2+10 i z−3 sind die Nullstellen des Nenners:
z2 +

10

3
i z − 1 = 0 ⇔ z1,2 = −5

3
i±4

3
i =




−1

3 i

−3 i
.Nur z0 = − i/3 liegt innerhalb des Einheitskreises.(3) Das Residuum ermitteln wir mittels einer Partialbru
hzerlegung, es gilt

2

3z2 + 10 i z − 3
=

2

3
(
z + i

3

)
(z + 3 i)

=
1

4 i

(
1

z + i
3

− 1

z + 3 i

)
.Damit erhalten wir Resz0 = 1

4 i .(4) Es gilt:
ˆ 2π

0

dt

5 + 3 sin t
=

1

4 i
2π i =

π

2
.(
) Aus Aufgabe 83.1 kennen wir die Singularitäten und au
h die Residuen. Dahererhalten wir: ∞̂

−∞

f(x) dx = 2π i Res2 i f(z) = 2π i ·
(
− i

8

)
=
π

4
.83.4 (a) f(z) besitzt folgende Singularitäten:

• z = 1 ist Nullstelle von Zähler und Nenner (einfa
h), somit hebbare Singularität.
• z = 0 ist wesentli
he Singularität.(b) Res1 f(z) = 0. Zur Ermittlung von Res0 f(z) werde f um z = 0 in eine Laurent-Reihe entwi
kelt, dazu bea
hte man:

e
1
z
−1 =

1

e
e

1
z =

1

e

∞∑

n=0

1

n!

1

zn
, z e

1
z
−1−1 =

1

e

∞∑

n=0

1

n!

1

zn−1
− 1 und

1

z − 1
= − 1

1− z = −
∞∑

n=0

zn , |z| < 1 .



358 83 Der ResiduenkalkülDamit erhalten wir:
f(z) = −

(
1

e

∞∑

n=0

1

n!

1

zn−1
− 1

)( ∞∑

n=0

zn
)
, 0 < |z| < 1 .Der Koe�zient von z−1 ist −1

e

∑∞
n=2

1
n! = −1

e (e−2) = Res0 f(z).Daher folgt
‰

|z|=2

f(z) dz = 2π i (Res0 f(z) + Res1 f(z)) = 2π i
(
2
e − 1

)
.



84 Konforme Abbildungen84.1 Es sind 3 Original- und Bildpunkte gegeben:
z 0 1 i

w 1 − i ∞Mit der 6-Punkte-Formel erhalten wir:
z − 1

z − i
:
−1
− i

=
w + i

w −∞ :
1 + i

1−∞ ⇔ z − 1

z − i
· i = w + i

1 + i
⇔ w =

z − 1

z − i
(i−1)− i = −z + i

z − i
.Die gesu
hte Möbiustransformation lautet somit f(z) = − z+i

z−i
.84.2 Der Versu
h w = z2 erweist si
h als fals
h, da der geradlinige Rand des Halb-kreises auf die Stre
ke [−1, 0] innerhalb der Einheitskreiss
heibe abgebildet werden wür-de. Das Bild wäre also nur die von −1 na
h 0 ges
hlitzte Einheitskreiss
heibe.Wir überlegen: Der Rand des Bildberei
hes hat keine E
ken. Daher müssten die π/2-Winkel auf den Rand des Halbkreisberei
hes in z = i und z = − i auf π gestre
ktwerden.Lösung: i und − i dur
h eine gebro
hen lineare Transformation na
h 0 und ∞ brin-gen, Quadratabbildung ausführen und den neuen Rand dur
h eine gebro
hen lineareAbbildung auf den Einheitskreis abbilden:

1. Zunä
hst gilt
z 1 − i i

ξ 1 0 ∞



360 84 Konforme AbbildungenMit der 6-Punkte-Formel erhalten wir:
ξ − 0

ξ −∞ :
1− 0

1−∞ =
z + i

z − i
:
1 + i

1− i
⇒ ξ = − i

z + i

z − i
.Die Halbkreiss
heibe der z-Ebene geht in den 1. Quadranten der ξ-Ebene über.2. η = ξ2: Der re
hte Winkel in N und � wird auf π aufgebogen. Mit der erstenTransformation erhält man

η = −
(
z + i

z − i

)2

.Der 1. Quadrant der ξ-Ebene geht in die obere Halbebene der η-Ebene über.3. Nun benötigen wir eine gebro
hen lineare Abbildung, gegeben dur
h:
η 0 1 ∞
w − i 1 iMit der 6-Punkte-Formel erhalten wir:

⇒ η − 1

η −∞ :
−1
−∞ =

w − 1

w − i
:
− i−1
−2 i ⇒ w − 1

w − i
= − i +1

2 i
(η − 1)

⇒ w − 1

w − i
=

i−1
2

(η − 1) ⇒ w − 1 =
i−1
2

(η − 1)w +
1 + i

2
(η − 1)

⇒ w

[
1 +

1− i

2
(η − 1)

]
= 1 +

1 + i

2
(η − 1)

⇒ w [(1− i)η + 1 + i] = (1 + i)η + 1− i

⇒ w =
(1 + i)η + 1− i

(1− i)η + 1 + i
=

η − 1

− i η + 1
=

i−η
i η − 1

.Nun setzen wir alles zusammen:
i−η
i η − 1

=
i+
(

z+i
z−i

)2

− i
(

z+i
z−i

)2
− 1

=
i z2 + 2z − i +z2 + 2z i−1
− i z2 + 2z + i−z2 + 2z i +1

=
z2 + 2z − 1

−z2 + 2z + 1
.Daher taugt die Funktion

f(z) =
z2 + 2z − 1

−z2 + 2z + 1
.84.3 (a) Wir bestimmen h mit der 6-Punkte-Formel anhand der Tabelle

z 0 i ∞
w i ∞ 1 .Es gilt

w −∞
w − 1

:
i−∞
i−1 =

z − i

z −∞ :
− i

−∞ ⇒ w − 1 =
1 + i

z − i
⇒ w = h(z) =

z + 1

z − i
.



361(b) Wir ermitteln erst einmal g:
g(z) = h(f(z)) =

i(z−1)
z+i + 1

i(z−1)
z+i − i

=
i z − i +z + i

i z − i− i z + 1
=

(i+1)z

1− i
= i z .Für die Fixpunkte gilt g(z) = z = i z ⇔ z1 = 0 ∨ z2 =∞.(
) Um die Bilder der 4 Quadranten zu ermitteln bilden wir erst einmal die Koordina-tena
hsen mit f ab:

f(R) : Abbilden von 0, 1, ∞ liefert den Kreis dur
h −1, 0, i.
f(iR) : Abbilden von 0, − i, ∞ liefert die Gerade dur
h −1, ∞, i.Als Bilder der vier Quadranten erhalten wir somit:

(d) Da Geraden dur
h ∞ gehen, erhalten wir:
• f−1(∞) = − i: Nur die Geraden und Kreise dur
h − i gehen bei f in Geraden über.
• f(∞) = i: Die Bildgeraden der Geraden dur
h z = − i sind die Geraden dur
h w = i.(e) Wir ermitteln die Umkehrabbildung von f :

w = f(z) =
i z − i

z + i
⇔ z = − i

w + 1

w − i
.Nun betra
hten wir die Tabellen:

w 1 i −1
z 1− i ∞ 0 w 0 i ∞

z 1 ∞ − iSomit ist das Urbild des Kreises |w| = 1 die Gerade dur
h 0 und − i und das Urbild von
Rew = 0 die Gerade dur
h 1 und − i.



362 84 Konforme Abbildungen84.4 (a) Die Punkte z mit w(z) = z erhalten wir aus
z =

z

z − i
⇔ z2 − (1 + i)z = 0 ⇔ z = 0 ∨ z = 1 + i .Die Abbildung besitzt also 2 Fixpunkte. Die Umkehrabbildung erhalten wir aus:

w =
z

z − i
⇔ (w − 1)z − w i = 0 ⇔ z =

iw

w − 1
= f−1(w) .Für die Bilder und Urbilder von 0, 1 und ∞ erhält man:

z 0 1 ∞ w 0 1 ∞
w 0 1

2 (1 + i) 1 z 0 ∞ i(b) Da f(z) eine kreistreue Bijektion C̃ → C̃ ist, gehen von Kreisen (eins
hlieÿli
hGeraden) begrenzte Berei
he in eben sol
he über.(i) Re
hte Halbebene: Re z ≥ 0. Randkurve: Re z = 0 ⇒ z = i y. Das ist ein Kreisdur
h die Punkte 0, i, ∞, die dur
h w = f(z) abgebildet werden auf 0, ∞, 1, d.h. derBildkreis ist die reelle w-A
hse. z = 1 (Punkt der re
hten Halbebene) wird auf 1
2 (1 + i)(Imw > 0) abgebildet. Somit ist der Bildberei
h die obere Halbebene Imw ≥ 0.

(ii) Obere Halbebene: Im z ≥ 0. Randkurve: Im z = 0 ⇒ z = x. Das ist ein Kreis dur
hdie Punkte 0, 1, ∞ mit den entspre
henden Bildpunkten 0, 1
2 (1 + i), 1. Der Punkt iaus dem Inneren der oberen Halbebene hat den Bildpunkt w =∞, der im Inneren desBildberei
hs liegen muss.

(iii) Kreiss
heibe: |z| ≤ 1. Randkurve: |z| = 1. Die Randkurve geht dur
h 1, i, −1 mitden Bildpunkten 1
2 (1 + i), ∞, 1

2 (1 − i). Der innere Punkt z = 0 wird auf den innerenPunkt w = 0 abgebildet.
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(
) Die Geraden der w-Ebene sind Kreise dur
h w =∞. Sie sind die Bilder aller Kreisedur
h z = i. Die Geraden dur
h w = 0 sind die Bilder der Kreise dur
h z = 0 und z = i.



85 Harmonis
he Funktionen unddas Diri
hlet's
he Randwertproblem85.1 Der R2 ist einfa
h zusammenhängend, auÿerdem folgt aus
∆u(x, y) = 6x+ 2ax = 0 für alle x, y ∈ Rsoglei
h a = −3. Damit ist u genau dann harmonis
h, wenn a = −3.Wir bestimmen eine zu u harmonis
h konjugierte Funktion v na
h unserem Rezept:(1) Es gilt

v(x, y) = 3x2y − y3 + h(x) .(2) Es liefert
vx = 6xy + h′(x) = 6xydie Funktion h′(x) = 0. (3) Mit h(x) = 0 erhalten wir:
v(x, y) = 3 x2y − y3 .85.2 (a) Für u = x3 − 3xy2 + 2x+ 5 gilt

ux = 3x2 − 3y2 + 2 , uxx = 6x , uy = −6xy , uyy = −6x .Somit ist ∆u = uxx + uyy = 0, also u in R2 harmonis
h.Bestimmung der konjugiert harmonis
hen Funktion v(x, y):
vy = ux ⇒ v =

ˆ

ux dy = 3x2y − y3 + 2y + g(x)

⇒ vx = 6xy + g′(x)
!
= −uy = 6xy

⇒ g′(x) = 0 ⇒ g(x) = c

⇒ v(x, y) = 3x2y − y3 + 2y + c , c ∈ RDie zugehörige holomorphe Funktion ist somit
f(z) = u+ i v = x3 − 3xy2 + 2x+ 5+ i(3x2y − y3 + 2y + c) = z3 + 2z + 5+ i c , c ∈ R .Für u = x+ x

x2+y2 gilt
ux = 1 +

y2 − x2
(x2 + y2)2

, uxx =
−2x(3y2 − x2)
(x2 + y2)3

,

uy =
−2xy

(x2 + y2)2
, uyy =

−2x(x2 − 3y2)

(x2 + y2)3
.



365Somit ist ∆u = uxx + uyy = 0, also u in R2 \ {(0, 0)} harmonis
h.Bestimmung der konjugiert harmonis
hen Funktion v(x, y):
vy = ux ⇒ v =

ˆ

ux dy = y − y

x2 + y2
+ g(x)

⇒ vx =
2xy

(x2 + y2)2
+ g′(x)

!
= −uy =

2xy

(x2 + y2)2

⇒ g′(x) = 0 ⇒ g(x) = c

⇒ v(x, y) = y − y

x2 + y2
+ c , c ∈ R .Die zugehörige holomorphe Funktion ist somit

f(z) = u+i v = x+
x

x2 + y2
+i

(
y − y

x2 + y2
+ c

)
= z+

z̄

zz̄
+i c = z+

1

z
+i c , c ∈ R .85.3 Die Funktion v(x, y) = x2 − y2 + ex sin y ist eine in R2 harmonis
he Funktion,denn:

vxx = 2 + ex sin y , vyy = −2− ex sin y ,sodass
∆v = vxx + vyy = 0 .Bere
hnung der konjugiert harmonis
hen Funktion:

ux = vy ⇒ u =

ˆ

vy dx =

ˆ

−2y + ex cos y dx = −2xy + ex cos y + g(y)

⇒ uy = −2x− ex sin y + g′(y)
!
= −vx = −2x− ex sin y

⇒ g′(y) = 0 ⇒ g(y) = c

⇒ u(x, y) = −2xy + ex cos y + c , c ∈ R .Die zugehörige holomorphe Funktion ist somit
f(z) = −2xy + ex cos y + c+ i

(
x2 − y2 + ex sin y

)

= i z2 + ex(cos y + i sin y) + c

= i z2 + ez +c , c ∈ R .85.4 • S
hritt 1: Konforme Verp�anzung des Randwertproblems in die obere Halb-ebene:



366 85 Harmonis
he Funktionen und das Diri
hlet's
he RandwertproblemWir bea
hten die folgende Tabelle:
z 1 i −1
w 0 1 ∞Mit der 6-Punkte-Formel erhalten wir:

z − i

z + 1
:
1− i

1 + 1
=

w − 1

w −∞ :
0− 1

0−∞ ⇒ w = −(1 + i)
z − i

z + 1
+ 1 = i

1− z
1 + z

.Die Möbiustransformation lautet damit:
f(z) = i

1− z
1 + z

.

• S
hritt 2: Lösen des Randwertproblems in der oberen w-Halbebene:Das Poisson-Integral (für die obere Halbebene) lautet:
ψ(u, v) =

v

π

∞̂

−∞

ψ(t,0)

(u− t)2 + v2
dt

=
v

π

(
ˆ 0

−∞

0 · dt
(u− t)2 + v2

+

ˆ 1

0

1 · dt
(u− t)2 + v2

+

ˆ ∞

1

2 · dt
(u− t)2 + v2

)Es gilt:
b
ˆ

a

v

(u− t)2 + v2
dt =





arctan
v

u− b − arctan
v

u− a für u /∈ [a, b]

π + arctan
v

u− b − arctan
v

u− a für u ∈ [a, b]und
arg(w − u0) =





arctan
v

u− u0
für u > u0

π + arctan
v

u− u0
für u < u0





= arccos
u− u0√

(u− u0)2 + v2
.Wir setzen dies alles zusammen und erhalten die Lösung

ψ(u, v) = 2− 1

π

(
arccos

u√
u2 + v2

+ arccos
u− 1√

(u− 1)2 + v2

)
.

• S
hritt 3: Rü
ktransformation
w = f(z) = i

1− z
1 + z

=
2y

(1 + x)2 + y2
+ i

1− x2 − y2
(1 + x)2 + y2

=: u+ i vliefert
φ(x, y) = 2− 1

π

(
arccos

u(x, y)√
[u(x, y)]2 + [v(x, y)]2

+ arccos
u(x, y)− 1√

[u(x, y)− 1]2 + [v(x, y)]2

)mit
u(x, y) =

2y

(1 + x)2 + y2
, v(x, y) =

1− x2 − y2
(1 + x)2 + y2

.



86 Partielle Di�erentialglei
hungenerster Ordnung86.1 Wegen der angegebenen Transformation erhalten wir mit der Kettenregel
F (r, s) = aux + buy = a(Urrx + Ussx) + b(Urry + Ussy = 2abUr .86.2 (a) Mit der Variablensubstitution r = 3x + 2y, s = 3x − 2y, U(r, s) = u(x, y)entsteht auf der linken Seite:
2ux + 3uy = 2(Ur rx + Us sx) + 3(Ur ry + Us sy)

= 2(Ur · 3 + Us · 3) + 3(Ur · 2 + Us · (−2)) = 12Ur.Dur
h Au�ösung des linearen Glei
hungssystems
3x+ 2y = r und 3x− 2y = sna
h x und y erhält man x = 1

6 (r + s), y = 1
4 (r − s), also wird die re
hte Seite derDi�erentialglei
hung zu

exp(x+ y) = exp
(

2
12r +

2
12s+

3
12r − 3

12s
)
= exp

(
5
12r − 1

12s
)
.Wir erhalten also als Di�erentialglei
hung für U

12Ur = exp
(

5
12r − 1

12s
)
.Ihre allgemeine Lösung ist

U(r, s) = 1
12

ˆ

exp
(

5
12r − 1

12s
)
dr + g(η) = 1

5 exp
(

5
12r − 1

12s
)
+ g(s)mit einer beliebigen di�erenzierbaren Funktion g(s). Dur
h Rü
ksubstitution erhaltenwir daraus

u(x, y) = 1
5 ex+y +g(3x− 2y) .(b) (1) Wir erhalten die gewöhnli
he DGL y′ = −x

y
.(2) Als Lösung der separierbaren DGL aus (1) ermitteln wir 1

2y
2 = −1

2x
2 + c.(3) Aufgelöst na
h c: c = 1

2 (x2 + y2).(4) Für jedes stetig di�erenzierbare f ist
u(x, y) = f(x2 + y2)eine Lösung.(
) Wir lösen diese quasilineare pDGL na
h unserem Rezept:



368 86 Partielle Di�erentialglei
hungen erster Ordnung(1) Wir betra
hten die lineare pDGL in drei Variablen
(x+ u)Fx + (y + u)Fy − uFu = 0 .(2) Um die homogene pDGL in (1) zu lösen, verwenden wir unser Rezept zur Lösungeiner homogenen pDGL:(1) Wir erhalten das System

dx

du
= −x+ u

u
,
dy

du
= −y + u

u
.(2) Als Lösung von (1) erhalten wir

u2 + 2xu = c1 , u
2 + 2yu = c2 .(3) siehe (2).(4) Für jedes stetig di�erenzierbare f ist F (x, y, u) = f(u2+2xu, u2+2yu) eine Lösung.(3) Für jedes stetig di�erenzierbare f ist dur
h f(u2 + 2xu, u2 + 2yu) = 0 implizit eineLösung u gegeben.(d) (1) Wir gehen über zu der pDGL

xFx + y Fy + xuFu = 0 .(2) Mit unseren Methoden erhalten wir
c1 = c1(x, y, u) =

y

x
und c2 = c2(x, y, u) = u e−x ,also die Lösung

F (x, y, u) = f
(y
u
, u e−x

)für beliebiges di�erenzierbares f .(3) Dur
h
f
( y
u
, u e−x

)
= 0ist implizit eine Lösung u = u(x, y) gegeben.



87 Partielle Di�erentialglei
hungen2. Ordnung � Allgemeines87.1 Zu einer pDGL 2. Ordnung gehört eine symmetris
he Matrix A, die si
h ausdem Hauptteil der pDGL ergibt.(a) Als Matrix A erhalten wir:
2uxx + 4uxy + 2uyy + 2ux + 4uy = 2u ⇔ A =


2 2

2 2


 .Wegen detA = 0 ist die pDGL in ganz R2 vom parabolis
hem Typ.(b) Als Matrix A erhalten wir:

x3uxx + 2uxy + y3uyy + ux − yuy = ex ⇔ A =


x

3 1

1 y3


 .Nun gilt:

detA = (xy)3 − 1





> 0 (elliptis
h) für x > 0⇒ y > 1
x , x < 0⇒ y < 1

x

= 0 (parabolis
h) für y = 1
x

< 0 (hyperbolis
h) für x > 0⇒ y < 1
x , x < 0⇒ y > 1

x

x = 0, y ∈ R(
) Als Matrix A erhalten wir:
yuxx + 2xuxy + yuyy = y2 + ln(1 + x2) ⇔ A =


y x

x y


 .

detA = y2−x2 = (y+x)(y−x)





> 0 für (y < −x ∧ y < x) ∨ (y > −x ∧ y > x)

= 0 für y = x ∨ y = −x
< 0 für (y > −x ∧ y < x) ∨ (y < −x ∧ y > x)Hierdur
h sind entspre
hend die Berei
he erklärt, in denen die pDGL elliptis
h,parabolis
h bzw. hyperbolis
h ist.87.2 Gesu
ht werden jeweils Lösungen in der Form u(x, y) = p(x) q(y).



370 87 Partielle Di�erentialglei
hungen 2. Ordnung � Allgemeines(a) Ableiten des Ansatzes ergibt
ux(x, y) = p′(x) q(y) und uy(x, y) = p(x) q′(y);dur
h Einsetzen in die Glei
hung erhält man

x2 p′(x) q(y) +
1

y
p(x) q′(y) = p(x) q(y).Nun s
ha�en wir alle Terme, die von x abhängen, na
h links und alle anderen na
hre
hts

x2
p′(x)

p(x)
= 1− 1

y

q′(y)

q(y)
.Diese Glei
hung kann nur dann für alle (x, y) gelten, wenn jede Seite für si
hgenommen glei
h einer Konstanten ist, also

x2
p′(x)

p(x)
= α und 1− 1

y

q′(y)

q(y)
= αfür ein α ∈ R. Zur Bestimmung von p und q sind also die beiden gewöhnli
henDi�erentialglei
hungen

p′(x) =
α

x2
p(x) und q′(y) = (1− α) y q(y)zu lösen.Das geht beispielsweise mit dem bekannten Verfahren der Trennung der Variablen.Bei der Glei
hung für p ist
ˆ

1

p
dp =

ˆ

α

x2
dx,also

ln(p) = −α
x
+ c bzw. p(x) = c̃ e−

α
x ,mit beliebigen Konstanten c, c̃ ∈ R.Als Endergebnis der Re
hnung erhalten wir das Produkt von p und q, also

u(x, y) = p(x) q(y) = γ exp
(
−α

x + (1−α)
2 y2

)mit beliebigen Konstanten α, γ ∈ R.(b) Ableiten des Ansatzes ergibt uxy(x, y) = p′(x)q′(y); dur
h Einsetzen in die Glei-
hung erhält man
x2 p′(x)q′(y) + 3y2 p(x)q(y) = 0. (×)Das Sortieren der Terme na
h x und y führt auf

x2
p′(x)

p(x)
= −3y2 q(y)

q′(y)
,



371und das kann wieder nur dann für alle (x, y) gelten, wenn jede Seite für si
h ge-nommen glei
h einer Konstanten ist. Zu lösen sind also die beiden gewöhnli
henDi�erentialglei
hungen
x2

p′(x)

p(x)
= α und − 3y2

q(y)

q′(y)
= αfür α ∈ R. Umformen ergibt (für α 6= 0)

p′(x) =
α

x2
p(x) und q′(y) = −3y2

α
q(y).Die erste Glei
hung haben wir gerade in (a) gelöst und dabei p(x) = c e−

α
x miteiner beliebigen Konstanten c ∈ R erhalten. Die Lösung zur zweiten Glei
hung ist

q(y) = C e−
1
α

y3

;wenn man das ni
ht sofort sieht, sollte man es mit Trennung der Variablen na
h-re
hnen. Damit �nden wir als Lösungen der Glei
hung
u(x, y) = γ exp

(
−y

3

α
− α

x

)mit Konstanten α, γ ∈ R, α 6= 0. (Für α = 0 erhält man aus x2 p′(x)
p(x) = 0, dass

p(x) =
onst. und damit aus (×) die Nulllösung, die im obigen Ausdru
k dur
h
γ = 0 enthalten ist.)



88 Die Lapla
e- bzw.Poissonglei
hung88.1 Wir benutzen unser Rezept zum Lösen des Diri
hlet's
hen Randwertproblemsfür einen Kreis: (1) Die (endli
he) Fourierreihenentwi
klung der 2π-periodis
hen Funk-tion u0(ϕ) = sin3(ϕ) lautet
u0(ϕ) = sin3(ϕ) =

3

4
sin(ϕ)− 1

4
sin(3ϕ) .Damit haben wir ak = 0 für alle k ∈ N0 und b1 = 3

4 , b3 = 1
4 und bk = 0 sonst.(2) Damit erhalten wir die Lösung:

u(r, ϕ) =
3

4
sin(ϕ)

r

2
− 1

4
sin(3ϕ)

r3

8
.Eine Transformation auf kartesis
he Koordina-ten liefert

u(x, y) =
3

8
y − 3

32
x2y +

1

32
y3 .

2
1

0
−1

−2210−1−2

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

88.2 Die (endli
he) Fourierreihenentwi
klung der 2π-periodis
hen Funktion u0(ϕ) =
sin3(ϕ) lautet na
h wie vor (siehe vorherige Aufgabe)

u0(ϕ) = sin3(ϕ) =
3

4
sin(ϕ)− 1

4
sin(3ϕ) .Damit haben wir ak = 0 für alle k ∈ N0 und b1 = 3

4 , b3 = 1
4 und bk = 0 sonst. Dassetzen wir mit den vertaus
hten Rollen von r und R in die Formel des Rezepts ein.Dann erhalten wir die Lösung:

u(r, ϕ) =
3

4
sin(ϕ)

2

r
− 1

4
sin(3ϕ)

8

r3
.Eine Transformation auf kartesis
he Koordina-ten liefert

u(x, y) =
3

2

y

x2 + y2
−6 y

(x2 + y2)2
+8

y3

(x2 + y2)3
.88.3 Das folgende Programm taugt:



373fun
tion [A,b℄=laplExample (n)% Lapla
e-Glei
hung auf dem Einheitsquadrat [0,1℄^2 mit% Fünf-Punkte-Stern diskretisieren und für die re
hte Seite% f = 2*pi^2*sin(pi*x)*sin(pi*y)% lösen.% Hinweis: f ist so gewählt, dass% u(x,y)= sin(pi*x)*sin(pi*y)% die exakte Lösung ist.%% Input% n n^2 ist die Anzahl der INNEREN Punkte (Freiheitsgrade)if nargin<1, n=2^6-1;endf = �(x,y) 2.*pi^2.*sin(pi*x).*sin(pi*y);%% exakte Lösung als Funktion (zum Verglei
h)uExakt = �(x,y) sin(pi*x).*sin(pi*y);%% Matrix aufstellenmo=-ones(n,1);I=speye(n); % HilfsgröÿenD=spdiags([ 4*ones(n,1), mo, mo ℄,[0,-1,1℄,n,n); % A_n Blo
kC=spdiags([ mo,mo ℄,[-1,1℄,n,n); % Position der Nebend.A=(kron(I,D)+kron(C,I))*((n+1).^2); % Krone
ker%% re
hte Seite auftellen[X,Y℄=meshgrid((1:n)./(n+1)); % innere Punkteb=f(X,Y);b=b(:);%% sparse LGS lösenu=A\b;%% Visualisierung: näherungslösung[X,Y℄=meshgrid(linspa
e(0,1,n+2)); % Mesh MIT RandZ=zeros(size(X));Z(2:end-1,2:end-1)=reshape(u,n,n); % u im Innerenfigure(1);surf(X,Y,Z);title(['n=',num2str(n)℄);



374 88 Die Lapla
e- bzw. Poissonglei
hung%% FehleruRight=uExakt(X,Y);fprintf('maximale Abwei
hung von exakter Lösung: %1.15e\n',...max(max(abs(Z-uRight))));%% Visualisierung: exakte Lösung[Xe,Ye℄=meshgrid(linspa
e(0,1,1e3));Ze=uExakt(Xe,Ye);figure(2);surf(Xe,Ye,Ze,'EdgeColor','none','Fa
eColor',0.8*ones(1,3));
amlight;title('exakte Lösung')end



89 Die Wärmeleitungsglei
hung89.1 Wir gehen na
h unserem Rezept vor:(1) Die Funktion u(x, 0) ist bereit als Fourierreihe gegeben.(2) Wir erhalten die Lösung u = u(x, t):
u(x, t) = 2 e

−9π2/t sin (3πx) + 3 e
−4π2/t sin (2πx) .89.2 Wir gehen vor wie bei der Lösung des Nullrandproblems:1. S
hritt. Ermitteln von Lösungen der Wärmeleitungsglei
hung: Diese kennen wirbereits:

u = u(x, t) = e−c2k2t (a cos(k x) + b sin(k x)) , a, b, k ∈ R .2. S
hritt. Die Randbedingungen legen Konstanten fest, wir erhalten eine allgemeineLösung: Wir ermitteln unter den Lösungen aus S
hritt 1 jene, die au
h die Randbedin-gungen ux(0, t) = ux(l, t) = 0 erfüllen. Dabei gilt
ux(x, t) = e−c2k2t (−a k sin(k x) + b k cos(k x)) .Aus ux(0, t) = 0 für alle t folgt b = 0.Aus b = 0 und ux(l, t) = 0 für alle t folgt a sin(k l) = 0 für alle k. Damit:

sin(k l) = 0 ⇔ k l = nπ für n ∈ N ⇔ k =
nπ

l
für n ∈ N .Damit ist für jedes n ∈ N die Funktion

un(x, t) = an e−c2(nπ/l)2t cos
(n π
l
x
)eine Lösung der Wärmeleitungsglei
hung, die au
h die Randbedingung erfüllt.Dur
h Superposition dieser Lösungen erhalten wir eine allgemeine Lösung, die die Wär-meleitungsglei
hung und die Randbedingung erfüllt:

u(x, t) =

∞∑

n=1

un(x, t) =

∞∑

n=1

an e−c2(nπ/l)2t cos
(n π
l
x
)
.3. S
hritt: Festnageln der Koe�zienten an der allgemeinen Lösung dur
h die An-fangsbedingungen: Wir ermitteln nun mittels der allgemeinen Lösung aus S
hritt 2 eineLösung, die au
h die Anfangsbedingung u(x, 0) = g(x) erfüllt. Dazu setzen wir dieAnfangsbedingung ein:Die Anfangsgsverteilung u(x, 0) = g(x) liefert:

g(x) = u(x, 0) =

∞∑

n=1

an cos
(nπ
l
x
)
=

∞∑

n=1

an cos

(
n
2π

T
x

) mit T = 2 l .



376 89 Die Wärmeleitungsglei
hungDiese Darstellungen von g kennen wir aus dem Kapitel zur Fourierreihenentwi
klung(siehe Abs
hnitt 74.3 (Rezeptebu
h)): Die Koe�zienten an sind die Fourierkoe�zientender Funktion g, falls g eine gerade Funktion auf dem Intervall [−l, l) der Länge T = 2list.Wir setzen g entspre
hend fort und erhalten die Lösung u = u(x, t) wie folgt:Rezept: Lösen eines (modi�zierten) Nullrandproblems für einen StabDie Lösung u = u(x, t) des Nullrandproblems
ut = c2uxx für x ∈ (0, l), t ≥ 0 und u(x, 0) = g(x) und ux(0, t) = 0 = ux(l, t)erhält man wie folgt:(1) Bestimme die Koe�zienten an dur
h:

an =
2

l

ˆ l

0

g(x) cos
(
n
π

l
x
)
dx für n = 0, 1, 2, 3 . . . .(2) Erhalte die Lösung u = u(x, t) als Reihendarstellung:

u(x, t) =
a0
2

+

∞∑

n=1

an e−c2(nπ/l)2t cos
(nπ
l
x
)
.89.3 Das folgende Programm taugt:fun
tion [u,A,b℄=WaermeGlLoes (T,
,u0,ul,ur,m,n)% Loesung der 1D-Waermeleitungsglei
hung: u_t - 
*u_xx = 0% auf dem Gebiet (x,t) in [0,1℄ \times [0,T℄. Ort und Zeit werden% diskretisiert und das komplette Glei
hungssystem geloest.% Dabei wird das Zeitintervall [0,T℄ mit linspa
e(T,0,m)% und das Ortsintervall [0,1℄ mit linspa
e(0,1,n) diskretisiert% Input:% T Endzeitpunkt% 
 Konstante 
 in Glei
hung% u0 Funktion u0(x) fuer Anfangswerte u(x,0)% ul Funktion ul(t) fuer linke Randwerte u(0,t)% ur Funktion ur(t) fuer re
hte Randwerte u(1,t)% m linspa
e(T,0,m) fuer t-Diskretisierung% n linspa
e(0,1,n) fuer x-Diskretisierung



377% Output:% u (m,n) Matrix mit u Werten% u(1,:) sind die Werte bei x=linspa
e(0,1,n) und t=T% A sparse Matrix fuer LGS% b re
hte Seite fuer LGSu=NaN*ones(m,n);uSize=size(u);h=1/(n-1); tau=T/(m-1);N=m*n;A=spallo
(N,N,4*N); b=zeros(N,1);glNo=0;sten
il=[2*
/(h^2)+1/tau, -1*
/(h^2), -1*
/(h^2) , -1/tau℄;tdisk=linspa
e(T,0,m);xdisk=linspa
e(0,1,n);% Innerefor z=1:m-1for s=2:n-1n_self=sub2ind(uSize,z,s);n_right=n_self+m;n_left=n_self-m;n_down=n_self+1;glNo=glNo+1;A(glNo,[n_self,n_left,n_right,n_down℄) = sten
il;endend% linker Randvalue=ul(tdisk);for z=1:m-1n_self=sub2ind(uSize,z,1);glNo=glNo+1;A(glNo,n_self)=1; b(glNo)=value(z);end% re
hter Randvalue=ur(tdisk);for z=1:m-1n_self=sub2ind(uSize,z,n);glNo=glNo+1;A(glNo,n_self)=1; b(glNo)=value(z);end% unterer Randvalue=u0(xdisk);for s=1:n



378 89 Die Wärmeleitungsglei
hungn_self=sub2ind(uSize,m,s);glNo=glNo+1;A(glNo,n_self)=1; b(glNo)=value(s);endassert(glNo==N); assert(size(b,1)==N);assert(size(A,1)==N); assert(size(A,2)==N);u=reshape(A\b,size(u));endDer Aufruf erfolgt perfun
tion WaermeTest(m,n)ul = �(t) zeros(size(t)); % linker Randwert = 0ur = �(t) zeros(size(t)); % re
hter Randwert = 0u0 = �(x) sin(x*pi); % Startwert bei t=0T = 0.25; % Endzeitpunkt
 = 1; % Konstante in u_t - 
*u_xx = 0if nargin<1, m=10; end % Zeitunterteilungif nargin<2, n=10; end % Ortsunterteilungu=WaermeGlLoes(T,
,u0,ul,ur,m,n);[X,Y℄=meshgrid(linspa
e(0,1,n),linspa
e(T,0,m));surf(X,Y,u,'EdgeColor','none','Fa
eColor','interp');
olormap(
ool(128));end



90 Die Wellenglei
hung90.1(1) Die Fourierreihenentwi
klung der Funktion g(x) = π
2 − |x− π

2 | lautet
g(x) ∼

∞∑

n=1

(−1)n 4

(2n− 1)2π
sin((2n− 1)x) .(2) Daher ist

u(t, x) =

∞∑

n=1

(−1)n 4

(2n− 1)2π
cos((2n− 1)t) sin((2n− 1)x)eine Lösung des Anfangs-Randwertproblems.90.2(1) Die Fourierreihenentwi
klung der Funktion g = g(x) lautet

g(x) ∼ 7
4 sin

(
π
2 x
)
− 1

4 sin
(
3π
2 x
)
.(2) Daher ist

u(t, x) = 7
4 sin

(
π
2 x
)
cos
(
π
2 t
)
− 1

4 sin
(
3π
2 x
)
cos
(
π
2 t
)eine Lösung des Anfangs-Randwertproblems.
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