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1 Sprechweisen, Symbole und
Mengen

1.1 (a) Wir vertauschen die Quantoren und erhalten:
In¢PU{1}Vk¢{l,n}:k|n.

Man liest diese Aussage als: Es gibt eine Nichtprimzahl n ungleich 1, die von jeder Zahl
k ungleich 1 und n geteilt wird. Diese Aussage ist falsch: Fiir jede Nichtprimzahl n # 1
gilt, dass n nicht von n+ 1 & {1, n} geteilt wird.

(b) Wir erhalten nach Vertauschen der Quantoren:
VNGNanN:l§0.001.
n

Gelesen wird diese Aussage als: Zu jeder natiirlichen Zahl N gibt es eine nattrliche Zahl
n, die grofSer oder gleich N ist, mit % < 0.001. Diese Aussage ist nicht identisch zu der
in der Aufgabenstellung, jedoch ebenso richtig.

J J
1.2 (a) H(Z”'k>:(1-1+1'2+1'3+"'+1'j)
“(3-14+3-24+3-3+...+3-9)

G145 247-34...+5-7).

5 n
RN i E= YRR I S)

30
3,5, 9, 17 1073741825 _ 2741
1.3 (@)s+3+g+pt---+ 500 = .

n=1
2 | 4 6 8 18 % 9
_ n
(b)§+§+ﬁ+ﬁ+'“+19683_ 1?'
n=
100 99
6 9 12 300 3n 3(n+1)
©F- 3% 9 = 1 32 = 11 =5—
n= n=1
12, 1.2:3 1.2:3....-13 S
(d) I+ 13 + T35 Tt 13525 — Z ( 21‘1)'
n=1 \i=1
1.4 (a)

ANC={zeRjlzcANzelC}t={zeR|b>z>-2 AN -1<z <1}
={zeR| -2<z<b AN -l<z<l}={zeR| -1<z<1}=C.



2 1 Sprechweisen, Symbole und Mengen

(b)

B\A={zeR|zeB ANz ¢gAt={zeR|1>x A (z< -2V z>5)}
={zeR|lz<1l A (z<-2V z>5)}={zeR|z<-2}.

) R\ C)UB={scR|z¢C vV aeB = {zcR|z<-1Vas1y 1>z

={zxeR|z#£1}.
1.5
(a) ANB={z€R| -2<a<b Al>z)={zcR| -2<az<1}.
(b) AUD={zeR| -2<z<5V 2°>1}

={zeR| -2<z<b Vae<-1Vze>1}=R.

() B\C={zeR|1>z A 2°>4}={zeR|z<1 A (z<-2V z>2)}
={zeR|z < —2}.

() D\(ANB) ={zeR[2®>>1 A =(-2<z<5 A 1>z)}
={zeR|(z<—-1Vze>1 A (-2<zx<1)}
={zeR|(z<—-1 Vo>l A @<-2Vz>1)}
={zeR|z< -2V z>1}.

(e

~

CNAUB)={zeR|z*<4 A (-2<z<5 V 1>z)}
={zeR| -2<z<2 AN a<b={zeR| —2<z<2}.

) R\(ANB)UCND)={z eR|~(-2<z<5A1>z)V (2> <4na’>1}
={reRjz<-2Vez>1V-2<z<-1Vvi<z<2}
={reRlz<-1Va>1}.

1.6

(a) Falsch.a € A, aber a C A. So ist die Aufgabe auch gemeint. Man kann die Aussage
aber auch als wahr deuten: Ist z. B. a = 0, so ist die Aussage wahr. Insofern ist die
Aufgabenstellung nicht ganz eindeutig.

(b) Richtig. b€ A= {b} C A= {b} € B, also ist die Aussage richtig.

(c) Falsch. a € A. Wieder kénnte man mit etwas Willen die Aussage als richtig inter-

pretieren, falls ndmlich b = {a}.

(d) Richtig, A ist Teilmenge von A und daher Element von B.



(e) a € A, aber a ¢ B, also ist die Aussage falsch.

(f) Richtig, da a € A.

(g) Richtig, da 0 C A.

(h) Richtig, da @ C M fiir jede Menge M.

(i) Richtig, da aus ¢ € B folgt {0} C B.

1.7  (a) Angenommen, es gibt eine Menge B mit () € B. Dann 3a € () mit a ¢ B.
Widerspruch, denn B a € 0.

(b) ,C“a€ A\(BUC)=a€A A (agBUC)=acANA (a€B A agC)=ac
A\B A a€ A\C=ac (A\B)n(A\Q).

2va€(A\B)N(A\C)=a€ A\B ANacA\C=acA AN (a€B AN ag(C)=
ac€A N (agBUC)=a€c A\ (BUCQ).

(c) klar.

(d),C%a€e AN(BUC)=>a€ AN (aeBUC)=a€AN(aeEBVacel)= (ac
ANa€eB)V(aeANaelC)=(ae ANB) V (a€ ANC)=a € (ANB)U(ANCQC).

2 a€e(ANB)UANC)= (a€e ANB) V (ae ANC)=(a€A Na€eB)V (a€
ANaeC)=acAN(@eEBVael)=acAAN(ae BUC)=a€ AN(BUC).

Die zweite Gleichung beweist man analog.



2 Die natiirlichen, ganzen und
rationalen Zahlen

2.1 (a) Ind.anfang: n = 1: Ein Element kann auf eine Art angeordnet werden. v’

Induktionsvoraussetzung:
Die Aussage sei korrekt fiir n € N.

Induktionsschritt: Wir haben n + 1 Elemente a1, az2,...,an+1-
Die ersten n Elemente a1, az, . . . , ay lassen sich nach Annahme auf n! viele Arten ordnen.

&\ ce /)’ an
An+1
Fiir jede der n! Anordnungen gibt es n+1 Moglichkeiten das Element a, 41 einzufiigen,
folglich gibt es insgesamt n! (n + 1) = (n + 1)! Anordnungen. v/
(b) Induktionsanfang: n=1:3,_ 2k —1)=2-1-1=1=1*=n v

Induktionsvoraussetzung: Es gilt > (2k — 1) = n? fiir ein n € N.

Induktionsschritt:
P2k -1) =7 k-1 +2n+1)—1=n’+2n+1=(n+1)72. v

(¢) Induktionsanfang: n = 1: (1 +x)* = 1+ 2 > 1 + 1z fiir alle € R und damit fiir
allexz > —-1. v

Induktionsvoraussetzung:
Esgilt (14+2)" > 1+ nx fireinn € Nund z € R mit z > —1.

Induktionsschritt:
A4z)" =Q4+2)Q4+2)" >0 +2)(1+nz)=14+nz’+zx+nz>14+ (n+1z. v

(d) Induktionsanfang: n =1: 4> +3%=91=7-13. v
Induktionsvoraussetzung: 421 + 3" %2 ist durch 13 teilbar fiir ein n € N.
Induktionsschritt:
A2 DALy (1) 42 _ g242n4] | gldnd2 _ qe 20+l 4 g gn2
=16- (4> 4372 —13.3"12,

Nach Induktionsvoraussetzung ist 42" ! 4 3”2 durch 13 teilbar, ebenso ist 13 - 372
durch 13 teilbar. Damit ist auch 42D+ 4 3(*+D+2 qurch 13 teilbar. v/



(e) Induktionsanfang:n=1. 3! (i?-1)=1-1=0= 12+43-5). v
Induktionsvoraussetzung: Es gilt 7" (i* — 1) = %(Qn?’ + 3n? — 5n) fiir ein n € N,
Induktionsschritt:

n+1 n
DM@ -1)=) (-1 +(n+1)"-1= é(2n3+3n275n)+n2+2n

i=1 i=1

- %(2713 +On? 4 7n) = é(2(n+ 1 +3(n+1)2=5(n+1)). v

(f) Induktionsanfang: n =1. 5 ,_ k! - k=1.-1=1=21-1.V
Induktionsvoraussetzung: Es gilt > 7 k- k! = (n+1)! — 1 fiir ein n € N.
Induktionsschritt:

n+1 n
Sokk=> K k+n+D)-(n+1)=@n+D -1+ @n+1!-(n+1)
k=1 k=1

=(n+2) -+ —1=m+2)!—1.v

(g) Induktionsanfang: n = 1.
Sio=2"+2'=142=3=4-1=2>-1=2""" 1./
Induktionsvoraussetzung: Es gilt > 7" 2" = 2"t _ 1 fiir ein n € N.
Induktionsschritt:

;z:—i-ol 21 _ @T'L:O 21 + 2n+1 _ 2n+1 — 1+ 2n+1 —9. 2n+1 —1= 2(n+1)+1 1.V
(h) Induktionsanfang: n = 5: 2° =32 > 25 = 5.
Induktionsvoraussetzung: Es gilt 2" > n? fiir ein n € N mit n > 4.

Induktionsschritt:
antl =9 9" > 2. p2 =n? fp?>n? 4+ 2+ 1= (n+1)2%. v

Im obigen Beweis wird n? nach unten durch 2n + 1 abgeschitzt, man nutzt also aus,
dass fiir n > 4 stets die Ungleichung n? > 2n+ 1 gilt. Die Giiltigkeit dieser Ungleichung
l&sst sich wiederum durch Induktion beweisen:

Induktionsanfang: n =5: 52 =25>11=2-5+1. v

Induktionsvoraussetzung: Es gilt n? > 2n + 1 fiir ein n € N mit n > 4.

Induktionsschritt:

(n+1)? =n?42n+1 > 2n+14+2n+1 = 2n+2+2n = 2(n+1)+2n > 2(n+1)+1. v
(i) Induktionsanfang: n = 1.
S (F)?=F=1"=1-1=1-(1+0)=F - (Fo+F)=F-F,=F -Fiy1. v
Induktionsvoraussetzung:
Es gilt Y1 | (F;)? = Fp, - Fpoyq fiir einn € N.
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Induktionsschritt:

?Ill(Fi)Q = ?:1(F7;)2+(Fn+1)2 = Fn 'Fn+1+Fn+1 'Fn+1 - Fn+1 . (Fn+Fn+1) -

Fn+1 . Fn+2 . \/
2.2 (a) (Z) = Ww = (nﬁk>’

b) (Z) = n!(?’?in)! =1l= m(ﬁo)! = (3),
c) Es gilt:

(
(

n n - n! n! ~nlln—k+1) nlk
)P ko1 TR T G D)k ) Rin—k+ D! M —k+ D)
1) (n+1
TRkl \ k)

2.3 (a) Es gilt:

1000 -z — 10 -2 = 990 - & = 10124.24 — 101.24 = 10023 .

10023 __ 3341
990 — 330 °

(b) Es sei @ =10 - 0.09 = 0.9. Dann gilt

Nun folgt: z =

10-a—a=99-09=09.

L

Nach a aufgeldst erhalten wir a = 1 und damit = = 0.09 = 15.

(c) Es gilt

10° - & — z = 142857.142857 — 0.142857 = 142857 .
Nach z aufgel6st erhalten wir:

. 142857 142857 _ 1
105 -1 999999 7

2.4  Wir nummerieren die Wohneinheiten in der Reihenfolge ihrer Fertigstellung
durch. Die k-te Wohnung hat 4380 — (k — 1) Verbrauchstage, k = 1, 2, ..., 4380. Die
Zahlen 4380 — (k — 1) durchlaufen die Werte 4380, 4379, ..., 1. Die Anzahl N der Woh-
nungsverbrauchstage ist

4380
N =
k=1

b — 4380 - 4381

= 9594390 .
2

Damit ist der durchschnittliche Verbrauch pro Tag und Wohnung

1.8709 - 108

=19.5 kWh.
N 9.5 kW



2.5  Wir bezeichnen die Schuld nach der k-ten Rate mit S. Der Verzinsungsfaktor
ist ¢ = 1.07. Damit erhalten wir

So = 100000 Euro,
S1=S0-q—A,
So=51-q—A=(So-q—A)-q—A,

Sp=0(-(So-q—A)-q—A) -g—A)-) qg—A
=S ¢"—A- (" +¢" P+ +g+1)
q" -1

:quan'q—l‘

Die Bedingung S29 = 0 liefert demnach

0=S0-¢°—-4.-2

Aufgel6st nach A bedeutet das:

-1
A=Sp-q* qgo — ~9439.29 Euro.



3 Die reellen Zahlen

3.1 Angenommen, /2 ist rational. Dann wire v/2 = 7+ € Q und durch Kiirzen
erhielten wir v/2 = %, wobei p und q teilerfremd wiren. Mit Quadrieren folgte dann:

Es miisste also die Zahl p? gerade sein, da sie 2 als Teiler hat. Damit wire dann auch p
gerade, also p = 2r mit r € Z. Einsetzen lieferte dann:

2q2:p2 = 2q2:4r2 <= q2:2r2.

Damit wére also auch g gerade. Dann hétten sowohl p als auch ¢ den Teiler 2. Das steht
im Widerspruch dazu, dass p und ¢ teilerfremd sind. Es gibt demnach keine Darstellung
von /2 als Bruch.

3.2 (a) Die erste Idee ist, diese Ungleichung mit = + 1 zu multiplizieren. Dazu ist
eine Fallunterscheidung z + 1 > 0 und x + 1 < 0 ndtig. Wir vermeiden diese Fallunter-
scheidung durch folgenden Trick, wobei das Gliick uns beisteht und sich der entstehende
Quotient derart vereinfacht, sodass keine Fallunterscheidung nétig wird:

rz—1 1 m—1_1<0®x—1—(x+l)< B
z+1 z+1 z+1 z+1

S rx4+1>0 & z> -1,
sodass L = {z € R|z > —1}.
(b) Die Mitternachtsformel zeigt, dass das Polynom 22 + z + 1 keine reellen Nullstellen

hat:
1 /1 1

Damit gibt es keinen Vorzeichenwechsel. Setzt man x = 0 ein, so stimmt die Unglei-
chung, damit ist die Ungleichung aber fiir alle x € R erfillt, also L = R.

(c) Es gilt:

-2 <2w-2 & (z-1)(z"-2)<0.

1. Fall:  —1 > 0 und 22 < 2. In diesem Fall gilt L1 = {z € R|1 < = < v/2}.
2. Fall: x —1 < 0 und 2% — 2 > 0. In diesem Fall gilt Lo = {z € R|z < —/2}.
Insgesamt erhalten wir L = {z € R|z < —v2 V 1 <z < V/2}.

(d) Wir unterscheiden 1 —2 >0 und 1 —z < 0:

1. Fall: 1 — z > 0. Dann erhalten wir:

l—-2<142z & 32>0 & >0, also Li={xeR|0<x < 1}.



2. Fall: 1 — x < 0. Dann erhalten wir:
—(1-2)<142z & z—-1<2z+1 & x>-2, also Ly ={z e R|z>1}.

Insgesamt erhalten wir L = {x € R|z > 0}.
(e) Wir erhalten mit der Mitternachtsformel

152° < Tz +2 < 15(z —2/3)(z + 1/5) < 0.

1.Fall: x —2/3 > 0 und « + /5 < 0. Solche x € R gibt es nicht, sodass L1 = (.
2. Fall: x —2/3 < 0 und z + 1/5 > 0. In diesem Fall erhalten wir Ly = [—1/5,2/3].
Insgesamt haben wir also L = [—1/5, 2/3].

(f) Wir 16sen die Betrage auf, indem wir eine Fallunterscheidung geméf der Teilmengen
(=00, —1), [-1,5/2) und [5/2, 00) betrachten:

1. Fall: x > 5/2. Esgilt c +14+ 5z —2=6 < 6x =7 < x = T7/6. Hier erhalten wir
Ly ={7/s}.

2. Fall: © < —1.Esgilt —x —1—-524+2=6 & 6r=-5 & x= f%. Hier erhalten
wir Lo = (.

3. Fall: -1 <z <5/2.Esgilt t+1-52x+2=6 & 4o = -3 < x = —3/4. Hier
erhalten wir Lz = {—3/4}.

Insgesamt erhalten wir die Losungsmenge L = {—3/4,7/6}.
(g) Wir werden den Betrag los, indem wir die Félle z > 0 und = < 0 unterscheiden:
1. Fall: > 0. Es gilt ©*/2 =8 < 22 =16 < x = 4. Hier erhalten wir L1 = {4}.

2. Fall: © < 0. Bs gilt —2°/2 = 8 < z? = —16. Solche x gibt es in R nicht, sodass
Ly = 0.

Insgesamt erhalten wir L = {4}.

(h) Wir unterscheiden die Félle z > 0 und = < 0.

1. Fall: > 0. Esgilt 2> = 22° & 2°-22° =0 & 2°(2-2)=0 & 2=0V 2 =2.
Hier erhalten wir L; = {0, 2}.

2. Fall: © < 0. Es gilt —z? = %w?’ e 2° 4222 =0 & 2%(2+2)=0 & = —2. Hier
erhalten wir Lo = {—2}.

Insgesamt erhalten wir L = {—2,0, 2}.
(i) Wir machen eine Fallunterscheidung, um den Betrag loszuwerden.
1. Fall: x — 4 > 0. Es gilt:

r—4>2" & 2’ —2r< -4 o P —r+lYa< 151 & (z—1/2)* < —15/a,
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solche gibt es in R nicht, sodass L1 = 0.
2. Fall: x — 4 < 0. Es gilt:

e d’tr<d o P4+ 1a< s & (z412)° <17

& VTTa<x+ 1< V172 & (F1-VID/r <z < (=14+VID)/2.

—rx+4>zx

Damit erhalten wir Lo = {z € R| — (VIT+1)/2 < 2 < (-14+VID)/2},
Insgesamt erhalten wir L = Lo = (—(VI7+1)/2 (=1+V17)/3).

3.3 (a)Esgeltep="1",¢= 72 €Q Danngilt p+q=T++72 = mnatmam ¢ Q,

ning
also stimmt die Behauptung.

(b) Diese Behauptung kann nicht stimmen: Es sind némlich r = V2 und s = —v2
irrationale Zahlen, die Summe r + s = 0 hingegen rational.

(¢c) Angenommen, z € Q. Dann gilt »r = z — p € Q, das stimmt nicht. Damit kann z
nicht rational sein, somit ist z irrational.

3.4 (a) Falsch,dazB.|0—-1=1¢ —-1=10] —|1].
(b) Falsch, da z.B. |1 — (—=1)|=2#0=||1] — | — 1]]-
(¢) Richtig, da fiir alle z, y € R gilt:
] = |z —y +yl <[z —y[+ ]yl = |z| = |y| < [z -y
lyl =1y —z+z| <|y -zl +[z[ = [y| - [z] < |y — 2| = (=] = ly]) < |z -yl
Damit gilt also ||z| — |y|| < |z — y|.

3.5 (a) Die ersten Elemente der Menge lauten 1/2, 2/3, 3/4, 4/5 .. .. Man schopft den
Verdacht: 1/2 < x <1 fiir alle x € M. Bleibt nur noch, den Verdacht zu begriinden.

Wir beginnen mit der unteren Schranke:
x>1l2 Ve eM & n/n+12% VneN & 2n>n+1 VneN & n>1 VneN.

Damit ist gezeigt, dass 1/2 eine untere Schranke von M ist, insbesondere M also nach
unten beschrinkt ist. Wegen /2 € M ist gezeigt: inf(M) = /2 und min(M) = 1/2.

Nun zur oberen Schranke:
r<1 VeeM < nL_Hgl VneN & n<n+1 VneN & 0<1neN.

Damit ist gezeigt, dass 1 eine obere Schranke von M ist. Angenommen, es gibt eine
weitere obere Schranke b < 1 von M, also x < b fiir alle x € M, dann folgt:
r<b<lVexeM & nL_HganEN Sn<<bn+bVneN

& (1-bn<bVneN & n< 5 VneN
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(beachte, dass 1 — b > 0), das ist nicht moglich, da N unbeschrankt ist. Damit gilt
sup(M) =1.Da 1 ¢ M, hat die Menge M kein Maximum.

(b) Schreibt man die ersten Elemente von M auf, so erkennt man schnell, dass man am
besten zwischen den geraden und ungeraden n € N unterscheiden sollte: M = My U M,

mit

My ={zveR|z =57+, keN} wmd M, = {s €R|o =3, ke N} .

Damit haben wir also
Mg = {5/6,9/20,13/a2, ...} , My = {1/2,1/4,%/6,...} .
Da offenbar max(My) = 5/6 und max (M, ) = 1/2 gilt, erhalten wir bereits:
max (M) = sup(M) = 5/6.

Offensichtlich ist 0 eine untere Schranke von M. Angenommen, 0 ist nicht das Infimum.
Dann gibt es ein ¢ > 0 mit z > ¢ fiir alle x € M. Es folgt

A >cVkeN & k<L VkeN.

Das kann nicht sein, da N nicht nach oben beschrinkt ist. Es folgt damit inf(M) = 0.
Da 0 ¢ M, hat M kein Minimum.

(¢) Wir berechnen zuerst ein paar Elemente der Menge:
M = {1/2, 4/4, 9/s, 16/16, 25/32, 36/64, ...}
Es liegt die Vermutung nahe, dass »°/2» < 1 fiir n > 4, d.h. n? < 2" Vn > 4. Wir
beweisen diese per Induktion nach n:
Induktionsanfang: Fiir n = 4 ist die Aussage erfiillt. v
Induktionsbehauptung: Es gelte n? < 2" fiir ein n € N>4.
Induktionsschritt: Zu zeigen ist: (n 4+ 1)? < 2"F1. Es gilt:
n+1)?=n*+2n+1<n’*+2n+n=n>43n<n’ +n-n=2.n°<2.2" = 2",

Damit gilt n? < 2" fiir n > 4 und folglich n?/on < 1 fiir n > 4.

Es ist demnach sup(M) = max(M) = 9/8. Aulerdem gilt wegen

(n+1)?/ortt (n+1)2 | (n+1\° 1\?
= = = - = = — >
n?/on 2n2 2 n 2 (1 n <l ¥n2z3,

dass (n+1)?/on+1 < n®/on ist, fiir alle n > 3. Man sagt: Die Folge (»*/2") fillt ,schlieRlich
streng monoton“. Wegen der Beschrénktheit nach unten durch 0 gilt inf(M) = 0; ein
Minimum existiert nicht, es gibt in M n&mlich kein kleinstes Element.



4 Maschinenzahlen

4.1 2005 =1024+512+256+ 128 + 64 +16+4+1=1-2"041.29 4 1.28 4 1.27 4
1-2640-2° 4122 4+0-2%+1-22+0-2' +1-2°. Damit gilt (2005)10 = (11111010101)s.

Wegen 0.25 = 2 =272 gilt (0.25)10 = (0.01)a.

4.2  (a) Es gilt 967 =512 +256 + 128 +64 +4+2+1=1-2°+1-28 4 1.2 + 1.
2640-2°40-2*4+0-2%+1-22 +1-2" +1-2° Damit gilt (967)10 = (1111000111)s.
Wegen 0.5 = 1 = 27" gilt (0.5)10 = (0.1)2.

(b) Wegen 1-274+1-264+0-2°+0-2* +1-2° +1-22+0-2" +1-2° = 205 gilt
(11001101)2 = (205)10.

(c) Es gilt 1111 -11 = 11110 + 1111 = 101101.

Die Probe liefert (11)2 = (3)10, (1111)2 = (142422 +23)19 = (15)10 und (101101)2 =
(1+2% 423 4+2%)10 = (45)10.

4.3  Durch Eingabe von:

a=1/11;
for i=1:30
if a>=1
a=a-1; x(1) = 1;
else x(i) = 0;
end
a = 2%*a;
end

X

erhiltmanx =000010111010001011101000101110.
Daraus kann man ablesen, dass 1/11 binér geschrieben 0.0001011101 lautet.

4.4  Der folgende Code taugt:

function [ x ] = binaerganz( a )
k=1;
while a>=1
if mod(a,2) "= 0
x(k)=1; a=a-1; a=a/2; k=k+1;
else
x(k)=0; a=a/2; k=k+1;
end
end
x=x(end:-1:1);
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4.5 InMay 33 gibt es 2-23.7+1 = 113 Maschinenzahlen. Es gilt eps = 272 = %.
Verfiigbare Mantissen:
Mantisse in der Basis 10
+0000 =40-27'40-27240-27%40-27 =0
+1000 =+(1-27"40-27240-27%+0-27) =+
+1001 =+(1-27"+0-272+0-27%+1. 27 =+ 2
+1010 =+(1-27'+0-272+1-27%40-27) =£2
+1111 =+(1-27"+1-27% 41277 41. 27 =£15
Verfiighare Exponenten:
Exponent in der Basis 10
~11 =—(1-2"41.-2%=-3
-10 =—(1-2"40-2% = -2
—01 =—0-2"4+1-2%=-1
+00 =+(0-2'40-2% =0
+01 =40-2"+1-2 =1
+10 =+(1-2'40-2% =2
+11 =+(1-2'+1-2% =3
Damit erhalten wir
Tamin=41000—11=+(1-271 +0-27240.272 4 0.27%) . 272 H12) _1 H=3_ L
Tmax=+11T+11=+4(1-271 4 1.272 4 1.273 4 1.27%) gt (12412 _15 93 _ 15

4.6 MATLAB kann auch mit nichtnormalisierten Maschinenzahlen arbeiten. Der
Befehl realmin liefert die Zahl

0.10...09 - 2™ emin = —1022
52

Diese Zahl teilen wir durch 2°2 und kriegen
0.0...01y - 26min,

Erneutes Teilen durch 2 liefert (endlich) 0.
Der Befehl realmax gibt

0.1...1g-26me= €emaz = 1023.
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Aus der IEEE Arithmetik (grundlegende arithmetische Operationen sind rundungs-
genau) wissen wir, dass, solange die gerundete Summe kleiner als 2°7e* ist, wir auf
realmax was draufaddieren diirfen und dabei wieder realmax als Resultat bekommen.
Anmerkung: Aus dem gleichen Grund liefert (1+eps/2)-1 Null!

4.7 Es ist z1 — 1 die Maschinengenauigkeit, das ist durch die Lénge der Mantisse
bedingt. Weiter wissen wir: 21 = 1+ 27" = 1+ 2723, Die kleinste darstellbare positive
Zahl zo hingt aber auch noch von dem Exponent ab, kann also wiel kleiner werden.

Diese Zahl ist gegeben durch m = 1 und e = emin, also 9724, 9126 _ 9~ 150



5 Polynome
5.1 (a) Es gilt p(z) = g(z) (z® + 22 — 2+ 2).
(b) Es gilt p(z) = q(z) (2® — 5z + 6) — 2z — 8.

5.2  Auswerten der Polynome an Stellen wie 0, 1, -1 und/oder quadratische Er-
ginzung liefert Nullstellen. Durch Polynomdivision lassen sich die Polynome dann in
Faktoren zerlegen.

(a) pi(z) = (z+1)(® 2z —1) = (z — (= — 5(1+V5))(x — 5(1 - V5)).
(b) p2(z) = (x—1)(2* —22° =52 +6) = (z — 1)*(z* =2 —6) = (z — 1)*(z + 2)(z — 3).
(c) Mit der Substitution u = 2 ergibt sich eine quadratische Gleichung fiir u:

w—6u+7=wu—-37>-2=0.

Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind durch u = 3 & v/2 gegeben. Fiir
die vier Nullstellen bzw. die Faktorisierung des Polynoms p3(x) folgt somit

ps(ac):(x+\/3+\/§)(acf\/3+\/§)(x+\/37\/5)(367\/37\/5).

(d) pa(x) = 9z + 3023 + 162% — 30z — 25 = (x + 1) (x — 1) (3z + 5)°.
(e) ps(z) =a® — T2 + 4z +12 = (z + 1) (z — 2) (x — 6).

(f) Wir finden keine Nullstelle, die wir wegdividieren koénnen. Also machen wir den
Ansatz

pe(z) = (#° +az+b)(2* +cx+d) = 2" + (a+ )z’ + (ac+ d+b)z* + (ad+be)z +bd..

Ein Koeflizientenvergleich liefert ein Gleichungssystem
ea+c=1 e ac+b+d=2 o ad+bc=1 o bd=1

Aus der ersten Gleichung erhalten ¢ = 1—a, dies eingesetzt in die zweite Gleichung
liefert a(1 —a) + b+ d = 2. Wegen der letzten Gleichung versuchen wir es mit b =
d = 1 und erhalten nun a = 0 oder a = 1. Wir versuchen es mit a = 0 und erhalten
¢ = 1. Offenbar erfiilllen a =0, b =1, c = 1, d = 1 alle Gleichungen. Damit haben
wir die Zerlegung gefunden: pg(z) = z* + 234222 4 x4+ 1 = (m2 +1) (m2 +z+1).
(g) prx)=a*+423 + 22 —dz —3=(z+3) (- 1) (z +1)°.
(h) ps(z) =2 +1=(z+ 1)(2® —z +1).
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5.3 (a) (1) Der Ansatz lautet:

zt-4 A B Cz+D Ex+F
T — 2 T2t o T @
_ (A+O)a®+(B+D)a'+(2A+C+E)a*+(2B+D+F)z?+Az+B
- I2(1‘2+1)2 .

(2) Multiplikation mit dem Nenner g(x) liefert:

5 Polynome

et —4=(A+0)2° +(B+ D)z + 2A+C+ E)a® + 2B+ D+ F)2° + Az + B.

(3) Wegen der Vielzahl der Unbekannten, versuchen wir nun gar nicht, manche durch

Einsetzen spezieller Werte zu ermitteln.

(4) Wir formulieren den Koeflizientenvergleich als lineares Gleichungssystem mit den

Methoden aus Kapitel 9 (Rezeptebuch): Der Koeflizientenvergleich liefert

101000 A 0
010100 B 1
201010 cl _10
020101 D] |0
100000 E 0
010000 F —4

Man erhélt (der Reihe nach): A=0,B=-4,C=0,D=5,E=0, F=3.

(5) Damit erhalten wir die Partialbruchzerlegung:

zt-4 4 5 3
Z@@Z = "2 T @ T @
(b) (1) Der Ansatz lautet:
x _ A + Bz+C _ (A+B)z?4+(B+C)z+(A+0)
(I+z)(1+=22) = 14z 1+x2 — (1+z)(1+x?) :

(2) Multiplikation mit dem Nenner liefert
z=(A+B)* +(B+C)z+ (A+0C).

(3) Wir bevorzugen den Koeflizientenvergleich.
(4) Man erhalt direkt: A = —1/2, B=C = 1/a2.
(5) Damit gilt

x _ 1
(A+z)(A+=z2) — 21+22 ~ 14z °

(¢) (1) Der Ansatz lautet:

o4 _ A BatC _ Az?2+A+Bz?+Cz _ (A+B)z*+Cz+A
z(z2+1) ~ =z 241 z(z2+1) - z(z2+1) :
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(2) Multiplikation mit dem Nenner liefert
r—4=(A+B)* +Cz+ A.

(3) Wir bevorzugen wieder den Koeffizientenvergleich.
(4) Der Koeffizientenvergleich liefert A = —4, B=4, C = 1.
(5) Damit gilt:

rx—4 1 4x+1
3+ T 74; + 241 "
(d) (1) Der Ansatz lautet:
z? - A L _B_, C _ (C—A)z?>+(20—-B)z+(A+B+C)
(z+1)(1—22) = 1+=x (14x)2 11—z — (14+z)(1—=2) :

(2) Multiplikation mit dem Nenner liefert
22 =(C—A)*+(2C —B)z+ (A+B+C).

(3) Wir verlassen uns auf den Koeflizientenvergleich in (4).

(4) Ein Koeflizientenvergleich liefert:

-1 0 1 A 1 10 —-1]-1

0 —1 2 B|l=10]~]101-2]0 ,

1 11 C 0 00 4|1
es folgt C = 1/4, B =1/2, A = —3/4.
(5) Es gilt also

z? 3_1 11 11
GID(=2%) — 41tz T 20327 T 31-2"
(e) (1) Der Ansatz lautet:
9z _1 9z _1(_ A Ba+C | _ l(A+B)x2+(B+C*A)x+(%A+C)

22943245 2 (achl)(w?for%) 2\ =+l w27w+§ (erl)(w?for%) '

(2) Multiplikation mit dem Nenner liefert
9z = (A+B)2” + (B+C — Az + (3A+0).

(3) Wieder wollen wir die Koeffizienten vergleichen:

(4) Der Koeffizientenvergleich liefert B = —A und somit C' = 942A und somit %A+9 =
0. Also gilt A= -2, B=2und C =5.
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(5) Es gilt also

9x 1 2x+5 1

2x3+3z+5 2 $2_z+% z+1 °

(f) (1) Der Ansatz lautet:

422 _ A B Cz+D Ez+F
I @)% — a1l T @rn? T 41 T @i
_ A(z+1D) (2?4124 B(2?41)?+(Cz+D) (z+1)? (2?2 + 1)+ (Ex+F) (z+1)?
o (z+1)*(2*+1)?
_ (A4+C)z°+(A+B+2C+D)z*+(2A4+2C+2D+E)z?®
B (z+1)2(22+1)2
+ (2A+2B+2C+2D+2E+F)z®+(A+C+2D+E+2F)a+(A+B+D+F)
(z+1)2 (22 +1)2 )

(2) Multiplikation mit dem Nenner liefert
42° = (2A+2B+2C +2D+2E+ F)2* + (A+C+2D+ E+2F)z+ (A+ B+ D+ F).

(3) Wir wollen die Koeffizienten vergleichen.

(4) Der Koeflizientenvergleich liefert ein etwas grofieres Gleichungssystem, das wir mit
den Methoden aus Kapitel 9 16sen:

101000\ /A 0 100000|0
112100]||B 0 0100001
202210[|Cc]| o 0010000
222221l 4] " Jooo100|-1
101212 |E 0 00001 0|2
110101/ \F 0 00000 1|0

(5) Aus obigem Gleichungssystem erhalten wir nun die Losung:

422 _ 11 4 2
(z4+1)2(z24+1)%2 = (z+1)? 241 241 "




6 Trigonometrische Funktionen
6.1 (a) Essei z € [—1,1]. Da arcsin auf [—1, 1] definiert ist, gilt sin (arcsin(z)) = z.
AuRerdem besagt der Satz des Pythagoras sin® (arcsin(z)) + cos® (arcsin(z)) = 1, also

cos’ (arcsin(z)) =1 — sin? (arcsin(z)) =1 — z?.

Da —% < arcsin(z) < ¥ ist cos (arcsin(z)) > 0 und Wurzelziehen liefert:

cos (arcsin(z)) = /1 — z2.

(b) Es sei € R. Dann gilt x = tan(arctan(x)) = sin(arctan(a))

cos(arctan(z)) "

Mit Pythagoras (siehe Teil (a)) erhalten wir

sin(arctan(z)) = x \/1 — sin?(arctan(z)) .
Auflésen nach sin(arctan(z)) liefert die Behauptung.
6.2  Mit den Additionstheoremen gilt fiir alle z,y € R:

sin(z — y) + sin(z + y) = (sin(z) cos(y) — cos(z) sin(y))+ (sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y))
= 2sin(z) cos(y) .

6.3 Unter Verwendung der bekannten Formeln zur Trigonometrie erhélt man:

sin? (¢/2)

(a) 1-— tan2 (I/Q) 1- cos?(w/2) COSQ (E/Q) — SiIlQ (E/Q)

1+ tan? (z/2) 14 sin?(/2)  cos2 (#/2) + sin? (¢/2)

cos?(z/2)

1 +cos(z) 1—cos()

= cos® (¢/2) — sin” (2/2) = 5 5 = cos(z) .
(b) 2 tan (¢/2) _ 5. sin (¢/2) _ . sin (/2) cos (#/2)
PRt (72) T cos (o) (14 ) T cos? (72) +sin’ (72)

= 2sin (¢/2) cos (¢/2) = sin (¢/2 — =/2) + sin (¢/2 4+ z/2) = sin(x) .

(©) cos*(z) — sin*(z) = (cosQ(m) — sin? (z)) - (cos2 (z) + sinQ(:E)) = cos®(z) — sin®(z)
~ 1+4cos(2x) 1 —cos(2x)
- 2 a 2

= cos(2z).

6.4  Wir formen die Ungleichung um, damit wir leichter eine Entscheidung treffen
kénnen:

sin(2z) < V3sin(z) < 2sin(z) cos(z) — V3sin(z) <0 < sin(z) (2 cos(z) — \/3) <0.

Nachdem ein Produkt zweier Zahlen nur dann negativ sein kann, wenn einer der Fak-
toren negativ und der andere positiv ist, erhalten wir nun zwei Félle:
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1. Fall:sin(sc)ﬁO/\2cos(x)f\/520<:>cos(ac)2@:Esfolgt:

Li={zeR|r+2mr <z <2r+2mm A —g +2nt <z < 5 +2nm, m,n € Z}
={z €R| - g +2kr <z <2km, ke€ZL}.

2. Fall: sin(x) >0 A 2008(;5)7\/§§0<:>cos(ac)§@:Esfolgt:

Lg:{w€R|2m7r§9c§7r+2m7r/\%+2n7r§:c§117”+2n7r, m,n € Z}
={z eR|§+2kr <z <7m+2knr, kelZ}.

Insgesamt haben wir damit die Losungsmenge L = {z € R| —§+2km <z < 2km V §+
2k <z <mw+2km, keZL}.

6.5  Wir formulieren die Gleichung um: Wir ersetzen cos? durch 1 —sin? und erhalten
eine quadratische Gleichung in sin:

5sin(z) — 2cos’(z) = 1 « 5sin(z) — 2(1 —sin’(z)) = 1

& sin®(z) + 5 sin(x) — 3 0.
2 2
Substitution mit y = sin(z) liefert die Gleichung 3 + %y — % = 0. Durch Lésen der
Gleichung mit der Mitternachtsformel erhélt man die beiden Nullstellen y1 = % und
y2 = —3. Es gilt nun noch die Gleichung sin(z) = y fir y € {-3, %} zu 16sen. Da
sin(z) € [—1,1], gibt es fiir y = —3 keine Lésung, fiir y = 1 gilt L = {z € R|z =
Z4+2knm V x=5T+2knr, keZ}

6.6 (a) Im folgenden Bild sieht man die Graphen, die umso schneller schwingen, je

grofer n ist:

6.7  Durch Anwenden des Additionstheorems fiir den Kosinus erhalten wir:
cos(z — ) = cos(z) cos(p) + sin(z) sin(y) .
Die nachzuweisende Gleichung hat damit die Form

acos(z) + bsin(z) = Rcos(z — ¢) = (R cos(p)) cos(z) + (R sin(p)) sin(zx) .



Diese Gleichung gilt genau dann, wenn

a= R cos(p) und b= R sin(y).

Quadrieren und Addieren dieser Gleichungen liefert wegen sin?(x) + cos?(x) = 1:

a®+b> =R,
Und Division der beiden Gleichungen liefert

b _ Rsin(yp) ~tan
a R cos(yp) tan(y)

21



7 Komplexe Zahlen — Kartesische
Koordinaten

7.1  Man beachte die Rechenregeln z1 + 22 = Z1 +Z2 und z1 - 22 = Z1 - 22 fiir 21, 22 €
C. Damit erhalten wir fiir z:

p(Z)=anz" + ... +a1Z+ao = anz™ + ...+ a1z + ao

=ap2" + ...+ @Zz+ A =anz" + ... ta1z+ao=p(z) =0=0.

Es ist also auch Z eine Nullstelle von z.
7.2 (a) Ausmultiplizieren liefert:
z=02-1)(1+2i)=2—-i+4i4+2=4+31i.

Es ist demnach Re(z) =4, Im(z) =3 und |z| = V16 + 9 = 5.
(b) Wir erweitern mit dem Komplexkonjugierten des Nenners und erhalten:

L 50 —25i —2—11i  —100+450i—550i —275 a4
T 24111 —2—11i 125 o ’

Entsprechend ist Re(z) = —3, Im(z) = —4 und damit wiederum |z| = 5.
(c) Wir kénnen die erste Binomische Formel verwenden:
z=(14iv3)?=1+2V3i+3i°=1-3+2V3i=—-2+2V3i.

Wir kénnen ablesen: Re(z) = —2, Im(2) = 2v/3 und |2| = VA + 12 =4

(d) Zuerst betrachten wir Potenzen von i. Es gilt:

Jeweils nach vier Schritten, wiederholt sich das Ganze, wir kdnnen also vereinfachen:

Y= 196+3 +ilOO +9 ilOOJrl _9— i4-24 .13 +i4-25 +92. i4-25 i—9

=141 +2i-2=—i+1+2i-2=—1+i.
Damit ergibt sich Re(z) = —1, Im(z) = 1 und |2| = V2.

7.3  Es ist offensichtlich, dass z1 = 0 eine Nullstelle von p ist. Wir klammern diese
aus und erhalten p = z(2® + 4z + 8). Die Nullstellen des zweiten Faktors erhalten wir
nun mit der Mitternachtsformel. Es gilt:

—4++/16—-32 —4+£4i
5 =

5 = 220=-2+4+2i Nzz3=-2-2i.

22/3 =
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7.4  (a) Hier fithrt Ausmultiplizieren bereits zum Ziel:
(1+4i)-(2—-3i)=(2—-3i+8i+12) =14+ 5i .
(b) Hier fithrt Erweitern mit dem Komplexkonjugierten des Nenners zum Ziel:

4 _ 4-2-D) _8-4i_8 4.

2+1 (2+1)(2—i) 4+1 5 5

(c) Wir beachten die Tatsache, dass i = —1,1% = —1, ...

2009
PR R R R o T R i A T e
n=0

=0 =0 =0

.2005 | .2006 |, .2007 , .2008 |, .2009
1 1 1 1 1

+12%07 4 1209° 4

=1+4i.

7.5 (a) |z +1i]| < 3 liefert einen ausgefiillten Kreis um — i mit Radius 3.

(b) Re(z — i) = z impliziert z € R. Da alle z € R diese Gleichung erfiillen, handelt es
sich hier um die gesamte reelle Achse.

(c) Wir nennen die zu bestimmende Menge M. Aus
(z—3)(z—3)=|2—-3>=4]2+3>=4(z+3)(z+3)
erhalten wir die Gleichung
|z|? =32 — 32+ 9 =42 + 122+ 122+ 36 bzw. |2|*+524+52+9=0.
Somit gilt fiir Zahlen z € M die Beziehung
|2+ 5] =16.

Also folgt
ze K={2e€C||z+5|=4}.

Andererseits ergibt sich durch dieselbe Rechnung, dass z € K auch z € M impliziert.
Somit haben wir gezeigt, dass M = K ist. Die Menge beschreibt den Kreis mit Radius
4 um den Mittelpunkt —5 € C.

7.6  Wir erhalten jeweils mit der Mitternachtsformel:

(a) 22 —42+45=0 & 2=2+iVz=2—1i.

—(1-1)+V2i
2

(b) 2>+ (1—i)z2—i=0 & z = = z=1iVz=—1.

() 22 +42+8=0 & 2=-2+2i Vz=—-2-2i.



8 Komplexe Zahlen —
Polarkoordinaten

8.1  Erste Formel: Wir multiplizieren z1 = r1(cos(¢1) + isin(p1)) # 0 mit zp =
r2( cos(p2) + isin(p2)) # 0

z1 - 22 = r1(cos(p1) + isin(p1)) ra(cos(p2) + isin(p2))
= r172((cos(p1) cos(p2) — sin(p1) sin(p2)) + i(sin(p1) cos(p2) + cos(¢1) sin(p2)))
= rira(cos(p1 + 2) + isin(p1 + ¢2)) ,
wobei wir bei der letzten Gleichheit die Additionstheoreme von Seite 43 (Rezeptebuch) be-
nutzt haben.

Zweite und dritte Formel: Diese Formeln ergeben sich sofort aus der ersten Formel.
Vierte Formel: Die letzte Formel zu den Wurzeln begriindet man wie folgt: Fiir jedes

k=0,...,n gilt wegen der ersten Formel fiir zj:

2 = (/)" ( cos (n P erT +n2k:7r) +isin (n b +n2k;7r)>
= r(cos(¢ + 2km) + isin(p + 2km)) = r(cos(p) + isin(p)) = z.

Damit ist jedes der n angegebenen zj eine n-te Wurzel von z. Diese n Zahlen sind auch
noch verschieden: Diese Zahlen zo, ..., zn—1 liegen ndmlich in der Zahlenebene C auf
einem Kreis um 0 mit Radius {/7 im Winkelabstand 2Z. Damit sind sie (paarweise)
verschieden.

8.2  Wir wenden die bekannten Umrechnungsformeln an:
(a) Fiir 21 = —21 gilt r = /02 + (—2)2 = 2 und ¢ = — arccos (
Damit erhalten wir z; = 2 (cos (7727) + isin (fg))

Fir zo =i—1gilt r = \/m = /2 und (p = arccos (—%) = %w.
Damit erhalten wir zo = v/2 (cos (%w) +isin (%TF))

Es gilt z3 = %(—1 +V3i) = = %\/14——3: 1, (1 = arccos (—%) =
Damit erhalten wir z3 = cos (%w) +isin (%TF)

Bs gilt 21 = 125 = qogiay = 252 =141 = rn=VI+1 =2 ¢ =

1

arccos (%) = 7.
Damit erhalten wir z4 = /2 (cos (%) +1isin (%))

wlo
S~—
I
|
N

.

winy

(b) Fiir 11 = 2 und ¢1 = 17 gilt a = 2cos (37) = 0 und b = 2sin (37) = 2. Es sind a
der Real- und b der Imaginérteil.
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Damit erhalten wir z = 21i.

Fir r2 = 1 und @2 = 7r gilt a = lcos(g ) = _ﬁ und b = 1s1n(§ ) = % Es sind
a der Real- und b der Imagmartell.

Damit erhalten wir z = %(71 +1i).

Fir 73 = 3 und @3 = 57/4 gilt a = 3cos (57/4) = f% und b = 3sin (57/47) = f%. Es
sind a der Real- und b der Imaginérteil.

. . _ 1 s 1
Damit erhalten wir z = —3 (ﬁ +1 W)
Fiir r4 = 4 und @4 = %w gilt a = 4 cos (%w) -4 und b = 3sin (% ) = 4‘2/5. Es sind a

der Real- und b der Imaginérteil.

Damit erhalten wir z = —2 4+ 2v/31i.

8.3  Die Losungen dieser Gleichung sind die n verschiedenen n-ten Wurzeln aus der
1, diese lauten

2z = cos (22E) +isin (22%) | k€ {0,1,..., n —1}.

8.4  Wir schreiben die komplexe Zahl z = v/3 + i in Polarkoordinaten. Hier erhalten
wir 7 = /3 4+ 1 = 2 und ¢ = arccos (@) = 5, also z = 2(cos( )+1s1n(6))

Nun gilt:

2100 _ o100 (cos (100 - £) +isin (100- %)) = 210 (cos(50 Z) +isin (50- %))
16m) + isin (27 + 167)) = 2'°° (cos (27) +isin (27))

Damit gilt Re (2100) = —2% und Im (2100) =/3-2%9,

8.5 (a) Zuerst bestimmen wir die Polardarstellung:

2= =2i=2(cos (~2) +isin (=3 )) =2 (cos (—2 +2r) +isin (-7 +27)) .

Damit erhalten wir mit der Formel fiir die zwei zweiten Wurzeln:

ao :\/E(COS(*§>+iSin(7§>> :ﬂ(%fi%> =1-1,

a1 = V2 (cos (3m) +isin (§7)) = VE (~ 5y +id5) = —1+i.

(b) Zuerst bestimmen wir die Polardarstellung: z = —8 = 8 (cos(w) + isin(m)).
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Damit erhalten wir mit der Formel fiir die drei dritten Wurzeln:
ao = V8 (cos (%) +isin (%)) =2 (% +i§> =1+V3i,
a1 = V8 (cos(m) +isin(r)) = 2(~1+1i-0) = -2,

a2:\?/g(cos(%ﬂ')Jrisin(%w)):2<%*i§> =1-+V3i.

(c) Die Polardarstellung lautet: z = 8 (1 — v/3i) = 16 (cos (—%) +isin (—%)).
Damit erhalten wir mit der Formel fiir die zwei zweiten Wurzeln:
ag = \/E(cos(f )Jrisin(f%)) :4(—3 fi%) = 2\/_72i7

& 2
a1 = V16 (cos (=) +isin (~5m)) =4 (= +i}) = ~2vB+2i .

8.6  Die folgende Eingabe liefert den Plot:

90
120 60

z=1/sqrt (2)*(1+1); o8
compass (z) 15 ; S .
hold on % .
for k=2:8

compass (z~k) 20 ) 0
end 20 w0

270

8.7  Der folgende Code taugt:

function [ w ] = zeigerplot( z,n )
%zeichnet die n-ten Wurzeln von z in einen plot
a=real(z);
b=imag(z) ;
[phi,r] = cart2pol(a,b);
w=zeros(1,n);
for k=1:n
w(k)=r~(1/n)*(cos((phi+2*(k-1)*pi)/n) + i*sin((phi+2*(k-1)*pi)/n));
end
compass(w(1));
hold on
for k=2:n
compass (w(k)) ;
end
hold off



9 Lineare Gleichungssysteme

9.1

(a) 3 5| 2 3 —-5|2

Damit gilt z2 =s € R = z1 = 3+ 55, also L = ) | seR
(b) 2 0 1| 3 2 0 1 2 0 3
4 2 1| 3 ~ 10 2 —-1|-3 0 2 -3
-2 8 2| -8 0 8 3 |-5 00 7
2.0 0 100
~1lo2o0/-2|~]010]-1
0 1 00 1] 1
Damit gilt x1 = 1, z2 = —1, x3 =1, sodass L = {(1,—1,1)}.
(c) -2 1 3 —4|-12 —2 1 3 —4|-12
-4 3 6 —5|-21 0 1 0 31| 3
EVNY
2 -2 -1 6 | 10 0 -1 2 -2
-6 6 13 10 | —22 0 3 4 22| 14
-2 1 3 —4|-12 -2 1 3 —4|-12
0 10 3| 3 0 10 3| 3
od S
0 02 5| 1 0 02 5| 1
0 4 13| 5 0 00 31| 3
Damit gilt 24 =1 = 23 =3—-2=-2 = 22=3-3=0 = 21 =6-2-3=1,
also L = {(1,0,—-2,1)}.
(d) 11 213 11 2| 3 11 2| 3
2 2 5|—-4|~|00 1|-10|~]0 0 1]-10
5 5 11| 6 00 1| -9 00 0] 1
Damit gilt 0 = 1, d. h., es gibt keine Losung, L = ().
(e) 3 =5 1]-1 3 =5 1|-1 3 -5 1|-1

-3 6 02 (~]0 1 1}1 (~]0 1 1|1
3 —4 2|0 0 1 1|1 0 0 0] O
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Damit ist x3 frei wahlbar, 3 = s, s € R. Aus der zweiten Zeile folgt: z2 + x3 =
1l © 224+4s=1 < x2=1—s.

Aus der ersten Zeile folgt: 31 —5z2+23 = —1 & 3x1—-5(1—s)+s=—-1 & x1 =
%725.

-2 3—2s
+s|—1]|,also L= 1-s | €R? | seR

1 s

Somit gilt =

O = Wik

9.2  Wir stellen die komplexen Zahlen als a + bi dar:

5 52—i)  _5(2-1) _

2+i  (2+1)(2-i) 5

2—-1

und

(24412 4416116 (-124+16i)(14+1) —12—12i+16i—16

= = —14+2i.
11 11 T-D(+1) 2 e
Nun 16sen wir das LGS:
1—i 2i 3+i 1 —1+i | 1+2i | 51
el
2—i —14+2i|3+16i 2—1 —14+2i|3+16i
1 —1+4i| 1+2i 1 —1+4i|1+2i
~ . . . ~ . 1
0 —13—i|—-1+131 JII-(2—1i)l 0 1 —i —51
1 0| i \I-(=14iII
ol
0 1|-—i

Damit gilt L = {(i,—1)}.

9.3 (a) Mit dem GauRk’schen Eliminationsverfahren erh&lt man:

1 2 -1 —-1]0 12 -1 -1 0

2 5 1 1|2 01 3 3 2
s

3.7 2 2|8 00 2 2 B—2

-1 0 1 «|16 00 0 a—1|38+2)

(i) Es gibt genau dann eine eindeutige Losung, wenn a — 1 # 0 < a # 1.
(ii) Es gibt genau dann keine Losung, wenn a—1 =0 A 3(f4+2) #0 < a=1A [ # —2.

(iii) Es gibt genau dann unendlich viele Lésungen, wenn a —1 =0 A 3(8+2) =0 <
a=1A g=-2.



(b) Wir ermitteln die Lésungsmenge im Fall unendlich vieler Lésungen:

1 2 -1 =110
0 1 3 3 2
a=1 AN [B=-2 ~
0 0 2 2 | -4
0 0 O 0 0
=z4=5€R 18 0
= x3=—-2—5
8 0
= 1x0=2-35s—3(-2—-35)=8 = = + s | seR
Sr1=5+(—2-5)—2-8=-18 —2 -1
0 1
9.4
2 0 i 1 1 -3 —i 21
1 -3 —i 21 ~ 2 0 1 i
i 1 1 | 141 i1 1 | 1+i
1 -3 —1 21 1 -3 —1i 21
~ 10 6 3| -3i [H-21 ~ |0 2 i —i 11
1+3i 0 | 3+i IIT - il 0 2461 0 |642i 2111
1 -3 —i 21
~ 0 2 i —1

0 0 3—i|3+3i /) II-(1+30II

Damit gilt
b 3431 (3+43DB+1) _ 64121 _ 3+6i
T3 T 9+1 ~ 710 s
und somit .
—i—i¥ 8 _5i_3i46 3-—4i
ro = = = ,
2 10 5
also 3461 _3-4i 10i43i-649—12i 3+i
o= 2i4iot 0l g5 dr 1014517049 - 121 541

5 5 5 5
Wir erhalten L = {£(3+1,3 — 41,3 +61)}.

29

9.5 (a) Setzt man in das homogene LGS mit Koeffizienten (a;;) fiir alle Variablen 0

ein, so gilt:
a11-0 + a2-0 + -+ + a0 = 0

aml'O + am2'0 + + amn'o - 0
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Demnach ist (0, ..., 0) eine Losung.

(b) Sind (k1,..., kn) und (¢1,..., £,) zwei Losungen, so gilt fiir alle i € {1,..., m}:

ait(ki +01)+ -+ ainlkn +£n) = ainkt + -+ + ainkn +airls + -+ ainln, =0.
-0 =0

Es sind also auch Summen von Losungen wieder Losungen. Betrachten wir nun das
A-Fache der Losung (41, ..., £,). Auch dieses ist wieder eine Losung, denn es gilt fiir
allei e {1,..., m}:

ait(AN) + -+ ain(Mn) = XMasnly + -+ + ainln) = 0.
=0

(c) Wir beweisen die Gleichheit der Mengen L = = + Ly:
o L C o+ Lp: Ist 2z = (k1,..., kn) € L eine Losung von (A|b), so gilt fiir alle ¢ €

{1,..., m}:
ailkl + e + ainkn = b'L

Da z = (¢1,..., {n) € L eine weitere Losung ist, gilt fiir die Differenz z — x:

aii(ki1 — 1) + -+ ain(kn — n) = asnkr + -+ + ainkn —(as1l1 + - - + aintn) = 0.
=b; =b;

Demzufolge ist z — x € Ly, eine Losung von (A |0) und damit erhalten wir

z=xz+(z—x) €Ex+ Lp.
——
€Ly
e LDx+Lp:Ist c+y€x+ Ly mit y=(ki,..., kn) € Lp, so gilt:

air(fr+ k1) + -+ ain(ln +kn) = ainls + - + ainln + @ik + - + ainkn = b;.
=b, =0

Es ist also « 4+ y auch eine Losung von (A |b), also x +y € L.



10 Rechnen mit Matrizen

10.1  Wegen
1 0 0 14 20 26 132 192 252
A°=E3=1[0 1 o, A*=[20 29 38|, A°=1]192 279 366
00 1 26 38 50 252 366 480
erhalten wir
31 44 58
1 1
E3+A+§A2+6A3: 44 65 84
58 84 111
10.2  Es gilt
0 0 1 10 0 2.0 0
—T_ 1 i —T o o —=T o
B =% -5 0| =BB=[010|=E BAB=|0 1 0
1 i
5 5 0 00 1 0 0 3

Wegen ETB = Fj3 ist ET das Inverse von B. Eine solche Matrix B nennt man unitdr.

10.3  Es gilt:
-1 7 —-31 —44
A+C=14 —1|,Aly+2)=Ay+Az=| 41 |, C(—42)=—-4Cz=| 16
10 —26 —76
—43 -3 21
(A+C)y=Ay+Cy=| 37 | ,AB=|13 —7 |, BC nicht definiert,
—34 3 —35
ooy 24 16
ACT =8 -2 17|,z'A= (2 —17) Ly z2=14, yz| =
—15 —10
19 —10 22

10.4 (a) Wir transponieren AT A und beachten, dass sich beim Transponieren die
Reihenfolge umdreht, dass also (AB)T = BT AT gilt:

(ATAT =AT(ATH)T =474,

Das besagt, dass A" A symmetrisch ist.
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(b) Wieder rechnen wir einfach nach:
A+ A = AT 4 (AT =4447,
also ist (A 4+ AT) symmetrisch. Weiter gilt
(A-—ANT =AT AT =AT —A=—A-4aT),

also ist (A — AT) schiefsymmetrisch.

(c) Ist AB symmetrisch, so gilt AB = (AB)" = BT A" = BA, da A und B symmetrisch
sind, also folgt AB = BA. Setzen wir umgekehrt AB = BA voraus, so folgt (wieder mit
der Symmetrie von A und B) die Gleichung AB = A" BT = (BA)" = (AB) ", also ist
AB symmetrisch.

10.5 Die Aussage stimmt. Wir betrachten zwei Matrizen A, B € K"*". Sind beide
Matrizen obere Dreiecksmatrizen, so haben der i-te Zeilenvektor z; von A und der j-te
Spaltenvektor s; von A die Gestalt

z,-:(O, ceey 07 gy ooy am) und Sj :(bjl,...,bjj707...70)—r

Also gilt fiir ¢ > j die Gleichung z;s; = 0, und damit hat die Matrix AB unterhalb der
Diagonalen, d.h. an den Stellen (i,5) mit ¢ > j, nur Nullen als Komponenten, da an

diesen Stellen die Produkte von z; mit s; stehen.

Fiir untere Dreiecksmatrizen schlieft man analog.

10.6  Wir verwenden das Rezept zum Invertieren einer Matrix und erhalten:

(a)

1 1 1|11 0 O 1 1 1] 1 00
2 0 2|10 1 0 ~ 0 -2 0|-2 1 0
1 -2 3]0 0 1 0 -3 2|-1 0 1

1 1 1] 1 0 0 0 0|—-1 54 —1/2

~ 10 -2 0[-2 1 0 ~ 01 0|1 =12 0

0 2 =32 1 00 1|1 =34 1}

-1 5/a —1)2 1 -3 2

Somit gilt A~ 1= 1 —1/g 0 |.Analogerhalten wir B~ '=| -1 4 —2
1 73/4 1/2 —1 2 -1
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Wir kénnen nun die Matrizen A B und 2 A mit derselben Methode invertieren, das
sollte man zur Ubung auch tun. Wir ersparen uns etwas Rechenarbeit, indem wir
die Formeln (AB)™! = B7'A7! bzw. (AA)~! = A"'A~! benutzen, so erhalten
wir ndmlich ganz einfach diese Inversen:

-2 54 1)2 —1/2 5/ —1l/4
(AB)"'=| 3 —7/a =12 |, (24)7! = o —1/a 0
2 =32 0 /2 —3/s 1/4
1 2 -1
Esgilt (A+B)=1[3 1 2
3 -1 4

Wie besprochen, {iberlegen wir nicht lange, ob die Matrix A + B invertierbar ist,
wir beginnen einfach mit dem Invertieren. Falls Sie es nicht sein sollte, so werden
wir das schon merken:

1 2 —-1[1 0 0 1 2 —-1/1 0 0
3 1 2010 |~]0 -5 -5/-3 1 0
3 -1 40 0 1 0 0 0|65 —7s5 1

Nun gilt rg(A + B) = 2 # 3. Folglich ist die Matrix A + B nicht invertierbar.

10.7

(a)

(b)

Induktionsanfang: m = 1
(Bp —A)E,)=E,—A=FE, - A' v
Induktionsschritt: m — m + 1
(En — A) (En +A+ AT+ A(m+1)‘1)
= (En — A) ((En+A+A2+...+AW1)+A’”)
— (En — A) (En+A+A2+...+Am_1) t (En — A)A™
By — A" 4+ (B — A)A™ = By — A" 4+ AT — AT
=B, - A" v
Mit A™ = 0 folgt aus Teil (a): (En — A) (En + A+ A4+ Amfl) = En.

Das bedeutet aber (E,+ A+ A4+ Amfl) = (En — A)~! und damit ist
E,, — A invertierbar.
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10.8  Fiir die Losung dieser Aufgaben bieten sich verschiedene Wege an: Die Ma-
trix A ist invertierbar (das sieht man recht einfach: Dritte Zeile minus erste Zeile plus
das Halbfache der zweiten Zeile ergibt eine obere Dreiecksmatrix vom Rang 3), also
ist die gesuchte Losung X = A~'B. Wir erhalten X also durch Invertieren von A und
anschlieffender Multiplikation mit B. Das ist aufwendig. Es geht auch einfacher: Bezeich-
nen wir die Spalten von B nacheinander mit s1, s2, s3, so lautet die Matrizengleichung
ausfiihrlich

Ax = s1, Ax = s2, Ax = s3,

das sind drei lineare Gleichungssysteme, die wir simultan 16sen kénnen:

11 1)1 2 3 1 0 0 9 2 1

02 4|2 3 1|~ |01 0|=5 12 3p

10 2 (3 1 2 0 0 1]-3 —1/2 1/
9 2 1
Damit erhalten wir X = [ -5 1/ 3/2
3 —lfp 1/

In MATLAB hétten wir die Lésung einfach mit A\B erhalten.

10.9 (a) Die Aussage ist wahr: Fiir jede invertierbare Matrix A € R™*™ erhélt man
aus der Symmetrie der Einheitsmatrix

(A—lA)T — E = E,,

also AT (A’l)T = E,, und damit (AT)71 = (Afl)T und wenn A symmetrisch ist

() = () e

(b) Die Aussage ist wahr: A invertierbar = AA™! = E,,, also (AT AT = E,, sodass
(A™HT das Inverse von AT ist.

(c) Die Aussage ist falsch: E,, und —FE,, sind invertierbar, ihre Summe E,, — F,, = n X n-
Nullmatrix aber nicht.

(d) Die Aussage ist wahr: B~'A™' - AB = E,, also (AB)™' = B~ *A™%,
10.10 Die Matrizen A, B, C, D F, G sind invertierbar, jede dieser Matrizen hat den

Rang 3. Einzig die Matrix E ist nicht invertierbar, ihr Rang ist 2. Bei den Matrizen
F und G kann man sich etwas Rechenarbeit sparen, indem man F~' = B~'A~! und
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Gt =(AT)"! = (4717 ausnutzt, ansonsten benutze man das angegebene Rezept;
man erhélt:

-71 13 17 -1 5/4 —1/2 1 -3 2
A =117 =3 —4af|,B'=|1 -1 o |,C'=|-1 4 -—2f,
4 1 1 1 =3/ 1) 1 2 1
~1
2 5 0 —104 25 35
_ 1
Dl = _ - . _ _
1 37 o7 47 10 141,
6 17 -5 35 -4 -11
~1
8 3 6 377/y  —69)y —45/o
Fl'l=|-2 —11 8 =|-1594 29 19
35 21 19 —343/4  63/4  41/3
—-71 17 -4
Gl'l=AaH"=]13 -3 1
17 -4 1
1 0 0
10.11 (a) Ein einfaches Beispiel fiir eine solche Matrix ist etwa A = |1 0
1 0 0

(b) Es sei A € R™*™ eine Matrix mit A* = A.
,=% Ainvertierhar = A?=A4 = (AHA'=44""! = A=E,.
<=“A=FE, = r1g(A)=n = A invertierbar.
(c) Angenommen, es gibt Matrizen A, B € R™*" mit A invertierbar und B # 0, so dass
AB = 0 gilt. Dann folgt:
B=(A"T"A)B=A"YAB)=A""'.0=0,

ein Widerspruch. Also kann es kein invertierbares A mit der gewiinschten Eigenschaft
geben.
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11.1

(a) Unser Algorithmus liefert:

-1 2 3 -1 2 3 -1 2 3

-2 7 4 II—II—-21 < 213 =2 & 213 =2
1 4 -2 ITT—IIT+1 —116 1 ITT—IIT—2I1 -1 2 5

Damit erhalten wir die L R-Zerlegung

1 0 0 -1 2 3
A=LR mit L= 2 1 0 und R = 0 3 -2
-1 2 1 0 5
(b) Wir lésen Ly = b durch Vorwértseinsetzen
1 00 0 12 12
2 1 0 Y2 =1 24 liefert y = 0
-1 2 1 Y3 3 15
Nun 16sen wir Rx = y durch Riickwértseinsetzen
-1 2 3 1 12 1
0 3 —2 To = 0 liefert x = 2
0 0 5 T3 15 3

11.2  Es gilt:

1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 -1 -3 2 1 -3 -5
_>
4 -1 1 1 41 -5 -3 =3
-1 -2 -3 1 -1]-1 =2 2
=A
1 1 1 1 1
2 1 -3 =5 -5
— —
4 —-5|—-18 —28 —28

43/9
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Somit besitzt A die L R-Zerlegung

11 1 1 1 0 o0 o\ (11 1 1

2 3 -1 3| [2 1 0o of|o1 -3 -5

4 -1 1 1| |4 =5 1 o|l|o o —18 —28

1 -2 -3 1 1 —1 55 1) \0 0 0 43/
=A =L =R

11.3  Zunéchst schreiben wir den Algorithmus der L R-Zerlegung (ohne Zeilenver-
tauschung) formal auf:

Firk=1,...,n—1
Firi=k+1,...,n
agp — ok

Akk

Firj=k+1,...n

Qi —> Q45 — Qi Akj
Ende Schleife j
Ende Schleife ¢

Ende Schleife k£
Wir erhalten eine Matrix A, welche unterhalb der Diagonalen die Eintrage von L (bis

auf die Diagonale mit Einsen) und dariiber R enthélt. Dabei bedeutet der Pfeil “—”
jeweils “wird ersetzt durch”.

Durch Abzéhlen der Gleitpunktoperationen erhalten wir fiir die Anzahl zpr der Re-
chenschritte:

ZLR:ni z": 1+ z”: (1+1) :Ti i (1+2(n—k))

k=11i1=k+1 j=k+1 k=111=k+1
n—1 n—1
=S -k +20-k) =Y ((2k2 — (4n+ Dk + (2n% + n))
k=1 k=1
== ln (g 1) (902 ) (n - 1) = 20 — 1n® — ln.

Nun wenden wir uns der Lésung des Gleichungssystems Ly = b durch Vorwirtseinsetzen
zu. Der Algorithmus lautet:
Firi=1,...n
Firj=1,...,i—1
b; = by — Lij; b;
Ende Schleife j
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Ende Schleife ¢

Hiernach enthilt der Vektor b die Losung y.
Fiir die Anzahl zvorwarts der Rechenschritte gilt:

n i—1

Porwirts = P D (L+1) =D (2 —2) =220 9 = pn? —p.
i=1

i=1j=1

Fir die Losung des Gleichungssystems Rx = y durch Riickwirtseinsetzen lautet der
Algorithmus:

Firi=mn,...,1
Firj=¢+1,...,n
Yi = yi — Rijy;
Ende Schleife j
v e
Ende Schleife i

Danach enthélt der Vektor y den Lésungsvektor x.

Fiir die Anzahl zrickwirts der Rechenschritte erhalten wir:

n n n
ZRiickwirts = Z 1+ Z (1+1) Z(1+2 n—1i)) = 2(72i+(2n+1))
i=1

j=it1 i=1
= 72@ +(©2n+1)n =n?.

Damit kostet die Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b durch L R-Zerlegung
mit anschlieRendem Vorwérts- und Riickwértseinsetzen insgesamt

z—(3n ——n ——n)+(n —n)+n? :§n3+%n2—%n
Gleitpunktoperationen.
114 (a) xz = ist offensichtlich eine Losung. Da A invertierbar ist, ist = auch
0

die Losung.

(b) Per Hand, mit Maple oder mit was auch immer:

A71—1 1+ -1
o\ -1 1

(¢) Die Funktion, um die Inverse aufzustellen:
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function AI=getAinverse (epsilon)
AT=[1+epsilon,-1;-1,1]./epsilon;
end

Man erhélt fiir 1.: getAinverse(le-15)*[1;1] ans =1.1250 0. Das sieht also nicht gut
aus. Wenn man jedoch

AT=[1/epsilon+tl,-1/epsilon;-1/epsilon,1/epsilon];

anstelle von

AT=[1+epsilon,-1;-1,1]./epsilon;

verwendet, erhdlt man das richtige Ergebnis.

Man erhalt fir 2.: A=[1,1;1,1+1e-15]; inv(A)*[1;1] ans = 1 0
Das ist die korrekte Losung.

Man erhalt fir 3.: A=[1,1;1,1+1e-15]; A\[1;1] ans = 1 0
Auch hier bekommt man die korrekte Losung.

(d) Auf den ersten Blick womdglich tiberraschend, liefern 1. und 2. unterschiedliche
Losungen.

(e) In der Rechnung bei 1. tritt Ausloschung auf. Bei der Matrix-Vektor-Multiplikation
werden in der ersten Zeile Zahlen der Gréfenordnung 10*° addiert, die Summe ist aber
nur 1. Daher kann es einen Fehler von der Gréfenordnung 101581,,1; = 102752 ~ 1
geben. Tatséchlich tritt ein solcher Fehler nur manchmal auf, hier ndmlich bei 1., wenn
man

AT=[1+epsilon,-1;-1,1]./epsilon,

nicht jedoch, wenn man

AT=[1/epsilon+l,-1/epsilon;-1/epsilon,1/epsilon]

verwendet. Auch bei 2. tritt er nicht auf. Der Grund fiir das unterschiedliche Verhalten
der beiden Varianten bei 1. ist, dass in Maschinenarithmetik nicht das Distributivgesetz
(wie auch nicht das Assoziativgesetz) gilt, somit kann man nicht (1+epsilon)/epsilon =
1/epsilon + 1 erwarten. Bei 2. rundet MATLAB bereits die Matrix A auf eine Matrix
fi(A), durch

inv(A)

erhilt man dann eine Matrix fl((i(A))™!), die eine andere ist als fi(A™") bei 1. Dass
in zwei von drei Fillen hier das richtige Ergebnis herauskommt, ist eher zufélliger Na-

tur, generell muss man in solchen Situationen mit falschen Ergebnissen aufgrund von
Ausléschung rechnen.
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Das Ergebnis zeigt: Auch wenn das Berechnen von A™! ezakt erfolgt, wird durch das
Abspeichern von A~! im Rechner ein unvermeidbarer Fehler gemacht, der bei der Multi-
plikation von A™! mit b zu einem unvergleichlich gréReren Fehler fiihrt: Dies ist ein ein-
drucksvolles Beispiel dafiir, dass das Hintereinanderausfithren von stabilen Algorithmen
keineswegs wieder zu einem stabilen Algorithmus fithrt. Zur Lésung wird empfohlen, die

Berechnung von A~! zu vermeiden.
11.5  Wir vertauschen die ersten beiden Zeilen und erhalten:
1 1 2 4 0 2 4 0 2 4 0 2
4 0 2|1 —1|1 1 2| — Ya| 1 3/2 — /a1 3/2
2 1 1 2 1 1 2|1 0 2 1| =3/2

Damit erhalten wir die Zerlegung:

010 11 2 1 00 4.0 2
100 402 |=f1va 10 0 1 3/
00 1 2 1 1 12 1 1 0 0 —3/

=L =R

Die Losung von Ax = b erhilt man nun aus
L Ly =b: Y= (8767 72)1—7
m Re =y x=(43,4,43)".

Hierbei haben wir benutzt, dass wegen Pb = b fiir die Permutationsmatrix P, die die
Zeilenvertauschung bewirkt, das LGS Az = b gleichwertig mit LRx = b ist.



12 Die Determinante

12.1 Wir bringen A mit elementaren Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform, also

Bei diesen Zeilenumformungen &ndert sich die Determinante héchstens um das Vor-
zeichen, d.h. det(Z) = +det(A) (es kommt ein Minuszeichen rein, wenn zwei Zeilen
vertauscht werden, andere elementare Zeilenumformungen &ndern den Wert der Deter-
minante nicht). Damit gilt also:

det(A) #0 < det(Z2) #0 & z11,..., z2nn #0 & 18(A) =n < A invertierbar.

12.2  Wir benennen die Matrizen der Reihe nach mit A, B, C, D:

e Zu A: Das Vorgehen ist nahe liegend: det(A) = =5 +4 = —1.
e Zu B: Wir wenden die Regel von Sarrus an: det(B) =0—14—-3-0421—-5= —1.

e Zu C: Mit der Eins links oben rdumen wir die erste Spalte darunter leer und
entwickeln dann nach dieser ersten Spalte (beachte unser Rezept zum Berechnen
einer Determinante):

det(C) = = =1-|-5 5 -5
3 4 2 -2/ o -5 5 -5
14 —12 5
-4 2 -8 1| |0 14 -12 5
5 -5 5 5
=1 +3. = (25— 60) 4 3 - (60 — 70)
12 5 14 -12
= —35-30 = —65.

e Zu D: Bei dieser Matrix D finden wir (mehrfach) eine Blockdiagonalgestalt (beach-
ten Sie das Rezept zum Berechnen der Determinante: det(D) = (—1) -2-1 = —2.

10 00
12.3 Mitder Wahl A=B=D=EFE, = und C = gilt:
0 1 0 1

A B
det =

b =0 # 1=1-1—-1-0=det(A)det(D)—det(B) det(C).

0
1
0
1

o O O =
_= o = O
O = O
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12.4  Wir bezeichnen die Determinante der angegebenen n x n-Matrix mit f,. Durch
Entwickeln nach der ersten Zeile ergibt sich

1 1 0 0
0 1 1
fo=fai—ilo0 i 1 . 0 |=fa1—i fao=fa 1+ fa o2
i
0 0 i 1

mit den Randbedingungen fo = f1 = 1. Die Zahlen f,, sind die Fibonacci-Zahlen
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,... ,

die Leonardo Pisano, genannt Fibonacci, in seinem Rechenbuch (Liber abbaci, 1202)
einfiihrte als Anzahl der Kaninchenpaare nach n Monaten, wenn man mit einem Ka-
ninchenpaar startet und annimmt, dass jedes Paar ab dem zweiten Lebensmonat jeden
Monat ein neues Paar in die Welt setzt.

12.5 Vorbemerkung: Es ist nicht sinnvoll, die Determinante nach der vorgeschlage-
nen Art zu berechnen (man teste das Programm mal mit etwas grofkeren Matrizen).
Aber um das Programmieren etwas zu iiben, ist die Aufgabe durchaus sinnvoll. MAT-
LAB verwendet durch Aufruf von det (4) eine L R-Zerlegung der Matrix A, beachte den
entsprechenden Kommentar im Rezeptebuch.

Das folgende (nicht sehr sinnvolle) Programm liefert die Determinante (bei kleinen
Matrizen):

function d=laplace(A)
[n,n]=size(A);
if n==
d=A(1,1);
elseif n==2
d=A(1,1)*A(2,2)-A(1,2)*A(2,1);
else
vz=1;
d=0;
for i=1:n
B=[A(1:i-1,2:n);A(i+1:n,2:n)];
d=d+vz*A(i,1)*laplace(B);
VZ=-VZ;
end

end
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12.6  Beachte das Rezept von Seite 103 (Rezeptebuch):
(1) Nach der Regel von Sarrus ist

det(A) =0+04+6—-12—2—0= —8

(2) Wir erhalten die Matrizen:

4 1 3 0 4 3 0 1 4
Air=13 1 0],A42=1]2 3 0|, As=([2 1 3
6 1 1 4 6 1 4 1 6

(3) Es gilt det(A1) = —8, det(A2) = —8, det(As) = —8.

(4) Damit sind 1 = 1z2 = 1, z3 = 1 die Komponenten des Lisungsvektors x.

12.7 Ist v = (¢1,..., 4,)" die eindeutig bestimmte Losung von Az = b mit A =
(s1,..., Sn), so gilt:
2 .
Av=">b & (sl sn> :b<:>Zéjsj:€1s1+...+€nsn:b.
j=1
Ln,

Setzen wir nun in der Berechnung von det(A;) diesen Ausdruck fiir b ein, so erhalten

wir wegen der Rechenregeln fiir die Determinante:

n
det(A;) = det | s1,..., si—1, ijsj‘, Sit1y.--, Sn
Jj=1

n
= E £;det(s1,..., Si—1, Sj, Sitl,---, Sn)
J=1 —0 fiir j # i

Cidet(s1,. .., Si—1, Siy Sit1,..-, Sn) = i det(A).

Durch Umstellen folgt ¢; = C;itt((x)).




13 Vektorraume

13.1 (a) Wegen 0v = (04 0)v = Ov + Owv gilt nach Subtraktion von Ov beidseits
0v =0. Und wegen A0 = A(0+0) = A0+ A0 analog A0 = 0.

(b) Gilt Av = 0 und ist A # 0, so folgt nach Multiplikation dieser Gleichung mit A\™*
nach dem ersten Teil (a) doch v = A7*0 = 0, sodass also v = 0 gilt.

13.2  (a) Da Summen von Quadraten reeller Zahlen nur dann null sein kénnen, wenn
die Summanden null sind, gilt Uy = {(z,y) " € R?|2? +y* = 0} = {(0,0) " }. Damit ist
U; ein Untervektorraum von R?.

(b) Die Nullmatrix liegt in Us. Und auch jede weitere Matrix, deren Rang echt kleiner
als 4 ist, liegt in Uz. Man erkennt schnell, wenn man nur ein bisschen herumprobiert,
dass die Summe zweier Matrizen, deren Rang jeweils echt kleiner als 4 ist, durchaus den
Rang 4 haben kann. Hat aber A den Rang 4, so liegt A nicht in Us, z. B. gilt fiir

b

I
o
o
=

€ U,

—OoOOoOO

000
000
€Uz und B = 000
000

oo
[Nl
o~ O
SO O

dass A+ B = E4 ¢ Us. Somit ist Uz kein Untervektorraum von R**%.

(c) Ahnlich wie in (b) sieht man schnell (nach ein bisschen Probieren), dass die Summe
von Matrizen mit Determinante 1 nicht die Determinante 1 haben muss. Es geht sogar
noch einfacher: Die Nullmatrix 0 hat ndmlich auch nicht die Determinante 1 und kann
daher nicht in Us liegen. Uz kann daher kein Untervektorraum sein.

(d) Vgl. das Rezept zum Nachweis fiir einen Untervektorraum: (1) Das Nullpolynom 0
liegt in U4, da beim Nullpolynom alle Koeffizienten a; gleich null sind.

(2) Sind nun f und g aus U, etwa
f=ao + a1 X 4+ a2 X? mit a1 =2a2 und g =bo + 01X 4+ boX? mit by = 2by,
so gilt
f+g9g="(ao+bo)+ (a1 +b1)X + (a2 erz)X2 €Us, da (a1 +b1) =2(az+b2).
(3) Und fiir jedes A € R gilt auch
Af=Xao+Aa1X +XaxX? €Us, da Aa1 =2Xas.

13.3  Wir verwenden unser Rezept zum Nachweis fiir Untervektorrdume:

(1) Die Nullfunktion 0 erfiillt 0(x) = 0 = 0(—z), sodass 0 € G.
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(2) und (3) Es seien f,g € G, also f(z) = f(—z) und g(z) = g(—=) fur alle x € R sowie
A € R. Es gilt dann:
(f+9)(@) = f(x) +9(z) = f(—2) + 9(—2) = (f + 9)(—=)
und (Af)(2) = Af(z) = Af(=z) = (Af)(-2).
Es sind also f+ g, \f € G.
Damit ist G ein Untervektorraum von RE.
Analog erhilt man, dass auch U ein Untervektorraum von R¥ ist.

Nun zeigen wir R = G + U:

m G+ U CRE Da G und U Untervektorriume von RF sind, gilt diese Inklusion.
m R¥ C G+ U: Ist f € RF eine beliebige Funktion, so gilt mit dem Hinweis:

f@) = 5(f(2) + f(=2)) + 5(f () - f(-2))

=: g(x) =: u(x)

mit ¢ € G und v € U. Es lisst sich also jede Funktion aus R® als Summe von
Funktionen aus G und U schreiben; demzufolge ist R® = G + U.

Schlieflich gilt auch G NU = {0}: Ist ndmlich f € GNU, so ist f zugleich gerade wie
auch ungerade, d.h., es gilt f(x) = f(—x) und f(z) = —f(—=z), also f(z) = —f(z) fiir
alle z € R, und damit ist f die Nullfunktion. Es ist also GNU = {0} begriindet.



14 Erzeugendensysteme und lineare
(Un-)Abhdngigkeit

14.1 Die Vektoren sind genau dann linear unabhéngig, wenn

1 1 1 0
2 3 r 0
A1 3 + A2 , + A3 31 = 1o
r 0 2 0

nur die Losung A1 = A2 = A3 = 0 besitzt. Da es immer mindestens diese Losung gibt,
sind sie genau dann linear abhingig, wenn es mindestens zwei (und damit unendlich
viele) Losungen gibt.

1110 11 1 0
23 7|0 01 r—2 0
3730 7 lo0o —(r—2)(r—23)]0
r 0 20 002—r+r(r—2)|0

Es gibt genau dann unendlich viele Losungen, wenn —(r — 2)(r —3) = 0 und 2 — r +
r(r —2) =0, also wenn r € {2,3} N {1, 2}, also r = 2 ist.

14.2  (a) Angenommen, die Vektoren vi,va, ..., v sind linear abhingig. Dann gibt
es Ai,..., A, die nicht alle gleich null sind, mit

A1+ v = 0.
Multiplikation dieser letzten Gleichung mit A liefert
MAvL + -+ A Avg ZAOZO,

was wegen der linearen Unabhéngigkeit von Awvy, Ava,..., Avg ein Widerspruch ist.
Somit sind v1,v2,. .., v linear unabhingig.

(b) Mit der Wahl

v = (é) ,V2 = (?) €R?und A = <1 g) c R2*2

sind v1 und vz sicherlich linear unabhiingig, aber Avy = (1,1) " und Ava = (2,2) " aber
nicht.

(¢) Angenommen, die Vektoren Awvi,..., Avg sind linear abhingig. Dann gébe es
Al,..., Ak, nicht alle gleich null, mit

MAvVL + -+ ANpAv, =0.
Nach Multiplikation mit A~' erhielte man aber

A1+ v = 0.
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Das ist ein Widerspruch. Nach Voraussetzung sind némlich v1,..., vy linear unabhén-
gig. Somit sind Awy, ..., Avg linear unabhéngig.

14.3  Angenommen, sin, cos, exp sind linear abhéngig. Dann gibt es A, pu, v, nicht
alle gleich null, mit
Asin+pcos+rvexp =0.

Der Fall v = 0 ist nicht moglich, da sin und cos linear unabhéngig sind. Wir bringen
v exp nach rechts und multiplizieren mit —v~' durch und erhalten

X sin+7cos = exp, d.h. Asin(z)+ vcos(z) = exp(z) fiir alle = € R.
Auf zweierlei Arten sind man nun leicht, dass eine solche Gleichung nicht méglich ist:

m Weil die Werte von sin und cos zwischen —1 und 1 liegen, sind die Werte auf der
linken Seite beschrénkt (durch |A| 4 |v|), die Werte auf der rechten Seite werden
jedoch beliebig grof (wenn x grof wird).

m Setzt man x = 0 ein, so erhidlt man 7 = 1 > 0. Und setzt man x = 7 ein, so erhilt
man 7 = —e”™ < 0.

Jeder dieser Félle belegt, dass cos, sin, exp linear unabhéngig sind.

14.4  Die Aussage ist falsch: Ein einfaches Gegenbeispiel erhdlt man mit der Wahl

——= 0O

1
z—l
!
1

8

Il
OO ==

<

Il

Es ist klar, dass die Vektoren paarweise linear unabhéngig sind, aber es gilt x+y—2z = 0,
und daher sind z,y, 2z nicht linear unabhingig.

14.5 (a)
1 3 1 0 13 110 131]0
M2 +x (7] +xs [ 3 |=(0]~|27 30|~ [011]0
3 0 -6/ \o 30 —6|0 0000

Somit gibt es unendlich viele Losungen {\1, A2, A3}, folglich sind die Vektoren linear
abhéngig.

Eine maximale Menge linear unabhéngiger Vektoren hat also hochstens 2 Elemente. Da
die Vektoren (1,2,3)" und (3,7,0) " linear unabhingig sind, bilden sie eine maximale
linear unabhéingige Teilmenge, und es gilt

—~
W N =
\]
w
~
Il
—~
W N =
O~ W
~
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(b) Man schreibt vereinfachend {i, 1 — i} = {i, 2}.
A-i+A2:2=0 = A1 =X2=0 = {i,2} linear unabhingig = (i,2) =C.

(c) Cist als C-Vektorraum 1-dimensional. Zwei Vektoren kénnen nicht linear unabhéngig
sein und {1} ist eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von M3 und (Ms3) = C.

(d) Die Menge My ist linear abhéngig, da das Nullpolynom in M4 enthalten ist. Fiir
jedes Polynom f € My gilt f = ap + a1 X + a2X? mit a1, a2,a3 € R und ap = a1 — as:
f=a1(X +1)+a(X*-1).

Damit ist My = (X+1, X?—1) und in A1 (X +1)+X2(X%—1) = Mo XZ 4+ A X+ (A1 —X2) =
0 liefert ein Koeffizientenvergleich die lineare Unabhiingigkeit von {X +1, X2 — 1}.

(e) Mit einem Koeffizientenvergleich folgt aus
M(XZ=2) +A2(X +1) +A3X =M X2+ (A2 + A3)X 4 (—2A1 + A2) =0,

dass A1 = A2 = A3 = 0 sein miissen und damit sind die Polynome X, X + 1, X2 — 2
linear unabhingig und ihr Erzeugnis (M5) = R[X]s.

(f) Aus dem Ansatz

1 2 21 -1 2 4 -1 3 1 00

ergibt sich komponentenweise das lineare Gleichungssystem

1 2 -1 4 3]0 1 2 -1 4 310
2 1 2 -1 110 0 -3 4 -9 —5]0
14 2 3 2/0] 7 1loo 9 —-11 =510
5 1 -4 -3 —1|0 00 0 —8 —64|0

Dieses Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen. Damit sind die fiinf Matrizen
linear abhingig. Wegen der Zeilenstufenform der Matrix sind die ersten vier Elemente
von Ms linear unabhéngig und bilden ein maximales linear unabhéngiges System. Es
gilt (Mg) = R?**?2, da jede Matrix aus R**? Linearkombination dieser Matrizen ist.

14.6  Wir begriinden: v1,. .., vy, sind genau dann linear unabhéngig, wenn aus A1v1+
.« + Anvn = 0 folgt, dass Ay = --- = A, = 0 gilt.
»,="“ Angenommen v1, ..., v, sind linear unabhéngig. Wére ein A\; # 0 in

A1v1+...+>\nvn:0,

so konnte man durch dieses teilen, und es gélte:

I .
vi= -1 E Ajvj € (U1, ..., Vi—1, Vigf1,..., Un) — Widerspruch.
3 .
Jj=1

J#i



»<="* Angenommen, Y \;v; = 0 impliziert A1 = ... = X\, = 0. Wiren nun vy, ...
linear abhéngig, so gébe eseinz € {1,..., n} und \; € K, j € {1,..., n} \ {¢} mit

v = Z Ajv;, und somit gélte Z \jvj + (=1)wv; =0 — Widerspruch.
j=1 i—1
?#i ?;si
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15 Basen von Vektorraumen

15.1 (1) Der Nullvektor liegt in U. (2) Mit je zwei Vektoren (ui,ua,...,un) ,
(uh,uh,...,ul)" € U ist auch deren Summe (u1 + ul,us + ub, ..., un + ul) ' wie-
der in U, da (u1 +u) + -+ + (up +ul) = 0 gilt. (3) Analog folgt auch, dass jedes
skalare Vielfache eines Elements aus U wieder in U liegt. Damit ist begriindet, dass U

ein Untervektorraum des R™ ist, also auch selbst ein Vektorraum ist.

Wir suchen eine Basis von U. Dazu brauchen wir Vektoren, die in U liegen und linear
unabhéngig sind. Die lineare Unabhéngigkeit sieht man immer schnell, wenn die Vekto-
ren viele Nullen haben. Die Standardeinheitsvektoren liegen nicht in U, aber Vektoren

der Bauart (1,0,..., 0,—1)" liegen schon in U. Wir begriinden nun, dass die folgenden
Vektoren aus U eine Basis von U bilden:

1 0 0

0 1 0

V1 = , U2 = s ey Un—1 = :

0 0 1

-1 -1 -1
Die Menge B = {v1, ..., vn—1} ist linear unabhéngig, denn der Ansatz

M+ o+ A—10p-1=0

fir A1, ..., An—1 € R liefert ein Gleichungssystem, das wir unmittelbar 16sen kénnen,
esgilt Mi =Xo=...= X1 =0.
Auferdem ist B Erzeugendensystem von U, da fiir einen Vektor (u1,uz,...,u,)' € U
gilt:

u1 1 0 0

U2 0 1 0

: =u1 S Fu | + ...t Uun—1 : )
Up—1 0 0 1

Un, -1 —1 —1

denn u, = —u1 — ... — up—1. Damit gilt U = (v1, ..., vp—1).

Also ist B ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von U und somit eine Basis von
U. Die Dimension ist n — 1.

15.2  Fir A, A2, A3 € R gelte A1 f1 + X2 fa + A3 f3 =0, d.h.

A1 sin(x) + A2 sin(2z) + Az sin(3z) =0 fiir alle z € R.

Fir xz = % erhalten wir

)\1—)\320 = )\1=>\3.
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Fir x = T erhalten wir

INE

%\/§>\1+>\2+%\/§>\3:0~
Fir x = £ erhalten wir damit
%\/g)q—&-%\/g)\z:o = A1 =-X\.

Aus der zweiten Gleichung folgt dann Ay = 0 und somit A2 = 0 = A3. Die drei Funktio-
nen fi, f2, f3 sind folglich linear unabhéngig; der von ihnen erzeugte Vektorraum hat
also die Dimension 3.

15.3  Gesucht sind A\, u € R mit Au 4+ pv = p baw. A\u + pv = g. Wir lésen beide
Gleichungssysteme simultan:

1 211 2 10|-3 85
-3 =17 =5 | ~ 01| 2 s
2 1|-4 4 00| 0 3/
Das erste Gleichungssystem ist also eindeutig l6sbar mit A = —3 und p = 2. Entspre-
chend gilt p € <u, v> und
1 1 2
7T|==-3({-3]+2]|-1
—4 2 1

Das zweite Gleichungssystem dagegen hat keine Losung, es folgt g & <u, U>.

15.4  (a) In Matrixschreibweise hat das lineare Gleichungssystem die Form

P4 —(2+i) —1 ;1 0
10 -5 -2 ; ={o
10 -1 2 3 0
T4 N _
=: A H/—’ =: 0

Es handelt sich somit um ein homogenes lineares Gleichungssystem. A ist eine 3 x 4-
Matrix, sodass rg(A) < 3. Aulerdem gilt A # 0, also rg(A) > 1. Der Losungsraum ist
ker(A) und hat die Dimension dim(ker(A)) =4 —rg(A), also

1 < dim(ker(A4)) < 3.

(b)
i 4 —(241) —1]0 i 4 —2-1 -1 |0
10 -5 -2[0]| ~ | 04i-4-2i —-2—i|0
10 -1 210 00 4 4 10

Mit der Wahl z4 = s € C folgt 3 = —s, und damit z2 = (4 — 1) s, folglich z1 = —3s.
Als Losungsmenge L bzw. Basis B erhalten wir:

L:{s(—?),%—%,—l,l)T | sec} bzw. B:{(12,1—2i,4,—4f}.
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15.5 (a) Wir zeigen zuerst, dass die Vektoren in B linear unabhéngig sind:
Mco14+ (1 —2) 4+ A3(1 —2)* + A (1 — 2)®
= ()\1 + Ao+ A3 + )\4) + (7)\2 — 2\3 — 3)\4)1‘ + ()\3 + 3)\4)562 — >\4LE3 =0
Durch einen Koeffizientenvergleich mit dem Nullpolynom folgt:

—>\4 =0 = )\4 =0
A3+3A =0 = XA3=0
—)\2—2)\3—3)\420 é)\zzo
AM+X+A3+X=0 =X=0

Da dim(R[z]3) = 4, bilden die 4 linear unabhingigen Vektoren in B eine Basis von
R[z]s. (b) Wir suchen Koeffizienten A1, A2, Az, A € R mit

()\1 + Ao+ A3+ )\4) + (—>\2 — 23 — 3)\4)1' + ()\3 + 3)\4)1‘2 — )\41'3 =5+ T — 21‘2 + .Z‘3 .

Ein Koeffizientenvergleich liefert das folgende lineare Gleichungssystem, das wir gleich
auf Zeilenstufenform bringen, um die Losung zu erhalten:

11 1 115 100011
0 -1 -2 —3|7 0100|-6
00 1 3[—2 7 1loo1o0]|1
00 0 —1]1 000 1|1

Esfolgt p=11-14+(=6)- (1 —z)+1- (1 —x)*> + (=1) - (1 — ).
15.6  Wir machen den Ansatz
() AMp+A2qg+ A3r+ A s =0,
wobei rechts das Nullpolynom 0 steht. Ausgeschrieben lautet das wie folgt:

(A1 + 2X2 + A3 + 204) 2°
+ (—2)\1 — 3\ — 5)\4) .Z‘Q
+ (4)\1 + 9X2 + 63 + 7)\4) x
+ ()\1 —)\2—5>\3+5>\4) =0.
Der Koeffizientenvergleich fithrt zu einem linearen Gleichungssystem, das wir gleich auf

Zeilenstufenform bringen (die Nullspalte rechts lassen wir dabei gleich weg, an der tut
sich beim Zeilenumformen eh nichts):

1 2 1 2 121 2
2 -3 0 -5 012 —1
4 9 6 7] 7 looo o
1 -1 -5 5 000 0
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Die Polynome p, ¢, 7, s sind damit linear abhingig. Genauer ist der Losungsraum von (x)
sogar zweidimensional. Die Dimension von V' ist somit 2, und je zwei linear unabhéngige
Polynome aus p, ¢, 7, s bilden eine Basis von V. Wir wahlen B = {p, ¢}.

15.7  Wir schreiben die Spalten als Zeilen in eine Matrix und wenden elementare
Zeilenumformungen an:

0 1 0 —1 1 0 1 -2
1 0 1 -2 01 0 —1
1 -2 0 1 0 -21 —1
10 1 o 7 oo 2 -2
1 0 —1 —1 00 0 —1
2 0 -1 0 00 1 0

An dieser Form erkennt man bereits, dass der Rang dieser Matrix 4 ist (beachte die
ersten zwei und die letzten zwei Zeilen). Damit ist jede Basis des R* eine Basis von
U = R*. Wir wihlen die einfachste, nimlich die kanonische Basis {e1,..., es}.

15.8  Wir bringen die Matrizen mit dem Gauf’schen Eliminationsverfahren auf Zei-

lenstufenform:
1 1 1 1 1 1 200 200 ;? 3_21
213w0—11,300w020,32w00
4 -2 1 0 0 -9 020 000 9 3 0 0

Nun lassen sich alle gesuchten Dinge direkt ablesen:

o rg(A) =3, ker(A) = {(O,O,O)T} = (0), Za = (e1, €2, e3), Sa = (e1, e2, e3).

0 2 0 2 0
e rg(B)=2,ker(B)=(|0|), Ze=(|0]|,|2]),SB=(|3]|,]0]).
1 0 0 0 2
1 0
hd rg(C) =2, ker(C) = <®>7 Zp = < ) >7 Sp = < ) )

N
\
_
I O R
W N =N
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15.9 Das sieht man wie folgt:

SA—<517~~75n>—{z>\isi|)\17n~7)\nEK}
1=1

A1
= (st o sa) [ A AeeK
An
={Av|veK"}.

15.10 Die erste Aussage wiederholt nur die Definition des Kerns.

Die zweite Aussage folgt aus der Tatsache, dass die Losungsmenge eines linearen homo-
genen Gleichungssystem (A |0) mit A € K™*" ein Untervektorraum des K" ist.

Die dritte Aussage wiederholt die bekannte Formel
Anzahl der frei wihlbaren Parameter = n — rg(A),

Die vierte Aussage gilt ebenso, da bei einer quadratischen n x n-Matrix, die in Zeilen-
stufenform vorliegt, die Anzahl der Nullzeilen gerade n — r ist, wenn r die Anzahl der
Nichtnullzeilen ist. Aber das ist ja gerade nach der dritten Aussage die Dimension des
Kerns.

Die fiinfte Aussage formuliert neu, was altbekannt ist: Wir wissen aus dem Kapitel zu
den linearen Gleichungssystemen

Az = b losbar < rg(A) =rg(A|b).

In einer anderen Sprechweise bedeutet das (s1,..., $n) = (S1,..., Sn, b).
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16.1 Fir w = 0ist die Aussage richtig, daher setzen wir im Folgenden w # 0 voraus.
Aufgrund der positiven Definitheit ist (w,w) > 0, wir setzen

Es gilt dann:

0 < Jlo=dw|* = (v = Aw, v = Aw) = o] + N[|w]* = 2A(v, w)

2
= ol + ) - 2
o ’1}2 (v,w>27 (v,w>27 U2*<v7w>2
= ol o = 2 e = P = e

Durch Umstellen und Wurzelziehen folgt:

2 2 2
0 < ol - lwll” = (v, w)™ = [v,w)] <o - [Jw].

16.2  Wir zeigen die Aussage fiir zwei zueinander senkrechte Vektoren, die Behaup-
tung lésst sich dann leicht verallgemeinern. Wir betrachten zwei orthogonale Vektoren
v und w und machen wie immer den Ansatz

(*) Av4+pw=0.

Zu zeigen ist, dass A = 0 = p gilt. Da (v,0) = 0, gilt wegen der Linearitét des Skalar-
produkts:
0= (v, v+ pw) = Av,v) + p (v, w),
——
=0
sodass wegen v # 0 notwendig A = 0 gelten muss. Ist aber erst mal A = 0 erkannt, so
ist wegen w # 0 auch p = 0 (siehe obige Gleichung (*)).

16.3 Der folgende Code leistet das Gewiinschte:

function [ pa, pap ] = orthzer( p,a )

Jbestimmt die orthogonale zerlegung des polynoms p laengs a
syms Xx;

z=int (a*p,x,0,1);

n=int (a*a,x,0,1);

pa=z/n*a;

pap=p-pa;

end
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16.4  Man beachte unser Rezept:

(a) Linearitat:

(W + 0" w) =4(Av1 + v])wr 4+ 3wz + vh)we + (A1 4+ v])we + (Avz + vh)w:
= \(4viw1) +4viwi + A (3vaws) +3vhwa + A(viwa) +viwa + A(vaw ) +vows
= M4viwi + 3vews + viwz + vaw ) + (dviwr + 3vsws + viws + vowr)

=AMv,w) + (v, w)y. v
Symmetrie:
(v,w) = dviw1 + 3vawz + Vviws + vowr = dwivr + 3wave + wavr + wive = (w,v). vV
Positive Definitheit:

(v,v) = 4v1v1 + 3v2vs + V1v2 + v2v1 = 40T + 20102 + 3U3

= v} + 20102 + V5 + 30} + 202 = (1 +vg)2 +3vi+205. v

(v,w) = 2viw1 + 3vaw2 + viwz + vaw; ist also ein Skalarprodukt . (b) Aufgrund des
Quadrates schopfen wir schnell den Verdacht, dass die Linearitdt nicht gegeben ist.
Zuerst berechnen wir:

M+, w) = (Ao + v1) 2w + (A2 + vh)wa
= ()\Qvf + 2)v1v) + vllg)uu + \vaws + vhws und
Mo, w) + (W, w) = Mfwr + Avaws + v wr + vhws .
Fiir A = v1 = w1 = v =1 gilt
w40, w) # Mo, w) + (v, w),
somit ist (v,w) = viwi + vaws kein Skalarprodukt.

16.5 (a) Mit (v,w) =4, ||v|| = v/5 und ||w|| = V6 gilt £(v,w) = arccos(4/v30) ~
0.75 ~ 0.24~.

(b) Es gilt
/ 4 3, .2 35 54,13 2 ' 139
(p,q):/?)w — bz’ +x +8w76d;€:gw 1% +§w + 4z 76;00:7%.
0
1 1
lIp||* = /w474w3+8w278w+4dw = %, llql)? = /9w4+6w3717x2761+9 dx = %
0 0

_ 139-v/15-v/30 | o~
Also £(p,q) = arccos (60-@-@) ~ 2.67 ~ 0.857.
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17.1 1. Fiir das Skalarprodukt und fiir alle = = (z1,22,23) " € R? gilt:
<1‘ ,a X b> = $1a253 — $1b2a3 + $2a351 — 1’21)3&1 + 1’3a1b2 — $3b1a2 .
Ebenso erhélt man fiir die Determinante durch Entwicklung nach der ersten Spalte:

r1 a1 b
az b2 a1 b1 a1 b1
det(z,a,b) = |za a2 ba| =1 — T3 + 3
as b3 asz b3 as bs
r3 a3 b3

= z102b3 — T1b203 + T203b1 — T2b301 + w301b2 — T3b1a2 .
2. Da die Determinante einer Matrix mit zwei gleichen Spalten null ist, gilt:
{a,a x b) = det(a,a,b) = 0=det(b,a,b) = (b,a xb).
Da (a,a x b) = (b,a x b) = 0, steht a X b senkrecht auf a und b.
3. Diese Eigenschaft rechnet man einfach nach:
||a X b||2 = (a2b3 — b2a3)2 + (a3b1 — b3a1)2 + (a1b2 — b1a2)2
= (a% + a% + a%) (b% + bg + bg) — (a1b1 + asbs + a3b3)2

2
= [lal® 16* = {a, &)* = [lall* [6]* = (llall [|b]] cos £(a, b))
= llall* b)* (1 = cos® £(a, b)) = [lal|*[|b]* sin® £(a,b).

. Die Behauptung folgt aus 10. und der Definition von [a, b, c].
. Das folgt aus 3.
. Das folgt direkt aus der Definition.

SN NS N

. Ohne Einschriankung gelte a,b # 0. Mit 3. gilt:
axb=0 < |laxb|=0 < sinL(a,b) =0 < a,b linear abhingig.
8. Auch hier verwenden wir 3.:

lla > bl* + [{a, b)[* = [lal|* b]* sin® £(a, b) + [lal| Ib]* cos® £(a, b)
= [la]l* b)]* (sin® £(a,b) + cos” £(a,b)) = ||al|* [|b]|*.

9. Wir begriinden die drei Identitéten:
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e Die Grassmannidentitét:

VW3 — V3W2 uz (viwz — vowi) — uz(vawi — viws)
u X (’U X w) =u X V3w — v1ws = U3(U2w3 — U3UJQ) — U1(”U1w2 — ”UQUJ1)
VW2 — V2W1 w1 (V3w — viws) — uz(vaws — v3wa)

(ugw2 + uzws)vi — (ugv2 + uzvs)wi

= | (wrw1 + uzws)va — (w1v1 + uzvs)ws

(urw1 + ugwz)vz — (u1v1 + ugv2)ws

(u2w2 + uzws)vr — (u2v2 + usvs)wi + ((wiwi)vr — (urvi)wr)
)
)

((
= | (w1w1 +uzws)ve — (u1v1 + uzvs)wz + ((uzwz)v2 — (u2v2)w2)
(wrw1 + ugw2)vz — (u1v1 + uzv2)ws + ((uzws)vs — (uzvz)ws)

(u,wyvr — (u,v)wr (u,w)vy (u,v)wr
= | (u,whve — (u,vyws | = | (w,w)va | — | (u,v)w2
(u,wyvs — (u,v)ws (u,w)vs <u,v>w3

= (u,w)v — (u,v)w.
e Die Jacobiidentitét:
(ux (vxw))+ (vx(wxu)+ (wx (uxwv))
= ((u,w)v — (u,v)w) + ((v,uyw — (v,w)u) + ((w,v)u — (w,u)v) (s.o.)

= ((w,v) = {v,w)) u+ (v, w) = (w,w)) v+ {v,u) = (u,v))w=0.
=0 =0 =0

e Die Lagrangeidentitit: Mit der Formel fiir das Spatprodukt gilt:
(axb,c)={a,bxc)
Nutzt man das, die Grassmann-Identitdt und die Linearitéit, so erhdlt man:

(uxv,wxz)={u,vx((wxz))={(u,(v,z)w— (v,wx)

= <U, <v,9c>w) - <u,<”U,’LU>CE> = <”U,$><U,’LU> - <an><ua$> :
10. folgt direkt aus der Definition, da (z,a x b) = det(x, a,b) ist:
[a,b,c] = {a xb,c)={c,axb) =det(c,a,b) = —det(a,c,b) = det(a,b,c).

11. Zur Begriindung beachte man die Abbildung von Seite 143. Es gilt:

|la,b, ]| = [{a x b, )] = la x b]| - le]| cos £(a x b,¢) = F - h.
=F =h

12. Unter Verwendung der Aussage in 1. erhalten wir:
{a, b, c} linear abhéngig < det(a,b,c) =0 < [a,b,c]=0.

13. Nach Definition ist a, b, ¢ Rechtssystem, wenn det(a, b, ¢) > 0. Die Behauptung folgt
mit 1.
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17.2  (a) Der Vektorraum W ist eindimensional, der Vektorraum R[z]2 dreidimensio-
nal. Das orthogonale Komplement W ist damit zweidimensional. Gesucht sind damit
zwei linear unabhingige Vektoren aus R[z]s, die beide senkrecht auf 1 + z* stehen.
Um solche Vektoren anzugeben, iiberlegen wir uns erst mal, welche Bedingungen das
Senkrechtstehen eines allgemeinen Polynoms p(z) = az? + bz + ¢ € R[z]z auf 1 + 2
liefert:

0= (p,1+2°) = (az® + bz +c,1+z?)

1 1
—/(ax2+bw+c)(l+x2)dx:/ az* + bz + (a + c)2® + bx + ¢ dx
0 0

1
a5 by atcaz b 7géa+cé
TR T Ty T T oter| Syttt
—Ea—f—éb—&-éc
15 437

Das besagt: Fiir jede Wahl dreier Zahlen a, b, ¢ mit %a + %b + %c = 0 gilt p(z) =
az® +bx + ¢ L 1+ 2%, Wir withlen nun besonders giinstige Zahlen, nimlich

a=15,b=0, c=—6 bzw. a=0, b=16, c= —9.
Damit sind pi(z) = 1522 — 6 und p2(x) = 16z — 9 orthogonal zu ¢ = 1 + 22 und aus
Gradgriinden auch linear unabhingig, d.h. W+ = (p1(z), p2(z)).

(b) Wir wenden das Rezept zum Gram-Schmidt’schen Orthonormierungsverfahren an:

pl 2 !
o= P b da |l =/ Lde=1.
o] ;

1 1
/ 1 . / / 1 1
= p2 — =z — dr =z — < mit = 2 - —dr=—.
g2 =p2—(q1,p2)q1 = /o @ de=z— 5 mi el \/ i 22—zt 5 do =

N~

[~
N
|

b (N
||qg||‘m< 2) vae-1).

g5 =2 — (1,2%) -1 - (V3(2z —1),2%) - V322 — 1)

1 1
:wa/ xgdx7(6x73)/ 2w37x2dx:x2717(6x73)1:w27x+l.
o o 3 6 6
s 1 2 1 N
q3 = = —= gc—:v—i——): 5(6x” —6x+1).
gl \/180( 6 ( )

Es ist also {1,v/3(2z — 1),v/5(62% — 62 + 1)} eine Orthonormalbasis von R[z].
17.3  (a) Wir benotigen das Skalarprodukt von p mit ¢ und die Langen von p und ¢:

—11
) = =11 Ipll =5l =3 = £p.0) =arecos (1)
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(b) Einen zu p und ¢ senkrechten Vektor erhélt man durch das Vektorprodukt

3 -1 0-(—2) — 4.2 -8
n=pxqg=(0]x|[2]=[4-(-1) -3-(-2)|=]|2
4 —2 3.2 — 0-(-1) 6
) —8
Da [|n']] = /(—=8)2 + 22 + 62 = /104 ist, ist n = T = 1104 2 | geeignet.
6

(¢) Wir berechnen die Lange von s in Abhéngigkeit von A:

Isl[3 =llp+ g+ ll3 = (p+ g+ In,p+g+In)

= (p,p) +2(p, @) + 2X(p,n) + (¢, 4) + 2X(g,n) + A*(n,n)

=|pl13 +2(p, ) + |lq]|3 + A*||n]|3 (da n senkrecht auf p und ¢ steht)

= 25— 224 9+ A (nach Teil (a) und weil n normiert ist)

=12+ A%
Es gilt also ||s|l2 = VI3 © [|s|2=13 & 12+X2=13 & A =1 & A==+l Es
taugt etwa A = 1.
(d) Fiir die Fliche F' des Parallelogramms gilt: F = [|p x ¢||2 = ||n/||]2 = v/104.
(e) Es gilt: V = |(p x ¢, m)| = (0, m)| = |(VI?L - n,m}| = v/T04 - |{m,n)| = V/IOA.
17.4  (a) Wir schreiben die Vektoren v1,. .., v4 spaltenweise in eine Matrix A. W ist

dann der Spaltenraum von A bzw. der Zeilenraum von B = A'. Um eine Basis davon
zu bestimmen, bringen wir B mithilfe elementarer Zeilenoperationen auf Dreiecksform:

O = =
== O

N =
oON = O
OO O =
o O = O
O = O =
O = = O

-1

Es ist dim(W) = 3 und die {(1,0,1,0)",(0,1,0,1)",(0,0,1,1) "} eine Basis von W.

(b) Wir nummerieren nun die Basisvektoren, die wir in Teil (a) berechnet haben, mit
b1, b2, b3 durch und wenden das Gram-Schmidtverfahren auf diese Basis an:

1 0 0
b1 110 ’ 1 1 1
= T - = 3 =by — 7b = = = —
R A1 Y R U] B A [
0 1 1
-1

o 1 -1 . AT 7
w3—bg—(wl,b3>w1—(w2,b3>w2—§ 1| mit [lws|]| =1 = w3 =ws.

1
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1 0 -1
Es ist die M O 2 E L] Y eine Orth Ibasis von W
s ist die Menge ¢ == | [ 5 [ |23 ] 4 eine Orthonormalbasis von W.
0 1 1
17.5 (a)
1 2 3
vol(vi,va,v3) = |det | =2 0 1 :’1-det (0 1>+2-det (2 3)‘
3 —1 3 —1
0 3 -1
=|=3+2 (~11)] =25.
Alternativ: vol(vi,v2,v3) = (v1 X v2,v3).
(b)
1 -2 0
vol(wi, w2, w3) =|det [2 0 3 ||=11-det 03 +2-det 23
51 0 1 -1 3 —1

=|-3+2 (~-11)] = 25.

(c) Wie man sieht, sind die Volumen in den Aufgabenteilen (a) und (b) gleich. Das ist
aber klar, denn die Matrix in (b) ist gerade die Transponierte der Matrix in (a) und
bekanntlich gilt det(A) = det(A ") fiir alle Matrizen A € R"™*"™, n € N.

17.6  (a) F = |lux || =||(=6,16,-7) || = v/341 ~ 18, 466.
(b) Das Dreieck wird durch die Vektoren
w=(2,3,5)" —(1,0,-1)" =(1,3,6)" und v = (4,2,1)" —(1,0,-1)" =(3,2,2)"
aufgespannt. Seine Fliche D berechnet sich also als D = F/2 ~ 9,233.
() V=uxv,w)|=[(-6)(—-2)+16-8+ (=7) -7 =91

17.7  Wir wenden unser Rezept zum Gram-Schmidt’schen Orthonormierungsverfah-

ren an:
3 2 -3
-1 _ 2 _1)2 _1)2 —_1)2 — — — 1 -1
Ll =V EDE R (D)2 ( 1)_\/12_2\/5:4;1_2\/5 ]
-1 -1
-1 3 0 0 0
3 (-1 1| 8 e 28 V3 4| 2 12
by = =z t05])2 = 2 = by = YL.= S
2 —1 +3 —1 3| —4 mi || 2|| 3 2 12 3 1 \/6 1
-1 -1 —4 -1 -1
-1 3 0 0 0 0
| 1] -1 212 o0 1 ol 1]o
Chal IE N () R By o | T =52 1| T4
-1 -1 -1 -2 -1 -1

Es ist dann {b1,b2,b3} eine Orthonormalbasis von U.
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17.8  (a) Wir wenden das Gram-Schmidtverfahren auf die Standardbasis {1, z, 2>, 3}

an:
1
||1||2:/ l-1dz ==z
—1

1

1
=141=2 = by =——-1.

N

—1

1 T
-1 2 |||

o 2_<1a$2> _2<$,$2> _ 2_1 AT ﬁ - 4_5 2_1
by ==z 3 1 g =2 3:||b3||—\/45:>b3—\/8 T 3)-

bﬁl:ﬁ_ggﬁmitﬂlﬁ”:\/l—% = b4=\/%<w3—§x> .
Es ist also {\/g, \/gm, VE (22— 3), /18 (2® - %CE)} eine Basis von R[z]s.

(b)
dif,g)? =|lf —glP=@e+1 -2+ 1, z+1-2"+1) = (2 -z —2,2° —2—2)

1 9 1
:/ (x2—$—2) dx:/ 2t —22% —32% + 4z + 4 dx
1

—1

! 1
(Lw):/ wdw:§z2

—1

N W
8

1

1 1
:—1'5——$4—1'3+2$2+4.’L'
5 2 1
1 1 1 1 2
= - — - — —_ —_——— = —_ = - — = 32
£ 3 1+2+4 (5 2+1+2 4) 5 2+8 /5.

Der Abstand von f und g ist also d(f,g) = /32/5.



18 Das lineare Ausgleichsproblem
18.1 Es sei V = R™ mit dem kanonischen Skalarprodukt ( , ) und U = {Az|x €
R"} = (b1, ..., by) CV mit den Spalten b1, ..., b, von A.

Ein Element Az € R™ mit € R" ist genau dann eine Losung von |[v — A x| = min,
wenn v — Az 1 U, d.h., Az ist die senkrechte Projektion von v auf U. Nun gilt:

v—Arx 1U & v—Az L b firallei=1,..., 7
< (bi,v—Azx)=0 firallei=1,..., 1
& b (v—Az)=0 firallei=1,...,7
o AT(w—Az)=0 & ATAz=ATv.

Damit ist gezeigt, dass die Losungsmengen des linearen Ausgleichsproblem und der
Normalgleichung iibereinstimmen. Es bleibt zu zeigen, dass die Lésungsmenge genau
dann einelementig ist, wenn A den Rang r hat. Das begriinden wir, indem wir zeigen,
dass AT A genau dann invertierbar ist, wenn A den Rang r hat. Es gilt:

AT A st invertierbar < AT Aw =0 nur fir w=0
& wATAw =0 nur firw=0
< (Aw,Aw) =0 nur fir w=20
< Aw =0 nur firw=20
< A hat Rang r.

Damit ist alles gezeigt.

18.2 Da die drei angegeben Vektoren linear abhéngig sind, bilden die ersten bei-
den eine Basis von U. Wir wenden unser Rezept an und iiberlassen die Rechenarbeit

MATLAB:

>> format rat
>> A=[1 0;-1 2 ;0 -2 ; 2 1]; v=[1;2;-2;-1];
>> x=A’*A\A’*v

x =
-1/2
7/9
>> u=x(1)*A(:,1)+x(2)*A(:,2)
u =
-1/2
37/18
-14/9

-2/9
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>> up=v-u
up =
3/2
-1/18
-4/9
-7/9
>> d=norm(up)
d =
881/504

18.3 Da dim(U) = 1 ist {b} eine Basis von U. Wir setzen A = (b) € R**!. Die
orthogonale Projektion u von v auf U ist demnach u = Ab mit AT AX = ATv. Wegen
ATA=5und ATv = 14 erhalten wir A = 14/5, d.h.

6
und damit ut = v —u = —u =

1 2 1

[

_ 14, _ 14
u=Fb==3

Die durchgefiihrten Rechnungen sind genau diejenigen, die zur orthogonalen Zerlegung

von v langs b fithren.

18.4  Wir bestimmen die Losung mit MATLAB:

>> A=[1/sqrt(2) 1/sqrt(3) ; 1/sqrt(2) -1/sqrt(3) ; 0 1/sqrt(3) ]
A =
985/1393 780/1351
985/1393 -780/1351
0 780/1351
>> v=[-1;2;-3]
v =
-1
2
-3
>> x=A7*A\A’*xv
x =
985/1393
-1351/390
>> u=x(1)*A(:,1)+x(2)*A(:,2)
u =
-3/2
5/2
-2

>> up=v-u
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up =
1/2
-1/2
-1
>> norm(up)
ans =

1079/881
18.5  Der folgende Code erfiillt alle Wiinsche:

function [ £ ] = ausgleichsgerade( t,b )

syms Xx;

n=length(t); A=[ones(n,1), t]; y=A\b; f=y(1)+y(2)*x;
hold on

plot(t,b,’0’); h=ezplot(f, [min(t),max(t)]);

set(h, ’Color’, ’m’)

hold off

end

Wir erhalten mit der Eingabe t=(0:0.1:10) ’ ;b=t+rand(101,1) .* sign(randn(101,1));
die Funktion

f = (4601567270240301xx)/4503599627370496—2707783229339561 /18014398509481984

und den Plot

(4601567270240301 x); 7370496 - 2707 1/18014398509481984

10

18.6  Hier wollen wir speziell die Verzogerung a(v) = r + 954%112 = 1 + 220°

anpassen, wobei wir aus der Datentabelle

1 v} 1 100 a 0.1225
A= 143 | =11 400 und b= | a2 | = | 0.1625
2 1 900 as 0.2225



66 18 Das lineare Ausgleichsproblem

ablesen; die zugehdrige Normalgleichung ist daher
A Az = ( 14300 9;;3880 ) ( i; ) B ( 02?3.755 > =A'b.
Wegen AT A € R?**? kénnen wir schnell das Inverse der Matrix berechnen:
(w1> __ (980000 1400> (0.5075) o (0.1110714)
2 980000 \ —1400 3 277.5 0.0001245 / °
Somit schétzen wir » = 21 ~ 0.111 und ¢y = z—’zgcg = 2000x2 ~ 0.249 — beachten Sie,

dass r die Einheit m/s? trigt, wihrend c,, schlicht einheitsfrei ist.

18.7  (a) Wir verwenden unser Rezept:
1 -1
(1) Setze b = (1,0,1,2) " und A =

—_ = =
N = O

26

o) (055 A0-¢)

(3) Die gesuchte Ausgleichsgerage lautet damit y = % + %.%
(b) Mit § = 0.0001 gilt

1r losen die ormalengleicnun Xr = , wobel = .
9) Wir Iosen die Normalengleichung AT Az — ATh, wobei ATA = (4 2

/l—\
\V]

N = O
|
8|~

1
- - ot (3 3425
4= ﬁg y b=(2,6,449) ", A A‘(3+25 3+45+252>'

Fiir die Losung ergibt sich

-1 2
x_(ATA)_lATb_< 3 3426 ) (1 1 1> 5

2
3+20 3+46+26 1146 146) \ 45

1 (3+46+252 325> (1 1 1 > §
- 2 -3 =

26 3—26 3 L1468 146) 0 5
! (25+252 5 —5) ) (252><1>
_—2 N ——2 2 == .

20 AV 202 \ 26 1
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18.8  Die Modellschwingung h(t) = w1 + x2cos gt + x3sin gt ist hier bestmdglich
anzupassen. Dazu lesen wir zunichst A € R®*3 und b € R® aus der Datentabelle ab:

bl % ha 1.0
L 3 § ha 1.6
1 -1 ¥ hs 1.4

- 2 2 — _
A=11 1 0 und b=1 5= | o6
1 _% _@ hs 0.2
1 L _38 he 0.8

2 2
Erfreulicherweise reduziert sich hierbei die Normalgleichung auf
6 00 T1 5.6

ATAz=1030 z2 | = 08 | =A4Tp,

0 T3 V3

03
woraus wir z = (12, £, 1v/3) ~ (0.933,0.267,0.577) gewinnen. Fiir die Amplitude A

157157 3
A= /22 + 22 ~ 0.6359 .

der Schwingung erhilt man
Somit erhalten wir bei Flut hmax = 21 + A & 1.569 m sowie bei Ebbe hApin = 21 — A ~
0.297 m.

18.9  Wir setzen

11 5.0

12 6.5

A=1|13 sowie y = | 9.5

14 11.5

15 12.5

und l6ésen das lineare Gleichungssystem
11 5.0
12 6.5
11111 1 11111

ATAm—ATy(:( ) 13 ( ):( ) 9.5
12345 14 T2 12345 115
15 12.5

o (5 5) ()= (5) == ()

Die Ausgleichsgerade hat damit die Gleichung f(z) = 3 + 2=.
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19.1 (1) Esgilt s = (1,2, 2)" # Xex.

e Wir setzen a1 = —||s|| = —3, da s1 > 0.
o Wirsetzena =s—aje; = (4,2,2)".

e Mit der Householdertransformation

9 —1/3 —2/3 —2/3 -3 -1 2
Hi=F3 — ——aa'=|-2/3 2/3s —1/3| git Ay=HiA=| 0 —4 0
aa —2/3 —1/3 2/3 0 3 —4

(2) Es gilt s = (0, —4, 3) " # \ea.

e Wir setzen aa = +||s|| =5, da s2 < 0.
o Wir setzen a = s — ag ez = (0, =9, 3) .

e Mit der Householdertransformation

5 1 0 0 -15 =5 10
Hy=FEs— ——aa' =(0 —45 3/5| gilt Ap=Ho A== 0 25 —12
aa 0 3/5 45 0 0 —16

Damit erhalten wir A = Q R mit Q = H1H2 und R = Az, d.h.

1 -5 2 -14 —-15 -5 10
Q:ﬁ -10 —11 2 | und R:g 0 25 —12
—10 10 5 0 0 —16

19.2 (a)

(1) Es gilt s = (3,4,0,0)" # Xex.
e Wir setzen ay = —||s|| = =5, da s1 > 0.
o Wir setzen a =s —aje; = (8,4,0,0)".

e Mit der Householdertransformation

~3/5 —4/5 0 0 50 —4
B 2 1 (-4 35 00| ... . . | o0 3
H1—E4fmaa =l o 0 10 gilt Ay=H1A= 03 2
0 0 01 04 4
(2) Es gilt s = (0,0, 3, 4)" # Xea.
e Wir setzen ap = —||s|| = —5, da s2 > 0.

e Wir setzen a = s —ases = (0, 5, 3, 4) .
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e Mit der Householdertransformation

25 0 0 0 -5 0 —4
B 2 + 1|0 o0-15-2]| . . |0 -5 =2
Ho=Ea=7rgae =g5| g —15 16 —12 | StA=HRA=1 o 5
0 —20 —12 9 0 0 O
Damit erhalten wir A = Q R mit Q = H1Hz und R = Az, d. h.
—15 0 12 16 -5 0 —4
11 =20 0 -9 —12 0 -5 -2
@=5 0 -15 16 —12 | WIE= o o 5
0 —20 —12 9 0 0 O
(b) Die Losung des Ausgleichsproblems ergibt sich aus:
-5 0 —4 -3
Rix =d; mit R = 0 -5 =2 | ,d; = 1
0 0 -5 4
Wir erhalten hieraus 3 = - = -2, 23 = 1:—2/° =2, 0= *3:;6/5 = 3L
Fiir das Residuum erhalten wir die Norm des verbleibenden Eintrags ||dz2| = 2.

19.3 In MATLAB lautet die Formulierung des Algorithmus z. B. wie folgt:
function [Q,R,V] = householder(A)

[m,n]=size(A);

if n>m

disp(’Matrix A muss mehr Zeilen als Spalten haben’)
return

end

hAusgabe initialisieren

Q=eye(size(A)) ;V=zeros(size(A)) ;R=zeros(n);

for k=1:n

hSpiegelungsvektor v konstruieren

a=A(k:m,k);tmp = sign(a(1l))*norm(a);v=a;v(1)=v(1l)+tmp;v=v/norm(v) ;
hSpiegelung durchfuehren
A(k:end,k:end)=A(k:end,k:end)-2*v*(v’*A(k:end,k:end)) ;
hSpiegelvektoren merken

V(k:end,k)=v;

end

%Die Matrix Q berechnen

for k=n:-1:1
v=V(k:end,k);Q(k:end, :)=Q(k:end, :)-2*v*(v’*Q(k:end, :));

end
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%R ist der rechte obere Teil von A
R=triu(A);

end

R> der vollen

19.4  Es gilt mit der orthogonalen Matrix () und der Matrix R = (0

b

Cc

Q R-Zerlegung und b = < ), b=(b1,...,by)" €R™

b-R
b= Az|? = QT (- AD))2=Q b—Q  Az|®> = |Q b - Ra|? = ||< . 95)”2
= [lb— Ra|* + flell* > lle]>.

Wegen rg(A) = n gilt auch rg(R) = n, das Minimum wird fiir z = R~'b angenommen.



20 Folgen

20.1 Die Idee ist: Wir wihlen einen Index N, sodass einerseits die Folgenglieder
bn, mit einem Index n > N ganz nahe an a, liegen und die a, wiederum ganz nahe
an a liegen. Es liegen die b, dann auch ganz nehe an a. Priziser: Es sei € > 0. Da

lim an = a, gibt es einen Index N1 € N mit
n— oo

|an—a|<%fﬁrallen>N1.

Da auferdem lim |b, — an| =0, gibt es weiterhin einen Index N> € N mit
n— oo

[|br — an| — 0] = |bn — an| < % fiir alle n > Na.
Wahlt man nun N. = max{Ni, Na}, so gilt
lan —a] < % und |bp — an| < % fiir alle n > N¢.

Mit der Dreiecksungleichung gilt nun fiir alle n > Ng:
€

5~ ¢

e
b —al = |(bn = an) + (an = @)| < |bn — an| + |an —a| < 5 +
und somit die Behauptung lim b, = a.
n—oo
20.2 Die Folge (aj,) unterscheidet sich von der Folge (a,) nur durch endlich viele

Folgenglieder. Natiirlich vermutet man daher sofort, dass der Grenzwert derselbe sein
wird.

Da |I| = k < oo, gibt es einen Index N € N (z.B. N = max([)), so dass a,, = a, fiir
alle n > N. Es sei nun ein € > 0 gegeben. Da lim a, = a, gibt es einen Index N1, so
dass e

|an —a| < ¢ fiir alle n > N .

Mit N. = max{Ni, N} gilt dann entsprechend

la), — a| = |an — a| < ¢ fiir alle n > N,
also konvergiert auch die Folge (a,) gegen den Grenzwert a.
20.3

ma, >0 = Ve>0: 3N €N:

1
an>—- Yn>N =
£ an

i—O‘<f§ Vn>N.

ma, »>—o0 = Ve>0: dN €N:

1 1
an < —— VYn>N = —>——¢ VYn>N =
£ an

an

<e Vn>N.
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ma, >0,a, >0 KeERsyg = de>0

an<e VYn>N =

ma, —>0,a,<0, KERy = de>0

—an<e VYn>N =

und N e N: %>K und

i>1>K Vn>N.
an €

und N € N: —%<K und

i<fl<K Vn>N.

Qn 3

20 Folgen



21 Berechnung von Grenzwerten
von Folgen

21.1  (a) Wihle ¢,, = n® + 1 und d,, = —2n. Dann gilt

lim ¢, =400, lim dn =—00 und lim (¢, 4 dpn) = lim (n—1)* = 400.
n— oo n— oo n—00 n—o0

(b) Wihle ¢, = 2n und d, = —n? — 1. Es folgt lim (¢, +dyn) = lim —(n—1)? = —cc.
n—oo n—oo

(¢c) Mit ¢, =n+e, dp, = —n folgt

lim ¢, =+4oc0, lim dp=-00 und lim (¢ +dp)= lim e=ce.
n—o0 n—o0 n—r o0 n—o0

21.2  Wir wenden die Hilfsmittel an, die wir rezeptartig formuliert haben:

(a) an = ZL20D ., 29

n2+n—4 — 00
b) b, = - _ v -(novm) 2/ _
(b) Vnt+vn — /n—yn T T
2v/n 2

() en= 11 (1 =) = IT (52) = I (SRE) = 533393 - et =
k

N k=2 N =2 k=2 2 34
n 552
2n\o—n 2n)! —n 2n)! o—n 2n(2n—1)(2n— 2'1 n—1
n— ! —(n— n (2n— n—
(n(—2(1)1(111)—)1)! 2~(r~1) 2 51222 D=2 n tdpo1 = (2- _> dn—l-

Damit gilt dn > (§) dn—1 > (§)*dn22> ... 2 (§)" "dr=(§)" " =5 (3)".

Die Folge (dy) ist daher nicht beschrinkt und somit divergent.
_ _ n+4—(n+2) 2
(&) en=vnt+d-—Vn+2= 2= = i 50

n— oo
© 5= (a) = () e D' =%

2_ 3 a3 _ g, —3-3 -4 _
(g) n“—1 n 41 __ 3n°—3n—4 w2 ns 3:73_

In = F3 T nZH1 T (ntd)(n2+1) (1+2)(1+ %) nooo L1

_ = n(n+3)—n® _ 3n _ 3 3
(h) = /n(n+3) —n Vn(n+3)+n n(./%(n+3)+1) 1+3+41 e 2

. - 4n 3)(n—2 4+n 1— 1
() in = Gngen (08
) gn=Vn+V2 —Von = neYeno(n—vEn) 2ff
G) Jn = Vn+v2n—/n—V2n = Vervame/nvan  m (i i) o
1+1 \/_
_ (4n’43n-2)(4n=2) _ 4n’43n-2 _ 4+, -3
(k) kn = (4:72)@%1)(274) =S =% — 2
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_ 2 o _ n’42n—n? __ 2n _ 2
D ln=vn?+2n—n= VaTtantn — VaTionin — JirIil n:))o 1.
21.3  (a) Falls (an) konvergiert, so lautet die Fixpunktgleichung
a=2(a-3)ea—ta=-3s3a=-2ca=-1.

Der einzig mogliche Grenzwert der Folge (an) ist also —1. Per vollstdndiger Induktion
zeigen wir, dass —1 < an, < 0 gilt.

Induktionsanfang: —1 < ap=0<0.V
Induktionsvoraussetzung: —1 < an <0 & 0<anp+1<1.

Induktionsschritt: an+1 = i(an —-3) = i(an +1) — 1, also mit Induktionsvoraussetzung
1 < ani1 <0.

Die Folge (ay) ist also beschrinkt und weil

ans1—an =3%(an—3) —an=—-2(an+1) <0 & ant1 < an,
ist (an) streng monoton fallend und damit konvergent. Es gilt also lim a, = —1.
n—o0

(b) Aus der Fixpunktgleichung
b=v2+b = b°=24+b & (b-1)’=2 o p=2 Vv b=-1

erhdlt man als einzigen moglichen Grenzwert 2, denn —1 ist keine giiltige Losung der
Gleichung, da b = v/2 4+ b > 0 sein muss. Per vollstdndiger Induktion ldsst sich

0< by <bpg1 <2

zeigen. Damit gilt lim b, = 2.
n—oo
(¢) Aus der Fixpunktgleichung

(::4i o d-dc=-3 o (c-2°=1© ¢c=1V c=3
—c

folgt, dass die Kandidaten 1 und 3 fiir den Grenzwert der Folge sind. Mit Induktion
zeigt man
1 <cng1 <cn <2.

Damit konvergiert die Folge (¢,) gegen den Grenzwert 1.
(d) Aus der Fixpunktgleichung

d=3d+2 & 2d=-2 & d=-1

folgt, dass der einzig mogliche Grenzwert —1 ist. Man sieht aber sofort, dass d, > 0,
also divergiert die Folge (dn).
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21.4 Firn € Nund x > —1 gilt nach der Bernoulli’schen Ungleichung
(1+2)" >1+nx.
Definiert man a, = {/a — 1, so folgt mit der obigen Ungleichung

-1
a:(an+1)"21+nan<:>an§a ,
n

da a, > —1 wegen o > 0.

1. Fall. « > 1: Dann ist a, > 0 und da =% — 0, folgt mit dem Einschniirungskrite-
n—o0

n

rium lim a, = 0 und damit
n— oo

lim Yoa= lim ap, +1=04+1=1.
n—oo

n— oo

2. Fall. 0 < o < 1: Es gilt dann 0 < {/a < 1. Es ist also {/!/a > 1 und nach Fall 1 gilt
{/Ya — 1. Das liefert
n—oo

R S 11
- VIR v ek

Zusammen also lim a =1 fiir alle a > 0.
n—o0
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22.1  Es gilt fiir die n-te Partialsumme:

Sok+1
%:1+§+§+§+§+%+%+§+~+(§%ﬂau+g%)+m+%
W_lz _/1_/
=2y z 43 > 2k 5

>1+i+2-2+4 24428 > Sk = 2

Fiir alle k € N gilt damit sgr+1 > % 2P .

22.2  Die Divergenz fiir « < 1 ist klar, da > > divergente Minorante ist. Ist

— nln

a > 1, so gilt:

w1 =1t () t(ErdtE+F) ot (gt i)
L k—1
1
N L
n=0
Da fiir o > 1 die Reihe > ° o (2a—1,1)n konvergiert, konvergiert auch die allgemeine
harmonische Reihe fiir o > 1.

22.3
(a) Fir die Summanden gilt

2%+ k+7 2

G 2)(h=7) i1 2

Sie bilden also keine Nullfolge, und damit divergiert die Reihe nach dem Nullfol-

genkriterium.

< % fiir alle k > 5 gilt:

(b) Wir zeigen mit vollstindiger Induktion iiber k, dass k—k
Induktionsanfang: k = 5: 55—; = % < % = % = 5% v
k
Induktionsvoraussetzung: Fiir k € N gilt: % < % & Kkl < ﬁ—Q = k2,
Induktionsschritt: (,C(_IT_T)IBL < (k+1)2 o (k+D! < (k+1)k1.
Da die Reihe 3 2 4z konvergiert, konvergiert auch die betrachtete Reihe nach dem

Majorantenkriterium.

(c) Fir n € N gilt:
n(n+4):n2+4n2n22n2—3n+1,

da —3n+1 < —2. Fiir n > 3 ist der Ausdruck auferdem positiv. Es folgt also fiir

alle n > 3:
n(n +4) n+4 1
7>1 _
2-3n+1 "~ (:)nz—?m—i—l_n



(d)

(f)

44

Es folgt daher 300 ;L <57 | #”fﬂ und da die harmonische Reihe gegen oo
divergiert, folgt mit dem Minorantenkriterium die Divergenz der gegebenen Reihe.

Die ersten zwei Folgeglieder sind dabei fiir die Konvergenz unerheblich.

Durch Umformen erhalten wir die alternierende Reihe

L+ & w1l (m1\"!
=) ()" = .
> = e L ()

Es bietet sich das Leibnizkriterium an, dazu sind die Voraussetzungen zu iiberprii-
fen. Zuerst formen wir um:

n—1 n—1
n n n n

Mit etwas Miihe kann man zeigen, dass die Folge ((1 + %)n_l) konvergiert (hierzu

begriindet man die Monotonie und Beschrénktheit der Folge). Wir driicken uns vor
dieser Arbeit und richten lieber an den Leser die Bitte, zahlreiche Folgenglieder
mit MATLAB zu berechnen und diese mit e zu vergleichen). Mit dieser Konvergenz

an:l <1+l> — 0.
n

folgt nun

n

Daher ist (an) eine Nullfolge. Wir zeigen nun, dass (an) monoton fallend ist. Dazu
betrachten wir den Quotienten

ant1 (n+2)"-n" C(n-(m+2\" [ nP+2n n<1
an  (n+1D)n= 1. (n+1)ntt U (n+1)2 C\n2+2n+1 ’

Die Folge ist also monoton. Nun kénnen wir mit dem Leibnizkriterium die Kon-
vergenz der Reihe folgern.

Hier haben wir es (vom fehlenden ersten Summanden abgesehen) mit einer geome-
trischen Reihe zu tun. Daher kénnen wir nicht nur iiber die Konvergenz entschei-

den, wir kénnen sogar den Reihenwert bestimmen, es gilt:

= /1\" N\ & /1\" = /1\" 1 1
S(5) =1 () 2(G) =2 () =it

5

Wir setzen a, = #’jﬁ%. Damit gilt

4n 4n 4n 1 1

3n24+5 " 3n2+5n2 8n2 2 n’

an

weil n > 1 ist. Wir finden somit in der harmonischen Riehe eine divergente Mino-
rante, die Reihe divergiert somit nach dem Minorantenkriterium:

Z 4n :ia >l
= 3n2 45 "2

n=1 n=1

NE
S|
I
1
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(8)

(i)

)

22 Reihen

Wie in der vorherigen Aufgabe gilt
4dn 4dn _4n 1

< = ——
4n? +8 ~ 4n?n+8n? 12n2 3

1
T
n
oo 4n

also >~ ; gmzg = 00 nach dem Minorantenkriterium.

Schreibt man die gegebene Summe als Reihe, so erhélt man

1203 4 &
2 3 4 5 7 &
Die Folge —75 konvergiert dabei gegen 1, ist also insbesondere keine Nullfolge und

somit dlverglert die Reihe nach dem Nullfolgenkriterium.

Wir haben es wieder (etwas versteckt) mit einer geometrischen Reihe zu tun, von
der wir wieder mal den Reihenwert bestimmen kdnnen:

S 2 (1) (6 ()

Unter Kenntnis der Exponentialreihe

””n—T; =e" gilt

gng

o0

Zﬁn:zz(n—m:z'z Zn_: =2e.
n=1 n=1 n=0 =

Kennt man die Exponentialreihe nicht, lasst sich immerhin mit dem Quotienkrite-
rium die Konvergenz zeigen:
2(n+1)

(n+1)!
2n
n!

1

n

(2n + 2)n!

= Sn(n T 1)! <1 fiirn>2.

‘ 2-(n+1)-n
|2-n-(n+1)-n!

Hier spielt die divergente harmonische Reihe wieder eine Schliisselrolle:
oo oo

1
> oo 00w

Uups! — Hier haben wir die Teilaufgabe (d) erneut gestellt.

SI)—‘

Dal - % e 1 keine Nullfolge ist, kann Z 1-— ﬁ nicht konvergieren.

n=1
Die Reihe divergiert, denn wir erhalten nach Umformung und Indexverschiebung
die harmonische Reihe:

— n+l1 S n+1 - — 1
e R M ren e R e B IR

3
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(o) Mit dem Quotientenkriterium erhélt man

(n+1)°
4n+1

n3

an

(n+1)°

4"
’I’L3 . 4n+1
Die Reihe ist also konvergent

1

3
_lfn+1\ _1(1+4 1
4 n 4

(p) Dieses Mal benutzen wir das Wurzelkriterium und erhalten

Jl =9 —10\"| 9n+10 9+ .9
10n ~10n 10 n—oo 10
Auch diese Reihe ist demnach konvergent

(q) Die Reihe konvergiert absolut nach dem Wurzelkriterium, denn es gilt

n

n2

(r) Die Reihe konvergiert absolut nach dem Ouotientenkriterium, denn es gilt
2n

2
CEX | P 4om+1| 1+24L
B 2n? B

1
onT1l 1
5 2 S
(a) Mit der Umformung

224

N - ,—:/;ﬁ
Z:: n+1 g

(—1)” -2+3
1
n+1 Z(
gilt 07 % =

n+1
=:a, >0
o(=1)"an mit a, > 0. Die Reihe ist also alternierend
Damit nun das Leibnizkriterium anwendbar wire, miisste die Folge (a,) monoton gegen
0 konvergieren. (ay) ist tatsichlich eine Nullfolge, denn
~)"-2+43  (-H"-242 0+0
an:() Jr:()"ln—>+:0.
n—+1 14+ = n—oo 1+ 0

Fiir die Monotonie miisste nun noch gelten

(- *t.243  (-1)"-243
n < an <
Intl S Gn < n -+ 2 - n—+1
(0™ 243) (r+1) < ()" 2+3) (n+2)
- n+1<5n+2) ngerade
5(n+1) <n+2

n ungerade
4n+92>0

n gerade

v
—(4n+3) >0

n ungerade ein Widerspruch
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Die Folge (ay) ist also nicht monoton.

(b) - DT ntl jgt eine alternierende Reihe iiber der Folge an = Diese

n=0 n+2 n+3
Folge ist eine Nullfolge, denn

n+1
(CE=ICEE

. n+l a4 . 0+0
T 243 (1+2)(1+23) noee (140)(140)

an

Auferdem ist (an) monoton fallend, denn es gilt

n—+2 < n—+1
(n+3)(n+4) — (n+2)(n+3)
®n2+4n+4§n2+5n+4®0§n. v

S m+2)(n+2) < (n+1)(n+4)

An+1 <an &

Die Folge ist also nach dem Leibnizkriterium konvergent.

22.5  Wir erkléren zuerst alle nétigen Symbole: syms k m;

(a) MATLAB berechnet den Wert exakt: a=symsum(1/((4xk-1)*(4%k+1)), 1, Inf)
liefert a = 1/2 - pi/8.

(b) MATLAB berechnet den Wert einer geometrischen Reihe exakt:
a=symsum(0.57k, 0, Inf) liefert a = 2.

10/9.
a=symsum(0.1"k, m, Inf) liefert a (10%(1/10)"m) /9.

(¢) MATLAB berechnet den Wert der alternierenden Reihe exakt:
a=symsum((-1) “k*1/(2%¥k+1), 0, Inf) liefert a = pi/4.

a=symsum(0.1"°k, 0, Inf) liefert a

22.6  Der folgende Code taugt:

function [ S ] = leibniz( f, ku, tol )
%berechnet den wert der alternierenden reihe ueber ak bis tol genau
S=0;
k=ku;
while abs(f(k+1))>=tol
S=5+f (k) ;
k=k+1;

end

Wir erhalten zum Beispiel mit
f=0(k) (-1)"k*1/(2%k+1);

[ S] =1leibniz( £, 0, 1le-5)
das Ergebnis S = 0.7854.



23 Abbildungen

23.1 (a) Die Funktionen fi : N — N, n + n? und fo : N = N, n + 2n sind beide
injektiv, aber nicht surjektiv. Die Injektivitét:

fin)=fim) = n*=m?> = n=m.

fa(n) = fa(m) = 2n=2m = n=m.
Und wegen 3 € f1(N), f2(N) sind beide Abbildungen nicht surjektiv.
(b) Die Funktionen f1, f2 : N — N mit
1, fallsn=1, 5—n, fallsne{l,2, 3,4},
fi(n) = und fo(n) = { }

n—1, sonst. n—4, sonst.

sind surjektiv, aber nicht injektiv: f1(1) = 1, und fiir jedes n € Nx1 gilt fi(n+ 1) =n.
Fir jedes n € N gilt: fa(n+4) = n. Also sind f1 und f2 surjektiv. Wegen fi(1) = f1(2)
und f2(4) = f2(5) sind beide Abbildungen nicht injektiv.

(c) Die Funktionen
n+1, falls n ungerade,

fi:N=->N, n—n und fo:N—->N, n—
n—1, sonst.

sind bijektiv. Bei der Abbildung fi ist dies klar. Nun zu f2: Es sei fa(ni) = fa(na2).
Sind n1 und n2 beide gerade oder beide ungerade, so folgt hieraus n1 =1 = ng + 1.
Folglich gilt n1 = na.

Der Fall, dass n1 gerade und ns ungerade bzw. ni ungerade und no gerade sind, ist
nicht moglich, da sonst n1 +1 =mn2 — 1 bzw. n1 —1 =n2+ 1, d.h. n1 + 2 = n2 baw.
n1 = n2 + 2 gelten wiirde (n1 und n2 wiren beide gerade oder ungerade).

Somit ist fo injektiv. Die Abbildung f2 ist auch surjektiv: Es sei n € N. Ist n gerade,
so gilt fo(n + 1) = n, und ist n ungerade, so gilt fo(n — 1) = n.

23.2  (a) Die Abbildung f ist surjektiv, denn fiir alle n € N gilt: f(2n) = 27" = n.
Wegen f(1) =4 = f(8) ist f nicht injektiv und somit auch nicht bijektiv.

(b) Diese Abbildung f ist surjektiv, denn fiir alle z € R gilt: f((z,0)) = z. Wegen
£((0,0)) =0= f((0,1)) ist f nicht injektiv und somit auch nicht bijektiv.

(c) Fir alle z € R gilt:
f@)=2+20+2=(x+1) +1>1.

Also ist 0 ¢ f(R) und somit f nicht surjektiv. Die Abbildung f ist auch nicht injektiv,
da z.B. f(0) = 2 = f(—2) gilt. Also ist f erst recht nicht bijektiv.
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(d) Diese Abbildung f ist bijektiv. Wir erhalten fiir f(0), f(1), f(2), f(3),...:
0,1, 1,2, -2, 3, =3, 4, 4,5, -5, ...

Scheinbar wird jede ganze Zahl von der Folge genau einmal getroffen. Das ist natiirlich
noch keine Begriindung fiir die Bijektivitdt von f. Hier nun eine strenge Begriindung:

Es gilt f(0) = 0. Fiir alle n € Z>o gilt: f(2n — 1) = n und fiir alle n € Z<o gilt:
f(=2n) = n. Also ist f surjektiv. Die Abbildung f ist auch bijektiv, denn aus f(n) =
f(m) folgt zunéchst (—1)" (2n 4+ 1) = (=1)"" (2m + 1). Aus Vorzeichengriinden folgt
weiter, dass n und m beide gerade oder beide ungerade sind. Daraus wiederum folgt
2n 4+ 1 =2m + 1 und somit n = m. Also ist f auch injektiv und damit bijektiv.

23.3  (a) Die Abbildung ist injektiv, surjektiv und damit bijektiv. Das Bild ist [—4, 0]
und die Umkehrfunktion ist f~': [~4,0] — [~3,1], @ = 2 + 1 (beachte das Rezept).

(b) Die Abbildung ist injektiv, nicht surjektiv und damit nicht bijektiv. Das Bild ist
[—4, 11], eine Umkehrfunktion existiert nicht.

(c) Die Abbildung ist injektiv, surjektiv und damit bijektiv (der Graph ist eine Gerade).
Das Bild ist R und die Umkehrfunktion ist f~* : R — R, z ’”52 (beachte das
Rezept).

23.4  Die Abbildung f ist injektiv: Aus f(z) = f(y) mit z, y € (—1,1) folgt:

1
1_96522:1_yy2 syt +1-—yHz-—y=0 < x:yoderw:fg.

Wegen der Einschrankung y € (—1,1) ist nur x = y moglich. Damit ist gezeigt, dass f
injektiv ist.

Die Abbildung f ist auch surjektiv: Es sei a € R. Im Fall a = 0 wihle z = 0. Daher
diirfen wir a # 0 annehmen. Es gilt:

T 1 1 1 1
_r Y (T S | =y 1
<2a + 4a? * ) oder & 4a? + 2a

:
i3
8
I

Im Fall @ > 0 ist damit x = 1/# +1- % € (0,1) ein Urbild von a.

Im Fall a < 0 ist z = — (2—1a + ,/4}7 + 1) € (—1,0) ein Urbild von a.

23.5 (a) Esist f(—1) =1 = f(1), also ist f nicht injektiv und besitzt daher keine
Umkehrfunktion.

(b) Fiir alle z, y € R mit « < y gilt 2* < y®. Damit erhalten wir:

eImFallz, y<0:z <y = % > y—ls, sodass f auf R« streng monoton fallend ist.

elmFallz, y >0z <y = % < %, sodass f auf R streng monoton steigend
ist.
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Da f(z) < 0 fiir z < 0 und f(z) > 0 fiir z > 0 gilt, ist die Funktion f damit injektiv.
Nun sei y € R\ {0} beliebig. Wéhle z = {/1/y, es gilt dann

1

f(f):W:y,

sodass f auch surjektiv ist.

Damit ist gezeigt, dass f bijektiv ist. Die Umkehrabbildung haben wir zwar beim Nach-
weis der Surjektivitdt gleich mitbestimmt, wir leiten diese erneut her: Fiir x # 0 gilt:

Die Umkehrabbildung von f ist also

SR {0} = R\ {0} mit £ (@) =



24 Potenzreihen

24.1  (a) Mit dem Quotientenkriterium gilt:

() -5 0+3)

n

[CERNEE RS Eak
(n* —4n3)zn

17% |Z|n:.>ol|z|

Die Reihe konvergiert also absolut, wenn 1 - |z| < 1 < |z] < 1 ist, damit ist der
Konvergenzradius 1.

(b) Wieder gilt mit dem Quotientenkriterium:

2n+122(n+1) 5 5
BT T =2]- ]z |n:)>o?'|z |
Die Reihe konvergiert also absolut, wenn 2 - [2°| < 1 & [2]> < 1 & |2| < % ist. Der

Konvergenzradius ist also %

24.2  Wir gehen nach dem entsprechenden Rezept vor:

(a) (1) Als Konvergenzradius erhalten wir:

k+1
ar | _ (kD2 ka1,

k2F k

Ap+1

(2) An den Randpunkten —1 und 3 gilt:

f(=1) = Z (=1) Konvergenz wegen alternierender harmonischer Reihe.

f3) = % Divergenz wegen harmonischer Reihe.
1

Damit haben wir den Konvergenzbereich K(f) =[—1,3).

(b) (1) Als Konvergenzradius erhalten wir:

kA4k+1 Eo\*
= :4 R:4.
45k + 1)1 <k+1> -

Qg

Ak+1

(2) An den Randpunkten —4 und 4 gilt:

f(—=4)= Z k*(=1)F Divergenz wegen Nullfolgenkriterium.
k=1

f3) = Z k* Divergenz wegen Nullfolgenkriterium.
k=1

Damit haben wir den Konvergenzbereich K(f) = (—4,4).
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(c) (1) Als Konvergenzradius erhalten wir:

ag (n+1)2-1

= — R — ]. .
Ak+1 n2 -1

2) An den Randpunkten —1 und 1 gilt:

(2) p 8
— 1

f(=1) = Z ﬁ(fl)k Konvergenz wegen Leibnizkriterium.
k=2 o
— 1
f) = Z ——— Divergenz wegen Majorantenkriterium (harmonische Reihe).
VE?2 -1

k=2

Damit haben wir den Konvergenzbereich K(f) = [—1,1).

(d) (1) Als Konvergenzradius erhalten wir:

2 k k2 /ok
T SR T N
Ak+1 (]C -+ 1)2 + 2k+1 2 4 (k+1) /2’“
(2) An den Randpunkten —1/2 und 1/2 gilt:
f(=12) = Z(—l)k(kZ/Q’“ + 1) Divergenz wegen Nullfolgenkriterium.
k=0
f(1/2) = Z(k2/2k + 1) Divergenz wegen Nullfolgenkriterium.
k=0

Damit haben wir den Konvergenzbereich K (f) = (—1/2,1/2).

24.3 Es gilt:

cosh® z — sinh? 2 = 1 ((ex +e )% — (e — efx)Q)

—

_ Z(eQZ +2 ez e—z +e—293 _622 +2 ez e—m _ e—QIL‘) —1.

24.4 Es gilt:

cosh(x) cosh(y) + sinh(z) sinh(y)
1

= 1 (@ +e™)( +e™) + (e —eT)( —e 7))

1 _ _ e _ _ e
_(e$+’y+ex y+ey x+e z y+ew+y_ex y_e’y w+e z y)

1
1
4

(2 ooty +2€—(f6+y)> — % (ef6+y +e—($+y)> = cosh(z +y).



25 Grenzwerte und Stetigkeit

25.1  Ist p ein Polynom von ungeradem Grad, so gilt:

xgrzloop(z) = —o0o und :CILH;O p(z) = 0.

Es gibt daher a,b € R mit p(a) < 0 und p(b) > 0, und weil Polynomfunktionen stetig
sind, hat p nach dem Nullstellensatz eine Nullstelle in R.

25.2  Wir betrachten statt f die Funktion g : [a,b] — R, g(z) = f(z) — x. Diese ist
sicher stetig, und es gilt wegen f([a,b]) C [a,b]:

gla) = f(a)—a=0 und g(b) = f(b) —b<0.

Ist g(a) = 0 oder g(b) = 0, so gilt f(a) = a bzw. f(b) = b und ein Fixpunkt ist
gefunden. Falls nicht, so ist g(a) > 0 und g¢(b) < 0, und nach dem Nullstellensatz
existiert ein «* € [a,b] mit g(z*) =0, d.h. f(z*) —2* =0, also f(z™) = ™.

25.3  Wir wenden das Bisektionsverfahren auf die Funktion p(z) = z® — 3 mit dem

Startintervall [a,b] = [0, 3] an, da die positive Nullstellen dieses Polynoms gerade /3
ist:

a b m p(m)
0.0000 3.0000 1.5000 -0.75
1.5000 3.0000 2.2500 +2.0625
1.5000 2.2500 1.8750 +0.515625
1.5000 1.8750 1.6875 -0.15234375
1.6875 1.8750 1.78125 +0.1728515625
1.6875 1.78125 1.734375 +0.008056640625
1.6875  1.734375 1.7109375 -0.07269287109375

1.7198375 1.734375 1.72265625 -0.0324554443359375
1.72265625 1.734375 1.728515625 -0.012233734120859375
1.728515625 1.734375 1.73144531250 -0.00209712982177734375

Also liegt die Nullstelle v/3 im Intervall [1.73144531250 , 1.734375]. Auf zwei Nachkom-
mastellen gerundet hat sie damit den Wert 1.73.

25.4  (a) Die Funktionen = +— nz und = — 1 + |nz| sind als Verkettungen stetiger

Funktionen stetig. Da 14 |nx| # 0 fiir alle x € R, ist auch g(z) mit demselben Argument
stetig.

(b) Fiir z = 0 gilt gn(x) = 0 fiir alle n € N, also gilt g(0) = lim ¢,(0) = 0. Fiir z # 0
n—oo

gilt

90 = g 0@ = e T el = % T ]~ fal
also g(z) = —1 fiir < 0 und g(x) = 1 fiir z > 0. Als konstante Funktion ist g stetig fur
alle x € R\ {0}. Fiir x = 0 ist g offensichtlich nicht stetig, da lin}) g(x) nicht existiert.
z—
Man versiaume bei dieser Aufgabe nicht, die Funktion g, fiir einige n zu plotten, mit

MATLAB erhalten wir leicht die Graphen der Funktionen g2, g20 und g200 wie folgt:
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» hold on Lo
» grid on

» fplot(’2*x/(1+abs(2*x))’, [-5,5],
7k_7)

» fplot (’20%x/(1+abs(20*x))’, [-5,5],
,k_,)

» fplot(’200%x/(1+abs(200*x))’, [-5,5],
,k' ,)

» ylim([-1.5,1.5]) 0 :

25.5 (a) Wir formen die Funktion um

x—2 r—2

x2+43x—10 z—2)(xz+5
z+3 x+3

und sehen, dass sie definiert ist fiir z € R\ {—5,—3,1,2}. Dort ist sie als Verkettung
stetiger Funktionen auch stetig. Auflésen des Hauptnenners und Kiirzen liefert

z+3
1@ = =D +9)
mit den Definitionsliicken £ = 1 und x = —5. Die Funktion f ist also an den Stellen

x € {—3,2} stetig fortsetzbar (mit den Werten 0 bzw. 5/7).

(b) Damit alle Wurzeln definiert sind, muss zuerst gelten x > =2 A 2z > 1 A z >
2/3 A x < 11/5. Auferdem muss der Nenner ungleich 0 sein, also

V3r —2—V11-52#0 & 3z —2#V1l -5z & 32 —-2#11 -5z & 5875%3

Insgesamt gilt also, dass g(x) genau dann definiert ist, wenn x € [1, 11/5]\ {13/s} ist. Die
Funktion g lasst sich in 13/s nicht stetig fortsetzen, da 13/s keine Nullstelle des Zahlers
ist. Da die Wurzelfunktion stetig ist, ist auch die Funktion ¢ iiberall dort stetig, wo sie
definiert ist.

25.6 Es gilt

2 6
z4+1 z°+1
+

r—a x-—0 =0 & (@—-B)@*+1)+(z—a)(@"+1) =0.

=: f(=)

Das Polynom f(z) ist dabei stetig. Einsetzen von o und 8 in f liefert nun:

o fl@)=(a=pB)(a®+1) <0  f(B)=(B-a)(B°+1)>0
N — —— N — N———
<0 >0 >0 >0

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es also ein & € (a, ), also o < £ < 8 mit f(§) = 0.
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25.7 Die Nullstellen des Nenners sind x = 1 und z = —1. Diese sind aber keine
Nullstellen des Zahlers. Wegen

13—m2+21 13—12+21

Jim S oo i S5 = o
gibt es keine horizontalen Asymptoten. Mit
lim %:foo und  lim %:oo
T—1— x z—1+ x
erhdlt man eine Asymptote bei x = 1 und ebenso mit
lim 22420 — oo upd lim | SR — g
rz——1— rz——1*+
eine Asymptote bei x = —1. Auflerdem hat f wegen
lim £&) = lim 225242 =1 ypd  lim £® = lim 252 —
z—oo T zsoo @01 z——o00 & t——0o T -1 ’
sowie
. . 3_ 42000 43 _ 2243
lim f(x) - 1o = lim Srieoete o o g
die schriage Asymptote y = = — 1.
25.8 (a) Es gilt
. sin(x) cos(xz) . sin(x) . cos(x) _ 1 1
wlg% zcos(x)—xz2—3x (wlg% T ) (wlg% cos(x)fxf?)) =1 1+0—-3 — 2

(b) Die Zahl 2 ist eine Nullstelle des Zahlers und des Nenners:

ot =22 —72® 4200 — 12 = (2 —2) (z° — Tz +6),

ot — 62 +92° + 42 — 12 = (z — 2) (2° — 42 + 2+ 6).

Also ist

x377x+6
3 —4x2+x+6 °

zt—22% 722420212

lim =i, —1s — lim

r—2

Aber auch in dieser Darstellung ist 2 noch Nullstelle von Zé&hler und Nenner. Daher
noch einmal:

23— T 4+6=(z —2)(z® + 22 — 3),
2 — 42 v +6=(2—2)(z" — 22 —3).

x2+2w73 —

23 —T7x+6 — hrn

Damit folgt ;1312 P2 t216 0 27—20-3

_5
3-

(c) Esist 2z —3 = (z — 1) - 2 — 1. Damit folgt
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- _ (Veti-vE)(Vetive) 1
(d) Es gilt: Vo + 1 — x = NCES Ny — Vatitvz®

Damit erhélt man, da die Wurzelfunktion stetig ist:

; 1 | —p.1_
Jim (Ve T=ve) = Jim s = (Jim ) | =] =0-§ =0.

(e) Es gilt: lirnO (% — z—lz) = lirnO ””;21 = —o00, da der Nenner positiv ist und gegen null
T—r xr—
konvergiert, der Zahler aber gegen —1.

(f) Fir alle m, n € N gilt

1, .k 1k
z"—1 _ (x—=1)33 0 ox — e 098

zm—1 (z—1) Z;JL ok qu) ok

Damit gilt fiir alle m, n € N

1k 14k
ZTI:OE 2201 _ Yingt _ nl _

2=l — iy = = -
Tl xm—1 rs1 2 = xk m lk Zm 1 1 m-1 m

(g) Weil [siny| < 1 fiir alle y € R gilt, ist —/z < y/&sind < /z. Da lima—0 (=) =
0 = limy—0 /7 gilt, ist somit

lim (\/E sin %) =0.

z—0

(h) Z=2odd — @-Dehiool) _ 424 5 g — Pr1-1=1
T—
() 20— VI —p = Ai=tebe _ o

1 1

= — I

204/Az7— 1
T x?—x $<2+ 47%) 2+\/47% T —>00

: 2 1 _ sin’(x) 1 _ osin?(e)—1 _ —cos?(z) _
(.]) tan (Il') T cos?(z) 2::;2(9;) T cos2(z) Sl(?os;c(ac) - ngs(xg)” =-1 x:>/2 —L

SVEFT . lo(at) 1 _
() * = 2+verD) T THVe T .oh

25.9  Der folgende Code leistet das Gewiinschte:

N[=

function [x, niter] = bisektion(f,a,b,tol)
fO0=feval(f,a);

fl=feval(f,b);

niter=0;

if (£0==0), x=a; return; end

if (£f1==0), x=b; return; end

if (£0*£1>0)

error(’f hat bei a und b das gleiche Vorzeichen!’);
end

while b-a > tol
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if f((atb)/2)*f(a)<=0
b=(a+b)/2;
else
a=(atb)/2;
end
niter=niter+1;
end
x=(atb)/2;

25.10  Durch Plotten der Graphen iiberzeugt man sich, dass im Fall (a) genau zwei
Nullstellen und im Fall (b) genau drei Nullstellen vorliegen. Auch die Grenzen a und b
ersieht man aus dem Graph. Mit dem Programm aus Aufgabe 25.9 erhalten wir:

(a) Mit
[x, niter] = bisektion(f,-2,0,1e-8) bzw.
[x, niter] = bisektion(f,0,1,1e-8)
erhalten wir

-1.409624006599188 ; niter =28 bzw.

0.636732649058104 ; niter = 27.

X

X
(b) Mit
[x, niter] = bisektion(f,-1,0,1e-8) bzw.
[x, niter] = bisektion(f,0,1,1e-8) bzw.

[x, niter] = bisektion(f,0,1,1e-8)
erhalten wir

x = -0.458962265402079; niter = 27 bzw.
0.910007569938898 ; niter = 27 bzw.
3.733079027384520; niter = 27.

X

X



26 Differentiation

26.1  Dazu miissen wir zeigen, dass limg—4, f(z) = f(zo) fir x9 € D:

i (7o) - £(e0) = Jim ( (2 = o) LD =L00))

T—x T — o
r—xo=h
4 ,{lino (hf(:Eo—Fh})L—f(ﬂCO)) — 0. f'(w0) = 0.

26.2  Wir zeigen zunichst die Differenzierbarkeit und schreiben die Funktion um als

z2 , x>0
f@) =" .
-z <0
Damit ist f offensichtlich auf (—oo,0) und (0, c0) stetig und differenzierbar, da = —
z? bzw. © +— —x? stetig und differenzierbar sind. Es bleibt also der Fall z = 0 zu

untersuchen. Um die Differenzierbarkeit an der Stelle 0 zu beweisen, miissen wir zeigen,

i £0+R) = 1(0)
h

h—0

dass der Grenzwert

existiert. Es gilt:

lim fO+h) — f(0) = lim h-1h = lim |h| = 0.
h—0 h h—0 h h—0

Also existiert der Grenzwert, er hat den Wert 0. Demnach ist f auch in 0 differenzierbar
mit Ableitung f'(0) = 0. Da aus der Differenzierbarkeit die Stetigkeit folgt, ist f auch
stetig in 0.

26.3 Mit der Exponentialfunktion und dem natiirlichen Logarithmus gilt die Um-
@+1>:gwﬂmﬂ:gmH9,
x

Damit l&sst sich die Ableitung nach der Kettenregel bestimmen als
"(z) = w-ln(2+i))’ — e n(2+3) . [ 1. 1 R G
fi(x) (e e 1-In 2+m +x 2+% =

1\" 1 1
=24 - In{2+—-)— .
(2+2) (n(+2) ~21)
(a) f ist gerade, denn f(—z) = (—xz)? + cos(—z) = x? + cos(z) = f(z)

f’ ist ungerade, denn f(—z) = 2(—z) — sin(—x) = —2x — (—sin(x)) = —(2x —
sin(z)) = —f ().

formung

26.4
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(b)

(¢)

(d)

26 Differentiation

2sin(—z) _ 72 —sin(z) _ —z? tan(m) = 7g(11)

g ist ungerade denn g(—z) = (—x)

cos(—z) cos(x)
g’ ist gerade, denn g(—x) = 2(_I)Sin(::s)zc(cisg(c)_m)+(_m) =2 Sin(c?sg?;()m”m =g'(z).
h ist gerade, denn h(—z) = (—z)sin(—z) = (—z)(—sin(z)) = xsin(z) = h(z)
B’ ist ungerade, denn h'(—z) = sin(—x) + (=) cos(—x) = —sin(x) — zcos(z) =

—h(z).

Wire k gerade oder ungerade, so miisste gelten k(—z) = k(x) baw. k(—x) = —k(x).
Fiir z = 1 mit k(z) = e' = e gilt aber k(—z) = k(-1) = e = % und damit
k(—x) # tk(z), also ist k weder gerade noch ungerade. Da fiir die Ableitung gilt
k' (x) = e”, gilt auch hier, dass k' weder gerade noch ungerade ist.

Ist f: R — R gerade und differenzierbar, so gilt mit der Kettenregel:

f=2)=f(2) = (f(-2)) =f(2) = f(-2) (=) =f(2) = f(-2)=-f(a);

f’ ist also in diesem Fall eine ungerade Funktion. Analog beweist man die zweite Be-

hauptung.

26.5 Wir wenden die bekannten Ableitungsregeln an, vor allem die Ketten-,

Produkt- und Quotientenregel finden vielfach Anwendung:

(a)

(¢)

3 3(xz® +1) — 3z(2x)  2(z® 4+ 1) — 2z(2(z? + 1)2z)

/
M) =10 (z2 +1)2 (z2 + 1)4
3@ +1)? ) (322 +3—62Y) (2% +1)  22°+2- 8z
T (2241)3 (2 +1)3 (2 +1)3
~ 32% 4+ 62% 4+ 3+ 32" + 32 + 32% + 3 — 62" — 627 + 22° + 2 — 827
- (l‘2+1)3
8
G
, 1 1 20(z® —1) = 2z(z*+1) 2wz —1-22-1
fg(x):$2+1-2m—$2_1-2m: : gc)4—1( ) - 2 zt —1 :
4x 4x

i1 1—at

) 4 Aot5-2Q2243)
o m\/4x+5f \/2w+3m _ /(22+3)(4z+5)
f3($) = 4z + 5 - 4 +5
Az +5—4z—6 1

T /2z 3@z +5° 2z +3)@dz 157
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(d)
/ 1 1 1 1
falw) = cos’ (arccos(Yz)) (ﬁ) - sin(arccos(/z))x? - 22,/1 — cos?(arccos(1/z))
1 1
Tafing RVET
(e)
ron L cos(xz) — (cos(x) — xsin(x)) sin(x) — x cos(x) cos(x)
f5(@) = sin(x) (@) sin?(x)
_ cos(z) sin(z) — cos(z) sin(x) + xsin’(x) + x cos® (x)
N sin?(x)
_ a(sin?(z) + cos?(z)) @
B sin?(x)  sin?(z)
()
, 16 4 16 4
fo@==8+mt 3= 8T et 3
()
oy - e VA2 g VBTHS | 4w an 6
’ dx +2 V(222 + 3)(4x +2)3
(h)
fa(z) = Z?jg)) — (cos(z) — zsin(x)) = cot(x) — cos(x) + zsin(z) .
(i)
2 — (—(sin®(z T 2
fé(«T) — 2:Etan(9c) + CEQ <COS (l‘) COS(Q(;) ( )))) = 2% tan(:r) 4 (F(CE)) .
)
Flo(z)= 1 (2z COS(LL‘2)7SiIl($)> (In (Y/a?) +2) + %(Sin($2) + cos(z)) .
o () AR
(k)
p oy (627 =20+ 7) (207 — 1) — (22® —2® + T+ 1)(2- (227 — 1) - 4da
fia(e) = (222 — 1)3
~122* — 62 — 42 + 22 4 142 — 7 — 162" + 82 — 562° — 8x
N (222 —1)3

4z’ +42° —482° — 63— 7
N (222 —1)3
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M)
fia(e) =2 - —.
(m)
Fia() = 20cos (2% +sin (1) ) = sin (20 +5in (1) ). <4$ e <;>> |
(n)

x
26.6  Wir berechnen die ersten beiden Ableitungen von f mit der Produktregel:

/o cos(x) 1 sin(x) nooN
fio) =) - 2. o F(x) =

Damit ergibt sich:

_sin(z)  cos(x) n 3 sin(z)
VAV S R

V" (z) = —sin(z) — cosm(x) L % . sir;(;c) gfl(ﬂﬂ) _ cosm(x) B % . sir;(;c)
ﬁ(l%) f(x):sin(x)fi~81r;¥.

Durch Addieren der Gleichungen erhilt man:

Vi (1@ + 1@+ (1- ) 1) =o0.

26.7 Das folgende Skript liefert die Zahlen:

f=0(x) exp(x."2).*sin(x);
h=10."(-1:-1:-8)7;
x0=ones(8,1)-h./2;
x1=ones(8,1)+h./2;
yO=ones(8,1)-h;

yl=ones(8,1);

y2=ones(8,1)+h;
f1=(£f(x1)-£(x0))./h
£2=(f(y2)-2*%f (y1)+£(y0)) ./ (h."2)



27 Anwendungen der
Differentialrechnung |

27.1  Wir fithren die Rechnung zunéchst allgemein mit einem Volumen Vp durch.
Eine zylindrische Dose mit Radius r und Hohe A hat ein Volumen von

V(r,h) = r’mh,

bei Vo = V(r, h) muss also gelten

Vo =r’nh = h:?.
rem

Weiter hat die Dose eine Oberfliche, die sich aus Boden, Deckel und Mantelfldche des
Zylinders zusammensetzt, insgesamt also

F(r,h) = 2r°7 + 2rrh.

Setzt man nun h = T‘Z/—‘;T in die Funktion ein, so ergibt sich

2Vo

F(r) = 2r’n + 21"77? =or’r+ 22
r27m r

Diese Funktion gilt es nun zu minimieren. Dazu bilden wir die Ableitung

F'(r) = 4rm — 2—20 < 0, mit der Nullstelle 7" = {/ E.
T 2m

Um zu tberpriifen, ob es sich hier wirklich um ein Minimum handelt, brauchen wir die

zweite Ableitung von F:

11 4VO
F (T‘) :47T+ 1"—3 .

Damit erhalten wir F" (r*) = 47 + 4‘@% > 0, also ist r* tatséchlich lokales Minimum
der Funktion F'. Als zugehorige Hohe ergibt sich

o Vo W@oT [V
(7”*)27T 7ﬂ/02/3 T

Optimal ist also ein Verhéltnis von Hohe und Radius von ff— = /8 = 2. Fiir den Fall

Vo = 0.41 = 0.4dm> ergibt sich damit ein Radius von r* = { 94 4m = 4 cm und eine

Hohe von h* = ¢ 1?6 dm = 8cm.
27.2  Man beachte die folgende Auflistung:

Symmetrieverhalten: Es gilt f(—z) = (—2)? — 2|—2| + 1 = 2? — 2|z| + 1 = f(x), also
ist die Funktion gerade. Der Graph ist damit achsensymmetrisch zur y-Achse.
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Nullstellen: f(z) =0 <= 2% —2|z|+ 1 =0 Fiir 2 > 0 ergibt sich z; » = 2£vV2=4 1 =1
Wegen der Symmetrie ist dann auch —1 eine Nullstelle von f. Beide liegen im
Definitionsbereich, also sind £1 die beiden Nullstellen der Funktion.

Asymptoten: Es gibt offenbar keine senkrechten Asymptoten. Waagrechte oder schri-
ge Asymptoten kommen wegen des eingeschriankten Definitionsbereichs nicht in
Frage.

Ableitungen: Da die Betragsfunktion nicht differenzierbar ist, benétigen wir jetzt eine
Fallunterscheidung. Es gilt:

22 -2z 41, firz>0

Fa)=3", :
r*+2x+4+1, firx<0

Daher ist f auf (—3/2,0) und auf (0, 3/2) differenzierbar (nicht jedoch in den Rand-
punkten und in 0!), und es gilt
2z — 2

fl(z) = L
2x 4+ 2, firx <O0.

fir x > 0,

Entsprechend folgt fiir die zweite Ableitung:

() = 2, fiir x >0,

2, fiirz <O.

Monotonie und lokale Extrema: Wir betrachten zunéchst die Intervalle, auf denen f dif-
ferenzierbar ist. Fiir z € (—3/2,0) gilt: f'(x) =22 +2 =0 <= 2z = —1. Die
Ableitung besitzt also eine Nullstelle bei x = —1 im betrachteten Intervall, links
davon ist sie negativ, rechts davon positiv. Aus Symmetriegriinden gilt das ebenso
im Intervall (0,3/2) mit der Nullstelle z = 1. Damit ergibt sich auch das Verhalten
der Funktion an den Réndern des Definitionsbereichs und fiir den Punkt = 0, in
dem f nicht differenzierbar ist. Zusammenfassend gilt fiir das Monotonieverhalten
und die lokalen Extrema von f:

x = —=3/2 lokales Maximum mit Funktionswert 1/4
x € (=3/2,—1) | streng monoton fallend

r=-—1 lokales Minimum mit Funktionswert 0
xz € (—1,0) streng monoton wachsend

=0 lokales Maximum mit Funktionswert 1
z € (0,1) streng monoton fallend

r=1 lokales Minimum mit Funktionswert 0
x € (1,3/2) streng monoton wachsend

x =3/2 lokales Maximum mit Funktionswert 1/4
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globale Extrema: Zuné#chst einmal stellen wir fest, dass f stetig und auf einem kom-
pakten Intervall definiert ist, die Funktion muss also Maximum und Minimum
annehmen. Aus den vorherigen Betrachtungen ergibt sich als globales Minimum
die Stelle x = —1 und = = 1, jeweils mit Funktionswert 0, ein globales Maximum
wird bei x = 0 mit Funktionswert 1 angenommen.

konkav / konvex: Da die Funktion auf den Intervallen (—3/2,0) und (0,3/2) jeweils eine
konstante, positive zweite Ableitung besitzt, ist die Funktion auf jedem dieser
Intervalle konvex.

Graph: Der Graph von f hat folgende Gestalt:

27.3 (a) Wir setzen f(z) = In(1 + x) — arctan(z) fiir = € [0, 1]. Es gilt dann
f(0) =In(1) —arctan(0) =0—-0=0
Wir zeigen nun, dass f monoton fillt, also f/(z) < 0 ist, denn damit folgte dann
f(z) <0< In(l 4+ z) — arctan(z) < 0 < In(1 4+ z) < arctan(z).

Fiir die Ableitung erhalten wir

Da z € [0,1] ist 2* < 2 und damit lez > l-i%c’ also f’(x) < 0. Das beweist die

Behauptung.

(b) Wir setzen f(y) = arctan(y) + arctan (1/y) fiir y > 0 und zeigen, dass f konstant
ist, also f'(y) = 0. Es gilt:

f/(y):ﬁ‘f' : (—i> : : 0

f ist also konstant und weil
f(1) = arctan(1) 4 arctan(1) = 2arctan(l) = /2

gilt, ist die Behauptung bewiesen.
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27.4  Wir bezeichnen den Fiillstand der Dose mit = € [0, H]. Wir kénnen die Vertei-
lung der Gesamtmasse der Dose dann eindimensional in Abhéngigkeit von « modellieren.
Der Schwerpunkt der leeren Dose liegt bei Hohe /2, der Schwerpunkt der Cola liegt bei
Hohe =/2. Die Hohe des Schwerpunkts s des Gesamtsystems ergibt sich dann als Mittel
der Schwerpunkte dieser beiden Teilsysteme, gewichtet mit deren jeweiligem Anteil an

der Gesamtmasse:

M-Z4+VE&.£ MH+f2®  MH? +Va?

s\r) = = — .
(@) M+ VE oM +2%a  2(MH + Vi)

Um s(z) zu minimieren, bilden wir zunéchst die erste und zweite Ableitung:
_ (2F2)(2M +24a) — (MH + 52*)(2%) _ V(Va? +2MHz — MH?)
4M + fx)2 2(MH + Vz)?

wo y_ VH?M(M +V)
S @) = Ve

s' ()

Wir bestimmen nun die Nullstellen von s () :
s'(x)=0

1% 1% V ooV
(2572)(2M + 2572) — (MH + za)(257) = 0

1% 1%
2(2M +25w) - (MH + £2%) = 0

%:ﬂg—f—QM:c—MH:O

—2M + VAMZ +4MV _ H

v
25 |4

212 = (—M + /M2 + MV) .
Die negative Losung macht hier natiirlich keinen Sinn, schlieRlich ist = die Fiillhohe,
also muss im Optimum gelten

£:5(7M+\/m).

Vv

Da s”(%) > 0 ist (wegen & > 0) handelt es sich tatséichlich um ein Minimum, also die
gesuchte Losung. Um den optimalen Fiillstand in Prozent zu bekommen, miissen wir
diese Hohe noch durch H teilen,

*
xr =

_ 1 (7M+ \/M2+MV>.

<l

z
H
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Fiir den optimalen Schwerpunkt s* = s(Z) bedeutet das

. MH+ Y (M2 4 MV + M? — 2M/M? + MV)
B 2M +2% - B (M + M2+ MV)
- MH+ MM+ V - 2vMZ+ MV)
B 2M — 2M + 2¢/M? + MV

2HM 1
= (1+=(M-VM2+MV)).
MF+MV(+V( - )>

S

27.5 Esgilt f'(z) = —2sinz — 1 und f”(x) = —2cosz. Wir bestimmen die Null-
stellen der ersten Ableitung:

1 11
fl(2)=0 <= sin$:—§ = xe{%+2kw:k€Z}U{%+2kw:k€Z}.

Fir z € My := {%T +2km i k € Z} gilt f’(z) = V3 > 0, die Punkte in M) sind also
lokale Minima von f. Fir x € My := {HT’T + 2k ke Z} ist f”(xz) = —v/3 < 0, die
Punkte in M> sind also lokale Maxima der Funktion f. Damit besitzt f unendlich viele
lokale Minima und Maxima.

Es gilt weiter

lim f(x) =00 und lim f(z) = —o0,
T——00 T—>00

also besitzt f weder eine globales Maximum noch ein globales Minimum.

27.6  (a) Esliegt die Situation J vor, wir kénnen die Regel von L’Hospital anwenden:

lim =
z—0 €T z—0 1

(b) Auch hier haben wir den Fall %, wir erhalten mit der Regel von L’Hospital:

z—0 x? cos(bx) S 2 cos(ax) 2

lim V/cos(az) — y/cos(bx) ~ lim < bsin(bx) asin(ax) ) 1
z—0 \ 2

bsin(bx) asin(ax) b2 . ag

1
4 (z—>0 \ /COS(bCE) z—0 \/COS(a.%)) 4

(c) Unter Anwendung der Regel von L’Hospital gilt:

In?(1 + 3z) — 2sin?(z) ) 6% — 4 sin(z) cos(x)
lim . = lim 5
z—0 l1—e% z—0 2xe=%
— lim In(1 + 3x) 3 _sin(z) 2cos(z) .

20 T (14 3z)e? T e
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Wir berechnen nun die einzelnen Grenzwerte (teilweise wiederum mit L’Hospital) und

erhalten:
limM:hm 3 =3, lim%:&
z—0 x z—0 1+ 3z z—0 (1 + 3;5) e~
lim sin(z) = lim cos(z) =1, lim 2(:078(5) =2.
z—0 T z—0 z—0 e~ %
Es ist also ) L
lim In (1+3:ﬂ)—22s1n (z) _3.3_.1.9-7
z—0 1—e 7
(d) Die Anwendung der Regel von L’Hospital liefert:
2 (Tx
sin® (ZE
o—>—17+ 2 z——1t  cot (%) o —1+ T T

(e) Der Grenzwert ist vom Typ 22. Wir versuchen es mit der Regel von L'Hospital und

erhalten: )
. coshx yg . sinhx y . coshzx
lim = lim = lim
r—oo et r—oo et r—oo e~r

Die Regel hilft uns also in diesem Fall nicht weiter, wir miissen den Grenzwert anders
bestimmen:

lim ——— = lim = lim — = —.
rz—oo et T—>00 (S z—00 2 1 2

cosh z . %(em +e %) 11 +e 2 1

(f) Der Grenzwert ist vom Typ %, wir versuchen es wieder mit der Regel von L’Hospital:

lim cos(@) =1 = lim —sin(z) =0.
x—0 €T x—0

(g) Der Grenzwert hat die Form 3. Die Regel von L’Hospital liefert:

1

lim M2zaresine . TR 2VI-w o 2

s—=1-  /1—zx ool — A L_w e—=1- /(1 —2)(14+z) =1 V1+=x

(h) Dieser Grenzwert ist vom Typ 0 - (—o0), die Regel von L’Hospital kann also nicht

direkt angewandt werden. Hier hilft ein Trick weiter, bei dem man den Grenzwert so
umschreibt, dass er zum Typ 22 wird. Nach dem ersten Schritt entsteht ein Grenzwert
vom Typ %, auf den wiederum die Regel von L’Hospital angewandt werden kann:

In|l-— e
lim sin(7z) - In|1 — x| = lim M = lim T Loz
1 r—1 L z—=1 —————~ . cos(mx) - 7
sin(mx) sin?(wx)
sin?(7x)

= 1.
) (1 — z)mcos(mx)

~ lim . 2sin(mwz) - cos(mx) - . _0
z—1 —m2sin(mx) — w[cos(ma) — wa sin(mx)]
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(i) Wir schreiben zunéchst den Ausdruck etwas um:
1 1
(14 arctanz)= = exp (— In(1 + arctan w)) .
x

Weil die Exponentialfunktion stetig ist, geniigt es, den Grenzwert fiir den Exponenten
zu bestimmen, dabei ergibt sich ein Grenzwert vom Typ %:

1 1
lim In(1 + arctan z) _ iy Trarctanz e _

xz—0 x z—0 1
Damit gilt also fiir den gesuchten Grenzwert:

lim (1 + arctan;c)?lr =e'=e.

z—0
(j) In diesem Fall haben wir einen Grenzwert vom Typ %, die Regel von L’Hospital darf
natiirlich nicht angewandt werden. Vielmehr gilt

. sinx + cosx . sinx + cosx
lim —— = -0 und lim ——— = +o0,

z—0~ x z—0* xT

der Grenzwert existiert nicht. Wendet man hier ohne die Voraussetzungen zu priifen die
Regel von de L’Hopital an, so erhilt man als Grenzwert 1, das wére falsch!

(k) Der Grenzwert ist von der Form 22 und mit L’Hospital erhalten wir:

In(lnz) im =1

xT—r 00 lnw T—r00 1 xT—r 00 ln:L'
x

(1) Wir schreiben die Differenz als rationalen Ausdruck, der der auf einen unbestimmten
Ausdruck der Form % fihrt, dann wenden wir zwei Mal die L’Hospitalsche Regel an:

lim
x—0

1 1 . ox—e"+1 . 1—e" . —e” 1
— ) =lim ——— = lim = lim = .
z—0 (e —1)x  z—0e® —1+xe® 2-02e%tre® 2

v —1 =z -
(m) Auch in diesem Fall hilft die L’Hospitalsche Regel, wenn wir schreiben

1

i Jia? 1
lim (cot(z)arcsin(x))= lim (cosz) lim AT im0 i =1.
z—0 z—0 z—0 sinx z—=0 CcoST z—0 /1 — g2



28 Anwendungen der
Differentialrechnung II

28.1 Esist f'(z) = 2 e**. Die Schritte des Newtonverfahrens stellen sich dar wie
folgt:

Rl e | e | @
0 1.1 —0.399764 | 18.050027
1 || 1.122148 | 8.994-1072 | 18.867544
2 || 1.121671 | —1.6-107°

Die Nullstelle ist also bereits nach der zweiten Iteration mit der geforderten Genauigkeit
bestimmt.

28.2  Wir wenden das Newtonverfahren mit der Ableitung f’'(z) = 2z — 2 an und
erhalten

k T I (@) f(zk) T I (@) f(zk)
0 1.1 0.2 —3.99 0.9 —0.2 —3.99
1| 21.05 40.1 398.0025 —19.05 —40.1 398.0025
2([11.1248 .../20.2495 .. .|98.5106 . . .|| —9.1248 ... |—20.2495 ...|98.6106 . ..
3|1 6.2599 ... (10.5198 ...|23.6667 . ..|| —4.2599 ... |—-10.5198...|23.6667 ...
4|1 4.0102...]6.0204... | 5.0612... || —2.0102...| —6.0204 ... | 5.0612...
5|1 3.1695...]4.3390... | 0.7068 ... || —1.1695... | —4.3390...| 0.7068 ...
6|| 3.0066...|4.0132...|0.0265... || —1.0066 ... | —4.0132...] 0.0265 ...
7(/3.00001 . . .|4.00002 . ..|4.37 - 10~ ®||—1.00001 . ..|—4.00002 . ..|4.37 - 10—>
8 3 4 0 -1 4 0
Die Nullstellen von f liegen also bei z = 3 und z = —1.

28.3  (a) Wir berechnen zunéchst die Ableitungen fiir = # 1,

1 1-2
(1 —2)*’ (1—2)3’

Man vermutet (™) (z) = # und zeigt dies mit vollstandiger Induktion:

3!

f(s)(x) = (1 _ CL‘)4’

fl@) = (@) =

(™) (1) — n! (”'H)x:ni 1 _ (n+1)!
P = = = 1@ =i () =

(1—z)nt+? dx —x)ntl 1—ax)nt2’

Somit ist f(™ (0) = n! und das zugehdrige Taylorpolynom lautet

n(m)—z x T —Zx =l+x+z°+...+x".
k=0 ’ k=0
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(b) Es gilt ¢ (z) = f+V(z) fiir n € No. Somit ist
g"™(0) = F"(0) = (n+ 1)!

und das zugehorige Taylorpolynom lautet

Th(x) = Z J k'(o):vk = Z(k’—f—l):ﬂk =1+22+32°+... 4+ (n+1)z"
k=0 ’ k=0

28.4  Man beachte unser Rezept zum Bestimmen von Taylorreihen: (a) Es gilt fiir
alle z € R:

n: n

_ oz _ xln2 — (l,lnz)n o > (ln2)" n

J)=2"=e"MP= ) e =) maeat
n=0 n=0

Damit haben wir eine Potenzreihendarstellung von f(z) mit Entwicklungspunkt 0 ge-

funden. Diese stimmt mit der Taylorreihe zum Entwicklungspunkt 0 iiberein, es ist also

auch

T(r) =y &2

n!

(b) Bekanntlich gilt fiir die Potenzreihendarstellung des Sinus fiir alle x € R:

n T
S = 7;)(7 ) (2n+1)!
Damit folgt nun
. o 2n—2
sine — x
= — n = T
23 ;( V' antm - T@)
Da T'(0) = f%, ist also T'(x) eine Potenzreihenentwicklung von f(x) und somit auch
gleich der Taylorreihe.
(c) Es gilt:
1 1 1
fa) = 2+3z 2+3(x—2)+6 8+3(x—2)
1 1 () 1 n (3\" n
- s Zs X (3) @
81+ 3(x—2) 8 7; 8
Sy 3" n 8
= ) (-1 g —2)", falls |2 — 2| < 2,
n=0

dabei wurde bei (x) die geometrische Reihe Y 3, ¢" = 1%(1

Wiederum gilt, dass die Potenzreihenentwicklung gleich der Taylorreihe T'(z) ist.

fiir |¢| < 1 verwendet.
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(d) Es gilt
= n 3" na1 (n+1)37H n 8
- ;(71) gnt+l n(z — Z( 1) gnT(x —2)", falls|z — 2| < 3

Wiederum gilt, dass die Potenzreihenentwicklung gleich der Taylorreihe T'(z) ist.

Da in allen Féllen Potenzreihenentwicklungen der jeweiligen Funktion f(z) gefunden
wurden, stimmen die Funktionen innerhalb des Konvergenzradius mit den Taylorreihen

iiberein. Fiir die Konvergenzradien gilt im Einzelnen:

(a) R= 0, (b) R = o0, (¢) R=

wloo

, (&) R=5

28.5 Esgilt

sin(0) = sin® (0) = sin® (0) = 0

sin’(0) = sin®(0) = sin® (0) = cos0 = 1
sin” (0) = sin'®(0) = sin"'? (0) = —sin0 =0
sin® (0) = sin(™(0) = sin™" (0) = — cos 0 = —1

und cos® (0) = sin* 1 (0). Somit lautet das Polynom fiir den Sinus
1 1 1 1
Tio(z) = — ggc + 5:25 - ﬁgﬂ + a:ﬂ‘g
und fiir den Kosinus
! 1, 1 1 s 1 10
To(e) = 1= gpo® + ot = g+ g~ g

Es folgen noch die Bilder, die man mit taylortool erhélt:

Taylor Series Approximation Taylor Series Approximation
2t 2
1
ol
-1 -
-2r -2y -
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
T = x = x%6 + x%/120 - x7/5040 + x°/362880 T = x%124 - x%12 - x81720 + x8/40320 - x'%/3628800 + 1
f(x)  sin(x) fix)  |cos(x)
a=0 -2*pi <x< 2pi a=0 -2'pi <x< [2%pi
~ P P - = P P
N=10 5] N=10

[Cree | [Cress ) [oese 8] e [ Resn | [Coese
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28.6

(a) Durch sukzessives Ableiten erhalten wir:

r 1 n _ 2sinzx " 72+4sin2x
tanx——27tan m——37tan T=—"F—
cos“ x cos® x cos w
tan™® o — 16sinz + 8sin® z tan® o — 16 + 88sin’ z + 16sin? =
cos® x ’ cosb z

Da der Tangens eine ungerade Funktion ist, lautet das fiinfte Taylorpolynom des
Tangens
tan’(0) 5 tan'®(0) 5 1 5

2
Ts an 0(x) = tan’ (0)z + ———a® + —— =0 =z + ga® + 2a”

(b) Unter Weglassung hoherer Ordnungen, die nicht bendtigt werden, schreiben wir

Sinw_ :ﬂ——x +120x +.

Ccos T 1—($2—2—w4i )

Nun benutzen wir die geometrische Reihe fiir ﬁ mit y = 1 — cosx, welche kon-
vergent ist, solange |1 — cosz| < 1. Damit erhalten wir:

3 o 2 4 2 4 2
x €T x €T x

_ 1 3 1 5 1 5 1 1 4
—<x 6z +120x:|: ><1+2w 2430 +4w+ )

_ 1 3 1 5 5
—(:c gT +120:Eﬂ: ><1+2x +249c+ )

ot (-t f (2 - L+ D)t
o 2 6 24 12 120

(c) Fiir den Ansatz tany = ao + a1y + azy® + azy® + asay® + asy® + ... kann man von
vornherein schliefen, dass ag = 0, a2 =0, a4 =0, ..., a2, = 0 fiir n € N, da tan(y)
eine ungerade Funktion ist. Somit gilt

x = tan(arctanz)
22 2 x 3 5
= a1 acf?JrE:t + a3 f?:t +as(zEt...)°+...
al 3
= a1z + (—?—Fas)x + (— —az+as)x°
Ein Koeffizientenvergleich ergibt a1 = 1, az = ?1 = %, as = a3 — % = % Also ist

tany =y + =4 + —y® +
y=y+gy gy
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28.7 Mit taylortool erhilt man alle Ergebnisse.

28.8  Der folgende Code taugt:

function [ x0,xvec,iter ] = newton22( f,x0,tol )
xvec=[]";
syms Xx;
df (x)=diff(f(x));
iter=0;
weiter=1;
while weiter
delta=-f(x0)/df(x0);
1S=f (x0+delta) ;
x0=x0+delta;
xvec=[xvec; double(x0)];
weiter=abs(delta)>=tol & abs(1lS)<=abs(x0-delta);
iter=iter+i1;
end
if abs(delta)<tol
disp(’Genauigkeit erreicht!’)
else
disp(’Divergenz!’)

end



29 Polynom- und
Splineinterpolation

29.1 Wir verwenden die Methode von Newton (vgl. das Rezept auf Seite 257
(Rezeptebuch)):

(1) Wir machen den Ansatz
f@)=Xo+ A (xz+2)+ X 2(z+2)(z+ 1)+ A3(z+2) (x+ 1)+ Aa(x+2) (z+1)z(z—1).

(2) Wir erhalten \; durch Auswerten von f an den Stellen x; unter Beachtung von
f(@:) =y
I1=f(-2)=X = M=1
I=f(-1)=X+X = A1 =0
2=f(0)=X+A1-24+X2-2 = Xoa=1/2
1=f(1)=X+M-34+X:-64+X3-6 = A3 =—1/2
I=f(2)=Xo+A-44+X2-124X3-244+ Xg-24 = Ay =1/a.

(3) Wir setzen nun die A; aus (2) in den Ansatz in (1) ein und erhalten:

f(@) = 141/2(z+2) (2 +1) =2 (2+2) (z+1)z+1/a(2+2) (z+1)z(x—1) = Yz’ —5/a2°+2.

In der nebenstehenden Abbildung haben wir
den Graph der Polynomfunktion eingetragen.

29.2  Wir beachten unser Rezept:

(1) Es gilt
ho=x1—x0=1, h1 =x2—x1 =2, ha =x3 —x2 = 3.

Als néchstes ermitteln wir r1 und r2, es gilt:
r=30+1)=3, r,=30-0)=0.
Damit stellen wir das LGS zum Bestimmen von ¢1 und c2 auf: Aus

6 2 c1 3
2 10 c2 0
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erhalten wir mit cg = 0 = c3:
co =0, c1 =15/28, co = —3/28, c3 =0.
(2) Damit konnen wir nun a;, b;, ¢; bestimmen. Wir erhalten

apo=1, a1 =0, a2 =0,
bo = —33/28, by = —9/14, by = 3/14,

do =5/28, di = —3/28, da = 1/84.

Damit erhalten wir also die Splinefunktion s durch die drei Polynome vom Grad 3, die
jeweils auf den angegebenen Intervallen erklirt sind:

50 :[0,1] = R, so(z) =1 — 33/28x + 5/282° ,
s1:[1,3] = R, s1(z) = —914(x — 1) + 15/28(z — 1)% — 3/as(x — 1)*,
s2:[3,6] > R, sa(z) = 3/14(x — 3) — 3/28(z — 3)° + 1/sa(z — 3)°.

In der nebenstehenden Abbildung haben wir
den Graph der Splinefunktion, also die Gra- 0
phen der Polynomfunktionen sg, s1 und s2 ein- 0z
getragen.
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30.1  Alle Stammfunktionen von f unterscheiden sich héchstens um eine Konstante
c: Denn ist F' Stammfunktion von f, so gilt fiir allec € R: (F+¢) = f+0 = f, damit
ist also auch F' + ¢ Stammfunktion von f.

Sind dagegen F und G Stammfunktionen von f, so gilt (F —G)’ = f — f = 0 und nach
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt G — F =c= G = F +c.

Ist also F' eine Stammfunktion von f, so lisst sich die Menge aller Stammfunktionen
von f angeben als {F' + ¢ | c € R}.

30.2  Es selen z,zo € [a,b]. Es gilt:

F(x)—F(:ﬂo):x_lmO /f(t) dt_/f(t)dt _ ! /f(t) dt = £(€)

T — X0 T — o

mit einem £ zwischen z und z9 nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung. Da f
nach Voraussetzung stetig ist, gilt:

Jim f(€) = f(xo)
F(x)—F(x0) — F/(.fo)

T—xo

= F'(z0) = f(x0) Vo € [a,b].
lim
T—x0

Das beweist den ersten Teil des Hauptsatzes. Ist F' eine Stammfunktion zu f, so gilt:
Flz) = /f(t) dt + ¢
mit einem ¢ € R. Daraus folgt die zweite Aussage:
b a b
F(b) — Fla) = /f(t) dt — /f(t) dt = /f(t) dt.

30.3

(a) Wir verwenden die Substitutionsregel:

7\'/9 3 0 \/5/2
= /3 —
/sin (7/3 — 3x) da = “ / i —1 / sin(u) du = 1 / sin(u) du
du = -3dx
0 V3/2 0

[ eota] " =3 e () 1),
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(b) Wiederum mit Substitution lasst sich das Integral berechnen als

In(2) 1
u =e®—1 !
/ GE ’\/6$ 71 dCE: du - :/\/ﬂdu: |:§JJ3/2:| :%<V 137 \/03> :%
0 EE 0 0
(¢) Mit partieller Integration erhélt man
1 ) g . 1
u=2x u' =
2z(1 —e”) do= :{212721616} -2 | x—e"dx
[ T _ x

) v=1—¢e" v=x-—¢ 0 )

1 L 1
=2-2e-2|=z®—e"| =2—2e-2 ——e—(0-1)) =-1.
2 0 92

(d) Wiederum mit partieller Integration folgt

62 62 e2
=1 =1
/(Zac —In(x)) de = /230 da — /ln(;c) do=| " n(z) w r
v =1 v =2z

2

e2 e2 € e
= [scﬂ — [wln(m)] +/1 dx—e462262+e+[4

4 2 2 4 2
=e —3e"+et+e"—e=¢€ —2e°.

2

(e) Mittels logarithmischer Integration erhalten wir

/ (T + 22) arctan(z) dz = [ln(| arctan(m)|)} A In(7/4) —In(7/3) = In (3/4) .
V3

(f) Mit partieller Integration folgt

™/
: 1 u=u u =1 /2 /2
/wT dz= =| — zcot(x) +/ cot(x) dx
Sin (IL') '()/ — + v = — Cot(qj) /6 /6
/6 sin?(z)
""/6
=0+ ﬁg - [1n(|sin(;s)|)L/2 = @ +In2.
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(g) Mit doppelter partieller Integration erhalten wir die Losung:

1 I 2 /
/2 u=r u = 2r
r°vV1—rdr=
r_ — _ 2 — 3
] v =+V1-r v \/(1 )
2r2 by
= |- (1—17)3 +§ r\/(lfr)3dr
L 0 0
u=r u =1

Ol 5t

(h) Wir substituieren u = 1 4+ e® und erhalten:

1 = 1+e 1te

e” u=1+e B 1 B 1 1 1
Tz = . =l zgu=|-2 =35 1io
O(1+e) du = e"dzx J u Ulg te

(i) Wir konnen dieses Integral elementar losen:

2
dx = /$ —3x+4—§dx

2
/2x3—3:ﬂ2+4:ﬂ—5

T
1

[

3 2 2

- [ of _ 3—+4x—51n4
3 1

16 2 3 25

2 02

(j) Wegen cos(2z) = cos? z — sin® z = (1 — sin?

2

z) —sin?z = 1 — sin? z gilt:

T
us

/1 —2sin’z do = /cos(Z:z) dz = [% sin(23c)] =0.
0

0
0

(k) Mit logarithmischer Integration gilt:

1 1 1
20 — 2 2z 1
= —de=| — dzr—-2 | —= d
/1+w2 v /1+w2 . /1+x2 v
0 0 0
1
= [ln(l—&—:ﬂQ)—Qarctan:ﬂ} =In2—-27/4 —In14+0=1In2—"/2.
0
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(1) Mit der Identitit a® = e(e”) = ¢bIn(@) orhalten wir

1 1 1 1
z+1
/2m+1 d$:/eln(2 )d'w:/e(z-i-l)an dZ':ean'/GZInQ dx
0 0 0 0
1
—9.|etn2 1| _o| L n2_ 1 0f_ 2
=2 [e 1n2:| _2[11126 Iz © } ~ T2
0

(m) Wir benutzen das Additionstheorem sin x = 2sin(%/2) cos(#/2):

/\/1 +sinz dz = / \/Sin2(w/2) + cos?(z/2) + 2sin(=/2) cos(=/2) dx
0 0

_ / V/(sin(e/2) + cos(#/2))? da
0

T

= /sin(x/z) + cos(z/2) dz = [—2 cos(z/2) + 2sin(z/2)| =4.
5 0
(n) Da unsere Integrationsvariable ¢ ist, konnen wir z einfach als Konstante betrachten:

T

/w2+2\/§+sinx df — 22 4+ 2\/T + sinz ; T w2+2\/5+sin:£7r
tan(y/T) N tan(y/7) o tan(y/7)

(o) Wir verwenden hier zunéchst eine Doppelwinkelformel um sin(2z) aufzul6sen:

/s . /2 ) /2 .
/ sin(2z) do — / 2sinz cosx A — / 2sinz du
cosx + cos? x cosx + cos? x 1+ cosx
0 0 0
7 —sinz /2
=— /7 dz = —2|In(1 4 cosx) =2In2,
1+ cosx 0
0

wobei wir logarithmisch integriert haben.

(p) Wir substituieren t = sin z, g—; = cos z, und erhalten
e 3 /e .2 2 2
cos® x cosz(1 — sin“ z) cosz(l —t°)
—dz= | ——— = dz= [ ————=~ d
1—sinz 1—sinz (1 —1t)cosx
0 0 0

1
71
:/1+tdt:[t+%} =1412-0-0=3/2.
0
0
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(q) Hier substituieren wir t = I+, 4L = 2\/;_—30 =4

1

1 V2 o9 V2i41-1 V2 1
- dz= 2 qt=2 T dt=2 1— — dt
1+vVItz L 1+t L 1+t . 1+¢

0
V2
_2&mu+w} =2v2 - 2In(1+v2) —2+2In2.
1

30.4

(a) Mit partieller Integration erhalten wir

= =1
/msin(m) doe = “= “ = —zxcos(x) + /cos(z) dx
v/ = sin(z) v = —cos(x)
= —xcos(x) + sin(x) + C'.
(b) Mit partieller Integration folgt
x U =2 u =1
/72 dz = , L = ztanh(z) — /tanh(:ﬂ) dz
cosh (Jf) v = m v = tanh(:c)

= ztanh(z) — / i;r;]}:lg)) dz = ztanh(z) — In (cosh(z)) + C'.

(¢) Wiederum mit partieller Integration erhalten wir

2 -1 2 I 2 2 2
/ln(z )d:c: u=In(z") u == __In(=7) +2/i:_M+E+C.
x o =4 v=—1 x x? x x

(d) Wir finden eine Stammfunktion durch Substitution
x i u=a’z?+c? 11 In(|u|) In(2a%z? + ¢?)
/ de= /——du +C0=—"—"—7-5—"-"+C.

22 2 d 2
a“x® + c cu
_dx_2ax

2a2 u 2a? 2a?

(e) Wir substituieren wieder

=1+ 4a?
/:E\/1+49c2d9c= ) ! :é/\/ad”u:%\/u?’+C=%\/(1+4$2)3+C.

du _
a—&f

(f) Dieses Integral kénnen wir elementar l6sen

1—2? 2-1-2° 1
/1+$2 dw:/l—i—igc? dz:2/m dxf/ldx:2arctan(x)fw+0.
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(g) Mit doppelter partieller Integration erhalten wir

4/($2+1)62x dl‘—4<( +1)262x*/l‘e2w d$>

=2 (2% +1)—4 <1$621%/62$ dm> = <2m2 72m+3) X 4O

2
(h) Wir substituieren u = V22 + 1 = 2® = v® — 1 = 3% = \/z;”—_H = dz = ¥ du und
erhalten

3/x73d$—3/x—3-gdu—3/:z2 du—3/u2—1du—u3—3u+0
Va2 +1 U
=v(@2+1)3 -3Va2+1+C = Va2 +1+C.
(i) Hier hilft wiederum doppelte partielle Integration:
/$2 cos(z) de =z sin(z) —2 / zsin(z) dz =2 sin(x) + 2z cos(z) — 2 / cos(z) dx
= 2% sin(z) + 2z cos(x) — 2sin(z) + C'.

(j) Wir beginnen mit einer kleinen Umformung:

sin? x cos® / sin” z cos® = tan® z - Cosl2 z

= de = | ——=%

(cos® x + sin® x)?2 cos® (1 + tan® x)2 (1 + tan3 x)?2

Wir substituieren nun u = tan(z) = 9% = W(w) = dz = cos?(z) du und erhalten

sin? z cos® = Ao — / tan® z - cos2 = / du
(cos3 z + sin® z)2 (1 + tan3 z) (1+u3 '

Wir substituieren jetzt ein zweites Mal t = u® = E =3u? = du = # dt:
sin? z cos® 1 1

du== [ ——= dt=—<-—+C
(cos® x + sin :5)2 _/ (1 —|— u3)2 3 / (1+1)2 3 1+¢ *
3(1+u3) * 30 + tand(2) |

(k) Wir verwenden ein weiteres Mal doppelte partielle Integration:
26/e_z cos(hz) de= ? e “sin(bz) + ? /e_z sin(5z) dx

26 . . 26 26 o
== Sln(5l‘)*%e cos(5w)f%/e cos(bzx)dx + C.

Es steht also (bis auf den Vorfaktor) rechts das gleiche Integral wie links, somit:

(26 + gg) /efx cos(px) do = ;—g e “(5sin(px) — cos(bx)) + C'.

Wir erhalten:
26/6798 cos(pz) de = e~ *(5sin(bx) — cos(5x)) + C'.
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Wir substituieren v = In(z) = dz = = du = " duw:

/sin(ln(:v)) dz = /e“ sin(u) du.

Dieses Integral konnen wir mit partieller Integration 16sen und erhalten
/Sin(ln(cv)) dr = /e“ sin(u) du = gsin(ln(sc)) — gcos(ln(x)) +C.

Wir substituieren u = cos(z?) = dz = *ﬁn(gﬂ) du:

/xsin(acQ) cos®(z?) dz = — / 1u2 du = 71u3 +C = f% cos®(z?) 4+ C'.
Die Substitution ¢t = 2, g—; = 2z, fithrt auf
2/scsin(w2) da = /sin(t) dt = —cos(t) + C = — cos(z?) + C.
Wir fithren partielle Integration durch, um z? im Integranden loszuwerden:
/:ﬂQe*w de = —2e " +C + Q/mefw dz
=—ale " —2we " 4+C + 2/6_:6 dz = —a’e ™ —2ze " —2¢ " 4+C.

Wir beginnen mit der Substitution ¢ = 22, g—; = 2x:

. 2 .
x arcsin(x arcsint
(@) der =2

_ t.
V1—zt V1—t2

Als néchster Schritt bietet sich eine weitere Substitution an, ndmlich sinu = ¢,

g—z = coswu. Damit erhalten wir:

4

arcsint arcsin(sin u)

dt =2

V1—1t2 V1 —sin?u

=u® + C = arcsin® t + C = arcsin®(z?) 4+ C'.

2

cosu du:2/u du

Dieses Integral lisst sich elementar berechnen:

5/2 3/2
15/;53/27;51/2 dz =15 <5§/2 - 13'/2> +C =6Vad +10Vz3 + C.

Mit der Substitution u = In(z) ergibt sich

/COS(IH(CE)) P u = In(z)

= [ cos(u) du = sin(u) + C = sin(In(x)) + C.
. o gy | =) coste) du=sintu (1n(z))
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(s) Wiederum substituieren wir u = e” und benutzen dann logarithmische Integration

z u=e"
/eidx: :/ lldu:/%duzl/f—udu
e* +e " du = % dzx u+ u® +1 2) uw+1
ln(|u +1)+C=In(vu?>+1)+C=1In(ve*+1)+C

(t) Wir substituieren den Logarithmus

2 -1
/Mdm: v n(z) :/ugdu:%u3+C:%ln3(m)+C.

T du _ 1

de = =z
30.5 Wir definieren zunéchst die Funktion
y
H) = [ 50
0

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist H(y) differenzierbar auf
ganz R und es gilt H'(y) = f(y).

Da g ebenfalls auf ganz R differenzierbar ist, folgt mit der Kettenregel, dass auch die
Funktion F'(z) = (H o g)(x) = H(g(x)) differenzierbar ist. Fiir die Ableitung gilt dann

F'(z) = H'(9(x)) ¢'(z) = f(g(2)) - ' ().

30.6  Wir beschrinken uns auf die Viertel-Ellipse im rechten oberen Quadranten
(also positive z- und y-Koordinaten). Dort kénnen wir die Ellipsengleichung nach y
auflosen: y = by/1 — @*/a,
Der Fliacheninhalt dieser Viertel-Ellipse ist dann die Fliache unter dem durch diese Funk-
tion beschriebenen Graphen, also
a

/b\/ 1 —2%/a? dz.

0
Dieses Integral 16sen wir durch die Substitution © = asint mit ‘é—f = acost und t =
arcsin 7, damit ergibt sich

a arcsin 1
/b‘ 1_2_;(1%: / WGCOStdt /abcosgtdt
0
/2
/2
= [ 1+ costan) au= g [14 220] = g rfa 004 0) = =
0

Damit ist die Flache der gesamten Ellipse mab.
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31.1 Man beachte die Rezepte zur Integration rationaler Funktionen bzw. Integra-
tion rationaler Funktionen in Sinus und Kosinus:

(a) Mit u = tan(z/2) gilt sin(x) = 1?&2 und doz = 1+u2 du:

/;d /1;“ 2 du:/%du:ln(|u|)+C:1n(|tan(fv/2)|)+0

sin(x) 1+u?
(b) Wir zerlegen den Integranden mittels Partialbruchzerlegung zu

x A +B9c+C_(A+B):E2+(B+C)x+(A+C’)
(1+x)(1+22) 1+z 1+22 (1+2)(1+ 22)

Koeflizientenvergleich liefert A = —1/2, B = C' = 1/2 und damit berechnet sich die
gesuchte Stammfunktion als

/—gc dw*l/l—HEf ! dx
1+x)(1+22) 7 2/ 1+22 1+x

1 1 1
= Zln(l +2%) + 3 arctan(z) — 3 In(|]1+=z|)+C

(¢) Mit der Substitution u = tan(z) erhalten wir z = arctan(u) und da = ﬁ du:

[ s /m

1 7 In(1+u %)+ % arctan(u) — %ln(“ +ul) +C

1 2 _ i
= Zlm (1+tan (ac)) In (|1 + tan(z)|) + o) +C,

wobei wir bei (%) die Lésung von Aufgabe (b) benutzt haben.

(d) Mittels Partialbruchzerlegung formen wir um:

x—4 7é+B:ﬂ+C’7 Az’ + A+ Ba*+Cz  (A+B)2>+Cx+ A
z(z24+1) = z2+1 x(x2+1) B x(x?2+1)

Ein Koeffizientenvergleich liefert A = —4, B = 4, C' = 1. Damit gilt:

_ dr +1
/ﬂc3+:v _4/ 4 /2+1d

= —4In(|z|) + 2In(z* 4+ 1) + arctan(z) + C.

(e) Wiederum fiithren wir zuerst eine Partialbruchzerlegung durch:

z? A B C  (C-A)a’+ (2C— B)z + (A+B+C)
GiD0-2) 1tz Q22 1-2 D)
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Ein Koeffizientenvergleich liefert hier das lineare Gleichungssystem
-1 0 1 A 1 1 0 —-1]-1
0o -1 2 Bl=|0l~] 01 —-2| 0
1 1 1 C 0 0 0 4 1

Wir erhalten somit C' = /4, B = 1/2, A = —3/4. Eine Stammfunktion ist also

/mdx:%/li /<1+ )2‘“”+ /12‘”

3 1
(f) Wir zerlegen den Integranden durch Partialbruchzerlegung:
9x _1 9z B l A n Bx+C
203 +3x+5 2 (z+ )(ngH ) r+1 22 -3+ 3
1A+ B2+ (B+C— Az + (34+0)
2 (z+1)(22 —z+ 2) '

Durch Koeflizientenvergleich erhélt man A = —2, B = 2 und C = 5. Eine Stamm-

funktion berechnet sich wie folgt:

/ 9z dz—l/ 22+5 2 dx
203 +3c+5 7 2) 22—z 4+3 w+l

:%(m (|gc2 —z+ %|)+6§ arctan (255) —21n(|z + 1|))

z—1y2,9
—ln< %) +2arctan(2$3_1)+0.

(g) Mit Partialbruchzerlegung des Integranden erhalten wir
4z? A B Cx+D Ex+F

(z+1)2(z2+1)2 z+1 N (z+1)2 T (z2 +1)2
Az +1)(22 + 1)2+B(z? + 1)+ (Cz + D) (z + 1)*(2? + 1)+ (Ex + F)(x + 1)?
(z+1)%*(a? +1)2
(A4 C)z® + (A4 B+2C+ D)z* + (24 +2C + 2D + E)2*
(z+1)%*(2* +1)°
(2A+23+20+2D+2E+F):£ +(A+C+2D+E+2F)z+(A+ B+ D+ F)
(z+1)2(x2 +1)2

Durch Koeflizientenvergleich erhalten wir daher das Gleichungssystem

101000\ /A 0 100000]|O0
112100)| (B 0 0100001
202210||c| o 001000]|0
222221([D| 4] " looo0o100[|-1
101212]||E 0 0000102
110101/ \F 0 00000T1]|0
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Wir kénnen nun eine Stammfunktion berechnen. Es gilt:

/ / /—1 dx+/—2x d
(z+1) (m2+1 (erl 241 241

+C.

= T~ arctan(x) —

T+ 2 +1

(h) Wir substituieren u = tan(=/2), also x = 2arctan(u) und dz = =5 du, sin(x) =

1+u

Tz und cos(u) =

2
. 9 _2u_ 2
/ sin (ac) dz*/ (1+u2) 2 du:2/ 4u du

1 + sin(x) 1+ 1+u2 14 u2 (1 +u?)2(1 + u?)

1+

Nach der Losung zur Aufgabe (g) gilt damit:

sin?(x) ( 13;2 )2 2 4u®
————dr= | ——%— du =2 d
/1+$mm e /&+1“ﬂ1+2 v /(L+WPG+U% u
2 2 2
+

2
= _ —2arctan(u)—u2—+1 C—_m_z_m+0'

u—+1
(i) Durch Ausmultiplizieren des Nenners des Integranden erhalten wir
(2* — 8)(z* + 82 +16) = 2° + 82" + 1627 — 82" — 642 — 128 = 2° — 482 — 128
Polynomdivision des Zahlers durch diesen Nenner liefert nun

- 3 6 5 2023 + 128z 2023 + 128z
—282°) : (2° — 48z — 128) = = T =
(@ =~ 2827) : (7 —d8e e B T R A P PR

Den hinteren Term zerlegen wir mittels Partialbruchzerlegung:

202 + 128z A B Cx+D Ex+F
@ - 8@ AP 1B ztvs | @+ | (@A)
Az +V8) (22 +4)? + B(x —/8)(* +4)? + (Cx+ D) (2> —8) (z* +4) + (Ex+ F) (x> —8)
(22 —8)(x?+4)? '

Durch Einsetzen von x = v/8 in die Zihler erhalten wir
160v/8 + 128v/8 = 248 - 144 < 288 = 2884 < A=1.

Einsetzen von & = —/8 liefert B = 1. Wir setzen das ein, multiplizieren aus und
erhalten durch Koeffizientenvergleich:

A=1, B=1, (C=-2, D=0, E=-4, F=0.
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Wir kénnen das Integral nun berechnen als

z’ — 2823
(22 — 8)(z* + 8x2 + 16)

1 1 2z 2z
= d —F=d ——dz—~ | 5——dz -2 [ 5——=5d
/z x+ Y er/er\/g x /$2+4 x /($2+4)2 T

_ 1o N Cn(la? _2
= 5" +In(je = VB)) + In(lz + VB —In(|2* +4) + = + C.

dz

(j) Wir verwenden wieder Partialbruchzerlegung um den Integranden aufzuteilen:

x3+1_é+B+ ¢ _,_D
rx—1)3 = -1 (x—1)2 (z—1)3

Az —1)*+ Ba(x — 1)* + Cz(x — 1) + Dz

z(x —1)3
_ (A+B)2*+ (-3A-2B+C)2*+ (3A+B—-C+ D)z — A
N x(x—1)3 '

Ein Koeffizientenvergleich liefert A = —1, B=2, C' =1 und D = 2. Es gilt also:

2’ +1 1 1 1 1

1 1
—In(jz|) + 2In(jx — 1]) — pra Sl +C.

(k) Wir beginnen mit einer kleinen Umformung:

/ sin” x cos” x de — / sin? x cos® do — tan”x - ﬁ dz
(cos3 x + sin® z)2 cosb x(1 + tan x)2 (1 + tan3 x)2

Wir substituieren nun v = tan(z) und erhalten 3_7; = @ und dz = cos?(z) du
und damit:

/ sin? z cos® z de — tan® x - COSQ /

(cos3 x + sin® z)2 (1+ tan3z)? CE)2 (1+wud)?

Wir substituieren jetzt ein zweites Mal t = u® und erhalten g—i = 3u? und du =
et

2 2

sin® x cos” © 1 1 1 1
dz = — dt=—-=.— 3 C
/ (cos3 x + sin® z)2 / (1—&—u3)2 / (1+1)2 3 1+t
1

st ¢ = saTrE) T C
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(1) Wir zerlegen den Integranden mittels Partialbruchzerlegung:
2?41 2+ 1 A n Bx+C
3+1 (z+D)(@2—-2+1) z+1 22—-z+1
CA@P -2+ 1)+ (Bz+O)(z+1) (A+B)x*+(-A+B+C)z+ (A+C)
B (r+1)(z2 —x+1) B (r+1)(x2 —x+1) '

Durch einen Koeflizientenvergleich errechnet man A = 2/3 und B = C' = 1/3, also
gilt:

2

z°4+1 2 1 1 z+1
T e =2 —de+ = [ =T~ 4
/z3+1 =3 z+1 x+3/x2—x+1 .

zgln(|x+1|) ln(‘x fac+1‘) +C.

arctan ( )
(m) In diesem Fall wenden wir eine Partialbruchzerlegung an. Zunichst formen wir den
Integranden zu einer rationalen Funktion um. Dazu verwenden wir die Substitution

_ ,r dt dt _ dt.
t—e,di—e dr = & = 5

* - 3t+37+2 2
/36 +4e " 42 d:c:/ +37+ dt:/ 317+ 2t +4 dar
1—e? t(1—1t2) 2(1—t)(1+1)

Damit erhalten wir fiir die Partialbruchzerlegung den Ansatz

B2+2+4 A B C - D
2(1-t)(1+¢t) t 2 1- 1+t
Wie iiblich kénnen wir nun mit dem Hauptnenner multiplizieren und dann mittels
Einsetzen oder Koeflizientenvergleich ein lineares Gleichungssystem fiir A, B, C, D

gewinnen. Lost man dieses, so erhilt man die Partialbruchzerlegung
3t +2t+4 2 9/2

i o0AiD 1T # + +5/2
22(1—t)(1+t) ¢ 1— 1+t

Diese Briiche konnen alle elementar integriert werden, als Ergebnis erhalten wir

3t24+2t+4 4 9 5
By & =2l -5~ 51—t In|l4¢t
/t2(1—t)(1+t) t=2nt] - nfl—f+5ml+t+C

— 9 z «
=2xr —4e f§ln|lfe|+§ln|1+e|+0.
31.2

(a) Wir wenden die Partialbruchzerlegung an und erhalten

zt—4 _ A B Cz+D Ez+F
w2(z2+1)2  z @ 22 + 2+ 1 (2 +1)2
_ (A+C)2°+ (B+D)z* + 2A+C+ E)2® + 2B+ D+ F)2? + Az + B
- 352(:52_,_1)2 ’
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Ein Koeffizientenvergleich liefert das lineare Gleichungssystem

101000 A 0
010100 B 1
201010 cl|_10
020101 D | O
100000 E 0
010000 F —4
Lost man dieses Gleichungssystem, so erhélt man
Cato4 45 3
22(x2 +1)2 22 x24+1 0 (224 1)2°
Es ist also
V3 V3 V3 V3
/&dz——4/idx+5/#dm+3/;dx
22(x2 4+ 1)2 7 x? z? 41 zt 4222+ 1
1 1 1 1

1 V3 V3 . 1 V3
=—4| — = + t +3| =+ =
{ x} 5 [arc an(:ﬂ)} ) 3 [2(x2 1) 5 arctan(x) )

4 3x 13 v
= |-+ ———~ + — arctan(z)
x

2022 +1) 2 )
_4 33 Br 3 13w 41VB- 1144137
V3 8 6 4 8 24 '

(b) Mit der Substitution u = tan(z/2) gilt cos(x) = }_T_—Zz und (dl—i = l-i-% und damit:

/3 1/v3 ) 13
1 14+u 2 1
_ d = _— d == 2 - d .
/cos(:r) . / 1—w2lt+uz " / (I+u)(l—wu) “
0 0 0
Wir wenden wieder Partialbruchzerlegung an: Der Ansatz
1 A B  Al—-w)+B(l+4+u) (B—Au+(A+B)
(14+uw)(1—u) 14+u 1—-u (14+u)(1—u) B (14 u)(1 —u)

liefert das lineare Gleichungssystem und dessen Losung

-1 1 A 0 1
= = A=B=—-.
1 2

Fiir unser Integral gilt also

/3 1/V3 13

1 1 1 1
/cos(ac) dx—2/ (1+u)(17u)du_ / 1+u+17udu
0 0

_ [1n(|1+u|) ~In(J1 —u|)]1N§= [m (‘ Ltu )Kﬁzln (gi’ 1) .

o 1—u
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31.3
Die Simpsonregel:

Die Trapezregel:
function [I]=simpson(a,b,n,f)

function [ I ] = trapezregel( a,b,n,f ) h=(b-a)/n;

h=(b-a)/n; x=linspace(a,b,n+1);
x=linspace(a,b,n+l); fpm=feval(f,x);
fpm=feval(f,x); fpm(2:end-1) = 2xfpm(2:end-1);
fpm(2:end-1) = 2xfpm(2:end-1); I=h*sum(fpm)/6;
I1=0.5%h*sum(fpm) ; x=linspace(a+h/2,b-h/2,n);

fpm=feval(f,x);
I = I+2%h*sum(fpm)/3;



32 Uneigentliche Integrale

32.1 Im Fall a =1 divergieren beide Integrale, da
/d—len:ﬂ—f—c, ceR.
x

Es sei nun « # 1. Die Stammfunktion

dz 1 1

¢ 1 —aze—l’

ausgewertet an den Grenzen des ersten Integrals, lautet

ld_:ci ! 1— lim L
0 T l—a« b0+ b1 )

Falls also o < 1, konvergiert das Integral, andernfalls divergiert es. Ebenso erhalten wir

fir das zweite Integral,

* dz 1 . 1
— = lim —-1].
;¢ 1—a \booo b1

Dieses Integral konvergiert also genau dann, falls o > 1.

32.2 (a) Um den Betrag auflosen zu konnen, teilen wir das Integral an der Stelle
x = 1 auf (dort wechselt Inx das Vorzeichen):

e 1 e 1 e
/ [In z| dw:/ —Inx dw+/ Inz dz = — lim {wlnxw] + {wlnxw]
0 0 1 M—0+ M 1

=— lim [-1-MInM+M]+[e—e-0+1]=1+1=2.
M—0+

(b) Auch fur dieses Integral l6sen wir den Betrag auf, indem wir an geeigneter Stelle
(hier x = 1) das Integral aufteilen:

2 1 | 2
/70@:/7@”/7@.
o /|1 — a2 0o V1—2z2 1 V-1

Das erste Integral lasst sich direkt losen (Arcussinus), das zweite Integral 16sen wir mit
der Substitution

/2T [ T2 —
t:$+\/$2717ﬁzw,dl‘: v 1 dt = Y2 1dt.
dz x? —1 x4+ Va2 —1 3
Hiermit erhalten wir:
2 24+/4—1 243
1 1
7(‘1.%:/ —dt:[lnt :1n(2+\/§).
/1 Va? —1 1411 1
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Damit erhalten wir insgesamt

M
lim [arcsin gc] +1n(2 +V3)
0

2
1
e
o VIl — a2 M—1-

= g —0+1In(2+V3) = g +1In(2 4+ V3).
(¢) Wir benutzen die Ungleichung:

Inx<zxz—1 firalle >0.
Wir finden hiermit

2 dz N /dy
1 Inz = gc—l

(d) Unter Anwendung der Definition und der Abschétzung im Aufgabenteil (c) erhalten

/ z%e”™ dz = / P ETT dx < / e Pde==-.
1 1 1 e

(e) Partielle Integration liefert

wir

1

1
u=In(z) v =21
/ln(gc) dz = lim /ln(m) dz = @) w
a—0+ v =1 v =2
0 a
1 P 1
= lim |::L‘ ln(w)] — lim [ 1dz= lim aln(a) — {w] =-1.
a—0+ o a—04 a—0t 0
(f) Mit logarithmischer Integration erhalten wir
o] b b
2
Jim 1‘2 dac =2 hm [ln(|x 4|)}3
3 3

=2 lim In(b*> —4) —In(5) =
b— o0

Dieses uneigentliche Integral existiert also nicht bzw. divergiert. (g) Wieder teilen wir
das Integral auf, um den Betrag aufzulésen. In diesem Fall bei z = 0:

o 2 0 2 o0 2
/ |x|e™* dac:/ —ze ” dac+/ xe © dx.
—o0 —o0 0



126 32 Uneigentliche Integrale

Wir benutzen die Substitution t = —xz2, g—; = —2 und erhalten weiter:

0 2 o0 2 0 2 b 2
/ —xe * dach/ re ¥ dr= lim —xe ¥ dr+ lim rxe ¥ dx
0

oo b——o0 Jy b— o0 0
0 q —b? 1
= lim ~e' dt + lim ——et dt
b——oc0 | _p2 2 b— o0 0 2
0 —b?
— t . t o 1 1
_2b~1>1moo|:e:| b2 21;1520{6]0 =373

(Hier hétte man sich das Leben iibrigens etwas einfacher machen kénnen, wenn man zu
Beginn feststellt, dass der Integrand eine gerade Funktion ist.)

(h) In diesem Fall ist nur die untere Grenze problematisch, es gilt also:

a—0 a a—0 a—0

/ Inz dz = lim Inz dx-lim[wlnwx} =e—e—limalna+0=0,
0 a
da mit der Regel von I"'Héspital gilt:

1 —a?

. . Ina . a .
limalna = lim — = lim / = lim — =0.
a—0 a—0 1/0, a—0 _1/a2 a—0 a




33 Separierbare und lineare
Differentialgleichungen 1. Ordnung

33.1  Wir wenden jeweils unser Rezept zum Losen separierbarer DGLen an:

(a) (1) 4z =24t (2) [dz = [2dt 4 ¢ ergibt In|z| = 21n[¢| + ¢ mit c € R.
(3) z(t) = £ e°t* mit ¢ € R. (4) z(t) = ct* mit c € R.
(1) 4z = f;fi (2) [z = I% + c ergibt In|z| = In(t*> 4+ 1) + ¢ mit ¢ € R.
(3) Durch Auflésen nach = erhilt man x(t) = +e°(t> + 1) fiir ¢ € R. (4) Die
Nullfunktion ist auch eine Losung. Zusammengefasst gilt:

(b)

r(t)=ct®+1)=ct’ +¢, ceR.

(c) (1) %z de = {5 dt. (2) [ 15z de = [ 25 dt + ¢ liefert —3In|l — 2| — ¢ =

—In|1 —¢| mit ¢ € R. (3) Man erhilt: @ + 2? = 1 (d.h. Ellipsen fiir ¢ > 0,
Hyperbeln fiir ¢ < 0.) (4) Die konstanten Funktionen z = £1 sind auch Losungen.

(d) (1) (z+1)%de = (—t*)dt. (2) [(x+1)?dz = [(—t)dt+cergibt %(achl)S = f%t4+c.
(3) Durch Auflésen nach x erhalten wir die Losungen:

z(t) = {Jc—3t4—1, ceR.

33.2  (a) Die beidseitige Integration nach Trennung der Variablen liefert:

/md:ﬂ:/—tdt, also %2:0—%.

Durch Auflosen erhilt man z(t) = +v/2c —t2. (1) = 1 liefert ¢ = 1, und es ist das
positive Zeichen der Wurzel zu wéhlen. Die eindeutig bestimmte Losung lautet z(t) =

V2 — 2.

(b) Die beidseitige Integration nach Trennung der Variablen liefert:

/e_gC dCKZ/Sth dt, also —e * = —cost+c.

Durch Auflgsen erhilt man x(t) = — In(cost+c¢). Die Anfangsbedingung x(0) = 0 liefert
¢ = 0. Die eindeutig bestimmte Losung lautet x(t) = — In(cost).

(c) Die beidseitige Integration nach Trennung der Variablen liefert:

/df:/tfl dt:/(tfl)thJ%ldu also Inlz| =c+it> —t+Inft+1|.

Durch Auflésen erhélt man z(t) = e° (3% =1 (t + 1). Die Anfangsbedingung z(0) = 1
liefert ¢ = 0. Die eindeutig bestimmte Losung lautet z(t) = o3t =) (t+1).
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33.3  Wir wenden das Rezept zum Losen einer linearen DGL 1. Ordnung an, wobei
wir in einem Schritt (4) die Zahl ¢ durch die jeweilige Anfangsbedingung festnageln:

(a) (1) Die zugehorige homogene DGL lautet & = Tttz x. Die Losungsmenge ist

Ly ={cV1+1t?|ceR}.

(2) Mit dem Ansatz z, = c¢(t) v/1 + t? bestimmt man die partikuldre Losung:

. . t t 1
Tp=C 1+t?+cle = e cVi+2+ T -
Damit gilt
é= Lz, also c¢=arctant und damit x, = arctan(t) /1 + 2.

R

(3) Die allgemeine Losung der DGL lautet damit

L =ap+ Ly = {arctan(t) V1 + 2+ c/1 4+ 12| c € R}.

(4) Die Anfangsbedingung z(to) = xo legt das c fest:

xo = /1 +t2(c+ arctanty) = c= fiﬁ — arctanto .

0

Esist also z(t) = v 1+ t? (\/% — arctantg + arctan t> die eindeutig bestimmte
0

Losung.

(b) (1) Die zugehorige homogene DGL lautet = —2 e’ z. Die Losungsmenge ist
Ly = {ce_ezt |c e R}.

(2) Mit dem Ansatz z, = c(t) e” " bestimmt man die partikuléire Losung:

2t 2t 2

2t
. . 2t — 2 | -
ip=ce © 4e(—2eTe ® )=-2e"ce ° +e

Damit gilt

o2t _ g2t

2t 2t 2t
2t 2t
e e’ + e e e

c=e e =e , also c:%e und damit x, =

N

1
2
(3) Die allgemeine Losung der DGL lautet damit
L:prth:{%Jrce*ezt |ceR}.
4) Die Anfangsbedingung z(0) = 1 + 1 legt das c fest:
2 e

0

1 1 _ 1 —e —
§+g—§+ce iC—l.

Es ist also z(t) = 1 + e~ " die eindeutig bestimmte Losung.



129

33.4  Wir beweisen die Gleichheit der Mengen L = x, + Ly, indem wir beide Inklu-
sionen zeigen:

(i) L Caxp+ Lp: Es sei x € L eine Losung von &(¢) + a(t) z(t) = s(t). Da xp auch eine
Losung dieser DGL ist, gilt fiir die Differenz x — xp:

(@ —@p) +a(t) (z —2p) = 5(t) = s(t) = 0.

Demzufolge ist * — xp € Lj eine Losung der dazugehoérigen homogenen DGL.
Damit erhalten wir

r=xp+ (x—xp) €Exp+ Ly, da x—xp € Ly

(i) L D xp + Lp: Ist xp + xp € xp + Ly, mit einer Losung xp, der homogenen DGL, so
gilt:

(p +zn) +alt) (zp +xn) =s(t) +0=s(t).

Es ist also zp + xp, eine Losung der inhomogenen DGL, also =, + x5 € L.



34 Lineare Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten

34.1  Wir betrachten die folgenden homogene lineare DGL:
an(t) 2™ () + an—1 () 2™V (@) + - + a1 (t) @(t) + ao(t)z(t) = 0.
Es gilt fiir jedes A € R und je zwei Losungen x1 und z2 dieser DGL

an Az1 4 22)™ + an1 Azr +22) " 4 b ar Aar 4 22) + ao(Aay + 2)

(n) (n-1) .

=MNanwy "’ +an—17; -+ a1 i1+ aor1)

Jranx(gn) +an—1w§”_1) +--taid2+az2 =A0+0=0.
Folglich sind Summe und skalare Vielfache von Losungen wieder Losungen.

34.2 (a) Einsetzen von t = 0 in die Gleichung liefert die Anfangsbedingung z(0) = 1,
wihrend das Ableiten der Integralgleichung die folgende lineare DGL ergibt:

T+x=1t+3.

(b) Die allgemeine Losung der DGL & + 2 = 0 lautet x5 (t) = ce™, c € R.

(¢) Mit dem Ansatz xp(t) = at + b erhalten wir ©, = a und somit durch Einsetzen in
die DGL die Gleichung
a+at+b=t+3

Dies wird fiir die Konstanten a = 1,b = 2 erfiillt und wir erhalten x,(t) = ¢t + 2. Die
allgemeine Losung der DGL aus (a) lautet damit

To(t) = xzp(t) +zp(t) =t +2+ce *

(d) Durch Einsetzen der Anfangsbedingung bestimmen wir das c:
l=2,0)=24+c¢c = c=—1.
Damit lautet die Losung des AWPs aus (a) (und damit der Integralgleichung):

z(t)=—e "+ t+2.

34.3  Wir handeln nach unserem Rezpt: Wir bestimmen die allgemeine Lésung der
homogenen DGL, dann eine partikuldre Losung der inhomogenen DGL und damit die
allgemeine Losung der DGL; schlieflich ermitteln wir durch Einsetzen der Anfangsbe-
dingungen die Losung des AWP:
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(a) Das charakteristische Polynom A\* — 1 = 0 besitzt die Losungen \12 = +1 und
A3,4 = 1. Damit lautet die allgemeine Losung der homogenen DGL

xp(t) = e’ +coe ! +escost + casint.
Fiir die partikuldre Losung wihlen wir als Storgliedansatz
z,(t) = At* + Bt + Ct+ D.
Eingesetzt in die inhomogene DGL erhalten wir
—A* —Bt) - Ct-D=t> = A=—-1, B=C=D=0,
also x,(t) = —t>. Die allgemeine Losung lautet somit
z(t) =cr1e’ +cae  Hezcost + cqasint — 3

Aus den Randbedingungen erhalten wir die Gleichungen

z(0) = ci+catce3=2
z(0) = ec1—c2a+ca=0
2(0) = ec1+eca—c3=2
Z(0) = c1—c2a—ca—6=-6

Aus der 1. und 3. Gleichung folgt c3 = 0, aus der 2. und 4. Gleichung folgt ¢4 = 0.
Damit folgt dann ¢; = c2 = 1. Die Lésung des AWP ist somit

z(t) =e' +e " —t3 =2cosht — 3.

(b) Das charakteristische Polynom A% + 2\ — 3 = 0 besitzt die Losungen A\; = 1 und
A2 = —3. Damit lautet die allgemeine Lésung der homogenen DGL:

zp(t) = cre’ +ere .

Nach dem Superpositionsprinzip erhalten wir fiir die Stérfunktion s(t) = e’ +sint eine
partikuldre Losung zp, indem wir z;, auch als Summe solcher Funktionen per Ansatz
vom Typ der rechten Seite aufstellen. Da e’ Losung der homogenen DGL ist, liegt
Resonanz vor. Daher wihlen wir als Ansatz fiir die partikuldre Losung (mit den ersten

und zweiten Ableitungen):
zp(t) = Ate'+Bcost+ Csint,
ip(t) = A(1+t)e' —Bsint + Ccost,
ip(t) = A(2+t)e" —Bcost — Csint.
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Eingesetzt in die DGL ergibt dies
A@2+1t)e'—Bcost —Csint+2A(1+1t) e —2B sint+
+2C cost —3Ate' =3B cost —3C sint = e’ +sint.
Ein Koeffizientenvergleich fiihrt auf
4A=1 = A=1

—4B+4+2C =0
—-2B-4C =1

Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL ist somit
z(t) = c1e’ +coge Jr%t e ,%(2 sint + cost) .
Zur Ermittlung des AWP leiten wir unsere Losung ab,
i(t) = Cre —3Cye™ 3" +3(t+1)e' —(2cost —sint),
und setzen die Anfangsbedingungen ein

z(0)=c1+ca— 15 =0
i(0)=c1—3c2+3—%=0

1 3
= 01:1—6762:%.

Die Losung des AWP lautet folglich
z(t) = £ (1 +4t) e +2 e ¥ —15(2sint + cost).
(¢) Das charakteristische Polynom A* + A% — 5)\ + 3 = 0 besitzt die Losungen A12 = 1

und A3 = —3. Die allgemeine Losung der homogenen DGL lautet damit:

zp(t) = c1 e’ +eate’ 4eze

Fiir das Storglied s(t) = 6sinht = 3(e*" — e~ 2") wiihlen wir nach dem Superpositions-
prinzip mit dem Ansatz vom Typ der rechten Seite die partikuldre Losung (mit den
entsprechenden Ableitungen):

zp(t) = A ' +Be

ip(t) = 24e*" —2Be” ",
ip(t) = 4Ae* 44Be ",
ip(t) = 8Ae* —8Be .

Eingesetzt in die DGL fiihrt dies auf

5Ae* +9Be " = 3e* —3e™*" und somit auf A=%, B=—

Wl
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Die allgemeine Losung der DGL lautet also

z(t) =1 e +cat e’ +c3 e3¢ +% &2t 7% e 2t
Zur Losung des AWP leiten wir diese Losung zwei Mal ab,

i(t) = cr1e +ea(t +1) e’ —3cze™ " +8 et +2 e %,

i(t) = c1 e +ea(t +2) e’ +9c3 e +12 %t —3 e 2,

und setzen die Anfangsbedingungen ein:

CC(O):C1+C3+§7%:0 = 01:7%703
i‘(0)201+027303+g+%:0 N 027403:7% N co =0
i(0)=c1+2c24+ 93+ 2 -3 =4 2cy +8c3 = — 8 cs =2

Hieraus folgt schlieflich ¢ = —%. Die Losung des AWP lautet somit

2 t,2 -3t ,3 2 1 -2t
r(t)=—35e +ze " +re —ge 7.

(d) Die charakteristische Gleichung

MA2X—-3=0 = A\ =1, X=-3
fithrt auf die allgemeine Losung der homogenem DGL:
3t

zp(t) = cre’ +cae”

Das Storglied besteht aus den Funktionen e®* und ci cosbt + cosin bt mit @ = 1 und
b = 1. Da 1+ 1i keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, liegt keine Reso-
nanz vor. Der Ansatz vom Typ der rechten Seite lautet damit (mit den entsprechenden
Ableitungen):

xp(t) = c1t e’ +cacost + czsint,

ip(t) =c1(14t)e’ —cosint + czcost,

ip(t) = c1(24t) e’ —cacost — casint.

Eingesetzt in die DGL ergibt dies

c1(2+t)e" —cacost — czsint + 2¢1(1 + t) e" —2cosint 4 2c3 cost

—3cit et —3cocost — 3cgsint = el +sint.
Ein Koeffizientenvergleich liefert

4c1 =1
—dea42e3=0 p = c1=3, c2=-—

—2¢9 —4e3 =1

S

Cc3 = —

al=
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Die allgemeine Losung lautet somit

3t +itet f%O(QSint + cost).

z(t) =cre’ fcae”
Um eine Losung des AWP zu erhalten, leiten wir die Losung ab,
i(t) = Cre" —3C2e %" +i(t +1)¢€ ,%(2 cost —sint),

und setzen die Anfangsbedingungen ein:

z(0)=ci+c2—15=0
i(0)=c1—3c2+3-1=0
Die Losung des AWP lautet somit
x(t) = %6(1 + 4t) €' Jr% e 3t 71—10(28th + cost).

(e) Das charakteristische Polynom A* + A% — 5\ + 3 = 0 besitzt die Losungen A12 = 1
und A3 = —3. Damit lautet die allgemeine Lésung der homogenen DGL:

xp(t) =1 et +eotel dege 3t

Fiir das Storglied s(t) = 6sinht = 3(e*" — e~2") withlen wir den partikuliren Losungs-
ansatz (mit den entsprechenden Ableitungen):

zp(t) = A ' +Be

ip(t) = 24e*" —2Be ",
ip(t) = 4Ae* +4Be ",
ip(t) = 8Ae* —8Be .

Eingesetzt in die DGL fiihrt dies auf
5Ae* 4+9Be ? =3¢ —3e¢7% = A= % , B= f% .

Somit lautet die allgemeine Losung der DGL

z(t) = c1e’ +cate’ +eze

Um das AWP zu l6sen, leiten wir ab,

i(t) = c1e' +ea(t + 1) e’ =3¢z e +3 e’ +2 e 2t

i(t) = c1e’ +ea(t +2) e +9cz et +12 et -3 e 2t
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und setzen die Anfangsbedingungen ein:

z(0)=c1+es+2-2=0 = ca=—1%—cs
i‘(0)201+027303+g+%:0 N 027403:7% N co =0
i0)=c1+2c2+93+ 2 -3 =4 2cy +8c3 = — 15 c3 =2

Hieraus folgt c1 = —%. Die Losung des AWP lautet somit:

2.t ,2 -3t ,3 2 1 -2t
r(t)=—5e +ze " +re —ge .

34.4 (a) Die charakteristische Gleichung A\* — 7\ + 6 = 0 mit den Losungen \; = 1
und A2 = 6 fithrt auf die allgemeine Losung der homogenen DGL

t 6t
Trp =cr1e +cae

Eine partikulire Losung der inhomogenen DGL ldsst sich durch den folgenden

Storgliedansatz (mit den entsprechenden Ableitungen) ermitteln:

zp(t) = Acost+ Bsint,
zp(t) = —Asint+ Bcost,
Zp(t) = —Acost— Bsint.

Durch Einsetzen in die DGL ergibt sich die Bedingung
(—A—TB+6A)cost+ (—B+T7A+6B)sint =sint.
Ein Koeffizientenvergleich fiihrt auf

5A—TB=0 .
=
TA+5B=1

Somit ist die allgemeine Lésung der DGL
z(t) = c1 e’ +cpe® 4+ cost + 2 sint.

(b) Die Losung ist offensichtlich genau dann periodisch, wenn ¢; = ¢2 = 0 ist. Dafiir

miissen die Anfangswerte z(0) = -5 und #(0) = 2 lauten.

34.5 Es sind jeweils die Nullstellen der dazugehorigen charakteristischen Polynome
zu bestimmen, man beachte unser Rezept zum Loésen einer homogenen linearen DGL

mit konstanten Koeffizienten:

(a) Das charakteristische Polynom A% 4 4\ — 77 hat die Nullstellen A\; = 7 und \> =

—11. Ein reelles Fundamentalsystem ist somit {e”*, e 11"}
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(b) Das charakteristische Polynom A? + 8\ + 16 hat die Nullstellen A1 2 = —4. Ein

reelles Fundamentalsystem ist somit {e~*' te™*}.

(¢) Das charakteristische Polynom A? + 10\ + 29 hat die Nullstellen \1 2 = —5 =+ 21.

Ein reelles Fundamentalsystem ist somit {e~>" cos 2t,e™ " sin 2t}.

(d) Das charakteristische Polynom A? 4 2\ hat die Nullstellen \; = 0 und A2 = —2.

Ein reelles Fundamentalsystem ist somit {1,e”2"}.

(e) Das charakteristische Polynom A? = 0 hat die Nullstellen A; 2 = 0. Ein reelles

Fundamentalsystem ist somit {1,¢}.

34.6  Die charakteristische Gleichung lautet hier

MmN +bA+c=0 = A=
2m

Einsetzen der Zahlenwerte (MKS-System) liefert:

~—2000 + /20002 — 4 - 50 - 10200 _

—b+Vb?% —4me

Ao =-20£14[s""] = A\ =-6,

’ 2-50
Die allgemeine Losung lautet somit

z(t) =cre % 4ege 3, o

001l |

Einsetzen der Anfangsbedingungen fiihrt auf |
c1 = 0.1, c; = —0.1. Die Losung lautet also i

2(t) = 0.1(e % —e 3%, ¢>0. W e
34.7  Die charakteristische Gleichung

M4+4a* =0 = Moz =+a(l£i)

fihrt auf die homogene Losung

a

t t . _
wp(t) = c1 e cosat + co e sinat + cze

Offensichtlich ist die konstante Funktion

1
wp(t) = Tad

t -
cosat +cae

Ao = —34.

t .
sinat .

eine partikuldre Losung der inhomogenen DGL. Somit lautet die allgemeine Losung

w(t) =_e* (cicosat+ casinat)+ e * (czcosat + casinat)+

t— oo

= lim |w(t)|]< o0 <& c1=c2=0
t—o0

oo e[-yArEVATE] IO e[-y/ard./ard]

4a%



Die allgemeine Losung (mit den entsprechenden Ableitungen) lautet also

_ 1
t)y = e ™ t inat) + —;
w(t) e “(cscosa +C4sma)+4a4
w'(t) = —ae *[(cz — ca)cosat + (c3 + c4) sinat]
w'(t) = 2a’e “(cssinat — cq cosat)

Aus den Anfangsbedingungen folgt dann

1 1
?.U(O) = CSJ'_M_O:CS__M

w'(0) = —2a°ca=0 = c4=0

Somit lautet dann die spezielle Losung des AWP

1 _
w(t) = m(l —e “cosat)
mit limy o0 |w(t)| = ﬁ.
10 [ — a=04—
8
6
4 a5
2 // e a=06
y

137



35 Einige besondere Typen von
Differentialgleichungen

35.1 (a) Wir haben es mit einer homogenen Differentialgleichung zu tun, die DGL
lasst sich ndmlich umformen in

T=2%4+1=p(=/t) mit p(z)=22z+1.

Wir wenden unser Rezept an:

(1) Die Substitution: z = «/¢ liefert die separierbare DGL

f=l(p() — ) = Le+1),
(2) Als Losung der separierbaren DGL aus (1) erhalten wir z(t) = ct — 1, c € R.
(3) Durch Riicksubstitution erhalten wir die Losung z(t) = c¢t? — t. Nun setzen wir die
Anfangsbedingung ein:
6=z(2)=c4—2 = c=2.
Also ist
x(t) =2t —t

die Losung des AWP.

(b) Dies ist eine Bernoulli’sche DGL & = a(t)z + b(¢)z® mit o = 3. Wir wenden unser
Rezept an:

(1) Die Substitution z(t) = 2'~* fithrt hier auf z = # Die DGL geht damit iiber in
die lineare DGL
z+cottz —2cost =0.

Wir 16sen diese lineare DGL 1. Ordnung: Bestimmen der allgemeinen Losung der ho-

mogenen DGL Z + zcott = 0 durch Trennung der Variablen:
dz cost

=———_dt = In|z| = —In|sint|+C = z, =
z sint

sint’ ¢>0,

daz=2"2>0.
Zur Bestimmung einer partikuldren Losung variieren wir die Konstanten:

¢ cost c
— —Cc——5- — ——cott—2cost =0
sint sin“ ¢ sint

liefert

é(t) = 2sintcost und damit c(t) = sin®¢t.
Die partikuldre Losung ist damit z,(t) = sint, und die allgemeine Losung lautet

c
z(t) = —— +sint c>0.
®) sint+ ’
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(2) Riicksubstitution liefert die Lésung

2 1

T = ¢ [
sin t +Slnt

(3) Die Anfangsbedingung legt das c fest:

sc2( ):CL_Hzl = ¢c=0

SR

Somit ist die Losung des AWP z(t) = \/;W
35.2  (a) Dies ist eine Bernoulli’sche DGL:
&= a(t)z+b(t)z® mit a(t) =1, bt) =1 +1), a=-1.
(1) Durch die Substitution z(t) = x'~ erhalten wir die lineare DGL:
p=dz-10" +1).

Die Losung der homogenen DGL ist zp(t) = ce%, c € R. Variation der Konstanten
(Ansatz zp(t) = c(t) e%) liefert:

éet/2+%ce%7%0642:*%(14’752) = C'(t)zf#e—tﬁ .

Integration liefert

= (14+t})e /2= —4te*t/2+/4e”/2dt = (> +4t+9)e 7?.

Es ist also z,(t) = t? 4+ 4t 4+ 9 eine partikulire Losung. Die allgemeine Losung lautet
somit:
2(t) = ce”* +t* + 4t +9, c € R.

(2) Durch Riicksubstitution erhalten wir die Losung z°(t) = ce? +t2+4t+9 und damit

z(t) =+\/ce: +t24+4t+9, c€R.
(b) Hier liegt eine Riccati’sche DGL vor:
i = a(t)z® + b(t)z + ().

Ist eine Losung xp(t) bekannt, dann ldsst sich die DGL auf eine Bernoulli’sche DGL
zuriickfiihren.
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Durch Probieren mit einfachsten Funktionen x,(t) stellt man fest, dass z,(t) = 1 eine
Losung der DGL ist. Wir beachten nun unser Rezept:

(1) Wir 16sen die Bernoulli’sche DGL

sad=2 1
tt—1)" tt—-1)" "

Mit dem Ansatz y(t) = 2*~* geht die Bernoulli’sche DGL in eine lineare DGL iiber:

2t—1 1

St Y T e

Die Losung der homogenen DGL erhélt man durch Trennung der Variablen:

dy 2t

” = —ﬁdt = Inly| = —ln’tQ—t‘ +é,
also )
yn(t) =Cm ceR.
Variation der Konstanten und Einsetzen liefert:
¢ —2t+1 2t — 1 c

+ =) =1=c(t) =t.

1
-0 PO D1 -1

Damit ist eine partikuldre Losung y,(t) = ﬁ = ﬁ gefunden. Die allgemeine Lo-

sung lautet dann
c 1 t+c

O = tio T wen

(2) Als Losung der Riccati’schen DGL erhalten wir dann mit z = é = t(;_;cl) und
t(t—1) .

1‘=1+Z=1+t+—c-

t2+c
t+c

z(t) =

(c) Es sei zunédchst ¢ > 0, dann ist

& =afe4+1/(7/0)? = 1= (7/t) mit p(z) =2+ V22— 1.

Die DGL ist also eine homogene DGL. Wir beachten unser Rezept:
(1) Erhalte die separierbare DGL:

z= z22—1.

o~ | =

(2) Lose die separierbare DGL aus (1):



Sonderfall:
=16 z=+41 = ==+t (triviale Losung)

Integration fiir 22 > 1:

ln‘z+\/22—1’:ln|t|+c = z+vVz22-1=ct.

Es folgt

2 2,2 2 c 1
—1=c"t" — 2ctz + = z==-t+ —.
z c ctz + z z 5 et

(3) Nach Riicksubstitution

1
;c(t):%tQJr% mit ¢#0.

(d) Wir haben hier eine homogene Euler’sche DGL.
(1) Wir erhalten die charakteristische Gleichung
0O=ala—D+a—-1=a’—-1=(a—1)(a+1).

(2) Die Losungen sind a2 = 1.

(3) Somit folgt
x(t) = eit + %2 .

(e) Multipliziert man die DGL mit ¢?, so erhalten wir wieder eine Euler’sche DGL.

(1) Die charakteristische Gleichung lautet

0 = ala—1)(a—2)(a—3)+3a(a—1)—Ta+8
- a476a3+14a2716a+8:(a72)2(a272a+2>.

(2) Die vier Losungen sind a1,2 =2, azg = 1 £1.

(3) Die allgemeine Losung lautet:
z(t) = c1t® + cot® Int + catsin(Int) + cat cos(Int) .

(f) Schon wieder eine Euler’sche DGL:
(1) Die charakteristische Gleichung lautet:

O=ala—1)—a+2=0a®>—2a+2.
(2) Die Losungen sind a1,2 = 1 £1i.
(3) Die allgemeine Losung ist

z(t) = citsin(Int) + cat cos(Int) .

141
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35.3 (a) Potenzreihenansatz: z = Z apt” =ap+art+ast> +..., 2(0)=0 = ag=0.
Linke Seite der DGL: © = Z kaktk_l = Z(k + l)ak_,_ltk = a1 + 2a2t + 3a3t2 +....
k=1 k=0
oo o0
Rechte Seite der DGL: tx +t =t + Z akthrl =t+ Z ak_ltk.
k=0 k=1

Die DGL ist erfiillt, falls:

o0 o0
1
a1+2a2t+;(l€+l)ak+1tk = t+kZ:2 ak_ltk < a; =0, az = 3 Ap41 = A

Daraus folgt sofort ar = 0 fiir ungerades k. Fiir gerades k gilt:

g =211 e 111 g = L1 1__1
YT T 122" T 6 T 42 T m2tn—1) 2 2npl”
sodass
=1 1 s
Es folgt
o] o] k
x(2):zi22k:22—~62667
2k k! kLT

(b) Wiederholtes Differenzieren liefert

z=z = z(0)=0, z=tex+t = £(0)=0,
i=z+tz+1 = £0)=1, T=2c+t& = %(0)=0,
w(4):351é+t'w" = ¥ = y e

Allgemein (man kann das natiirlich auch per Induktion nachweiten) gilt:

fiir k£ ungerade

z®) = (k — 1)w(k72) + x5 ac(k)(O) =
1-3-...-(k—1) fiir k gerade

Die Taylorreihe fiir (¢) mit Entwicklungspunkt tg = 0 lautet damit:

(k)o > (2">0 = 2n =D 2! o,
=(t) = Z ( :g ( D (2n)!) 'Ezn;th

k=0
_ (2n 2n _ — 1 2n
_ Z = > gt (vel. (a)).

(c¢) Durch Trennung der Variablen erhalten wir:

a1 d 2 2
75! xlztdt:1n|x+1|:5+c:y:ce2—1,c€R

z=1t(zr+1)
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Die Beriicksichtigung der Anfangsbedingung liefert:
2
2(0)=0 = c=1 = z(t)=e> -2, z(2)=e’>—1~6.3891.

Die Potenzreihenentwicklung bei ¢t = 0 liefert exakt dasselbe Ergebnis, denn

.2 oo t2/2k oo 1
m(t)ze”—l:( ( !)>—1=th%-
k=1

k
k=0

35.4  Mit dem Ansatz

w(t) = axt’, @(t) =Y kapt" ", @(t) =Y k(k—1)axt"?
k=0 k=1

k=2

erhilt man eingesetzt in die DGL

0 = Y k(k—Dart" >+ k(k—Dart” + Y kapt* = > axt”
k=2 k=1 k=0

= k=2
oo

= > (k+2)(k+ Darot” + Y k(k— Dart” + Y kart” = > axt”
k=0

0 k=0 k=0

ES
I

[(k+2)(k + Dagio + k(k — Dap + kag — ag] t*

I
[M]8

B
Il
=}

I
[M]¢

[(k £ 2)(k 4+ Vapre + (K — l)ak} £

B
Il
<}

1- k:a
24k *
ao und ai sind frei wihlbar. Fiir £ =1 folgt a3 =0 = a2n+1 =0 Vn € N und

= (ki + 2)(/€ + l)ak+2 = 7(/6 — 1)(]{1 + 1)ak = Qg42 =

an = —ao
2

= () (D) (BBt

Mit der Schreibweise k!! = k(k — 2)(k —4) - - - erhalten wir

z(t) = a1t + ao <1 T %ﬁ n i(_l)nfl %t%) |

n=2

Aus den gegebenen Anfangswerten folgt

mzx(0)=0 = ap=0, ©(0)=1 = a1 =1.
Somit gilt z(t) = t.
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mzx(0)=1 = ao=1, ©(0) =1 = a1 = 1. Somit gilt

1 = o1 (2n =3 o
x(t):1+t+§t2+2(—1) 1%#.

35.5 (a) Der Potenzreihenansatz

oo

a(t) =Y oxt®, #(t) =Y (k+ Dewpat”, #(t) = (k+1)(k + 2)ckyat”
k=0

k=0 k=0
ergibt eingesetzt in die DGL
0= Z(k + 1)(]{1 + 2)Ck+2tk — thk -t =2co + Z [(]C + 1)(/€ + 2)Ck+2 — Ck—l] tk .
k=0 k=1

Ein Koeffizientenvergleich liefert
0=2c2, 0= (k+1)(k+2)ckt2 — ck—1, co und ¢;1 bleiben unbestimmt .

Wegen ¢z = 0 erhélt man c¢3,—1 = 0 fiir n € N. Aufierdem ergibt sich

co co

o _ e e N
s 258 ... Gn-1-3"n Gun_Dm3m "€
C1 C1 .
n = fi 5
Cantl 1710 G D) 3l Gny g el

wobei wir k!l = k(k — 3)(k —6) - - - setzen. Die allgemeine Losung der DGL lautet also
firteR

t3n+1
a(t) = 1+Z(3 — )3l T ”Z n+ )3l |

(b) Der Potenzreihenansatz eingesetzt in die DGL fiihrt nach Koeffizientenvergleich auf

Ck—1

co frei wahlbar, c1 =0, cp41 = —na1

Aus ¢1 =0 folgt cor+1 =0 (k € N) und

Cor — _C2k—2 _ (_1)k €o _
2k 2k 2k-(2k—2)-...-2

Die allgemeine Losung lautet daher

o0 t2 4§
ETLPA NI G ) I
o(t) = <1+Z(2k P SR SV
k=0
(¢) Der Potenzreihenansatz eingesetzt in die DGL fiihrt nach Koeffizientenvergleich auf

1 _
co frei wéhlbar, c1 =1, ca = —;co 0 Cht1l = Z:_ll :
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Damit folgt

1+co 1 1 1 1+4+co ..
— T 2. = — Ok =1,2,...
c2k 2 16 2k (k) s
11 1 1
— — e — e = f” k:1727....
2kt 35 %+1  Ckrnn

Die allgemeine Losung lautet daher

e tQk: N t2k+1 2 S t2k+1
gc(t) :CO+t+(1+CO)Z (2]@)” +Z (2k+1)” =-l+e= +Z (2k+1)”
k=1 k=1 k=0




36 Numerik gewohnlicher
Differentialgleichungen |

36.1 Die folgenden Codes taugen:

function [t,x]=expl_euler(f,t0,x0,h,N)
% N Schritte expliziter Euler mit konstante Schrittweite h fuer x’=f(t,x)

% Input:

% f rechte Seite; eine Funktion der Form

% dx = £f(t,x)

% t0 Startzeitpunkt

% x0 Startzustand

% h konstante Schrittweite

% N Anzahl der Schritte

% Ausgabe: komplette Trajektorie: (t,x)

% t Zeilenvektor der Laenge N+1 mit Zeitpunkten

% X (length(x0) ,N+1) Matrix mit den Zustaenden in den Spalten

N=round (N) ; % sicherheitshalber

x=NaN*ones (length(x0) ,N+1) ; % Speicher fuer Zustaende

t=NaN*ones(1,N+1); % Speicher fuer Zeitpunkte

t(:,1)=t0; x(:,1)=x0; % Anfangswert

for k=1:N % N Schritte machen
feval=f(t(k),x(:,k)); % f auswerten
x(:,k+1)=x(:,k)+h*feval; % Update Zustand
t(k+1)=t (k) +h; % Update Zeit

end

end

function [t,x]=impl_euler(f,t0,x0,h,N)

% N Schritte impliziter Euler mit konstanter Schrittweite h fuer x’=f(t,x)

% Input:

% f rechte Seite; eine Funktion der Form
% dx = f(t,x)

A t0 Startzeitpunkt

h x0 Startzustand

A h konstante Schrittweite

A N Anzahl der Schritte

% Ausgabe:  komplette Trajektorie: (t,x)
h t Zeilenvektor der Laenge N+1 mit Zeitpunkten
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% b'e (length(x0) ,N+1) Matrix mit den Zustaenden in den Spalten
options = optimset(’Display’,’off’);
N=round(N) ; % sicherheitshalber
x=NaN*ones (length(x0) ,N+1) ; % Speicher fuer Zustaende
t=NaN*ones (1,N+1); % Speicher fuer Zeitpunkte
t(:,1)=t0; x(:,1)=x0; % Anfangswert
for k=1:N % N Schritte machen
t(k+1)=t(k)+h; % Update Zeit
x(:,k+1) = fsolve(@(xx) (xx-x(:,k)-h*f(t(k+1),xx)),x(:,k),options);
end
end

function [t,x]=mid_point(f,t0,x0,h,N)

% N Schritte impliziter Euler mit konstanter Schrittweite h fuer x’=f(t,x)

% Input:

% f rechte Seite; eine Funktion der Form

% dx = f(t,x)

h t0 Startzeitpunkt

h x0 Startzustand

% h konstante Schrittweite

% N Anzahl der Schritte

% Ausgabe: komplette Trajektorie: (t,x)

% t Zeilenvektor der Laenge N+1 mit Zeitpunkten

% b'd (length(x0) ,N+1) Matrix mit den Zustaenden in den Spalten

options = optimset(’Display’,’off’);

N=round(N) ; % sicherheitshalber

x=Nali*ones (length(x0) ,N+1) ; % Speicher fuer Zustaende

t=NaN*ones (1,N+1); % Speicher fuer Zeitpunkte

t(:,1)=t0; x(:,1)=x0; % Anfangswert

for k=1:N % N Schritte machen
t(k+1)=t (k) +h; % Update Zeit

x(:,k+1) = fsolve(@(xx) (xx-x(:,k)-h*f((t(k)+t(k+1))/2,...
(x(:,k)+xx)/2)),x(:,k) ,options) ;
end

end

36.2  Wir verwenden die Schrittweite h = 1/2 und die Stiitzstellen to = 0, t; = 1/2,
to =1, tz = 3/2.

(a) Das explizite Euler-Verfahren lautet:

Trp1 =Tk + hf(ti,zi) = 2 + 5 (1 + (2 — tr)?).
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Damit erhalten wir:

1

To = 3,

r1 = wo+ 31+ (xo—t))=2+3(1+(3-0)7) =2=1125,

2 = mi+3(1+@-t))=2+101+E-1)*=22~182,

s = wo+ (14 (z2—12)?) =23 + 11+ (28 - 1)) = 8057 ~ 2.657.

Ein Vergleich mit dem exakten Wert liefert:

87057 7
—x(3 =|—— —=| = 0. .
|xs — z(3/2)] 39768 2‘ 0.843

(b) Beim klassischen Runge-Kutta-Verfahren berechnen wir:

ki = f(tk xk), k2= f(te + 5,26 + k1),
ks = f(tk'f'%a:ﬂk'f'%k?)’ k4=f(tk+%,:ﬂk+%k‘3),
Troyr = T+ 2 (k14 2ke + 2ks + ka) = 2k + 15 (k1 + 2ka + 2ks + ka)

Wir erhalten hiermit:
xo =12, 1~ 1.167, z2 =~ 1.999, x3 ~ 3.486.
Ein Vergleich mit dem exaktem Wert liefert:
|xs — z(3/2)| ~ |3.486 — 7/2| ~ 0.014.
36.3 Das Runge-Kuttaverfahren ldsst sich etwa wie folgt implementieren:

function [t,x]=runge_kutta(f,t0,x0,h,N)
% N Schritte Runge Kutta mit konstante Schrittweite h fuer x’=f(t,x)

% Input:

% f rechte Seite; eine Funktion der Form

% dx = £f(t,x)

h t0 Startzeitpunkt

% x0 Startzustand

% h konstante Schrittweite

% N Anzahl der Schritte

% Ausgabe: komplette Trajektorie: (t,x)

% t Zeilenvektor der Laenge N+1 mit Zeitpunkten
% X (length(x0) ,N+1) Matrix mit den Zustaenden in den Spalten
N=round (N) ; % sicherheitshalber

x=NaN*ones (length(x0) ,N+1) ; % Speicher fuer Zustaende
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t=NaN*ones (1,N+1);

t(:,1)=t0; x(:,1)=x0;

for k=1:N
k1=f (t (k) ,x(:,k));
k2=f (t (k) +(h/2) ,x(:,k)+(h/2)*kl);
k3=f (t (k) +(h/2),x(:,k)+(h/2)*k2);
k4=f (t(k)+h,x(:,k)+h*k3);
x(:,k+1)=x(:,k)+(h/6) * (k1+2*¥k2+2*k3+k4) ; ), Update Zustand
t(k+1)=t(k)+h; % Update Zeit

% Speicher fuer Zeitpunkte
% Anfangswert
% N Schritte machen

end

end

Hiermit erhalten wir die folgenden Resultate:

Verfahren h # Fkt.ausw. | Losung Fehler

Exaktes Ergebnis 1 6.8

Euler 0.1 18 4.56539955802118 | 2.23460044197882
0.01 180 6.30862048114570 | 0.49137951885430
0.001 | 1800 6.74342273829778 | 0.05657726170223

Runge-Kutta 0.1 72 6.79659830769129 | 0.00340169230871
0.01 | 720 6.79999956805797 | 0.00000043194203
0.001 | 7200 6.79999999995666 | 0.00000000004:334

Hierbei bedeutet # Fkt.ausw die Anzahl der durchgefiihrten Funktionsauswertungen.
Man beachte, dass das Runge-Kutta-Verfahren bei h = 0.1 bereits ein besseres Ergebnis

bringt und weniger kostet.

36.4

Der Startwert ist xg = 1/2. Das Verfahren von Adams-Moulton lautet fiir k = 1:

x1=x0 + h (3 f(t1,21) + 3 f(to, x0)) = zo + & + L(z1 — t1)® + L(z0 — t0)”.

Auflsen nach x1 liefert die beiden Lésungen

2
21 =t1+ 24 /A1 +2 — dzo — (10 — t0)2 =3 + 24 /242 -2 (1) =3ET,

Von beiden Losungen liegt z1 =

gewdhlt.

Den zweiten Schritt fiihren wir mit dem Verfahren von Adams-Moulton fiir k = 2 aus:

T2

5—V7
2

~ 1.177 ndher an o = 1/2 und wird daher

w1+ h (5 f(t2,22) + 5 f(t1, 1) — 15 f(to, x0))

T+ 5+ 2 (22 — 1) + = (21 —t1)? -

%Z($o —-to)g.
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Auflsen nach x2 ergibt

12 + \/120t2 + 84 — 120x1 — 40(1:1 — t1)2 + 5(1‘0 — to)2
5 .

ro = 12
Hieraus erhalten wir durch passende Vorzeichenwahl x2 ~ 2.049.

36.5 Das zweistufige Runge-Kutta-Verfahren lautet wie folgt:

h h

Daraus liest man folgendes Butcher-Schema, ab:

b
\
= O

O |NvI= O



37 Lineare Abbildungen und
Darstellungsmatrizen

37.1  Erste Eigenschaft: Da f linear ist, gilt

f(0) = f(040) = f(0) + £(0), also f(0) =0.

Zweite Eigenschaft: Sind v, w € V und A € K, so gilt:

(9o fHAv+w) =g(f(Av+w)) = g(A f(v) + f(w)) = g(A f(v) + g(f(w))
=Ag9(f(v)) +9(f(w)) = Ago f(v) +go f(w).
Das begriindet, dass g o f linear ist.
Dritte Eigenschaft: Es sei f bijektiv. Dann existiert die Umkehrabbildung f =% : W — V.
Es ist zu zeigen, dass f ' linear ist. Dazu withlen wir beliebige v’, w’ € W und ein A € K.
Zu v, w' existieren v, w € V mit f(v) = v’ und f(w) = w’, d.h., v = f~*(v') und
1 / .
w= f~(w"). Dann gilt:

FTHOW ) = ) + f(w) = fTH(F v +w))
=dv4w=Af"'@)+ W),

Damit ist gezeigt, dass f~' linear ist.
37.2  Es gilt:

m Der Kern einer linearen Abbildung f ist ein UVR:

e 0 € ker(f), da f(0)=0.
e v,weker(f)= flv+w)=f(v)+ f(w)=0+0=0= v+ w € ker(f).
e veker(f), e K= f(Alv)=Af(v) =X-0=0= dv € ker(f).
m Das Bild einer linearen Abbildung f ist ein UVR:
e 0 Bild(f), da £(0) = 0.
e v,w € Bild(f) = v, v € V: v=f)w=fw)=v+w=f)+
fw) = f +w') =v+w e Bild(f).
e v eBId(f), e K= I eV:v=f) = =A()=f\)= e
Bild(f).
m f injektiv < ker(f) = {0}:
e =: f injektiv = f(v) # 0 Vv # 0 = ker(f) = {0}.
o =: f(v) = f(w) = flo—w) = f(v) — f(w) =0=v—w € ker(f) = {0} =

v—w=0=v=w= f injektiv.



152 37 Lineare Abbildungen und Darstellungsmatrizen

m [ ist surjektiv < f ist injektiv < f ist bijektiv: Mit der Dimensionsformel gilt
namlich:

f surjektiv < W = Bild(f) < dim(ker(f)) =0 < ker(f) ={0} < f injektiv.
Damit folgt sofort f surjektiv < f bijektiv.

37.3 (a) f ist die Spiegelung an der Geraden \(ei + e2), daher besteht der Kern
nur aus dem Nullvektor oder ausfiihrlich: (v2,v1) = (0,0) <= wv1 = 0 = vy, d.h.
ker f = {0}. Wegen des Dimensionssatzes gilt Bild f = R?.

(b) Es gilt ker f = V, da jeder Vektor aus V auf den Nullvektor abgebildet wird. Des
weiteren gilt Bild f = {0}.

(¢) Der Kern besteht aus all jenen Vektoren (vi,v2,v3) mit v3 € R, v2 = 0 und v1 +v2 =
0, also: ker f = {(0,0,v3) |vs € R}. Nach dem Dimensionssatz ist f surjektiv, d.h.
Bild f = R?, oder ausfiihrlich: Es sei (v1,v2) € R?, dann gilt f(v1 — v2, v2,0) = (v1,v2)
und somit Bild f = R2.

(d) Es gilt: ker =+ = {p € R[z]| s2p = 0}. Polynome vom Grad 1 oder héher werden
durch das Differenzieren nicht zum Nullpolynom. Hingegen wird jedes konstante Poly-
nom p = ag durch das Differenzieren auf das Nullpolynom p = 0 abgebildet, also gilt
ker % = R. Die Abbildung ist surjektiv, da fiir jedes Polynom p = ap+a1x+...+apx”™
das Polynom P = aoz + Sa12® + ...+ nLHangc"+1 € R[z] offenbar £ (P) = p erfiillt
ist. Damit gilt Bild ;= = R[z].

37.4  (a) Multipliziert man A mit v = (v1,v2) so erhélt man das Bild fa(v):

1 3
faw)=Av=wv1 | 4 | +v2|2
-1 0
Damit erhalten wir fiir das Bild von fa4:
1 3
Bild fa = {fa(v) [v e R*} ={Av|veR*} = (| 4 |,|2]).
-1 0

Das Bild ist somit das Erzeugnis der Spalten von A. Nun zum Kern von f4: Wegen
ker fa = {v € R?| fa(v) = 0} = {v € R*| Av = 0}

ist der Kern von f4 die Losungsmenge des LGS (A 0). Dieses LGS hat wegen rg(A) = 2
nur die triviale Losung v = 0, sodass ker f4 = {0}. (Das hédtten wir einfacher mit der
Dimensionsformel haben kénnen: Nach dieser gilt ndmlich 2 = dim(ker(f4))+2, woraus
folgt, dass ker f4 = {0}.)
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(b) fa ist injektiv, da ker fa = {0}. fa ist nicht surjektiv, darg(fa) = 2 # 3 = dim(R?).
Da fa nicht surjektiv ist, kann f4 auch nicht bijektiv sein.

37.5 Ja, man wihle z.B. f: R? — R? (v1,v2) — (v1 — v2,v1 — v2) oder die lineare
Fortsetzung von o mit o(e1) = ez und o(e2) = 0.

37.6 Man beachte das Rezept:
(a) f1 ist nicht linear, denn f1(0) = (1,2, -3)" # (0,0,0) .

(b) f2 ist linear, denn

(A1 +w1) + (Avz + wa)
(A1 +w1) + (Av2 + wa) + (Avg + w3) + (Ava + wa)

fa(Av + w)

Av1 + v2) + (w1 + w2)
Av1 + v2 +v3 + v4) + (w1 + w2 + w3z + wa)

U1 + va w1 + w2
A + = Af2(v) + fo(w).
V1 + v2 + v3 + va w1 + w2 + w3 + wq

(¢) fs ist nicht linear, denn fiir v = (1,0,1,0) ", w = (0,1,0,1) " gilt f3(v) = (0,0)",
fa(w) = (0,0)" und fs(v+w) = (1,1)" #(0,0)" = fa(v) + fa(w).
(d) fa ist linear. Hierzu beachte man, dass man die Abbildung einfacher schreiben

kann als fa(vi,..., vn) =v1 (1,2) 7. Es gilt:

fa(Av + w) = (Av1 + w1) ; = Aup ; + wy ; = Afa(v) + fa(w).

(e) fs ist nicht linear, denn f5(0) = 5z* # 0, wobei 0 jeweils das Nullpolynom ist.

37.7 Fiir f1 o f2 erhalten wir

3x — 3y
(fl OfQ)(Il',y,Z) = fl(f2($7y7z)) = f1($—y72$+270) = —r—yYy-—=z
dr — 2y + =z

(a) Die Aufgabe kann auf viele verschiedene Arten gelost werden, wir entscheiden uns
fiir einen Losungsweg mit Hilfe der Dimensionsformel:

e Basen der Kerne: Die Abbildung fi hat den nulldimensionalen Kern {0}, denn:

3 0 0 T 0 T 0
fi(z,y,2) =0 & |1 —1 0 yl=10 & |y|=1]0
2 1 1 z 0 z 0
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Es ist damit () eine Basis des Kerns. (Ubrigens ist A1 gerade die Darstellungsmatrix
der linearen Abbildung f1 bzgl. der kanonischen Basen.)

Die Abbildung f2 hat den eindimensionalen Kern (1,1, —2) "), denn:

1 -1 0 T 0 T 1
fao(z,y,2) =0 & |2 0 1||y|l=(0] & |y|[=r]1
0 0 0/ \z 0 z -2

=:A,

Es ist damit {(1,1, —2) " } eine Basis des Kerns. (Wieder ist die angegebene Matrix
Ao gerade die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung fo bzgl. der kanonischen
Basen.)

Die Abbildung fi o f2 hat den eindimensionalen Kern ((1,1,—2)"), denn:

3 =3 0 x 0 T 1
fiofa(z,y,2) =0 & | -1 -1 —1||y|[=[0] & |y|[=A]|1
4 -2 1 z 0 z -2

=:A,

Es ist damit {(1,1,—2)"} eine Basis des Kerns. (Wieder ist die angegebene Ma-
trix Az gerade die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung fi o fo bzgl. der
kanonischen Basen.)

e Basen der Bilder: Nach der Dimensionsformel gilt
dim(Bild(f1)) = 3, dim(Bild(f2)) = 2, dim(Bild(f1 o f2)) = 2.

Um Basen der Bilder zu finden, reicht es nun aus, jeweils so viele linear unabhingige
Vektoren im Bild anzugeben, wie die Dimension des Bildes angibt.

Als Basis B des Bildes von f; kénnen wir jede Basis des R? wihlen, wir entscheiden
uns fiir By = {e1, e2, e3}.

Als Basis B> des Bildes von f2 kénnen wir die ersten beiden Spalten s1, s2 von Ag
wahlen, Ba = {s1, s2}; diese sind néamlich linear unabhéngig und liegen im Bild
von fa, es gilt fa(e1) = s1, fa(e2) = so.

Als Basis Bs des Bildes von fi o fo konnen wir die ersten beiden Spalten si1, s2
von A3 wahlen, Bs = {s1, s2}; diese sind néamlich linear unabhéngig und liegen im
Bild von f1 o fo, es gilt fi 0 fa(e1) = s1, fi1 o f2(e2) = so.

Da ker(fi1) = {0} ist f1 injektiv und damit auch surjektiv (siehe die Box auf Seite
337 (Rezeptebuch)). Da ker(f2) # {0} ist f2 nicht injektiv und kann damit auch nicht
surjektiv sein.
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37.8 (a) Wir gehen nach unserem Rezept vor: (1) f(0) = 0 ist offensichtlich. (2) Es
gilt fiir alle A € R und p, ¢ € Rz]p—1:

FOp+a)a) = /O “p+ g)(t) di = /O “O(t) + a(1)) dt

A / “p(t) dt + / " g(t) dt = M(F@) (@) + (F(@) ().

Somit ist f linear.

(b) In der i-ten Spalte der Darstellungsmatrix steht der Koordinatenvektor des Bildes
des i-ten Basisvektors. Daher bilden wir im Folgenden nach und nach die Basisvektoren
p=1,p=uwx...,p=2""1 mit der Abbildung f ab und bestimmen die Darstellung
der Bilder bzgl. der Basis (1,z,...,2™) des R[z],, damit erhalten wir die Koordinaten-
vektoren der Bilder der Basisvektoren, also die Spalten von A:

p=1: (f(p))(w):/1dt:w:0'1+1«x+0~x2+~~+0~x"
0
¢ L o 1 9 3 n
p=x: (f(p))(:c):/ tdt:§m :0-1—1—0-90—&—5-90 +0-2°+---+0-2
0
. n—1 * n—1 1 n . n—1 1 n
p=z (f(p))(x):/t dt==2"=0-140-2+---+0-2 + -z
o n n

Somit folgt fiir die Darstellungsmatrix

000 -0
100 -0
oto--0
— 1 (n+1)xn
A 00§-OER .
000 -1

(¢) Wir bestimmen den Kern von f: Fir ein p € R[z],—1 gilt

n—1 n—1
pe) = air' = (fE)@) = ettt
i=0 par iU
Somit folgt
(f(p))(‘r):() <~ aO:%:a—;:...:ann_1:0<:>p:0.

Damit gilt ker(f) = {0}. Folglich ist f injektiv (siche die Box auf Seite 337
(Rezeptebuch)). Nach der Dimensionsformel kann f nicht surjektiv sein.
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37.9 (a) Esist (z'a)a die Komponente von x, die in Richtung a zeigt, der Vektor
x — (z " a) a steht senkrecht auf a, d.h. in der Spiegelebene. Der Vektor z — 2(z " a) a ist
der an dieser Ebene gespiegelte Vektor (vgl. die Skizze auf Seite 139 (Rezeptebuch)).

(b) Es gilt
(fo f)(@) = f(f(z)) = f(z = 2(z - a)a) = (z — 2(z - a)a) — 2((z — 2(z - @)a) - a)a
=z—2(x-a)a—2(z-a)a+4(z-a)(a-a)a==x,
also fo f=id, d.h. fo f ist die Identitéit.
(c) Wir berechnen
flx)=x—-2(x-a)a=z—2a(z-a)=x—2a(a-x)
=z—2a(a z)=z—2(aa )z=(Ez—2(aa"))z,
man wihle also A = E3 —2(aa').

(d) Offenbar gilt f(a) = a — 2(a'a)a = —a. Wir setzen b1 = a. Ein auf a senkrecht
stehender Vektor liegt in der Spiegelebene und bleibt daher fest unter der Abbildung f.
Wir wéhlen z. B. b2 = e2 x a. Dann gilt

f(b2) =ba —2(bg a)a = by,

da bj a = 0. Wir wihlen nun b3 = bz x a. Dann ist bz senkrecht zu a, also f(b3) = bs.
-1 0 O

Die Darstellungsmatrix A = gM(f)pist A=| 0 1 0
0 0 1
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38.1 Es gilt
BM(f)p=pM(Ido fold)p = pM(Id)a aAM(f)a aM(Id)p .

Um also g M(f)p zu ermitteln, ist das Produkt der drei Matrizen g M (Id)a, aAM(f)a
und 4 M (Id) g zu bilden. Die Matrix 4 M (f)a ist gegeben, die anderen beiden Matrizen
miissen wir noch bestimmen. Wegen

sM(Id)4 aAM(1d)p = gM(d)p = Fs

ist AM(Id)p das Inverse zu g M (1d) 4.

Wir bezeichnen die Elemente der geordneten Basis A der Reihe nach mit a;, ¢ = 1,2,3
und jene der Basis B mit b;, ¢ = 1,2,3 und ermitteln gM(Id)a = (pa1, a2, as).
Gesucht sind also \; € R, i = 1,2, 3, mit

3
> Ay =a; fiir i=1,2,3.
j=1

Dies sind drei lineare Gleichungssysteme, die wir simultan 16sen:

1 3 2|8 =16 9 1 0 03
-2 -1 1(-6 7 =3 — .= 01 0|1 =3 2
1 2 27 =13 7 0 0 1|1 -2 1

Damit lautet die Basistransformationsmatrix

3 -3 1 11 -3
pM(Id)a= |1 -3 2|, und saM(Id)p=[1 2 —5],
1 -2 1 1 3 —6

wobei wir die Matrix 4 M (Id) g durch Invertieren der Matrix g M (Id)4 erhalten.
Wir berechnen schliefflich das Produkt

16 47 —88
BM(f)p =MId)a aAM(f)a aM(Id)p = |18 44 —92
12 27 —59

38.2 (a) Wegen

N~ N
— = N
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sind die drei Vektoren by = (2,2,3)", b2 = (1,1,1) 7, b3 = (2,1,1) " linear unabhiingig,

also B eine geordnete Basis.

(b) Mit A = g,M(f)E, erhalten wir

Aby =1b1 +0by+0b3, Aby =0b1 +2b2+0b3, Abs =0by +0b2 + 3b3.

Also gilt
1 0 0 2 1 2
BM(f)B: 0 2 0 y wobei S:E3M(IdRS)B:(b1,b2,b3): 2 1 1
0 0 3 3 1 1

die Transformationsmatrix ist.

38.3 Die Darstellungsmatrizen lauten:

1 1 0
cM(f)p = 0 11 und pM(g)c =

= O NN
— = =

Wir kénnen die Darstellungsmatrix p M (g o f)p der Verkettung go f : R — R* damit

nun auf zwei Arten berechnen. Zum einen gilt:

4v1 4 3v2 + v3
v1 + V2 4v1 + 3v2 4+ v3

(go flv)=g = , also pM(go f)p=
2v1 + v2 + v3 2v1 +v2 + 3

3v1 + 2v2 + v3

wWoON R
N = W W
T

Andererseits erhalten wir diese aber auch durch:

2 1 4 3 1
2 1 1 10 4 3 1
pM(go f)p=pM(g)c - cM(f)B = =
0 1 2 11 2 11
11 3 21
38.4  Wir verwenden die Bezeichnungen

. 1 1 1
e1 = , e2= sowie by = |1, ba=|1], bs= 1|0

0
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Wir erhalten g M (f)E,, indem wir die Koordinaten v;;, ¢ = 1,2,3 von f(e;) fiir j = 1,2
beziiglich der Basis B in die Spalten einer Matrix schreiben. Wir erhalten v;;, ¢ =1,2,3

durch Loésen der durch s

> vishi = f(e;)

i=1
fiir j = 1,2 gegebenen linearen Gleichungssysteme iiber R mit dem Gaufk-Algorithmus.
Man erhalt:

sM(f)g,=]-2 1
1 -1
Analog erhilt man ¢M(g) g, indem man die Koordinaten v;;, i = 1,2,3,4 von g(b;) fiir
j =1,2,3 beziiglich der Basis C' in die Spalten einer Matrix schreibt. Dies liefert:

5 2 2

-3 0 -1
cM(g)p =

-2 -1 -1

3 0 1

Die Darstellungsmatrix ¢ M (g o f)g, erhdlt man durch Matrixmultiplikation:

8 =5
eM(ge Nen = oM@z 2M(N = |
7T -4

38.5  Fiir die Darstellungsmatrix bzgl. der Standardbasis F = (e1, e2, e3) erhélt man

0 1 0
A=gM(f)e=10 -1 2
3 -9 7

Die Darstellungsmatrix bzgl. der Basis B bestimmen wir mit der Basistransformations-
formel, es gilt
sM(f)p =B 'AB mit B=pgM(d)g,

die Spalten der Matrix B sind also die Elemente der geordneten Basis B. Wegen

111 3 -3 1
B=|12 3| = B'=|-3 5 -2
1 3 6 1 -2 1
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erhalten wir fiir die gesuchte Darstellungsmatrix von f bzgl. B:

3 -3 1\/o 1 o\ /1 11 100
sM(f)p=B'AB=|-3 5 —2|]o -1 2|1 2 3|=]0 2 6
1 —2 1) \3 —9 7/ \1 3 6 00 3

38.6 (a) Aus
0 1 0 1
fler) = f(1,0)= 2|, fle2) = f(0,1) = | —2 | folgt A= g, M(f)p, = ]2 -2
3 0 3 0

(b) Wir losen die Aufgabe iiber die Basistransformationsformel, diese besagt:

cM(f)p =cM(1d)p, 5, M(f)E, 2, M(1d)5 .
Wir verschaffen uns die Zutaten: Die Matrix g, M (f)g, haben wir, das ist A. Die Matrix
g, M(Id)p ist B, wobei die Spalten von B die Elemente b1 und b2 der Basis B sind.
Und die Matrix ¢ M (Id) g, ist das Inverse von C' = g, M (Id)c, wobei die Spalten der
Matrix C durch die Elemente c1, c2, c3 der Basis C' gegeben sind. Es gilt

11 2 -1 3 =2

C=|2 34| =C'=|-2 1 0

2 45 2 -2 0

Damit haben wir nun alle Zutaten, es gilt
-1 3 =2 0 1 -7 =21
1 5

cM(flr=|-2 1 o0 |]|2 -2 Yl e
2 -2 0 3 0 5 13

(¢) Wir suchen ¢ f(z). Diesen Vektor erhalten wir als ¢ f(x) = ¢ M(f) g, B, f(z). Wir
verschaffen un die Zutaten, es gilt

0 1 —4 -1 3 -2
B f(2)=Az=12 -2 24 =12 wd cM(f)m,=|-2 1 o0
30 6 2 -2 0
Damit gilt
-1 3 =2\ [—4 28
of@)=cM(f) e, f(x)=-2 1 0 12 | =20
2 -2 0 6 26

Das besagt: f(x) = 28¢1 4 20c2 + 26¢3.
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und Eigenvektoren

39.1 (a) Wir berechnen das charakteristische Polynom der Matrix A:

3—A —1
xa(A) = det(A — AE) = =(2-))7.
1 1—-A

Die einzige Nullstelle von x4 ist 2, also ist 2 der einzige Eigenwert von A mit der
algebraischen Vielfachheit 2. Den Eigenraum Eig 4 (2) zum Eigenwert 2 erhalten wir als
ker(A — 2F):

-1 1

1
Eig 4(2) = ker = ).
1 -1 1

Damit ist jeder Vektor (¢,¢) " mit ¢ # 0 Eigenvektor zum Eigenwert 2 von A.
(b) Wir berechnen das charakteristische Polynom der Matrix B:

xB(\) = det(B — AE) = ? lA = —(1+N)(1- ).

Die beiden Nullstellen von x g sind £1, also gibt es zwei Eigenwerte mit der jeweiligen
algebraischen Vielfachheit 1. Die Eigenrdume Eigp(41) zu den beiden Eigenwerten 41
erhalten wir als ker(B F E):

1 1 1
Eigp(+1) = ker [ = ).
1 Tl +1

Damit ist jeder Vektor (t,+t) " mit t # 0 Eigenvektor zum Eigenwert +1 von B.
(c) Wir berechnen das charakteristische Polynom der Matrix C"

ye(\) = det(C — AE) = ? 7/1\ = (A+D)A—1).

Die beiden Nullstellen von x¢ sind %1, also gibt es zwei Eigenwerte mit der jeweiligen
algebraischen Vielfachheit 1. Die Eigenrdume Eig~(£1) zu den beiden Eigenwerten + 1
erhalten wir als ker(C F1E):

i —1 1
Figo(+i) = ker | | —( ).
1 Fi Fi

Damit ist jeder Vektor (t,Fit)' mit ¢t # 0 Eigenvektor zum Eigenwert 4i von C.
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39.2 Es seien v1, ..., v, Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A1, ..., A,
einer Matrix A € K"*"™:

Avi =A\iv1, ..., Ave = A0y

Wir zeigen mit vollstdndiger Induktion nach der natiirlichen Zahl r, dass die Vektoren
V1, ..., Up linear unabhingig sind.

Induktionsanfang: Die Behauptung ist korrekt, da v # 0 linear unabhéngig ist.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei fiir » — 1 Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten A1, ..., A\r—1 korrekt.

Induktionsschritt: Es seien w1, ..., v, Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
A, -, Ar. Aus der Gleichung

H1v1 A+ -+ i vr =0 (39.1)
mit p1, ..., pur € K folgt durch
m Multiplikation der Gleichung (39.1) mit der Matrix A:
0=A0=A(prv1+ -+ provr)=p1Av + -+ prAve=p1A1v1 + - - + prArvr
und durch
m Multiplikation der Gleichung (39.1) mit dem Eigenwert A, :
0=X0=Ar (p1v1 4+ prvr) = p1 Arv1 + -+ fir Ap v
Durch Gleichsetzen erhalten wir
PIAL UL+ e Ap U = 1 Ap 01 F 0 e Ay U

Es gilt somit:
A=A prvr+--+ A — A1) o101 =0.

Nach Induktionsvoraussetzung sind die Vektoren v1, ..., v,—1 linear unabhéngig, sodass
wegen A\ —A\; # 0 fiirallet =1, ..., r—1 die Koeffizienten p1, ..., pr—1 alle null sind,
d.h. g1 =+ = pr—1 = 0. Aus der Gleichung (39.1) folgt nun u, = 0, da v, # 0 gilt.

39.3  (a) Mit der Wahl B = FE3 gilt:
Es'AE; = A.
Damit ist A diagonalisiert. Wir machen es noch einmal:

xA(z) =det(A—zE,)=(1—-2)(2—2)3—1).
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A hat also die Eigenwerte A1 = 1, A2 = 2 und A3 = 3 mit den Eigenrdumen

1 0 0
Eig,(1) = (] 0 |), Eiga(2) = (| 1]|) und Eig,(3) = ([0 ])
0 0 1

Man erhalt also wiederum
1 0 O
B=|0 1 0|=E; mit B'AB=A.
0 0 1

(b) Die Matrix B hat das charakteristische Polynom
xB = (2-1)"3 -2

und damit die Eigenwerte A\1 = 2 und A2 = 3 mit den algebraischen Vielfachheiten
alg(2) = 2 und alg(3) = 1. Der Eigenraum zum Eigenwert 2 ist

0 1 0 1
Eigg(2)=ker |0 0 0| =(|0]).
0 0 1 0

Demnach hat der Eigenwert 2 die geometrische Vielfachheit geo(2) = 1 < 2 = alg(2)
und damit ist B nicht diagonalisierbar.

(¢) Die Matrix C' hat das charakteristische Polynom yc(\) = —(2 + A)?(4 — \), also

den zweifachen Eigenwert A\ = —2 und einfachen Eigenwert A2 = 4. Wir erhalten als
Eigenrdume
-1 -2 1
Bige(=2) =(| 1 |,| 0 |), Bige(d) = (| -1 |)-
0 1 1

Damit stimmen fiir jeden Eigenwert geometrische und algebraische Vielfachheit tiberein,
sodass die Matrix C' diagonalisierbar ist. Mit der Matrix

-1 -2 1 -2 0 0
B=|2 o0 -1| gilt BT'¢B=]0 -2
0o 1 1 0 0 4

(d) Das charakteristische Polynom von D lautet:

xp=det(D—zE3)=| 3 —5-2 3 |==—(x+2)°(x—4).
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Die Eigenwerte von D lauten somit A\1 = —2 und A2 = 4. Wir bestimmen die Eigenrdume
von D:
3 =3 3 1 -1 1 1 -1
Eignh(—2)=ker |3 —3 3| =ker|0 0 of=(|1],] 0 |)
6 —6 6 0 0 O 0 1
-3 -3 3 -1 -1 1 1
Eigp(4) =ker| 3 —9 3| =ker| 0 -2 1|=(|1]).
6 —6 0 0 0 0 2

Die Matrix D ist damit diagonalisierbar, mit

1 -1 1 -2 0 0
B=1|1 0o 1| gilt B'DB=|0 -2 0
0 1 2 0 0 4

(e) Das charakteristische Polynom von F' lautet:

-3—x 1 -1
xrp = det(F—zE3)=| -7 5-z -1 |=--=—(z+2)>%z—4).
—6 6 —2—-x
Die Eigenwerte von F' sind also dieselben wie von D: A1 = —2 und A2 = 4. Wir

bestimmen die Eigenrdume von F*:

-1 1 -1 -1 1 -1 1
Eigp(—2)=ker | -7 7 —1|=ker| 0 0 1 |=(]1]).
-6 6 0 0O 0 O 0
-7 1 -1 -1 1 -1 0
Eigr(4)=ker | -7 1 —1|=ker| 0 -1 1 |=(|[1]).
—6 6 —6 0 0 0 1

Die Matrix D ist nicht diagonalisierbar, da geo(—2) = 1 # 2 = alg(—2).

(f) Wir starten mit dem charakteristischen Polynom und den Eigenwerten:

xa(A) = det(G—zFE3)=| 0 33—z 0

= 1-2)B3-2)*+0+0—-[-B3—2)+0+0]
(B—z)(z® — 4z +4) = (3 —x)(z—2)%.
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Die Eigenwerte von G sind also A1 = 3 (einfach) und A2 = 2 (doppelt). Um zu wissen, ob
G diagonalisierbar ist, miissen wir also wieder wissen, welche geometrische Vielfachheit
der doppelte Eigenwert A2 = 2 besitzt. Wir berechnen daher zunéchst den Eigenraum
zum Eigenwert Ao = 2:

-1 -1 1 -1 -1 1 1
Eigo(2)=ker| 0 1 0of=ker|] 0 1 o|=(|0])-
-1 0 1 0 0 O 1

Damit ist die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts 2 also 1, die algebraische ist 2.
G ist daher nicht diagonalisierbar.

39.4  (a) Wir beginnen mit dem charakteristischen Polynom:

—A 1 —1
xa(A) = det(A—XE)=|0 1-X 0
1 0 =X

= N1-N+0-N)=0=-NA+D)=01=-NA+D)A—1i).

Die Matrix A besitzt also die drei verschiedenen Eigenwerte Ay = 1 und A2,3 = £1 und
ist damit diagonalisierbar. Wir berechnen der Reihe nach die Eigenvektoren zu A\; =1
und )\2,3 = +i:

-1 1 -1 -1 1 -1
A-ME=|10 0 0 ] — 0 0 0
1 0 -1 +
Damit ist z.B. v1 = (1,2,1) " Eigenvektor zum Eigenwert A; = 1.
Fi 1 —1 Fi Fi 1 —1
A—X3E=|0 1Fi 0 :| — 0 1Fi O
1 0 Fi + 0 Fi O

Damit ist z. B. va,;3 = (£1,0, 1)T Eigenvektor zum Eigenwert A2 3 = £1.

(b) Wir beginnen mit dem charakteristischen Polynom:

1-A 2 0
det(B—AE)=| 0 1-2\ 0

-1 2 —2-=A
1=23(=2-XN=—-1-N%2+)).

xB ()
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Die Matrix B besitzt die zwei verschiedenen Eigenwerte A1,2 = 1 (doppelt) und Az = —2.

Wir berechnen der Reihe nach Eigenvektoren zu A1 2 =1 und A3 = —2:
0 2 0
B-Xp2E=]10 0 0
-1 2 -3

Diese Matrix hat Rang 2, der Eigenraum ist eindimensional (und B nicht diagonalisier-
bar). Es ist z.B. v1 = (=3,0,1) " ein Eigenvektor zum Eigenwert \1,2 = 1.

3 2 0 + 0 8 0
B-XsE=|0 3 0 ] — 0 3 0
-1 2 0 3 -1 2 0
)T

Daraus erhalten wir z. B. den Eigenvektor v3 = (0,0,1)  zum Eigenwert A3 = —2.

(¢) Wir bestimmen zunéchst das charakteristische Polynom in Abhéngigkeit von a:

1—A 0 0
xc(A) = det(C—=AE3)=| 0 cosa—A —sina
0 sin « cosa — A

= (1—=XA)(cos®a—2xcosa+ A? +sin®a) = (1 — \)(A\* — 2\ cosa + 1).

Ein Eigenvektor zum Eigenwert A; = 1 ist sofort zu sehen: v1 = (1,0,0)".

Um ein bisschen Schreibarbeit zu sparen, betrachten wir im Folgenden nur Winkel
a € [0, ], der Fall « € [, 27] léisst sich analog behandeln. Zunéchst betrachten wir den
Sonderfall & = 0, also cosa = 1. Dann ist

xc(N) =1 =N\ =21 +1) = (1 - ))°,

also ist A1,2,3 = 1 dreifacher Eigenwert von C'. Fiir die Eigenvektoren gilt
0 00
Cla=0)—Xi23E=10 0 0],
0 00

also ist der Eigenraum zum Eigenwert \123 = 1 der ganze R® (es gibt drei linear
unabhéngige Eigenvektoren). Das ist auch nicht weiter iiberraschend, da C'(a = 0) = E3,
die Abbildung also einfach die Identitat ist.

Als zweiten Sonderfall betrachten wir a = 7, also cosa = 0. Es ergibt sich

xeA) =1 =NN\+1)=1=NA+i)A—1i).
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Wir haben in diesem Fall also drei Eigenwerte, ndmlich A\1 = 1 und A2,3 = £i. Die
Eigenvektoren bestimmen wir wie iiblich. Der zum Eigenwert A1 = 1 ist ohnehin schon
bekannt, also betrachten wir die Eigenwerte A2 3 = £1i:

17i 0 0 17i 0 0
Cla=Z)—X3E=| 0 Fi -1 i [0 Fi -1
0 1 TFi J+ 0O 0 0

Damit ergeben sich zu den Eigenwerten A2 3 = +1i die Eigenvektoren ve 3 = (0,+1,1) .

Der dritte Sonderfall ist o = 7, damit ist cosaw = —1 und
xcN) =1 =N\ +22+1) = (1 - N\ +1)%.

Wir haben also nach wie vor den Eigenwert A1 = 1, aufierdem erhalten wir den dop-

pelten Eigenwert A2.3 = —1 (und damit einen reellen, geometrisch interpretierbaren
Eigenwert!). Wir bestimmen die Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ao 3 = —1:
2 00
Cla=m)—X3E=10 0 0
0 0 0

Das ergibt als Eigenvektoren v2 = (0,1,0)" und vz = (0,0,1)". Der R® zerfillt also
in den Eigenraum zum Eigenwert Ay = 1 (die x1-Achse) und den Eigenraum zu den
Eigenwerten \2.3 = —1 (die x2-x3-Ebene).

Ist « € [0,7) \ {5, 7}, so sind die Nullstellen von xc(X) gegeben durch A1 = 1 und

_ 2cosat+/4cosPa—4
n 2

A2.3

=cosati|sinal =cosatisina.

Fiir die zugehorigen Eigenvektoren gilt dann

1 —cosaFisina 0 0
C—-X3E = 0 Fisinae —sino Fi
0 sin a Fisina :|+
1 —cosaFisina 0 0
— 0 Fisina —sina ,
0 0 0

als Eigenvektor ergibt sich also v2,3 = (0,£1,1). Dieser allgemeine Fall sieht damit

(fast) genauso aus wie der Fall o = 7.
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Wir gehen noch kurz auf die geometrische Interpretation der Abbildung x — Cz ein.
Die rechte, untere Teilmatrix von C haben wir bereits als Drehmatrix kennengelernt,
dieser Teil wiirde (als 2 x 2-Matrix) eine Drehung um den Winkel « in der Ebene
beschreiben. Im R® kommt eine weitere Dimension hinzu. Wir stellen fest, dass die z1-
Achse fiir jeden Winkel a ein Eigenvektor der Abbildung zum Eigenwert 1 ist, jeder
Punkt auf dieser Achse bleibt also unveréndert. Bei einem Winkel von 0 gilt das auch
fiir die Punkte auf der x2-z3-Ebene. Bei einem Winkel von 7 werden diese Punkte
an der x1-Achse gespiegelt (Eigenraum zum Eigenwert —1!). Bei dazwischen liegenden
Winkeln ergeben sich komplexe Eigenwerte, die keine sinnvolle geometrische Deutung
im R?® mehr zulassen. Aus diesen Informationen lisst sich bereits eine Deutung der
Abbildung erahnen: Es handelt sich um eine Drehung um den Winkel a um die x1-
Achse als Drehachse. Diese Behauptung ist durch die Eigenwerte und -vektoren allein
natiirlich noch nicht belegt, die fiihren uns lediglich auf die richtige Spur.

(d) Wir beginnen mit dem charakteristischen Polynom:
2—A =2 2
xp(A) = det(D—-AE)=| -2 2—-)\ -2
-2 2 —2-A
= (20} (-2-XN)—=8—-8—[-4(2—X) —4(2—\) +4(-2 - \)]
= (2=N[2=A(=2-XA)+8 —16 —4(-2—\)
= 2-MA\+4)—8+4x=r}(2-)).

Die Matrix besitzt also den doppelten Eigenwert A\1,2 = 0 und den (einfachen) Eigenwert
A3 = 2. Wir berechnen der Reihe nach die Eigenvektoren zu A1 2 =0 und A3 = 2:

2 -2 2 2 -2 2
D—-—XMpE=|-2 2 =2 :|+ - |0 0 0
Die Matrix besitzt also Rang 1, damit gibt es tatséchlich zwei unabhéngige Eigenvek-
toren, z.B. v1 = (—1,0,1) " und v2 = (1,1,0) .

0o -2 2 0o -2 2
D—-—X3sE=]1-2 0 =2 :I—l — -2 0 =2
—2 2 —4 + + 0 0 0

Daraus folgt als Eigenvektor vs = (—1,1,1)". Damit ist die Matrix D iibrigens diago-
nalisierbar.

39.5 Es gilt

(Az,Ay) = (Az) Ay =2 AT Ay =2y = (z,y),
=F
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wobei wir im dritten Schritt die Orthogonalitét von A ausgenutzt haben. Somit folgt
nun

[Az]| = v/(Az, Az) = \/(z,2) = ||| -

Fiir einen Eigenvektor v zum Eigenwert A gilt also
[oll = | Av]| = [[Av]l = |Al[|v]l -

Da v # 0, ist ||v]| # 0, also muss |A| = 1.

Zusatz: Bestimmung von \: Av =X = v Av=X v v=Ajp|? = A= %.
39.6 (a) Laut Voraussetzung gilt Avi 2 = A1 2v1,2. Somit gilt
Avg v1 =03 (Avy) = vg A1 = (Ava) " v1 = Aawg v .
Wir formen diese Gleichheit um und folgern die Behauptung:
()\17>\2)’U;’1}1:0 é’(};’Ul:O.
(b) Wir beginnen mit dem charakteristischen Polynom:
A -1 -2
xa(A) = det(A—AE)=|-1 -\ -2 |=—-G+N1-)>.
2 —2 —3-)
Wir erhalten also den (einfachen) Eigenwert A1 = —5 und den (doppelten) Eigenwert
A2 = 1. Wir berechnen zuerst die Basis des Eigenraums zum Eigenwert \; = —5:
5 -1 =2 0 0 © 1
Eigqy(=5) =ker | -1 5 —2|=ker| 0 2 —-1]=([1]).
-2 -2 2 -1 -1 1 2
Damit ist {(1,1,2) "} eine Basis des Eigenraums zum Eigenwert A\; = —5.
5 -1 =2 0 0 0 1
Eig,(—5)=ker| -1 5 2| =ker[ 0 2 —1|=(|1])-
-2 =2 2 -1 -1 1 2
Damit ist {a1 = (1,1,2) "} eine Basis des Eigenraums zum Eigenwert A1 = —5.
Fiir den Eigenwert A2 = 1 erhalten wir
-1 -1 =2 1 1 2 —1 -2
Eigs(1)=ker | -1 -1 —2|=ker|0 0 0]={(| 11|, 0]
-2 -2 —4 0 0 O 0 1
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Damit ist {a2 = (=1,1,0)", a3 = (—2,0,1) " } eine Basis des Eigenraums zum Eigenwert
Ao = 1.

(¢) Fiir das orthogonale Diagonalisieren bendtigen wir eine ONB des R® aus Eigenvek-
toren von A. Da a1 L as und a1 L a3, miissen wir nur noch a1 und a2 normieren und
anstelle von a3 einen zu a2 orthogonalen Eigenvektor von A zum Eigenwert 1 bestimmen
(und dann normieren).

Wir withlen a3 = (—1,—1,1) " und erhalten nun die ONB B = (b1, bz, b3) mit
1 -1 —1

bs=— | -1
s U3 \/g
0 1

Damit erhalten wir mit der Transformationsmatrix

Y SR =500
U= % 1 /3 —+/2| die Diagonalmatrix UTAU=D=|0 1 0
2 0 V2 0 0 1

39.7 (a) Ja. Aus Av = \v folgt A%v = A(\v) = \?v, so dass also v ein Eigenvektor
zum Eigenwert A\? von A? ist.

(b) Ja. Aus Av = Xv folgt v = A7 (Av) = A7 (W) = A(A"v), so dass also v ein
Eigenvektor zum Eigenwert A\~ von A~! ist.

39.8 (a) Es gilt xa = (A —3)(A + 1). Man erhalt fiir die Eigenrdume Eig 4(3) =
((1,1)7) und Eig4(—1) = ((=1,1) ). Damit bilden die Spalten von

o=(1 1)

eine (Orthogonal-)basis des R? aus Eigenvektoren von A.

(b) BEs gilt x4 = (1 — N)?*(\ + 1)(A 4 2). Man erhilt fiir die Eigenriume Eig,(1) =
((1,0,1,0)7, (1,1,1,0)7), Bigy (=1) = ((1,3,=1,1)") und Eiga(-2) = ((1,1,0,1)7).
Damit bilden die Spalten von

1111
3011
B=1_110
1001

eine Basis des R* aus Eigenvektoren von A.
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(c) Es gilt xa = (A= (1+1))(A—(1—1)). Man erhélt fiir die Eigenrdume) Eig 4 (1+1) =
((1,31) ") und Eig 4 (1 —1i) = ((0,1) 7). Damit bilden die Spalten von

10
B_<3il>

eine Basis des C? aus Eigenvektoren von A.
39.9 (a) Es gilt
Avy = (5,5,0)" =5v1, Ava = (0,0,1) = 1va,

sodass A1 = 5 und A\; = 1 Eigenwerte von A sind.

(b) Wir betrachten das charakteristische Polynom:

1—A 4 0
Xa(A)=det(A—XE)=| 2 3-X 0 |=1-XNA=-5)A+1).
0 0 1—A
Es gibt also noch einen dritten Eigenwert A3 = —1. (Das hétten wir einfacher haben

kénnen: Nachdem die Spur von A gleich 5 ist, und 5 somit die Summe der Eigenwerte
ist, muss der dritte Eigenwert —1 sein, da A1 + A2 = 3 gilt.)

Als Eigenvektor zum Eigenwert —1 erhalten wir wegen

2 4 0 1|1 1 2 0
A-XE=1|2 4 0 3+ - 1o 0 o
00 2 |3 00 1
z.B. vz =(-2,1,0)".

(¢) B = (v1,v2,v3) ist eine Basis von R® wenn die Eigenwerte A1, A2 und A3 paarweise
verschieden sind. Da dies hier der Fall ist, sind die drei Eigenvektoren vi, v2 und w3
linear unabhingig, und somit bildet B eine Basis des R>.

Die Darstellungsmatrix A von f: & — Az bzgl. der Basis B lautet damit:

5 0 0
A=|0 1 0o |=B"'AB.
00 -1
(d) Es gilt A= B"'A B, also auch A = BAB~'. Somit folgt

A*>=(BAB 'YW =BAB 'BAB '=BA’B™' = ... = A*=BA°B".
=F;5
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Damit kénnen wir nun einfach A® bestimmen:

1 0 =2\ (5 0 0 1 20 1041 2084 0
5 _ 5 1 _
A’=11 0 1 0 1 0 |3|0 0 3[=]1042 2083 0
01 0 0 0 (=1)° -1 1 0 0 0 1

39.10 (a) Anhand der rekursiv definierten Vorschrift erkennt man

Fn N A anl o 1 1 anl
Fna Fn o 10 Fr_2
(b)
F, F
" = AF ! — k=n-—1
Fn—l FO

(¢) Wir betrachten das charakteristische Polynom mit den Nullstellen A 2:

1—x 1
Ya(\) = det(A — \E) = :)\Q—A—I:Al,g:l(li\/g).
IR 2
Als Eigenvektoren vy 2 wéhlen wir
A—NpE=1|2 2 L VB = U1,2:(1:|:\/g,2)—r.
1 —2F %
(d)
p_Ll[1tvs 0 po [1FVE 1-V5
2 0 1-v5)" 2 2

(e) Wegen D =T AT gilt A=T DT, also gilt fiir k =n — 1:

1 2 —1++5

AF = At =D it T =
4W5\-2 1+5

(f) Mit (b) und (e) ergibt sich

FTL :Anfl F1

1
=A""! ,also Fn = (A" Yy = (@D Ty,
Fn_1 Fo 0



173

Wir benétigen also den ersten Eintrag in der ersten Spalte von

1+v5 1-v5\ 1 [Q+VB)" ! 0 1 [2 -1+5
2 2 2n=t 0 1-vH)" 1) 4/5\-2 146

N V) K (V) I v e G
_zn\/g " on./5 ’

39.11  Das charakteristische Polynom x4 der Matrix A mit reellen Komponenten
hat nur reelle Koeffizienten, d.h. x4 € R[X], und ist A € C eine Nullstelle von x4,
d.h. xa()\) = 0, also ein Eigenwert von A, so ist auch das konjugiert Komplexe X eine
Nullstelle von x 4, also auch ein Eigenwert von A, denn

0=xa(A) =xa(A).

Fiir eine Matrix A = (a;;) € C"*™ bezeichne A = (@,;). Hat eine komplexe Matrix A
nur reelle Komponenten und ist v € C" ein Eigenvektor zum Eigenwert A € C, so ist
wegen

Av=Av=Av =X v =M\
der komplexe Vektor T ein Eigenvektor zum Eigenwert \.

Die Eigenwerte der Matrix ( O (1)) sind die konjugiert komplexen Zahlen +1i, Eigenvek-
toren sind z. B. die konjugiert komplezen Vektoren (1,+1)".



40 Numerische Berechnung von
Eigenwerten und Eigenvektoren

40.1  Zu einem Eigenwert X\ € C von A = (a;;) mit Eigenvektor v = (v1,..., vy) "
zum Eigenwert A wihlen wir ein 7 € {1,...,n} mit |v.| > |v;| fiir alle s € {1,...,n}. Es
gilt v, # 0, da v # 0 gilt. Dann ist v" = |v,|"*v auch ein Eigenvektor zum Eigenwert
A, aber v hat die Eigenschaft, dass jede Komponente von v’ einen Betrag kleiner als 1
hat. Daher kénnen wir nun gleich einen solchen Eigenvektor v = (v1,..., v,)' wihlen
mit der Eigenschaft Z:ril’ax)nﬂvﬁ} =|v,|=1fireinre{l,...,n}.

Weil v ein Eigenvektor zum Eigenwert A ist, gilt (A — A E,)v =0.

Die r-te Zeile dieses Gleichungssystems lautet:

n

(arr — A vp = — Zam- V.
=1
itr

Es folgt mit der Dreiecksungleichung in C
n n n
larr = A = [(arr = N vl = [ arivi] < larilloil < larl.
i=1 i=1 i=1
i#r it it

Und damit gilt A € K = {z € C||z —arr| < i |aril}.

=
Damit haben wir die Aussage bewiesen: Jeder Eigenwert der Matrix A liegt in der
Vereinigung der Kreisscheiben K1, ..., K.

40.2  Die folgenden drei Abbildungen zeigen die gesuchten Kreise:

40.3 Der folgende Code taugt:

function [ ew,ev ] = qrverfahren(A,iter)
[~,n]=size(A);

P=eye(n);

for k=1:iter

[Q,R]I=qr(4);

A=RxQ;
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P=P*Q;
end
ew=diag(A);

ev=P;

40.4  Der folgende Code taugt:

function [ lambda, v, iter ] = vektoriteration( A, tol, vO )
v0=v0/norm(v0) ;
vor=A*v0;
lambda=v0’*vor;
v=vor/norm(vor) ;
iter=0;
err=inf;
while err>tol
vor=A*v;
lambdavor=v’*vor;
err=abs (lambdavor-lambda) ;
lambda=lambdavor;
v=vor/norm(vor) ;
iter=iter+l;

end



41 Quadriken

41.1 (a) Wir bestimmen die Normalform der Quadrik @, die gegeben ist durch
1327 — 32z122 + 3725 = 45.

In Matrizenschreibweise lautet diese Gleichung

- . 13 —16
r Ax+c=0 mit A= , c=—45.
—-16 37

(1) Hauptachsentransformation: Wir bestimmen eine ONB des R? aus Eigenvekto-
ren von A:

xa = (13—xz) (37 —z) — (=16)% = (z — 5) (z — 45), sodass A1 =5, Ao =45

die Eigenwerte von A sind. Wegen

Fig , (5) = ker(A — 555) = 8 —16 <2> d
1g = ker(A — 2) = ker = un
4 —16 32 1
-32 -—16 -1
Eig 4 (45) = ker(A — 45E3) = ker = )
—-16 -8 2

erhalten wir nach Normieren der angegebenen Eigenvektoren die ONB bzw. orthogonale
Matrix

2/\/5 —1/\/5
1/\/5 2/\/5

Wir erhalten mit y = B z die Gleichung
(%) Byi + 45y5 = 45.

(2) Translation zur Elimination des linearen Anteils: Quadratische Ergdnzung
entfillt, wir setzen z1 = y1 und z2 = y2 und erhalten

(+%) Bzi +4525 =45.

(3) Translation zur Elimination des konstanten Anteils: Entfallt.

(4) Normalform: Durch Riickbenennung z; = z; und Multiplikation der Gleichung
mit 1/45 erhalten wir die Normalform einer Ellipse mit den Halbachsen 3 und 1:

(%) +a3=1.
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(b) Wir bestimmen die Normalform der Quadrik @, die gegeben ist durch
ot — Azi2o + 45 — 621 + 1225 +8 = 0.

In Matrizenschreibweise lautet diese Gleichung

T T . 1
r Ax+b x+c¢c=0 mit A= , b= , c=8.
-2 4 12

(1) Hauptachsentransformation: Wir bestimmen eine ONB des R? aus Eigenvekto-
ren von A:

xa=(1—-2)d—z)—4=x(x—5), sodass A\1 =5, Aa =0
die Eigenwerte von A sind. Wegen

-4 =2 1
Eig,(5) = ker(A — 5E2) = ker = ) und
-2 -1 -2

Eig 4 (0) = ker(A) = ker 12 :12 (%)

erhalten wir nach Normieren der angegebenen Eigenvektoren die ONB bzw. orthogonale
Matrix

1 /\/g 2/\/5

—2/\/5 1 /\/g

B =

Wir erhalten mit y = B x die Gleichung
2 30
(*) 5Y1 — Ew +8=0.

(2) Translation zur Elimination des linearen Anteils: Wir setzen z1 = y1 — 3/V5
und z2 = y2 und erhalten durch diese quadratische Ergdnzung

(%%) Bzf =1.

(3) Translation zur Elimination des konstanten Anteils: Entfillt.

(4) Normalform: Durch Riickbenennung zy = 2z erhalten wir die Gleichung eines

() =1

(c) Wir bestimmen die Normalform der Quadrik @, die gegeben ist durch

Parallelenpaares:

T2 + 243170 — 270 +24 = 0.



178 41 Quadriken

In Matrizenschreibweise lautet diese Gleichung

T T ) 0 12 0
r Ax+b z+c¢c=0 mit A= , b= ,c=24.
12 7 -2

(1) Hauptachsentransformation: Wir bestimmen eine ONB des R? aus Eigenvekto-
ren von A:

xa=—x(7T—z)—12> = (z +9) (z — 16), sodass A1 = —9, A2 = 16

die Eigenwerte von A sind. Wegen

, 9 12 4
Eig 4 (—9) = ker(A + 9E>) = ker = ) und
1216 3
—-16 12 3
Eig ,(16) = ker(A — 16 E2) = ker =
A(16) = ker( ) S =)

erhalten wir nach Normieren der angegebenen Eigenvektoren die ONB bzw. orthogonale
Matrix

—4f5 3/5
3/5  4/s

Wir erhalten mit y = B' z die Gleichung

B =

(%) —9yf+16y§—§y1—%y2+24:0.

(2) Translation zur Elimination des linearen Anteils: Wir setzen z1 = y1 + /15

und z2 = y2 — 1/20 und erhalten durch diese quadratische Ergdnzung
(#%)  —927 +1625 +24=0.

(3) Translation zur Elimination des konstanten Anteils: Entfillt.
(4) Normalform: Durch Riickbenennung zj = z; und Multiplikation der Gleichung
mit —1/24 erhalten wir die Gleichung einer Hyperbel:

()" + ()" -1

(d) Wir bestimmen die Normalform der Quadrik @, die gegeben ist durch

—2(x] + 25 + 23) + 2(z122 + 123 + Tox3) = 0.
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In Matrizenschreibweise lautet diese Gleichung

2 Az =0 mit A=]|1 -2 1

(1) Hauptachsentransformation: Wir bestimmen eine ONB des R? aus Eigenvekto-

ren von A:
XA :90(:5—1—3)27 sodass A1 =0, Ao = -3

die Eigenwerte von A sind. Wegen

-2 1 1 1
Eig,(0) =ker(A)=ker | 1 -2 1 | =(]1|) und
1 1 -2 1
1 1 1 -1 -1
Eigg(—3) =ker(A+3E3)=ker [1 1 1|=(] 1 |,]|-1])
1 1 1 0 2

erhalten wir nach Normieren der angegebenen Eigenvektoren die ONB bzw. orthogonale
Matrix
V2 —V3 -1
B= % V2 V3 -1
V2.0 2

Wir erhalten mit y = B z die Gleichung
(x)  —3y3 —3y5 =0.

(2) Translation zur Elimination des linearen Anteils: Entfillt.

(3) Translation zur Elimination des konstanten Anteils: Entfillt

(4) Normalform: Durch Riickbenennung z; = yx und Multiplikation der Gleichung
mit —1/3 erhalten wir die Gleichung:

2 2
T + T3 = 0 .

Dies ist dquivalent zu
X2 = I3 = 0.

Bei dieser Quadrik handelt es sich also um die x1-Achse.

(e) Wir bestimmen die Normalform der Quadrik @, die gegeben ist durch

21 4 23 + 23 — 2(@122 + z123 + T213) + V222 = 1.
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In Matrizenschreibweise lautet diese Gleichung

1 -1 -1 0
2 Az +b z+c=0 mit A=|—-1 1 —1|,b= V2| ,c=-1.
-1 -1 1 0

(1) Hauptachsentransformation: Wir bestimmen eine ONB des R® aus Eigenvekto-
ren von A:

xa=—-2"+32"—4=(x+ 1) (2> +4z —4) = —(z + 1)(z — 2)°,

sodass A1 = —1, Ag/3 = 1 die Eigenwerte von A sind. Wegen

2 -1 -1 1
Eigs(—1) =ker(A+ E3) =ker | -1 2 —1|=(|1|) und
-1 -1 2 1
1 -1 -1 1\ /(-1
Eig,(2) =ker(A—2E3) =ker | -1 -1 —1|=(] 0 |,| 2 |)
-1 -1 -1 1 -1

erhalten wir nach Normieren der angegebenen Eigenvektoren die ONB bzw. orthogonale
Matrix

1/\/5 _1/\/5 _1/\/5
B = 1/\/5 0 2/\/5
1/\/5 1/\/5 ,1/\/5

Wir erhalten mit y = B' z die Gleichung

(%) *y%+2y§+2y§+\/gy1+%y3:1.

(2) Translation zur Elimination des linearen Anteils: Wir setzen z1 = y1 — 1/,

zo = y2 und z3 = y3 + 1/2v/3 und erhalten durch diese quadratische Erginzung
() — 24222422 =1.

(3) Translation zur Elimination des konstanten Anteils: Entfallt.
(4) Normalform: Durch Riickbenennung =) = z; und Umindizierung und Umschrei-
ben erhalten wir die Gleichung eines einschaligen Hyperboloids:

2 2
T 4 ZTo o 112 -1
1/2 1/2 3 '
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(f) Wir bestimmen die Normalform der Quadrik @, die gegeben ist durch
w%+2wg+2m1+8xg+m3+3:0.

In Matrizenschreibweise lautet diese Gleichung

100 2
z Az +b z+c=0 mit A=|0 2 o|.b=|8],c=3.
0 0 O 1

(1) Hauptachsentransformation: Da die Matrix A bereits eine Diagonalmatrix ist,
entfillt dieser Schritt.

(2) Translation zur Elimination des linearen Anteils: Wir setzen z1 = z1 + 1,
zo = x2 + 2 und z3 = x3 und erhalten durch diese Quadratische Ergénzung

() 224225 +23—6=0.

(3) Translation zur Elimination des konstanten Anteils: Wegen d3 = 1 # 0

setzen wir Z3 = z3 — 6 und Z; = z1 sowie Z3 = z9 und erhalten
~2 ~2 ~
(kx%) 21 +2Z3+23=0.

(4) Normalform: Durch Riickbenennung z, = zj, Vorzeichenénderung und Multipli-
kation mit 2 erhalten wir die Gleichung in Normalform:

() + () -2 =0

c 3 0 8
A=13 ¢ -4/, a=10| und a=0
0 —4 ¢ 6

wird Q durch 2" Az + a2 + a = 0 beschrieben. Die Ebene E hat den Normalenvektor
n=(4,0,3)", und es gilt

c 3 0 4 4c
An= |3 ¢ —4 0l=1]0]=cn
0 —4 ¢ 3 3c

n ist also Eigenvektor von A zum Eigenwert ¢ und somit Hauptachsenrichtung von Q.
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(b) Das charakteristische Polynom lautet

c—z 3 0
xa(z) = det(A—zFE)=det 3 c—z -4
0 -4 c—=x
= (c—2)*=25(c—2)=(c—2)[(c—2z)* —25]
= (c—a)(c+b—z)(c—5—x).

Die Eigenwerte sind also ¢, ¢ — 5 und ¢ + 5.

e Der normierte Eigenvektor zum Eigenwert A1 = ¢ ist nach (a) n1 = %n

e Eigenwert Ao = c — 5:

5 3 0 5 3 0 53 0
A—(c-5E=|3 5 —4|~|0 16 —20|~|0 4 —5
0 —4 5 0 -4 5 00 0

Ein Eigenvektor ist also (—3,5,4) ", normiert na = 5%6(_3’ 54)7".
e Eigenwert Ao = c+ 5:

4 -3 —15 -3

1 1 S
sva [0 % “nvs | TP TsE |
3 4 20 4

n3 =ni X ng =

Die orthogonale Transformationsmatrix fiir die Hauptachsentransformation x = Ty
lautet nun

4/2 -3 -3
_ 1
T=:5| 0 5 =5
3WV2 4 4

Fiir die Gleichung von @ im Hauptachsensystem erhélt man

0= (Ty)"A(Ty) +a" (Ty) = cyi + (c —5)y3 + (c +5)y3 + 10y,

da
42 0 3v2)\ (8
' T=(T"a) =25 -3 5 4 0 = (10,0,0) .
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e 1. Fall (c=0): 5y5 — 5y3 — 10y1 = 0 bzw. y1 = 35 — 243

Hyperbolisches Paraboloid

<0

. 572 7. Ry, 2 2 25 _
e 2. Fall (0<c<b):c(yr+2) +(c—=5)ys+(c+5)ys — = = 0.
Die Transformation

zi=(n+2), 22=y2 und 23 =ys

bringt @ auf die Normalform eines einschaligen Hyperboloiden
cZi4(c+5)25 =(—c)z + 2

e 3. Fall (c=5):5(y1 + 1)+ 10y3 — 5 = 0.
Elliptischer Zylinder dessen Achse parallel zur y2-Achse liegt.

e 4. Fall (¢ >5): c(yr + 2)>+ (¢ —5)y5 + (c+5)y3 — 2 = 0.
Ellipsoid mit Mittelpunkt (—%,0, 0).

18 -1 -1
41.3 (a) Der Trégheitstensor lautet J = [ —1 18 —1
-1 -1 18

(b) Es hat J die Eigenwerte 19 und 16 (wie man etwa durch Berechnen des charakte-
ristischen Polynoms findet). Das sind die Haupttragheitsmomente. Die Haupttragheits-

achsen finden wir durch Bestimmen der Eigenrdume:

1 1 )
Eig;(16) = (g5 | 1|) und Eig,(19)=(J | -1|. 2| 1 |),
1 0 L

wobei wir gleich orthonormale Vektoren gewéhlt haben.

Die drei angegeben Vektoren, wir bezeichnen sie der Reihe nach mit b1, b2, b3, bilden die
Haupttrigheitsachsen. Setze B = (b1, b2, bs), dies ist eine orthogonale Matrix B’ B =
FEs3, und es gilt D = diag(16,19,19) = B' JB, d.h. BDB' = J.

(c) Wir setzen nun w’ = B w. Die Menge aller w € R® mit Tp = 1.5 5552l2 ist gegeben
durch:

W' Jw=3 & w BDB'w=3 & ' Duw' =3

12 12 12
w w w

c2

& 16w’ +19ws + 19wy =3 «

mit a = V3/4, b = 1/3/19 = ¢, dabei bilden die ' = (w,ws,ws) ein Ellipsoid.



42 Schurzerlegung und
Singularwertzerlegung

42.1  Man beachte unser Rezept:
(a) Es gilt

Av=(3,0,0" =3v,
also ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A = 3.

(b) Der Vektor v ist bereits normiert. Erginze nun v zu einer ONB des R® z.B. mit
va = (0,1,0)" und vz = (0,0,1) ". Damit folgt By = E3, und es gilt By AB; = A. Wir

setzen somit

2 -1
As =
1 4
Setze nun Q1 = Bj.
Aus dem charakteristischen Polynom
2-X -1 )
XA4,(A) = =(\-3
=" =0

ergibt sich der doppelte Eigenwert A = 3. Weiterhin gilt

-1 -1
Ag — 3E = ,
1 1

woraus sich als normierter Eigenvektor z.B. v = %(17 —1)T ablesen lisst. Erginze

diesen zu einer ONB des R? z.B. mit v2 = %(17 1) 7. Damit folgt

B (11
2 = 5
ER |
Damit erhalten wir die Schurzerlegung
6 —vV2 3v2 2 0 0
R=Q'AQ=1%l0 6 -4 |, wobei Q=Q2=2%[0 +v2 2
0 0 6 0 —vV2 V2

42.2  (a) (1) Die erste Spalte s = (1,0,—1)" von A; = A ist kein Vielfaches von e;.
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e Wir berechnen zunéchst die Eigenwerte von A1 = A:
Xa,=| 0 3-z 0 |=(1-2)B-2°+@B-2).

Fiir den ersten Schritt geniigt es, einen Eigenwert zu kennen, hier ist das A1 = 3.
Wir berechnen dazu einen Eigenvektor:

-2 -1 1 2 01 -1
Ai—-3E=| 0 0 O — 10 0 O
Ein Eigenvektor ist etwa vy = (0,1,1) .

Ergénzung zu einer ONB: Wir ergénzen den Vektor vy zu einer Orthonormalbasis
des R? (durch intelligentes Raten, man kinnte hier auch Gram-Schmidt benutzen)
und schreiben diese ONB in die Spalten einer orthogonalen Matrix Bi:

0 0 V2
31:% 1 1 0
1 -1 0

e Berechnung von A>: Die neue Matrix Ao ergibt sich als Teilmatrix von

011 1 —11\ /0 0 V2 3.0 —3V2
B/ ABi=1[0 1 -1 0 3 0fft 1 of=0 3 Iv2
V20 0 -1 0 3/ \1 -1 0 0 —v2 1

Durch Streichen der ersten Spalte und der ersten Zeile (die zum Eigenwert vy
korrespondiert) erhalten wir die Matrix

3 3V2

A =
,\/5 1

(2) Die erste Spalte s = (3, —v/2) | ist kein Vielfaches von e

e Nun beginnen wir mit der neuen Matrix A2 wieder von vorne und bestimmen die
Eigenwerte von A (das miissten wir nicht mehr machen, wenn wir oben gleich alle
Eigenwerte bestimmt hétten):

3—x %\/5

BV = (z—2)%.

X4, (z) =
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Also ist A = 2 doppelter Eigenwert von As. Fiir die Eigenvektoren von Az zum
Eigenwert 2 erhilt man

1 V2 V2 1 5V2
Az —2E = 2 — 2
: <\/§ -1 ) :|+ 0 0

Daraus ergibt sich der Eigenvektor v = (—1,v/2) .

Erginzung zu einer ONB des R?: Wir normieren v und ergénzen ihn zu einer ONB
des R?, die wir in die Spalten einer Matrix B schreiben:
g (-1 V2
2PTVE\V2 1)
Daraus erhalten wir die Matrix Bg, indem wir eine Einheitsspalte in der ersten
Spalte und Nullen im Rest der ersten Zeile ergénzen:

V3 0 0
_ 1
By = == 0 -1 v2
0 V2 1

e Da wir mit einer 3 x 3-Matrix begonnen hatten, endet das Verfahren hier (fiir eine
grofere Matrix hitten wir die Schritte entsprechend 6fter wiederholen miissen).

Wir setzen die erhaltenen Teilergebnisse zusammen. Es gilt

R=B; B] AB1Bs = (B1B2) A(B1B2) = B' AB

mit
0 2 V2 3 —3V3 —3V6
B=BiB2=— V3 -1 v2 |, R=(0 2 —3V2
V3 1 V2 0 0 2

(b) Wegen xa = (2 — 2)* — man beachte die Blockdreiecksgestalt der Matrix — hat A
den vierfachen Eigenwert 2.

(1) Die erste Spalte von A ist kein Vielfaches von ey:

e Als Eigenraum erhalten wir

0 0 0 O 0
. 2 0 0 0 0
Eig4(2) = ker 1 -1 0 -1 = 1 ).

01 0 O 0
0100
- T . . 0010
Wir wihlen v = (0,0,1,0) ' und ergénzen v zu einer ONB By = 1000
0001



o Es gilt
020 o a
B AB; = mit Ao = (2 2 0
02 2 0 01 2
00 1 2
e Wir setzen Q1 = B;.
(2) Die erste Spalte von Az ist kein Vielfaches von eq:
e Als Eigenraum erhalten wir
0 0 O 0
Eig, (2)=ker |2 0 0| =(|0]).
010 1
Wir withlen v = (0,0,1) " und ergéinzen v zu einer ONB By =
e Eg gilt
201 9 0
By AsBo= (02 0] mit A3_(2 2)
022
0100 1000 0010
. 0010 0010 0001
e Wirsetzen @2 =1 55 0| fooo1]| = {1000
0001 0100 0100
(3) Die erste Spalte von A3 ist kein Vielfaches von ey:
e Als Eigenraum erhalten wir
00 0
Eig,.(2) = ker = ).
e 2 0 1

Wir withlen v = (0,1) " und ergéinzen v zu einer ONB Bz = (

e Eg gilt

. 2 2
Bi As B3 = .
0 2
0
0
1
0

0010\ /100 0001

. 0001|010 0010
e Wirsetzen @s =14 5 5ol looo1| " |1000
0100/ \oo1 0100

— o O
O O =
o = O

01

187
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Fir Q = Qs gilt Q7' = QT . Wir erhalten die Schur-Zerlegung:

2 -1 -11
T 10 2 1 0
@ AQ= 00 2 2
00 0 2
2 2 0
42.3  (a) Wir bestimmen die Eigenwerte und Eigenvektorenvon ATA= |2 2 0
0 0 18
Aus dem charakteristischen Polynom
2—-A 2 0
xataA) =] 2 2—-x 0 |=18=XN)A—-4)A
0 0 18 — A

erhilt man die Eigenwerte A1 = 18, A2 = 4 und A3 = 0. Fiir die normierten Eigenvek-
toren erhilt man v1 = (0,0,1)" und va3 = %(1;&1,0)? Die Singuldrwerte lauten
o1 =3v2und o3 = 2:

3v2 0 0
Y= V2
0 2 0
Die Matrix V ist gegeben durch
0 1 1
V=(uvus)=50 1 -1
V2 0 0

Nun bestimmen wir noch U: Die Spalten von u bzw. U sind

up = L Avp = L ! ug = L Avg = L ! = U=+
EEETEECE B B A O V2l
Die Singulérwertzerlegung von A ist nun gegeben durch A=U XV .

(b) (1) Es gilt BT B = (9) also ist A1 = 9 und der dazugehérige normierte Eigenvektor
lautet v1 = (1). Die Matrix V ist gegeben durch V' = (v1) = (1).

(2) Der Singuldrwert ist o1 = 3:
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2
(3) Nun bestimmen wir noch U = (u1,u2,us3), wobei u; = U%Bvl =312
1

Erginze diesen Vektor ui zu einer ONB des R® durch z.B. uz = %(0, 1,-2)" und

uz =up X ug = ﬁ(f& 4,2)" und erhalte:
25 0 -5
_ 1
U=37[2v5 3 4
Vs -6 2
I . T 1 =7 " .
(c) Fiir die Matrix AA" = erhilt man aus dem charakteristischen Polynom
-7 11
11— -7
X = — (A—18)(A - 4)
=7  11-=2Xx
die Eigenwerte A1 = 18 und A2 = 4. Fiir die normierten Eigenvektoren ergibt sich

v12 = %(17 F1)". Die Singulirwerte lauten nun o1 = 3v/2 und o2 = 2:

3v2 0
Y= 0 2
0 0
Die Matrix V ist gegeben durch
V= ) 1 1 1
= ’(}17 ’[}2 = —
V2l
Nun bestimmen wir noch U:
0 1 -1
up = %C’lﬂ =10], u2= (%201}2 = % 1|, ergénze uz = u1 X uz = % 1
1 0 0
und erhalte
0o 1 -1

I
I
S
Eo
o =
o =

Die Singuldrwertzerlegung von A" ist nun gegeben durch AT = U X V", wobei gilt:
YA =547, Ua=Vyr und Vo =Upy-.
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(d) Fiir die Matrix

BB' =

N R
N R
=N N

erhélt man aus dem charakteristischen Polynom

4—)N 4 2
x=| 4 4-x 2 |=0O-=-M\
21—\

die Eigenwerte A\1 = 9 und A2,3 = 0. Die zugehorigen normierten Eigenvektoren sind

dann gegeben durch v; = %(2, 2,17, vy = %(0,1772)1— und ﬁ(757472)—r. Der

Singuldrwert lautet o1 = 3:

=3 0 0).
Die Matrix V ist gegeben durch
2v5 0 -5
V:(Ul,vz,vs)Zﬁ 25 3 4
vV -6 2

Nun bestimmen wir noch U:
Uy = %D”Lﬂ 2(1) = U:(l).

Somit lautet die Singulirwertzerlegung D =U XV .
Wie vorher auch gilt hier YL =Xgr,Ug=Vgr und Vg = Ugr.

(e) Wir beginnen mit der Berechnung der Eigenwerte und der normierten Eigenvektoren
der Matrix C'' C:

c'c=

Aus dem charakteristischen Polynom

66— =25 1-x -1

xore(A) = det(CTC —AE) = :
cred) ( =1 05 es-al |21 1-a

- [(65 )% - 252} [(1 %) 12 = (A — 90)(A — 40)(A — 2)A
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ergeben sich die Eigenwerte A1 = 90, A2 = 40, A3 = 2 und Ay = 0. Fiir die Eigenvekto-
ren erhilt man vy 2 = %(1, 71,0,0)" und vz 4 = %(07 0,1, F71)".

Die Anzahl der Singulérwerte ergibt sich aus min(m,n). Fiir die Matrix C erhélt man
also die drei Singuldrwerte o1 = VA1 = v90, 02 = VA2 = v/40 und 03 = VA3 = V2

und es gilt

V9O 0 0 0
Y=| 0 V40 0 o0]|eR™".
0 0 V2 0
Die Matrix V ist gegeben durch
1 1 0 0
V:(v17U2,U37U4):E 01 (1) (1) (1) eR™*™,
0 0 -1 1
Nun bestimmen wir die Matrix U:
2 1 0
u1:(%CU1:% 1 7u2:%0v2:% -2 ,uszgisc?)s: 0
0 0 1
Damit erhalten wir:
2 1 0
U=(u1,u2,u3)=% 1 -2 0 | erR™™,
0 0 V5

Die Matrix C ist nun gegeben durch C =U XV .
(f) (1) Fiir die Singulérwerte der Matrix D berechnen wir die Eigenwerte von D D mit
5 0 5
D'D=10 5 of,
5 0 5
ziehen daraus die Wurzeln und ordnen die Ergebnisse in absteigender Reihenfolge. Fiir

das charakteristische Polynom ergibt sich

xptpx)=| 0 5-2 0 |=0G-z)(—z)(10—-2x).
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Die Eigenwerte sind (geordnet) 10, 5 und 0, also hat D die Singulirwerte o1 = /10 und
o2 = /5 (da D zwei Zeilen und 3 Spalten hat, gibt es min{2,3} = 2 Singulirwerte
(der Eigenwert 0 muss damit noch einmal (3 — 2 = 1) auftreten und sorgt spéter dafiir,
dass wir geniigend Eigenvektoren fiir die Matrix V' erhalten). Somit kennen wir bereits
die Matrix (2)
VIO 0 0
0 V5 0

In der Matrix V stehen die Eigenvektoren der Matrix D' D (diese ist orthogonal dia-
gonalisierbar, weil sie symmetrisch ist, es gibt also eine Basis des R® aus Eigenvektoren

von DT D). Die normierten Eigenvektoren lauten vy = %(17 0,1)", v2 = (0,1,0) " und
vz = %(1,0, -n'.

Zu beachten ist, dass die Eigenvektoren eine Orthonormalbasis des R? ergeben miissen.
Es ist also jeweils ein normierter Eigenvektor zu wihlen, ggf. (bei mehrdimensionalen
Eigenrdumen) muss man auch darauf achten, dass die Eigenvektoren zu einem Eigenwert
paarweise orthogonal sind (falls man das nicht direkt hinbekommt, wird eben ein Gram-
Schmidt-Verfahren durchgefiihrt).

Damit erhalten wir Matrix V/, in deren Spalten die Eigenvektoren stehen:

1 0 1
_ 1
V=210 v2 0
1 0 -1
(3) Wir bestimmen schlieklich die Matrix U:
2 1
_ 1 _ 1 _ 1 _ 1
ul_a_lel_% 1 ,UQ—EDUQ—% 9
Damit erhalten wir
2 1
— 1
ECH PR

Als Singuldrwertzerlegung ergibt sich schlielich

DUyt 2 1) (VIO o o
0

1 -2 0 V5

S

1 0

1

30\/50
1
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42.4  Da die Matrix A bereits symmetrisch ist, kénnen wir die Singuldrwertzerlegung
schneller iiber die Hauptachsentrafro erhalten: Zunéchst ist 0 ein EW von A, da A nicht

vollen Rang hat, und wir erhalten
1
Eigy,(0) =kerA=(] 0 |)-
-1

Durch Raten (oder Berechnung von y4) und Beachten von Spur A = 1 findet man
weiter EW 2 und —1 mit

1 1
Eigs(2) = (| 2 |) und Eigs(-1)=(| -1 |).
1 1

Da diese Eigenrdume automatisch paarweise orthogonal sind, erhalten wir durch Nor-
mieren der aufspannenden Vektoren die orthogonale Matrix

VG 1V 1/VE
S=1 2/vV6 —-1/V3 0
1/V/6  1/V/3  —1/V2

mit ST AS = diag(2, —1,0) oder
A= S diag(2,—1,0)S" = S diag(2, 1,0) (diag(0, —1,0)S ).

Da die Matrix diag(0,—1,0)S " ebenfalls orthogonal ist, haben wir so die Singulir-
wertzerlegung von A erhalten. Wir machen nun den kleinsten Singuldrwert zu 0, und

erhalten als komprimiertes Bild dann

S diag(2,0,0) (diag(0,—1,0)S ") = S diag(2,0,0) S ") =

1/vV6 1/vV3  1/v2 2/V6  4/V6  2/\/6 0.25 0.5 0.25
2/V6 —1/V/3 0 0 0 0 =3 05 1 05
V6 1/v/3  —1/V2 0 0 0 0.25 0.5 0.25

Das Kreuz wird also etwas verschmiert.
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43.1  Wir setzen N = A — A E,,. Ist nun v € ker N*, so gilt Nv = 0. Multiplikation
dieser Gleichung mit N liefert N**1v = N N'y = N0 = 0. Das besagt, v € ker N**1.
Wir erhalten hieraus die Behauptung.

43.2 Da J die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung f : R® — R? mit f(v) =
Aw ist, gilt
Ab = Abi, Aby = Aba, Abs =1bs + \bs.

Sortieren wir die Basiselemente also um wie es in der Aufgabenstellung gegeben ist,
erhalten wir die Darstellungsmatrix J bzgl. dieser neuen Basis B.
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44.1  Nach Voraussetzung gilt N**'b = 0, folglich gilt auch N'Nb = 0, sodass
Nb € ker N°. Wire nun sogar Nb € ker N'™1 so gélte N*"'Nb = 0, also N°b = 0.
Das wiire aber ein Widerspruch, b & ker N°.

44.2 (a) Wir stellen die Jordannormalform der Matrix A = (Z _31> auf.

(1) Eigenwerte: Wir bestimmen zunichst die Eigenwerte der Matrix A sowie deren
algebraische Vielfachheiten. Das charakteristische Polynom lautet

xa=T—-z)B3—z)+4=(z—5)>,

d.h. die Matrix A besitzt den Eigenwerte A = 5 mit algebraischer Vielfachheit alg(5) =
2.

(2) Verallgemeinerte Eigenrdume: Wir bestimmen die Kette

{0} C ker(N) C ker(N?),

2 -1 5
wobei N = A — \E,, = A und N° =

Es gilt:
2 1 00
ker(NN) = ker = ) und ker(N?) = ker = , ).
4 2 00

Die gesuchte Kette ergibt sich zu:

1 1) (1
{0} & ¢ ) ) &« N )

(3) Jordanbasis und Jordannormalform: Da die geometrische Vielfachheit des ein-
zigen Eigenwerts A = 5 eins ist, enthélt die Jordannormalform nur ein Jordankéstchen
zu diesem Eigenwert, also

5 1
0 5

J =
Die Spaltenvektoren b1, b2 der Matrix B erhalten wir folgendermafen: Wir wéhlen

1 1
b = € ker(N?) \ ker(N) und setzen by = Nby = ) € ker(N).
1
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Damit ist B = (; i) eine Jordanbasis, es gilt J = B~'AB.

-1 0 O
(b) Wir stellen die Jordannormalform der Matrix A= [ 5 —1 3 | auf.
2 0 -1

(1) Eigenwerte: Wir bestimmen zunéchst die Eigenwerte der Matrix A sowie deren
algebraische Vielfachheiten. Das charakteristische Polynom lautet

XA = (7171:)37

d.h., die Matrix A hat den Eigenwert A\ = —1 mit algebraischer Vielfachheit alg(—1) =
3.

(2) Verallgemeinerte Eigenrdume: Wir bestimmen die Kette

{0} C ker(N) C ker(N?) C ker(N?),

0 0 O 0 0 O 0 0 0
wobei N=A—-MXE, =[5 0 3|,N°=]|6 0 oluwmdN3=|0 0 0
2 00 0 0 O 0 0 0
Damit gilt:
0 0 0 0 0 0 O 0 0
ker(N)=ker |5 0 3| =([1]), ket(N)=ker|6 0 o|=([1],]0]),
2 00 0 0 0 O 0 1
0 0 0 0 0 1
ker(N*)=ker [0 0 of=([1].|lo].|0])
0 0 0 0 1 0
Die gesuchte Kette ergibt sich zu
0 0 0 0 0 1
forcqqap (], fofpcrf.jo].{o]-
0 0 1 0 1 0

(3) Jordanbasis und Jordannormalform: Da die geometrische Vielfachheit des ein-
zigen Eigenwerts A = —1 eins ist, enthilt die Jordannormalform nur ein Jordankéstchen
zu diesem Eigenwert, also



197

Die Spaltenvektoren b1, b2, bs der Matrix B erhalten wir folgendermafen: Wir wéhlen

1 0 0
bs = | 0| € ker(N?®)\ ker(N?) und setzen by = Nbs = | 5| , b1 = Nbo = | 6
0 2 0

001
Damit ist B= |6 5 0| eine Jordanbasis, es gilt J = B~*A B.
020

211
(c) Wir stellen die Jordannormalform der Matrix A= | 0 2 4 | auf.
003

(1) Eigenwerte: Wir bestimmen zunéchst die Eigenwerte der Matrix A sowie deren
algebraische Vielfachheiten. Das charakteristische Polynom lautet

xa=(2-2)°B-2),

d.h. die Matrix A besitzt die beiden Eigenwerte A1 = 2 mit algebraischer Vielfachheit
alg(2) = 2 und A2 = 3 mit alg(3) = 1.

(2) Verallgemeinerte Eigenrdume: Die Eigenrdume der Eigenwerte ergeben sich zu

0 1 1 1 -1 1 1 5
Eigs(2)=ker [0 0 4| =(]0|), EigaB)=ker| 0 -1 4| =(|4]).
0 0 1 0 0 0 O

Da alg(2) = 2 > 1 = dimEig4(2) bestimmen wir weiter den verallgemeinerten Eigen-

0 1 1
raum ker(N?), wobei Ny = A—ME, = |0 0 4
0 0 1
0 0 5 1 0
ker(Nf)=ker [0 0 4|=([o],|1])
0 0 1 0

Wir erhalten die beiden Ketten
1 1 0
forc(foc(fo].|1|) sowie {0}c(|4]).
0 0 0
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(3) Jordanbasis und Jordannormalform: Da die geometrische Vielfachheit der bei-
den Eigenwerte je eins ist, enthilt die Jordannormalform zu jedem dieser Eigenwerte
ein Jordankdstchen, also

2 10
J=10 2 0
0 0 3

Die Spaltenvektoren b1, ba, bs der Matrix B erhalten wir folgendermafen: Wir wéhlen

0 1 5
bo=|1| € ker(N?)\ker(Ny), setzenby =Nibo=| 0 | und wihlen b3=|4 | Eig4(3).
0 0 1

105
Esist B= |0 1 4| eine Jordanbasis, fiir die J = B~'A B gilt.
001

auf.

0
(d) Wir stellen die Jordannormalform der Matrix A = (1)

W= oW

NN N
o NN OO

2

(1) Eigenwerte: Wir bestimmen zunéchst die Eigenwerte der Matrix A sowie deren
algebraische Vielfachheiten. Das charakteristische Polynom lautet

XA:(2_$)47

d.h., die Matrix A hat den Eigenwert A = 2 mit algebraischer Vielfachheit alg(2) = 4.

(2) Verallgemeinerte Eigenrdume: Wir bestimmen die Kette

{0} C ker(N) € ker(N?) C ker(N?®) C ker(N*), wobei N = A — AE,, also

020 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0
0000 , {0000 45 (o000l , looo0o
N=  N?= N3 = N4 =
120 1 36 0 0 06 0 0 00 0 0
340 0 06 0 0 000 0 000 0
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Damit erhalten wir die gesuchten Kerne:

0 2 0 O 1 0 0 1 0
0 0 0 O 0 1 0 O 0
Eig4(2) = ker(N) = ker = ker = Y,
1 2 0 1 0 0 0 1 1
3 4 00 0 00O 0
0 0 0 O 0 0
0 00O 0 0
ker(N?) = ker = , ),
36 00 1 0
0 6 00 0 1
0 00O 0 0 1
0 00O 0 0 0
ker(N?) = ker = , , ),
0 6 0O 1 0 0
0 0 0 O 0 1 0
0 00O 0 0 1 0
0 00O 0 0 0 1
ker(N*) = ker = , , , )
0 0 0 O 1 0 0 0
0 0 0 O 0 1 0 0
Die gesuchte Kette ergibt sich zu
0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
forc(] &S : )& ; : )& ; 7 ; )
1 1 0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 1 0 0

(3) Jordanbasis und Jordannormalform: Da die geometrische Vielfachheit des ein-
zigen Eigenwerts A = 2 eins ist, enthélt die Jordannormalform nur ein Jordankéstchen
zu diesem Eigenwert, also

o O O N
S O N =
S N = O
o= OO
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Die Spaltenvektoren b1, ...,bs der Matrix B erhalten wir folgendermafen: Wir wihlen
ba € ker(N*) \ ker(N?) und bestimmen die restlichen Basisvektoren durch sukzessives
Multiplizieren mit N:

0 2 0 0
0 0 0
by = , b3 =Nby = , bo = Nbs = , b1 = Nby =
0 2 6 6
0 4 6 0
0020
. 0001 . . . 1
Damit ist B = 6 6 2 0| cne Jordanbasis, und es gilt J = B~ A B.
0640
3 1 00
. . . -11 0 0
(e) Wir stellen die Jordannormalform der Matrix A = 1 1 3 1 auf.
-1 -1 -11

(1) Eigenwerte: Wir bestimmen zunéchst die Eigenwerte der Matrix A sowie deren
algebraische Vielfachheiten. Das charakteristische Polynom lautet

xa=(@B-2)1—2)+)(B-2)1—-—2)+1) = (2> —4z+4)* = (z — 2)*,

d.h. die Matrix A besitzt nur den Eigenwert A = 2 mit algebraischer Vielfachheit
alg(2) = 4.

(2) Verallgemeinerte Eigenrdume: Wir bestimmen die Kette

{0} C ker(N) C ker(N?) C ... C ker(N") = ker(N" 1),

1 1 0 0 0 00O
. -1 -1 0 0 5 0 0 0 0f.
wobei N = A — \E,, = . Wegen N* = ist r = 2.
1 1 1 1 0 00O
-1 -1 -1 -1 0 0 0 O
Wir benétigen also die Kerne:
1 1 0 0 1 0
-1 -1 0 0 -1 0
Eig(2) = ker(N) = ker Sy N Y
1 1 1 1 0 1
-1 -1 -1 -1 0 —1
0 0 0 O 1 0 1 0
0 0 0 O -1 0 1 0
ker(N?) = ker = ( : : ; )-
0 00O 0 1 0 1
0 00O 0 -1 0 1
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Die gesuchte Kette ergibt sich zu

1 0 1 0 1\ (o

-1 0 -1 0 1| |o
{0} & ¢ ; ) &« ; : AP

0 1 0 1 of |1

0 ~1 0 -1/ \o/ \1

(3) Jordanbasis und Jordannormalform: Da die geometrische Vielfachheit des ein-
zigen Eigenwerts A = 2 zweli ist, enthélt die Jordannormalform zwei Jordankéstchen zu
diesem Eigenwert, also

<
Il
o o o w

0
0
2
0

o= O O

1
2
0
0

Die Spaltenvektoren b1, ...,bs der Matrix B erhalten wir folgendermafien: Wir wihlen
die beiden linear unabhéngigen Vektoren

by = (0,0,1,1) " € ker(N?) \ ker(N) sowie bz = (1,1,0,0)" € ker(N?)\ ker(N)

und bestimmen die restlichen Basisvektoren durch sukzessives Multiplizieren mit N:

bs = Nby = (0,0,2,-2) ", by = Nby = (2,-2,2,-2) " .
21 00
. -21 0 0] . . . 1
Damit ist B = 9 o 2 1| cne Jordanbasis, es gilt J = B~ A B.
-2 0 -21

44.3  Abgesehen vom Vertauschen der Reihenfolge der Jordanblécke sind nur die

folgenden Jordannormalformen méglich:

m (5,3,1): geht nicht. m (5,1,4): geht nicht.
A1000O0 A1 00O00O0
0AX0O0O 0OXN1000O0

m(5,3,2):1]00A10 00AX0O00O0
0000 =623 190010
0000 A 0000AXT1
A1000 00000
0A100 m (6,1,2): geht nicht.

= (5,3,3):]00X00
000XDO
0000 A
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44.4  (a) Wir suchen erst eine Matrix A € R?**? mittels der sich die Rekursion fiir
n > 1 als Matrizengleichung schreiben ldsst. Offenbar gilt

n n— 0 1
g =A n—1 mit A=

In+1 an —4 4
(b) Nun bestimmen wir eine Jordanbasis zu A und eine zugehérige Jordannormalform
J. Das charakteristische Polynom von A lautet x4(z) = (2 — )%, und (1,2)" spannt
den eindimensionalen Eigenraum zum Eigenwert 2 der algebraischen Vielfachheit 2 auf,
denn fiir N = A — 2E> gilt
1

-2 1 1
) und ker N® = ( , ).
-4 2 2 2 0

ker N = ker

—~

Wir wéhlen den Vektor
by = (1,0)" € ker N*\ ker N und setzen by = Nby = (—2,—4) " .

2 1
0 2

Damit ist B = (b1, b2) eine Jordanbasis, und A hat die Jordannormalform J =

Weiter erfiillt die Matrix S = (b1, b2), deren Spalten gerade die Elemente der Jordan-
basis sind, die Eigenschaft J = S~1AS.

Damit und mit der angegeben Rekursion kénnen wir nun goo ermitteln, es gilt ndmlich
g19 -4 gis _ A19 go _ SJ19571 go
920 919 91 91
(c) Wir setzen nun
2 0 0 1 R
J=D+ N = + , wobei N =0.
0 2 0 0

(d) Mit der Binomialformel gilt

JY =pY 119D N = i, , wobei N'=0 fiir i>2.
0 2

(e) Es ergibt sich damit

—9.220  19.9!8
—19.2%0  5.92%1

A19 _

go
g1

Aus der zweiten Zeile von A erhalten wir go0 = 5 - 221,



45 Definitheit und Matrixnormen

45.1  (a) Ist A ein Eigenwert von M mit Eigenvektor v, so gilt:
0<v Mv=v Av=2Xv v=A|v|?.
Da v ein Eigenvektor von M ist, gilt v # 0 und damit [|v|| > 0. Hieraus folgt A > 0.
(b) Fiir jedes v € R"™ gilt
v ATAv=(Av) T Av=|Av|*>0.
Nach (a) besitzt dann A" A nur nichtnegative Eigenwerte.

45.2 Die Spektralnorm einer symmetrischen Matrix ist der Betrag des betragsgrof-
ten Eigenwerts der Matrix. Wir berechnen also zunéchst die Eigenwerte von A:

A -1 —2
xaA)=det | =1 =X =2 | ==AN2B+N) +(—4) 4 (—4) — (4 —4A -3 - )
-2 -2 =3-A
=X 3N+ —5=—A—-1)(A\°+4r—5).

Damit erhalten wir als Eigenwerte 1 sowie —243, also 1 und —5. Natiirlich ist —5 damit
der betragsgrofte Eigenwert der Matrix A, also ist die Spektralnorm

[All2 = [=5] =5.

Fiir die Spektralnorm berechnen wir die Eigenwerte von B. Es gilt:

Die Eigenwerte von B sind also 2 und 4, der betragsgrofste Eigenwert ist 4. Damit folgt
Bl = 4.

45.3 Wir begriinden das Kriterium fiir die positive Definitheit. Die Beweise fiir die
negative Definitheit und die Semidefinitheit ergeben sich analog.

Ist A € R ein Eigenwert einer positiv definiten Matrix A und v ein zugehoriger Eigen-
vektor zum Eigenwert A, so gilt wegen Av = Av durch Skalarproduktbildung dieser
Gleichung mit dem Vektor v :

v Av=v Av=Av'v.
N—— ~—

>0 >0
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Somit muss A positiv sein.

Interessanter ist, dass auch die Umkehrung gilt. Wir gehen von einer reellen symme-
trischen Matrix A € R™*"™ aus, deren n nicht notwendig verschiedenen Eigenwerte
A1, ..., Ap positiv sind. Da zu A eine Orthonormalbasis B = (v1, ..., vy) des R™ aus
Eigenvektoren von A existiert, konnen wir v € R™\ {0} als Linearkombination beziiglich
dieser Basis B darstellen:

V=101 A+t fn Un

wobei also p1, ..., un € R sind.

Wegen v; v; = 0 fiir ¢ # j sowie v v; = 1 erhalten wir mit der Bilinearitiit des kanoni-
schen Skalarprodukts:

v’ (Av) = (Z 11,0 > (Z i Ai Uz‘) = Ailpal* [Jvil* > 0,
=1 =1

weil alle Eigenwerte A1, ..., A\, positiv sind.
Nur zur Indefinitheit: Hat die Matrix A einen positiven Eigenwert A, so gilt fiir einen
Eigenvektor v zum Eigenwert A wegen Av = Av:

T T
v Av=Av v.

Da v ' v positiv ist, ist auch v Av positiv. Somit gibt es einen Vektor, ndmlich v, mit
v'Av > 0. Ist nun \ ein negativer Eigenwert von A, so zeigt die gleiche Uberlegung,
dass v A v negativ ist. Also gibt es auch einen Vektor v mit v Av < 0.

Nun gebe es Vektoren v und w mit v' Av > 0 und w' Aw < 0. Da, A symmetrisch ist,
hat A nicht notwendig verschiedene reelle Eigenwerte A1, ..., A,. Wiaren alle Eigenwerte
positiv bzw. negativ, so wire A positiv bzw. negativ definit, ein Widerspruch. Somit
muss A sowohl einen positiven als auch einen negativen Eigenwert haben.

45.4  Wir priifen die drei Eigenschaften einer Norm nach:

(N1) klar, wegen der positiven Definitheit von ( , ).
(N2) [Ixo]| = v/ (A, do) = /A% (v,v) = [Al[v]] -

(N3) Unter Verwendung der Chauchy-Schwarz’schen Ungleichung erhalten wir:

lo +wl|* = (v +w,v+w)* = Jol|* + [wl* + 2(v, w) < |Jo]* + Jw|* +2|(v, w)]
2
< oll® + [wll* + 2lfoll [lwll = (o]l + lw])

Wurzelziehen liefert nun die Dreiecksungleichung.
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45.5  Vertréglichkeit. Zu zeigen ist: VA € R™*"™ v e R": |Av|v <||A| - |lv|v.

Fiir v = 0 ist die Ungleichung trivialerweise erfiillt, denn:
[Avlly = [l0]ly =0 <0=[lA]-0=[lA]l - ||lv]lv
Fiir v # 0 gilt nach Definition

[Avlv < sup  [lAv]ly = |A]l.
veR™, [lv|lv =1

Multiplikation der Ungleichung mit ||v|]y; > 0 liefert die Behauptung.
Submultiplikativitit. Zu zeigen ist: VA, B € R"*": ||ABJ < ||A||||B]|-

|AB|| = sup [|[ABvflv < sup [lA]l-[[Bullv < sup [lA[-[Bl-[lv[lv = [[A[[[B]-

lvollv=1 lollv=1 llellv=1

45.6  (a) Identifiziere A € R™™ mit @ € R™:

. T

a = (a11,a12,...,aln,agl,...,agn,...,anl,...,ann) .
Die euklidische Norm || - || des R™ ist eine Norm auf dem R™ . Wegen |A|| F = ||la]|2 ist
daher auch | - || eine Norm.

(b) Vertraglichkeit mit || - [|2 bedeutet ||Ax||2 < ||Al|r||z]2. Wir berechnen daher

" 2
D ie1 O1iTi

[N

n

1=

Ylim1aniti ) ||,
n n n n n
= Z(Za?j 7 ) =342 3" o = |zldAl%,
j=1 \1=1 =1 i=1 i,7=1

unabh. von j

wobei die Cauchy-Schwarz’sche-Ungleichung

Sans (S) ()
i=1 i=1 i=1
verwendet wurde. Somit gilt also

[Az]l2 < [|A[|#|z]]2-
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Submultiplikativitdt bedeutet ||AB||r < ||A||r|| B r. Wir berechnen daher erneut mit
der Cauchy-Schwarz’schen-Ungleichung

2 n n n
(AB)r = Z (Zam zl> <y <Zaiizb?l>
1 k=1 ki=1 \i=1  i=1

at: 3 6 = [AIFB]

1 li=1

IAB|%

I
NE

k.l

[
M:

k.t

Somit gilt also
IAB||r < [|All[|BllF -

(c) Eine natiirliche Matrizennorm erfiillt |Ey|| = 1, das ist aber bei der Frobeniusnorm
fiir n > 1 nicht erfiillt, es gilt n&mlich

|Eallr = Vi #1.
Somit folgt, dass || - || keine natiirliche Matrizennorm ist.

45.7

[[A]l1 =12 (max. Spaltensumme), ||A|lcc =11 (max. Zeilensumme).



46 Funktionen mehrerer
Veranderlicher

46.1  (a) Wir miissen zwei Dinge zeigen:

(i) Ist @ € D innerer Punkt von D, so ist a kein Randpunkt von D:
Nehmen wir zunéchst an, dass a € D ein innerer Punkt von D ist. Dann gibt es
ein € > 0, fiir das Uz(a) in D enthalten ist, also fiir das Us(a) N D¢ = () ist. Somit
ist a kein Randpunkt von D.

(i1) Ist @ € D kein innerer Punkt von D, so ist a Randpunkt von D:
Nehmen wir nun an, dass a € D kein innerer Punkt von D ist. Dann existiert kein
e > 0, fiir das Uz(a) in D enthalten ist. Mit anderen Worten: Fiir alle ¢ > 0 ist
U:(a) N D¢ # (. Auferdem ist fiir alle € > 0 natiirlich a € Uz(a) N D # 0. Somit
ist a ein Randpunkt von D.

(b) Ist D offen, so ist jeder Punkt von D innerer Punkt von D, also nach (a) kein
Randpunkt von D. Mit anderen Worten: D N 9D = ().

(c) Zuné&chst ist aus der Definition von Randpunkten offensichtlich, dass der Rand von D
auch der Rand von D¢ ist, D = 9(D°). Ist D offen, so gilt fiir alle a € 9D, dass a & D
bzw. a € D€ ist. Mit anderen Worten: 0D = 9(D°) C D¢, d.h. D¢ ist abgeschlossen.

(d) Gegeben a € D°. Wire a kein innerer Punkt von D¢, so wire a nach (a) ein
Randpunkt von D¢ d.h. a € 9D° = dD. Widerspruch, weil 0D C D. Somit ist D°
offen.

46.2 Esist My =] - 1,12 =]-1,1[x] - 1,1 = {(z,y) € R? |2,y € ] — 1,1},
analog fiir Mo, M3.

Die inneren Punkte von M;, i = 1,2, 3, sind alle Punkte von M;. Die Randpunkte von
M;, i = 1,2,3, sind alle Punkte von M3 \ M;. Somit ist M; offen, M3 abgeschlossen
und M> weder offen noch abgeschlossen.

Jeder Punkt von R? und § ist innerer Punkt, also sind beide Mengen offen. Beide Mengen
haben keine Randpunkte, also sind sie auch abgeschlossen.



47 Partielle Differentiation —
Gradient, Hessematrix,
Jacobimatrix

47.1  Wegen der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung |{a,b)| < |la||||b]| gilt fir jeden
Vektor v mit |jv|| = 1:
of

7, (@ = KVi(@), )| < V@)l llvll = IVF(a)ll-

Es ist also |%(a)| < [[Vf(x)| fiir jede Richtung v. Im Fall Vf(a) # 0 gilt fiir die
. _ 1 .
Richtung v = 177 Vf(a):
of

O () = IV (@) und 52— (a) = 5@

d(—v)

Der Gradient zeigt also in die Richtung des steilsten Anstiegs, in die entgegengesetzte
Richtung féllt die Funktion am stérksten.

Jede Hohenlinie N, kann als das Bild einer Kurve « : t — ~(t) aufgefasst werden. Es gilt
somit f(v(t)) = c fiir alle v(t) € N.. Beidseitiges Ableiten liefert nach der Kettenregel

fO®) =¢ = Vi) 4(t) = 0.
Da 4(t) tangential an N, liegt, folgt die Behauptung.

47.2  Wir setzen v = % (_11) Dann ergibt sich:

(a) b fx(max):4$+3y7 L4 ffvy(may):fyw(xvy):&
° fy($,y):3$+1, o
o for(ry) =4, o Vf(z,y) = (4z + 3y, 3z + 1),
o fuy(a,y) =0, o 0uf(z,y) = L(x+3y—1).

(b) o gulm,y) =v* —yle ™ =P (1 —e ™),
° gy(z,y) =2y +e "
* gu(z,y) =y e ",
® gyy(z,y) =2z —ze ™ —(1—ay)ze ™ =22+ (zy —2) e ],
® Gay(7,9) = gya(z,y) = y[2+ (zy — 2)e™™Y],
o Vy(z,y) = (92(2,9), gy(z,1)) = (*(1 — &™), 22y + (1 —zy) e~ ™),
e dug(z,y) =Vg(z,y) v= % [y° —2zy + (zy —y® — 1) e Y],

Y—zye ™ =2zy+ (1 —zy)e ™Y,
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ha(z,y) = siny, ® hoy(z,y) = hya(z,y) = cosy,
e hy(x,y) = xcosy, .
e Vh(x,y) = (siny, xcosy),
e hyy(x,y) = —xsiny, e Oyh(z,y) = %(siny — zCcosy).

47.3 Um zu iberpriifen, ob f(z,y) die angegebene partielle Differentialgleichung
erfiillt, berechnen wir zuerst die bené6tigten Ableitungen:

1
Oz f(z,y) = y+lny/x+17(—y/x2):y+lny/m—17
Oyf(ey) = wtooa=ute
y J\ Ty Y = X :I:y/mfl,'_w Yy .

Nun setzen wir diese Ableitungen in die linke Seite der partiellen Differentialgleichung

ein und erhalten die Behauptung:

20z f +yoyf =zy+axnve —z+azy+z=ay+ f.

47.4
2 2gcy4
a) Vf(z,y) = : ¢) Vf(,y) = vz
(a) i (©) i [ o
T siny
b) Vf(x,y) = L . d) Vf(x,y) = -3
(b) VI(@y) = s y (d) Vf(z,y) 2 cosy
47.5  (a) Durch Anwendung der Kettenregel ergibt sich
Vi(z,y) = Viafi(z,y) = fa(filz,y) Vii(z,y) =™
x
™y y
Durch direktes Ableiten ergibt sich ebenfalls V f(x,y) = oy =e"
e x
(b) Durch Anwendung der Kettenregel ergibt sich
’ ’ T, . —sint
W (t) = (ha(hi1(t)))" = Vha(hi(t)) hi(t) = (2cost, 2sint) =0.
cost

Wegen ha(h1(t)) = cos®t + sin?t = 1 ergibt sich durch direktes Ableiten h'(t) = 0.



210 47 Partielle Differentiation — Gradient, Hessematrix, Jacobimatrix

47.6  Eine solche Funktion f hétte nach dem Satz von Schwarz gleiche gemischte
partielle Ableitungen. Wegen

82 5 5 82

kann es aber eine solche Funktion nicht geben.
47.7  Fir die ersten partiellen Ableitungen erhilt man

1(2* +y?) — 2z(z — y) 2?4y’ + 22y

Opz(x,y) = =
(e:0) @ + 977 @+ )
By () = — (@ +v) -2 —y) _ —a’+y° 20y
o (y2 +y2)° (22 +y2)°

Fiir die gemischten zweiten partiellen Ableitungen erhilt man

(2y + 2x) (w2 + y2)2 — 4y (m2 + y2) (fo +y? + 2zy)

0.0,7(z,y) = e
2@ +y) (2 +y°) —dy (2 + 7 + 2my)
- (@2 +y?)°
- 223 + 69c2y — 63cy2 — 2y3
N (2% +y2)°
gy = WG 13 () ()
(@ +9?)
 2(z+y) (2® +9?) — 4z (—2® + y* + 22y)
- (@2 +y?)°
223 + 6w2y — Gacy2 — 2y3
(@2 +y?)°

Es gilt also 0,0yz(x,y) = 9y0z2(x,y) (Satz von Schwarz).

47.8 Fir die Jacobimatrizen erhalt man

(a) Df 1 1 0 ye®V re®™ —2coszsinz
a = .
20z 0 (c) Df = yz xz xy+e ?
92 0 1 zcosh(zz) 2y x cosh(xz)
(b Df =1y 2 0]. (d) Df =(2z,2,y) :(Vf)T'
0 2 0

47.9  Wenn f umkehrbar ist gilt f~'(f(x)) = z. Mit der Kettenregel folgt

Df ' (f(z)) Df(x) = En = Df '(f(z)) =Df(z)"".
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Um Df (1 +e,2,e) zu bestimmen, bendtigen wir zuerst = mit f(z) = (1 +e,2,e) .

Durch Ausprobieren findet man x = (0,1,1)". Somit folgt dann

0 1 exp T3 0 1 e
Df(z) = | expx1 0 1 = Df(0,1,1)=11 0 1
1 exp T2 0 1 e O
e e? 1
TTFer Tte? T+e?
= DfO01L)=| s -t % | =Df (4620,
e 1 1
1+e? 1+e? T 14e2

47.10  Wenn f umkehrbar ist gilt f~'(f(x)) = 2. Mit der Kettenregel folgt

Df '(f(x)) Df(z) = En = Df '(f(z))=Df(x)"".

Um Df~'(2+%,0) zu bestimmen, bendtigen wir zuerst « mit f(z) = (2+%,0) . Durch
Ausprobieren findet man = = (3, 1) Somit folgt dann

1 4$2 1 4 1
Df(z) = = Df(3,1) = = Df " (2+3,0) =
—cos T 1 2 0 1 2 0 1

47.11  Die Jacobimatrix der Komposition berechnet sich gemaf Kettenregel durch
Dg(x) = D92(91(l‘7 Y, Z))) Dgl(x7 Y, Z) .
Fiir die einzelnen Jacobimatrizen erhélt man

v u
1 1 0

Dg1($7yaz) = ; DQQ(U,”U) = 1 1
0 1 1

cos(u+wv) cos(u—+ v)

Insgesamt ergibt sich also

y+z Tty

10
Dy(z,y,2) = 1 1
cos(z + 2y + z) cos(x + 2y + z)
y+z T+2y+=z T+y
= 1 2 1

cos(z+ 2y +2z) 2cos(z+2y+2) cos(z+ 2y + 2)
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gcy+9cz+yz+z2

Leiten wir die Komposition g(z,y, z) = T+ 2y + 2z direkt ab, so erhalten wir

sin(x + 2y + 2)

Y+ z z+2y+ =z z+y
Dyg(z,y,z) = 1 2 1
cos(x +2y+z) 2cos(z+2y—+z) cos(x+2y+z)

47.12  Die Jacobimatrix der Komposition berechnet sich geméf Kettenregel durch
Dv(x) = Dva(vi(x)) Dvi(x).
Fiir die einzelnen Jacobimatrizen erhélt man

x
1 1 0
Dvi(x) = N Duva(x) = 1
cos(x +y) cos(z+y)

Insgesamt ergibt sich also

+z r+
Y Y 1 1 0
Dole) = ! ! 01 1
cos(x + 2y + z) cos(z + 2y + 2)
Y+ z z+2y+ =z T+y
= 1 2 1

cos(x + 2y +2) 2cos(z+2y+2z) cos(z+2y+ 2)

47.13  Die Jacobimatrix der Funktion f(x) = f2(fi(z)) an der Stelle (0,0) ergibt
sich aus der Kettenregel

Fir Df1 und D fs erhélt man allgemein

T T2

Lo - 0 0
0 2o 1+x?x3 1+zix2
Dfi(z) = 9 . 3 5| Dfa(z) = 0 0 0 —5sinzg
0  6x35sinz; cos s 2 - 0 0

1 0 1+ai+al  1+aital
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An der Stelle (0,0) ergibt sich nun

0 0 0
0 0 0 0 0 0 O
f1(0,0) = 0 D f1(0,0) = 0 o , Df2(£1(0,0)) = Df2(0,0,0,0)=10 0 0 0
0 0 0 O
0 1 0
0 0
0 0 0 O 0 o 0 0
Somit erhalten wir Df(0,0) =10 0 0 0 =10 0
0 0
0 0 0 O 0 0
1 0



48 Anwendungen der partiellen
Ableitungen

10z —
48.1  Wir suchen Nullstellen der Funktion f: R? — R?, f(z,y) = roeosy .
—cosx + Dy

(a) Die Newtoniteration lautet z,+1 = 2, — (Df(25)) " f(2n) mit der Jacobimatrix

Df(x)-(llo siny>.

sinz 5
x_0_10071—1_1/10
o 0 5 1) \15 )

(b) Die vereinfachte Newtoniteration lautet

Somit ist

tnst = ©n — (Df(20)) " f(wn) = ©n - (1/ 0o ) f(an).
0 1/5

1/10
Wie im Newtonverfahren ist x1 = ( // ) . Weiter ist
1/5

1/10 Yio 0 1 —cos0.2 cos0.2/10 0.098
T2 = - = = .
/5 0 s —cos0.1+1 cos0.1/5 0.199

482  (a) Df(x,y):(2x 2y).

1
—= 1

(b) Das Newtonverfahren lautet:

-1
2 2 24y 2
(Ik+1> = (Ik) _(Df(zrmyk))ilf(xk,yk): (xk> - ( Tk yk) (mk erkl ) ’
Yrt1 Yk Yr z 1 Yk~ oy

(¢) Mit dem Startvektor (zo,yo) = (5/4,5/4) erhalten wir
—1 —1
o) o 10\ a2 (3 -2
- Sl 5_ 1 -
gL 32 LI
(3 (T -F 1251
) \-8 % 08

IN[S NI

/
NS QN
~
\
/

Bl oo

8|© o
N———

I
/=~
N————

I
7N = o
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48.3

function [ x, xvec, deltax ] = newtonverf( f,Df,x,TOL )
weiter=1;
xvec=[];
while weiter

deltax=Df (x)\f(x);

1S=Df (x) \f (x-deltax);

x=x-deltax;

xvec=[xvec x];

weiter=norm(deltax) > TOL & norm(1S)< norm(deltax);
end

48.4  Ausfiihrlich geschrieben erhalten wir:

a1+ hi B Jz, (@)
wr i) | TR

5 (B Fares (0) + 2R o (@) + B fonan (@)

+%Upvffm+ﬂm

=: Rj3
1
= f(a)+ Vf(a) h+5h' Hy(a)h+ Rs,
denn:

(h17h2) f o f o ' = (hlfwlwl + h2f3013023h1f981982 + thxzxz) '

T1T2 f902 T2 ha 2
Wir erhalten also unsere bekannten ausfithrlichen Formeln fiir Ty, 77 und 7%.

48.5 Es gilt z = f(1,0) = 0, damit haben wir den Punkt p = (1,0,0)". Es gilt

weiter

%:2$_ey:> ﬂ =1 und %:—l_mey$ ﬂ = _92.
ox oz 2=1, y=0 oy oy 2=1, y=0
Als Gleichung fiir die Tangentialebene erhalten wir daher
xr — X0 1 x—1
z= f(zo,y0) + Vf(20,40)4, 40 - = f(1,0)+ : =z—2y—1.
Y=Y —2 y—0

In Normalform liest sich das als x — 2y — 2z = 1.
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48.6  Wir berechnen alle benétigten Grofen:

fla)=2-5-3-2+94+9-9=1

o f(a) = |62 — 10z1 + 3z2 + 9 ) = 6-10—-3+9=2
Oaf(a) = 31 —4m2 — 9] (4, by—1_1) =3 +4—9 =2

01 f(a) = [1221 — 10, )1 1) =12—10=2

03 f(a) = —4

0102f(a) = 0201 f(a) =3

93 f(a) =12

05 f(a) = 0792 f(a) = 0501 f(a) = 0105 f(a) = 020} f(a)
= 818281f(a) = 828182f(a) =0.

Wir erhalten somit

Tg)f)a = 1+2(:E1—1)—2(:L‘2+1)+
1 1 1
+§~2(ac171)2+§~2~3(m171)(m2+1)75-4(mg+1)2+
1
+E-12(:E1—1)3:...:f(:c).

Dieses Ergebnis ist nicht iiberraschend, denn gilt f € R[z], so ist Ty r.a(z) = f(x).

48.7  Fir die partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung erhilt man allgemein

bzw. speziell an a = (1/e, —1)":
fla)=—Ine ' +e te=2
Yy +2
890 = |—= 4 =0
f(a) [1’ e L%y):(e*lﬁl)
Oy f(a) = |lnz +ze?? -0
w1 (@) [ }(%Z/):(e*lﬁl)
02f(a) = |-ZL —
f(a) { wQ] ety =€
O fla) = |ze?t? -1
v () { Lm,y)=(e—1,_1)
020y f(a) = 0y0: f(a) = [l + ey+2} =2e.
v (zy)=(e~1,~1)

Fiir das Taylorpolynom ergibt sich also

1 1\? 1 1 1
Tosaw) = 2436 (s-1) +5104 07+ 2 2e (o= 1) )

e? 1\? 1 5 1
2+3<$—g> +§(y+1) +2e<:ﬂ—g>(y+1).
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48.8 Um die Ableitungen berechnen zu kdénnen, bringen wir die Funktion in die

Form
flz,y) =a¥ =e? 7

Fiir die partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung erhélt man allgemein bzw.

speziell an a = (1,1) ':
f(a) _ elnl -1
duf(a) = |yz¥~" =
f(a) {y :|(m7y)=(1,1)

Oy f(a) = [xy 1nx](:c,y)=(171) =0

92 f(a) = —1)z¥ 2 =0

f(@) = [y(y - 1)z* "] B

9;f(a) = |2¥1n’ =0

yf(a) [ac n w:|(ac,y):(1,1)

0,0, f(a) = 0y0x f(a) = |2V 1 (1 +ylnz =1.
yf(@) = 0,0 f(a) = [+ (1 + yIne) o

Fiir das Taylorpolynom ergibt sich also
1
Bfa=1+lz-1+5-2@-ly-)=1+-D+@-1F-1).

Nun benutzen wir diesen Ausdruck als Naherung fiir kleine Abweichungen von der
Entwicklungsmitte, also fiir x = 1.05, y = 0.9:

9/(1.05) = 1.05%% = (14 0.05)" %' &~ 14 0.05+0.05- (—0.1) = 1.045.

Das exakte Ergebnis ist 1.05%° = 1.04488. . ..
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48.9  Fiir die partiellen Ableitungen bis zur dritten Ordnung erhélt man allgemein

bzw. speziell an a = (0,0) '

fla)=¢"=1

B 2, 3 —
o f(a) = {2:2 exp(z” +y°) +ylz +y) + :Ey} (2,22)=(0,0)

_ 2, .3 _
02f(a) = [Braexp(a’ +4%) taloty) vay] =

07 f(a) = [2exp(z® + z3)(22% + 1) + 2 =
tf@) = [2owe® +ad)at + ) 2]
3 f(a) = |3 >+ 23) (325 +2) + 2 =
3i(a) = [Byexp(e® +ad)(3e8 +2) 4 2]
01021 (a) = 0201 f(a) = [623 exp(a® +y*) + 2 + )| =
(2,9)=(0,0)
o =4 24?227 +3 =0
ta) = [frew@® + )@t 1)
a3 =13 2+ 4°)(9y° +18y° + 2 =6
2(a) = [Bexpa® + )0+ 18’ 2)]
9202 f(a) = 0207 f(a) = [esy? exp(z® +4)(22% + 1) + 2} =2
(,9)=(0,0)
829 - 2 o 2 3 3 _
201f(a) = 0103 f(a) = |6zyexp(z” +y°)(3y” +2) +2 0y 2
Fiir das Taylorpolynom ergibt sich also
- 1 2 1 2 1 2 1 3
T3, fa = 1+22x+632xy+632xy+66y

1+x2+w2y+xy2+y3.



49 Extremwertbestimmung

49.1 (1) Wir bestimmen zun#chst Gradient und Hessematrix der Abbildung f:

322 — 3y 6z —3
) Hf(mvy) =

Vi(z,y) =
3y% — 3z -3 6y

(2) Wir ermitteln die kritischen Stellen, das sind die Nullstellen des Gradienten:

2 2 =z
zc—y=0 Tt =y
Vi(z,y) =0 < ) e, S =0
y —x=0 - —x=0 .
xr =

Kandidaten fiir lokale Extrema, sind also die beiden Punkte (0,0)" und (1,1) .
(3), (4) Wir setzen beide in die Hessematrix ein, um die Art der Extrema zu priifen:

-3
H¢(0,0) =

Da die Determinante negativ ist, ist diese Matrix indefinit, es ist (0,0)" damit Stelle
eines Sattelpunktes.

Fiir den zweiten stationdren Punkt gilt

-3

Hf(l, 1) =
-3 6

Da Determinante und Spur dieser Matrix positiv sind, ist diese Matrix positiv definit.
In (1,1) " liegt damit ein lokales Minimum vor.

(5) Um festzustellen, ob es globale Extrema gibt betrachten wir z.B. f(z,0) = 2 mit
limg 400 f(2,0) = +oo. Somit ist f unbeschrankt und besitzt daher keine globalen
Extrema.

6) Wir haben genau ein lokales Minimum in (1,1 T mit Wert 1,1) = —1.
g

49.2 (a) Jede Gerade durch den Ursprung ist gegeben durch
a
k(t)=t mit a, beR.
b

Betrachte nun f entlang k:

g(t) = F(k(t)) = f(at,bt) = 2a%t* — 3ab®t> + b*t* .
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Wir bestimmen nun die Extrema von f eingeschrinkt auf diese Gerade, also die Extrema
von g:

g (t) = 4a*t — 9ab*t® + 4b*t*

g’ (t) = 4a® — 18ab’t + 12b*t° .
Es gilt also ¢’(0) = 0 und ¢”(0) = 4a®. Falls a # 0 gibt es ein lokales Minimum in ¢ = 0.
Falls a = 0 ist g(t) = b*t* und fiir b # 0 gibt es ein lokales Minimum in ¢ = 0. Somit
hat f ein lokales Minimum in (0,0) " entlang jeder Geraden durch (0,0)".
(b) Wir berechnen Gradient und Hessematrix von f im Punkt (0,0)':

dx — 3y2
Vi(z,y) = .| = V0.0 =
—6zy + 4y
4 —6y

Hy(x,y) = = Hf(0,0) =

—6y —6x + 1242

Somit ist (0,0)" ein stationdrer Punkt, an dem die Hesse-Matrix von f positiv semide-
finit ist. Somit ist keine Aussage moglich.

Zur genaueren Untersuchung schreiben wir f anders, es gilt ndmlich
fla,y) = 20% = 3wy® + 4" = (22 —y*) (z —°).

Dieses Produkt ist negativ, falls x > %yQ und z < y?, da dann der erste Faktor positiv ist
und der zweite Faktor negativ ist. Aber nun gibt es in jeder Umgebung des Nullpunktes
solche Punkte, sodass in jeder Umgebung des Nullpunktes sowohl positive wie auch
negative Werte liegen: Im Nullpunkt liegt somit ein Sattelpunkt vor.

49.3  (a) Die Oberfliche des Quaders ist gegeben durch
F(x,y,z) =2(zy + yz + x2) .
Durch die Nebenbedingung z = 1 — z — y ergibt sich
fly)=Flayl-z—y) =2@+y—ay—2" —y°).

(b) Fiir den Gradient erhélt man

1—y—22 0 r=43
Vi(z,y) =2 = & .
1—2—2y 0 y=3
(¢) Die Hessematrix lautet
-2 -1
Hy(3,3) =
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und ist negativ definit (Eigenwerte sind —1 und —3). Somit besitzt f in (%7 %)T ein

lokales Maximum.
49.4  Fiir den Gradienten ergibt sich
—2z — yexp(xy) 0
Vf(x,y,2) = | =2y —zexp(ay) | = Vf(0,0,0)= (0
0

—2cos zsin z

Um herauszufinden, ob f ein lokales Maximum oder Minimum an der Stelle (0,0,0)%
besitzt, betrachten wir die Hessematrix H(0,0,0). Es gilt

—2—y’exp(zy) —(1+ xy)exp(zy) 0
Hy(z,y,2) = | (1 +ay)exp(zy) —2 -z exp(zy) 0
0 0 2(sin? 2 — cos? 2)
Damit erhalten wir
-2 -1 0
H:(0,0,00=|-1 —2 o0
0 0 -2

Wir bestimmen die Eigenwerte von H(0,0,0). Es gilt fiir das charakteristische Polynom
xa(A) =—-A+ 1A +2)(A+3).

Die Hessematrix hat also die drei negativen Eigenwerte —1, —2 und —3, d.h. f hat an
der Stelle (0,0,0)" ein lokales Maximum.
49.5 (a) Es gilt

y+1

r—2

Vf(amy) =

Der einzige stationére Punkt ist also (2,—1) . Fiir die Hesse-Matrix gilt

0 1

Hy(x,y) = 0

Die Determinante ist negativ, Hy ist also indefinit und daher ist (2, —1)" ein Sattel-
punkt.

(b) Wir formen die Funktion zunéchst um:
flz,y) = 22y? + 42y — 2xy? +42° — 8y +y® —8x + Ay +4
2 (y® + 4y +4) — 22(y° + 4y +4) +y° + 4y +4
= (@-2+ ) ++4)=@-1)*y+2)°>>0.
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Fiir den Gradienten gilt

y+2
Vi(z,y) =2 —-1)(y+2)
z—1
Stationdre Punkte liegen vor fiir x = 1 und y € R oder fiir y = —2 und = € R. Die

Hessematrix lautet

2(y + 2)? 4z —1)(y+2)

Hy(wy) = Az —1Dy+2)  2x-—1)?

Hyf(1,y) und Hyf(z,—2) sind fiir (z,y) # (1,—2) positiv semidefinit, daher ist keine

Aussage mit diesem Kriterium moglich. Aber da f(z,y) > 0 und f(1,y) =0 = f(x, —2)
gilt, handelt es sich bei allen stationdren Punkten um nicht strikte globale Minima.

(c) Fiir den Gradienten gilt

Vfi(z,y) =2 (élefcu'y2 71)

Der einzige stationire Punkt ist also (0,0). Fiir die Hessematrix gilt dort

47TV 1 4 8p2e® Y’ 8ry e® v’
Hf(1'7y):2 x24y? 22 4y? 2 2242
8rye® ™Y 4 Y —1 48y e® Y
Daher erhalten wir
Hy (0,0) =

Hy ist also positiv definit, und somit handelt es sich bei (0, 0) " um ein striktes lokales
Minimum. Sogar in ganz R? gilt f(x,y) > f(0,0) = 4, d.h. (0,0)" ist ein striktes

globales Minimum.

(d) Der Gradient lautet

X

2
vf(w7y7z):7w2+y2+22+1 Y
V4

Einziger stationirer Punkt ist also (0,0,0) . Die Hessematrix lautet H(z,y, 2) =

9 —z% + y2 +224+1 —2zy —2xz
= 2_ SR —2zy 22— P+ 2241 —2yz
(@2 +y* + 2% +2) —2xz —2yz %+ y2 —22 41

Die Matrix H(0,0,0) = —2F5 ist negativ definit und somit ist (0,0,0)" ein striktes
lokales Maximum.
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49.6  (a) (1),(2) Die stationaren Punkte sind gegeben durch

3(z? — y?) 0
Vi(x,y) = -
f@) 2y(2y* — 3x) 0

Die erste Gleichung ist gleichbedeutend mit y = x oder y = —z. Die zweite Gleichung ist
3
5.
Die drei Losungen (z,y) dieses nichtlinearen Gleichungssystems sind also a1 = (0,0),

genau dann erfiillt, wenn y = 0 oder = = %yg, wegen 22 = y? also 1 = %w bzw. x =

az = (%7%) und a3 = (%a_%)

(3) Die Hessematrix von f ist

T Y

Hy(z,y) =6
! —y 2’ —u

In a; ist die Hesse-Matrix die Nullmatrix, also ist keine Aussage iiber die Art des
stationsiren Punktes moglich. Es gilt aber f(z,0) = x3, somit ist a1 ein Sattelpunkt. In
as gilt
1 -1
Hy(3,3)=19

272 1 9
Die Matrix ist positiv definit, da beide Eigenwerte %(3 + /5) positiv sind. Bei as ist
also ein lokales Minimum.

In a3 ist f symmetrisch beziiglich y, somit ist auch bei a3 ein lokales Minimum.

4) f(a2) = f(%, %) = 7% und f(a3) = f(%, f%) = 7% sind lokale Minima, weitere

lokale Extrema gibt es nicht.
(5) f besitzt keine globalen Extremwerte, da f(z,0) = x> offenbar nach oben und unten
unbeschrénkt ist.

(6) Es gibt keine globalen Extrema, fiir die lokalen Extrema beachte (4).

(b) (1)-(4) Die Funktion f ist als Polynom stetig. Also gibt es in dem abgeschlossenen
Rechteck sowohl ein absolutes Maximum und ein absolutes Minimum. Fiir das Minimum
gibt es im Inneren as und as als Kandidaten. Es gilt f(a2) = f(a3) = —2L.

(5) Fiir den Rand betrachten wir zunéchst die Werte an den Ecken, f(—3,+2) = 232
und f(2,+2) = %.

Entlang der vier Kanten miissen wir die folgenden Funktionen auf Maxima und Minima
untersuchen:

3,3 52w f(,2) = f(z,~2) = 16 — 122 + 2°
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fz = 0 ergibt x = £2. Offenbar ist bei x = —2 ein lokales Maximum und bei z = 2 ein
lokales Minimum (obiger Funktion, nicht notwendigerweise von f). Es gilt f(—2,2) = 32
und f(2,2) = 0.

Fiir konstantes z = f% haben wir

2,23y~ f(=3.9) =" + Fv° — 12

Aus fy = 0 folgt y = 0 fiir reelle y. Wegen fyy(—%, y) = 12y + 15, gilt, dass bei y =0
ein lokales Minimum ist, f(—32,0) = —122.

Fiir konstantes x = % haben wir

[-2,2] 3y f(5,9) =y* — Ly + 125

Aus fy, =0 folgt y = 0 oder y = i%\/ 15. Wegen fyy(%,y) = 12y% — 15 liegt bei y = 0
ein lokales Minimum und bei j:%\/ 15 jeweils ein lokales Maximum vor, f(%,O) = %

und f(g,i%\/ﬁ) = %.

(6) Das globale Maximum mit dem Wert 32 liegt bei (—2,+2), das absolute Minimum,

*1—55 wird in (—2.5,0) angenommen.



50 Extremwertbestimmung unter
Nebenbedingungen

50.1 Wir ermitteln zunéchst die lokalen Extrema im Inneren des Einheitskreises:

Als Kandidaten fiir Extremstellen erhilt man

20 —y—1 0 x 2/3
Vi(z,y) = -] - -
2y — x 0 y 1/3

Da dieser Kandidat im Inneren von D liegt, kann man die Hessematrix verwenden:
2 LY. . .
Hy(2/3, 1/3) = ist positiv definit.
1 2

Es gibt also ein lokales Minimum bei (2/3, 1/3) mit Wert f(2/3, 1/3) = —1/3.

Nun betrachten wir den Rand von D, welcher aus dem Einheitskreis besteht. Zur Losung
des Extremwertproblems benutzen wir das Einsetzverfahren und wenden unser Rezept
an:

(1) Wir teilen den Rand des Einheitskreises auf und setzen fiir den Teil oberhalb der
xz-Achse y = v/1 — 22 und fiir den Teil unterhalb der x-Achse y = —v/1 — 22.

(2) Das fithrt zu den zwei Funktionen

f11[7171]—)R7 fl(x):f($7 \/17$2):7$(1+1/1,I2)+1
foi[-1L,1] =R, fao(z) = f(z,—V1—2%) = —z(1l — V1 —22) + 1

(3) Wir bestimmen die Ableitungen dieser Funktionen und erhalten

22
V1—2?
sowie analog f3(x) = 0 < x = 0, und erhalten fiir Extremstellen die Kandidaten:

(\/5/27 1/2)7 (7\/5/27 1/2)7 (07 71)7 (17 0)7 (717 0) .
———— ——

Auf dem Rand; f; und fs
hier nicht differenzierbar.

fi(x) =—1—+/1—22+ =0 & z=V3/2 0oder v = —V3/2,

Fiir diese gilt:
f(\/§/27 1/2) ~ 707297 f(f\/g/% 1/2) ~ 27 297 f(07 71) =1

und f(1,0) = 0= f(—1,0).

(4) Die Funktion besitzt also mit —1/3 ein globales Minimum bei (2/3, 1/3) und ein
globales Maximum in (—Vv3/2, 1/2) mit Wert ~ 2,29.



226 50 Extremwertbestimmung unter Nebenbedingungen

50.2 Wir betrachten die Funktion
fiR? SR, f(z,y) =27+
unter der Nebenbedingung
g:R* SR, g(sc,y):yfchJr?):O.
ir I6sen die Nebenbedingung nach y = x~ — 3 auf.
(1) Wir 16sen die Nebenbedingung nach 2 _ 3 auf
(2) Einsetzen von y liefert die Funktion:
flxy) =a*+y*=a*+(@* -3 =z -5 +9 = f(ac)

(3) Wir koénnen nun einfach die Extrema von f berechnen und suchen daher die Null-
stellen der ersten Ableitung:

flx) =42 —100 =0 & x€{0, \/5/2, —/5/2}.

Durch Einsetzen in die zweite Ableitung, erhalten wir

f"(0)=-10<0 = f hat lok. Max. in 0

f(z) =122 =10 = " .
o f"(£4/5/2) =20 > 0 = f hat lok. Min. in + /5/2

(4) Die Funktion f hat damit unter der Nebenbedingung g(x) = 0 an der Stelle (0, —3)
ein Maximum und an den Stellen (£+/5/2, 1/2) Minima.

50.3 Da f stetig und K kompakt ist, nimmt f Extrema auf K an. Fiir Extrema im
Inneren von K muss der Gradient verschwinden. Wir erhalten

8r — 3 0
Vi(z,y) = Y = o r—y=0.
—3x 0

Die Hesse-Matrix an dieser kritischen Stelle ist gegeben durch

8 -3
Hf(0,0) =

und ist indefinit (die Determinante ist negativ). Somit besitzt f in (0,0)" einen Sattel-
punkt im Inneren von K.

Wir untersuchen nun, ob es Extrema auf dem Rand von K gibt. Dazu benutzen wir das
Rezept zur Extremwertbestimmung mit der Lagrange’schen Multiplikatorregel:

(z,9)" €K < 2°+4y*—1=0.
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(1) Wir erhalten somit die Lagrangefunktion
L(z,y, \) = 42 — 3zy + A(z® + ¢y — 1).

(2) Wir berechnen die Nullstellen des Gradienten

Oz L(z,y,A\) =8x —3y+2\z =0 (50.1)
OyL(z,y,A\) = =3z +2\y=0 (50.2)
WL(z,y,\) =2 +14>—1=0 (50.3)

Da (z,y)" € 0K gilt (z,y)" # (0,0)". Aus (50.1) folgt z =0 = y = 0 und mit (50.2)
y=0 = x=0.Somit ist c =0 < y =0, also folgt hier z # 0 und y # 0.
(50.1) und (50.2) werden damit zu
8§—3L+2X=0 (50.4)
—35 +22=0 (50.5)

Aus (50.5) erhdlt man 2XA = 3% und eingesetzt in (50.4) ergibt sich
—_ 3% z —
8~ 3% 432 =0.

Setze nun a = £:

8—3a+2=0s 8a-3a"+3=0 & a12=13(4%5)

= Z=3vV %:—% = y=3z V z=-3y.

Einsetzen in (50.3) erhélt man

P2+ 3B0)=1 :E:i\/% = y:i\/%,

2 2
(By)'+y° =16 y=t = r=FL.

Die stationdren Punkten sind also

ar = (z1,y1)" = (Egg £ md a2 =(x2,02)" = (F5 £55)"
mit
fl@i,y)=15— 5 =—3 und f(z,y2) =38+ 3 =3.

(3) Um herauszufinden, ob es weitere Kandidaten auf 9K gibt, untersuchen wir Vg(z,y)
fir g(z,y) = 22 +¢y* — 1:

T 0
Vy(z,y) =2 = S r=y=0.
Y 0
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Also ist Vg(z,y) # 0 fiir (z,y) " € K. Somit sind (z1,y1) " und (x2,y2) " die einzigen
Kandidaten fiir Extrema von f auf 0K.
(4) Bei @1 = (z1,71) " handelt es sich um die Stelle des globalen Minimums, bei az =

(z2,92) " um die Stelle des globalen Maximums (beachte (2)).

50.4 Aquivalent zu Mini- bzw. Maximierung des Abstandes ist die Mini- bzw. Ma-
ximierung des Abstandsquadrates:

2

f(:v,y)=H V(T e w2,
Yy 1 )

Die Nebenbedingung ist durch den Kreisrand gegeben:
2, .2 2 2
gz, y) =z +y  —20+2y+1=(x—-1)"+(y—-1)°—-1=0.
(1) Die Lagrange-Funktion lautet:
L(z,y,A) = f(,9) + Ag(z,y) -
(2) Die notwendige Bedingung fiir Extrema lautet

2@+ 1) +2\(z - 1)
VL(z,y,A\) =1 2(y—1)+2X\(y+1)
=17+ + 17 -1

Il
o o o

Wegen A # 1 erhélt man aus den ersten beiden Gleichungen

z(2+2)) =202 = z =371,
Yy(2+2)) =2-22 = y=-377.

Also gilt y = —z. Dies eingesetzt in die dritte Gleichung ergibt

2 1 B 1 B N
T —21'+§—0 = :El,z—lzlzﬁ, y1,2——1:Fﬁ.

Damit sind a1,2 = (1 + 75, -1 F %)T Kandidaten fiir Extrema.
(3) Da fiir alle Punkte (z,y) mit g(z,y) = 0 die Bedingung
2(x—1)

Vg(x7y) = 2(y+1)

erfiillt ist, gibt es keine weiteren Kandidaten.

(4) Da Maximum und Minimum auf der kompakten Menge g(z,y) = 0 angenommen
werden und aukerdem +/f(a12) = £1 + 2v/2 gilt, wird im Punkt a; der maximale
Abstand und im Punkt a2 der minimale Abstand angenommen.
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50.5 Die Menge F beschreibt eine Ellipse, insbesondere ist E kompakt und f(x,y)
besitzt als stetige Funktion Maximum und Minimum auf E.

Stationdre Punkte ohne Nebenbedingung ergeben sich aus der Bedingung

2 — ¥ — 0
Vi@y = 2, |=
—z+4 0

Damit ist ag = (2/3,2/3) einziger stationdrer Punkt. Er liegt zudem im Inneren von E.
Da die Hesse-Matrix
2 12

—1/2  1/2

auf ganz R? positiv definit ist, ist ao striktes lokales Minimum mit dem Funktionswert

Hy(z,y) =

f(ap) = —1/3. Stationére Punkte auf dem Rand gcQ—&—yTz = 1 erhélt man aus der Lagrange-
Multiplikatoren-Regel.

(1) Die Lagrangefunktion lautet
F(x A):w27ﬁ+y—gfc€+)\ x2+£71
) y7 2 4 4 .

(2) Wir bestimmen die Nullstellen des Gradienten:

20 — 5 — 142Xz
VFE(z,y,\)=| -2+&+2 | =

o o O

:c2+y742—1

Die ersten beiden Gleichungen fithren mit x4 = 2(1 + A) auf

Fiir det A(p) = “24_1 = 0, d.h. p = +1, besitzt das Gleichungssystem keine Losung.
Ansonsten wird es gel6st durch

In die dritte Gleichung eingesetzt ergibt sich

2 2
+1
:v+4 (M2_1)2:>,u 0V p V3
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Man erhélt damit die drei stationdren Punkte auf dem Rand

0 V3 V3
2

a; = , a2 = , a3 =
-2 1 1

w

(3) Fiir die Nebenbedingung
2
9(z,y) :w2+yz*1
ergibt sich
2z
Vylz,y)=| | =
5 0
nur im Nullpunkt, welcher nicht auf dem Rand liegt. Daher gibt es keine weiteren

Kandidaten.
(4) Mit den Funktionswerten

flao) =21 fla) =1, flaz) = TR gy - 120V
ergibt sich, dass aop globales Minimum und a2 globales Maximum ist.
50.6 Aus
Y f(,y) = 20 —y—1 _ 0
—x + 2y 0

folgt wegen = = 2y, dass y = %, T = % der einzige Kandidat fiir einen Extremwert auf
R? ist. Die Hessematrix ist

2 -1
Hy(z,y) = )
-1 2
also liegt in (2, 2) ein lokales Minimum vor, f(2,3) = —1, das wegen (2)> + (3)® =
g < 1 im Inneren von S liegt.
Um den Rand von S zu untersuchen, wenden wir die Methode des Lagrange-
Multiplikators an. Die Nebenbedingung z* + 3? = 1 wird genau durch die Nullstellen

der Funktion g(z,y) = 2% + y? — 1 erfiillt.
(1) Die Lagrangefunktion lautet:

L(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y).
(2) Wir bestimmen die Nullstellen des Gradienten:
20 —y—14+2X\x =0

—z+2y+2\y =0
2ryt=1
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Die ersten beiden Gleichungen bilden ein lineares Gleichungssystem fiir  und y, mit
der von A abhingigen Losung

I und x = 72(1+>\)
YT AT o1 TAT N1

Eingesetzt in die dritte Gleichung ergibt sich mit p =1+ A

4p? +1— (4p? - 1% —16p* + 1242

2 2
= — 1 = =
0=ty @z —1)? @7 —1)?

mit den Lésungen p = 0 und p = j:\/g . Somit erhalten wir als Kandidaten fiir Ex-
tremstellen auf dem Rand

A= —1 : (‘ray):(O?_l) f(.Z‘,y)Zl
A= S143V3 0 @y =(VE3) fley)=-1-1V8
A= 1B @)= (CREY) S =1+3VE
(3) Wegen
Vo) = | 7] #
2y

fiir (z,y) € 0S gibt es keine weiteren Kandidaten.

(4) Das absolute Minimum f% liegt also im Inneren von S, bei (%7 %), das absolute
Maximum, 1 + %\/g, liegt auf dem Rand von S, im Punkt (—%\/g, %)



51 Totale Differentiation,
Differentialoperatoren

51.1 (a) Es gilt
o 0203 — 0302
(| 02|, | O3v1 — s |)
O3 O1va — 0211
= 0102v3 — 0103v2 + 0203v1 — 020103 + 030102 — 030201 =0,
da fiir f € C? der Satz von Schwarz gilt: 8;0; f = 9;0; f fiir 4,5 = 1,2, 3.
(b) Es gilt

div(rot v(x))

o 01 f(x) 0203 f(x) — 9302 f ()
rot(Vf(z)) = [ 02 | x | 82f(x) | = | 9301 f(x) — D103f(z) | =0,
B3 O3 f(x) 0102 f(x) — 9201 f(x)

da fiir f € C? der Satz von Schwarz gilt: 9;0; f(x) = 9;0; f(z) fiir 4,5 = 1,2, 3.
(c)

3 3

div(g(z)o(z))=)_ di(g(x)v(x));i = Y _ di(9(x)vi(x))
i=1 i=1
3

=Z(8ig(w)vi(w)+g(w)8m(w)) =v(z) Vg(z)+g(z)divo(z).
821)3 — 831}2

51.2 Fiir v = (v1,v2,v3) " gilt laut Definition rotv = | d3v1 — d1vz | und somit

O1v2 — 0201

82 (611}2 — 621}1) — 83 (83”01 - 61"03)
rot(rotv) = | 93(dav3 — 3v2) — D1 (B1va — O2vn)
81 (831}1 — 611}3) — 82 (82”03 - 63"02)

—02v1 — B2v1 + Oy (82112 + 83113)

= —02v5 — B%vgy + D (83113 + 81111)

—07v3 — d3vs + O3 (0101 + O2v2)

—Avi + 01 (div 'u)

= —Avg + 09 (div 'u) = —Av + grad(divv).
—Avz + 93 (divv)
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51.3 (a) Die totalen Differentiale der Funktionen sind

=@y +z)dz+ (v +2)dy + (z +y)dz,
dg =2xdx + 2y dy + 2zdz,
dh =dx+dy +dz.

(b) Aus dem funktionalen Zusammenhang ergibt sich das totale Differential

U U
df = 5, dg+ 5y dh,

woraus sich nach dem Einsetzen der totalen Differentiale der Funktionen links und rechts
folgende Beziehung ergibt

(y+z)de+ (z+2)dy+ (z+y)dz =
oU ouU oU oU ou, . oU
(8 22 +ah>d +<agz +8h>d +(8g —&-%)dz.

Ein Koeffizientenvergleich liefert die Gleichungen

YT 2= g T an T TE T 9y T TTTY T Gy on

Subtraktion von erster und zweiter Gleichung ergibt

Y B Y dg dg 2
Addition aller drei Gleichungen liefert
ou ou ou

woraus folgt

. 1
U=—59+h(h) baw. U=zh*+ fr(9).

Zusammen erhalt man 1 .
U=-h*—=
2 29 ,

da f und g homogene Polynome zweiter Ordnung bzw. h ein homogenes Polynom erster
Ordnung ist.

51.4  Das totale Differential der Zustandsgleichung ist

of of of
0= g5 dP+ % dV + o5 dT,
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woraus sich folgende Beziehungen fiir die partiellen Ableitungen ergeben

_orop| o 0P| _ o1 jor
'=%por|, Yar T ar|,~ ar/ op
_oror| | of o) _or jor
"=oravl,Tav T av|.” av/ar
_ofror| of or\ _ _of Jof
=wpovl,Tov T v, av/ ap

Die zu zeigende Gleichung folgt nun durch Einsetzen

<8f 6f> <6f 6f> of Jof _  op
or/ or ov/ oT v/ apP AV T

oP
ar |,

or
v | p

51.5 (a) Wir berechnen die einzelnen Ableitungen und damit den Laplaceoperator:

(%u(x, y) =sinhxsiny — 2z

—u(z,y) = coshz cosy

dy

62

@u(m, y) = coshzsiny — 2
82

mu(z, y) = —coshx siny
Y

Hiermit erhalten wir
—Au = —coshzsiny + 2+ coshxsiny = 2.

(b) Wir berechnen erneut die einzelnen Ableitungen:

Eu(x, t) = —e sin (¢/VE)
%u(z, t) = % e cos (¢/VE)
82

@u(ac7 t) = f% e sin (z/VE)

Hiermit erhalten wir )
Au(z,t) = % e 'sin (z/vE) .
Weiter:
— kAu = —e "sin(z/vE) +e ‘sin(z/vE) =0.

(¢) Zunéchst leiten wir uns den Laplaceoperator fiir rotationssymmetrische Funktionen
u: RT = R, u(r = ||z||), her:

Ou _ Ou Or or 0 x; O 0 x; O

9z,  orom omort T or" T m  ror



o2 0 (x¢8>_(8xi>8 zi 0 0 r?—220 a? 0?

922 ~ dw; \ r or dxi v

K2

Hiermit erhalten wir:
Ry s R 28
A = — . T ) = Z 2 - .
Z 0z? Z < r3  Or * r2 87‘2> r or * or?

Fiir die einzelnen Ableitungen angewandt auf die Funktion u(r,t) erhdlt man

1 1
%u(r, t) = -3 sin(r — ct) + - cos(r — ct)
2 2 2 1.
—u(r,t) = = sin(r — ct) — = cos(r — ct) — = sin(r — ct)
r

or? r3 r2
%u(r, t) = —; cos(r — ct)

2 2
WU(T’ t) = - sin(r — ct)

Wir erhalten somit fiir die Wellengleichung

20u  9*u
Augy — EAu = A (=4 ==
e e 2 e ¢ (r 8r+8r2>
2 2 2
= 767 sin(r — ct) + %T—Q sin(r — ct) — %; cos(r — ct) —

2 2 1
—czr—3 sin(r — ct) + cQT—2 cos(r — ct) + 02; sin(r — ct)

= 0.

or v dx;or 3 ar | rZor?’
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52 Implizite Funktionen

52.1 Esgilt
Fo(z,
Ry = (@Y L
Fy($,y)

Also ist t = (Fy(z,y), —Fz(x,y)) Tangentenvektor an die Niveaulinie. Nun gilt:
(a) Fp(z,y) #0, Fy(z,y) =0 = t=—Fy(z,y)ey (vertikale Tangente in (z,v)).
(b) Fip(z,y) =0, Fy(z,y) #0 = t = Fy(x,y) ez (horizontale Tangente in (z,v)).
52.2  Esgilt
20 —y
-z + 2y
und weiter ist No = {(z,y) : f(x,y) =2} # 0, da z.B. (v/2,0) € Na.
(a) Die horizontalen Tangenten erhalten wir geméfs Aufgabe 52.1, falls fy(z,y) =0 <

Vi(z,y) =

y = 2z gilt. Eingesetzt in f(z,y) = 2 erhélt man
2 —z(22) + (22)% = 32°=2 = z = +/2/3, y=+2,/2/3.
Ferner gilt f, (:i:\/2/37 :|:2\/2/3) # 0. Somit gibt es horizontale Tangenten an N2 in den

Punkten <\/2/372\/2/3) und <f\/2/3772\/2/3).
Die vertikalen Tangenten erhalten wir wenn fy(z,y) =0 < =z = 2y gilt. Eingesetat in

f(x,y) = 2 erhilt man letztendlich die beiden Punkte (:|:2\/2/37 :|:\/2/3). Ferner gilt in
diesen Punkten f, # 0 und somit erhilt man vertikale Tangenten an N2 in den Punkten

(2«/2/3, ﬁ/z/s) und (f2\/2/ ,ﬂ/z/s).
(b) Es gilt fy(v/2,0) = —v/2 # 0. Daher gilt mit dem Satz iiber implizite Funktionen,
dass sich N in einer Umgebung von (v/2,0) als Graph einer C''-Funktion y = g(z)

darstellen lasst.

(c) Es gilt

JVE) = V20 2v2

A0 T VR
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52.3 (a) Es gilt

0+9+1—6,/0F+9+8 0
F(0,3,1) = -
0+9+1—0—18+38 0

(b) Wir berechnen zunéchst die Jacobi-Matrix

2y — 62 2y — —2U 2z 0 0 2
DF(x,y,z)= Varty? Ve +y? = DF(0,3,1) =
2r — 2 2y — 6 2z -2

an)
[\

Damit erhalten wir die folgenden drei Teilmatrizen

o

0 0 0 2 2
DF,y,(0,3,1) = , DF,.(0,3,1) = , DFy.(0,3,1) =
-2 0 -2 2 0 2
Von diesen Matrizen ist nur DF,. invertierbar. Fiir die Auflésbarkeit nach (z,y) und
(y, #) ist also der Satz iiber implizite Funktionen nicht anwendbar. Jedoch ist F' in einer
Umgebung von (0,3, 1) nach (z, z) auflésbar: Wir sind also in der Situation z =y € R
und y = (z, z), wobei o = 3, yo = (0,1).

Nach dem Satz tiber implizite Funktionen gibt es offene Mengen I = B.(3) C R und
J = Bs(0,1) und eine Funktion

f:I—=J y— (r,2) mit (y,f(y)) =0 firalle y € B:(3).

Wir kénnen diese implizite Funktion f auch explizit angeben, dazu sind einige Kunst-
griffe notig:

F(z,y,2) =0 = Fi(z,y,2) = Fa(z,y,2) =0
= [i(z,y,2) — Fa(z,y,2) =0
& —6y/x2+y2+2x+6y=0
& a2+ y?=x+3y
= 9(a” +y?) = (z+3y)°
& 49c2—33cy:0
& z(dr—3y) =0
& =0V gc:éy.

4

Da x(3) = 0 sein muss, kommt nur x(y) = 0 fiir alle y in Frage.
= F(0,y,2)=0
& y2+z2—6y+8:0
& 2= —y2+6y—8
& |zl =/~y?+6y -8
& 2= —y2+6y—8\/z:—\/m.
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Da z(3) = 1 sein muss, kommt nur z(y) = \/—y? + 6y — 8 fiir alle y in Frage.

52.4 Esgilt
F.(z,y,2) =322 +4>0 V (z,y) € R?,

also folgt mit dem Satz iiber implizite Funktionen, dass es in einer Umgebung von (z,y)
eine C'-Funktion z = f(x,y) mit F(z,y, f(x,y)) = 0 gibt. Fiir den Gradienten gilt dort

F.(z,y,z
Vi) = [ @V 2 “EEE| L (2
Y) = S\ _E@ye) | 32244 | 9 8
fy(mvy) F.(x,y,2) o+

52.5 Bsgilt Fp(z,y) =322 -3y =0 & 2> =y
Flz,e®)=2"+2°-32° =2 -2)=0 @ z=0 v 2 =72
und Fy(z,y) =3y°> =32 =0 < y° =
Fly*,y) =y"+y" =3 =4°(4" -2) =0 & y=0 v y= 2.
Somit folgt:

m In (V/2,V/4) ist F(z,y) =0, Fi(z,y) = 0 und Fy,(z,y) # 0. Also gibt es hier eine
horizontale Tangente.

m In (V/4,V/2) ist F(z,y) = 0, Fy(x,y) = 0 und Fy(z,y) # 0. Also gibt es hier eine
vertikale Tangente.

m In (0,0) ist F(z,y) = 0und VF(x,y) = 0. Also gibt es hier einen singuldren Punkt.

Fir z < 0 gilt F,(z,y) = 3(y*> — z) # 0, also folgt mit dem Satz iiber implizite
Funktionen, dass sich in einer Umgebung von x die durch F(z,y) = 0 definierte Kurve
als Graph einer C'-Funktion y = f(x) darstellen lisst. Es gilt dann

Fo(z,9(x)) _ Fu(zy) _ a?—y _ 2°—g(z)

CFy(x,g(x)  Fyley)  y2-z  gl@)?-z

fl(z) =
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52.6 Wir betrachten die Funktionen

z+y—sinz T+y—sinz
Fla,y,2) = ! und Ga,y,2) = !
expszfyg’fl expw7m2+y71

und untersuchen, ob die Gleichungen F(z,y,z) = 0 und G(z,y,2) = 0 in einer Umge-
bung von (0,0, 0) nach (y, z) aufgelost werden kénnen. Dazu betrachten wir zunéchst
die Jacobimatrizen von F' und G:

1 1 —cosz 1 1 -1
DF(x) = = DF(0) = ,
-1 73y2 exp z -1 0 1
1 1 —cosz 1 1 -1
DG(x) = = DG(0) =
—2x +expx 1 0 1 1 0

Die Gleichungen sind nun genau dann in einer Umgebung von (0,0, 0) nach (y, z) auf-
16sbar, wenn jeweils die rechte 2 x 2-Teilmatrix von DF(0) und DG(0) invertierbar ist,
also falls

1 -1 1 -1
und
0 1 1 0

invertierbar sind. Dies ist offensichtlich der Fall.
52.7 (a) Es gilt
F.(z,y,2) =2z -2z —2y=2(z —z —vy),
also ist F.(z,y,z) = 0 fiir z = z + y. Somit folgt
F(z,y,z+y) = (x+y)* —2> —y> —2z(z+y) —2y(z+y) —22y—1 = —2(z+y)° -1 < 0.

Fiir z = x 4 y liegen also keine Punkte in Ny und somit gilt F,(z,y,z) # 0 fiir alle
(z,y,2) € No. Mit dem Satz iiber implizite Funktionen folgt also, dass es zu jedem
(z,y) € R? eine Umgebung U gibt, in der sich Ny als Graph einer Funktion z = f(z,v)
darstellen l&sst.

(b) Fiir den Gradienten erhélt man

Fz(z1 12) c4y+z
Vi = | T | = [Ty | s etyt i@y (1
’ —Luloz) atutz | fz,y)—2—y \1

F.(z,y,2) z—x—y
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52.8 Es gilt
Fy(z,y) = —6zy <0 fiir z,y >0.

Somit folgt mit dem Satz tiber implizite Funktionen, dass sich fiir z,y > 0 F(z,y) =0
als Graph einer Funktion y = f(x) darstellen lasst.
Fiir die Ableitung gilt

7F30("L.ay)

/'@ =5y

=0 & Fiy(z,y)=0

Fx(m,y):3w2—3y2:0 < y==z (z,y >0)
Flz,z)=16—-21"=0 & z=2

Frz(z,y) 6x R
— = =—-=— fir (z,y) =(2,2).
Fy(z,y) —bzy y 2 (#9)=(2.2)

Die Funktion f hat also ein lokales Minimum bei x = 2.
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53.1 In Zylinderkoordinaten lautet das Vektorfeld (beachte unser Rezept):

cosp sing 0 rCoSp 2 z
vzy1 (1, ¢,2) = | —singp cosp 0 - rsinpz | = |0
0 0 1 2 r

Fiir Divergenz und Rotation erhilt man in kartesischen Koordinaten

dvs Ovo ‘y - 4
Dy T 0= Vaity? ety 0
_ o) Qs _ €T _ x _
rotu(ey,2) = [ G- g | = | - e | = 0]
Ovy _ vy _ Tyz Tyz 0
oo (@427 | (2243
. ovi  Ova  Ovs Y2z z2z z
divo(z,y,2) = o—+ -+ 5= = -+ 0= —.
9r Oy = 0z (244¢2)5 (22 442)% /22 + 42
Fiir Divergenz und Rotation erhélt man in Zylinderkoordinaten
190v Qv 1
T T B2 700 0
rotv(r,p, z) = %7%’:— = 1-1 =101,
1 9(rva) 1 1 1
T e T rop 7 0=5-0 0
. 190(rvi)  10va  0Ovs =z 1 z
d =t -+ —=—-+--0+0=—.
ivo(r ¢, 2) r  Or Jrr(')go + 0z rJrr + r

53.2 In kartesischen Koordinaten ergibt sich fiir den Gradient und den Laplace-
Operator

Ve T
_ _ 2 2 2 _ . 2 2 2
Vi=1fy| =4@" +y" +2°) |y | und Af = fox + fyy + f2z = 20(2" + 3" + 27).
1=

In Kugelkoordinaten lautet die Funktion f(r,¢,?¥) = r*. Fiir den Gradient und den
Laplace-Operator erhilt man

fr 4r®
Vf(r7507’l9): ﬁ‘ﬂp = 0 ’
+ 1 0

cos
2sin

2 1 1 2,2 3 2
Af(r @, 0) = fro+ “fr+ e foe + - Fo + 5 foo = 120" + ~4r® = 200"
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53.3  Mit unserem Rezept erhalten wir

1 . . .
vkug(r, @, 0) = SKug Vkart (7 COS @ sin ¥, 7 sin p sin ¥, r cos )
cospsind  sinpsind  cosv — sin p sin ¥
= —sin cos ———— | cosysind
® ¥ rsin? 9 ¥
cospcosty sinpcosty —sind cos v
.2
cosZ ¥ % cot? ¥
sSin
1 L 1 ’ 1 5
= - sin = — —— = — CSC
rsin? 9 r sin 9 T
: cos Y
— cos ¥ sin — g —cot ¢

Fiir Divergenz und Rotation erhélt man in kartesischen Koordinaten

ov v 2yz
B8\ (0 [
_ o dv: _ 2xz _
oto(e,y,2) = | G =52 [ = | Ot | T e v |

Ovy _ Ouy —z2 492 _ —z’+y
Dz dy (@2 1y2)2 (@2+y2)2

. vy Ova = Ous 2xy 2zy 1 1

d = — _— _— = — — .
ivo(e,y,z) oz dy * oz (22 4 12)? * (22 + y2)? T +y? 2?4y

Fiir Divergenz und Rotation erhélt man in Kugelkoordinaten

1 d(vgsind) 1 Odvs 0
rsin 9 oY rsind O
rot v(r, ¢, 9) = oG — 15y = | F |
1 Ovy _ 19(rva) 0
rsind dp r  or

1 9(r? 1 0 1 O(vssind 1
divo(rpo)= L0000 1 Ova, 1 dussiny) 1

T or rsind dp  rsind 09 r2gin2 ¢

53.4 In kartesischen Koordinaten ergibt sich fiir den Gradient und den Laplace-

Operator
fz 2z + z
Vf= fy = 3y2 und Af:facx+fyy+fzz:4+6y
I 2z+x

In Zylinderkoordinaten lautet die Funktion f(r,¢,2) = r2cos® ¢ + r3sin® o + 2% +
rzcos ¢. Fiir den Gradient und den Laplace-Operator erhilt man

) fr 2r cos® o + 3r? sin® ¢ + z cos ¢
vf:f’l‘e’l“i’;fcpegp‘i’fzez =|21f,| = | —2rcospsing + 3r’sin® pcosp — zsing | ,
/= 2z + 1 cosp
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1 1
Af = fTT+;fT+r_2ftpcp+fzz
= 20052@+6rsin3go+20082@+3rsin3go+ Ecosaer
r
+2sin2<p— 2c082g0+6rsin<pcos2<p—3rsin3<,0— E(:0s<,0—|—2
r

= O6rsing (sin2<p+cos2<p) +2(sin2<,p+cos2gp) +2=4+6rsiny.

53.5  Gegeben sei eine Funktion u(r, ¢, z) in Zylinderkoordinaten. Wir suchen nun
den Laplace-Operator

9%u 9%u d%u

Es gilt nun

Ou _Oudr  Oudp  Ou 0z 0 Or 0 0Oy 0 0z 0

dx;  Or dz; | Opdx; | 0z Oz = Ox; Oz Or ' Ow; Op | Ow; 0z

Wir brauchen nun

2 2
V&1 + x5

¢ (1, w2, w3) = arctan 22 | =

IS I SO

z3

um die benétigten partiellen Ableitungen zu berechnen. Wir stellen alle bendtigten
Ableitungen tibersichtlich in einer Tabelle zusammen:

or 1 __rcosep __ dp ) _ _rsing _ 1 dz
Ox1 /mf-&-m% - T = Cosp Oz, x24a2 T r2 = —ysmny dx1 0
or __ To __rsing __ _: d¢ T __rcosp __ 1 dz
Oxo /m%—‘rm% - r =smey Oxy zl-‘,-:c% - r2 —r cos @ Oxy 0
or __ dp __ 9z __
dxs 0 Oxs 0 Odxs — 1

Hieraus erhalten wir:

—— = COsp— — —sinp— i sin +lcos 0 i*g
z1 o ¥er T %800 Bz T ¥r Yoo’ Bz3 0z
Daraus lassen sich die zweiten partiellen Ableitungen berechnen:
9 O (9 N_ 0 (60 14,0
dz?  Ox1 \Ox1) Oz Yor ¥ Qp&p
= cos 9 cos 2—ls 9 —ls 0 cos 2—lsin 9
o Yor Yor 1 (’0690 s08 Yor 1 (’0690

= cos’ 908—2 — sin  cos gog <li> + 1singa,o2 —
or? or \r dp T or
—lsingocosgoig—&——s @coswi—&—isinQ(pa—Q.
T Op Or dp 12 Op?



244 53 Koordinatentransformationen

F o (oN_ o (.0 1 o
ox2  Ox2 \Ox2)  Oz2 Yor T (p&p

.0 (. 9 1 0 1 o (. 9 1
= smgoa 81n<p5+;cosgoa—so Jr;cosap% smgoEJr;cosgoa—so

= sin? 8—2 + sin ¢ cos 2 12 + 1cos2 2 +

N Yo peosee\ 7 dp r Yor

+1 sin ¢ cos 32 — i sin ¢ cos p— + i cos? —2
p S s0830 ar 2 DNPCOS® r2 90(‘3(,02 '

Oy
0 _ 9 (o _ &
ox2  Oxz \Oxz) 022
Letztendlich erhalten wir
9?2 H? H? H? 10 1 9 52

A= 5z T o trar T2 T a2

LN 9\, 10 O 1o o) 18
- r e T or 2002 022  ror "or r2 0?2

82

022"
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54.1  (a) Wir bestimmen den Tangentenvektor und untersuchen dessen Komponen-
tenfunktionen nach Nullstellen:

it)=0 & t=0

=1, = G(H)#£0 YteR

Somit gibt es eine vertikale Tangente bei ¢ = 0, keine horizontalen Tangenten und keine
singuléren Punkte.

(b) Als Bogenléngenfunktion erhélt man mit der Substitution 7 = &, dr = %du:

t t t 2t
s(t) = /n«y(r)ndf:/||<2r,1)T||dT:/\/472“dT:%/WHdu.
to 0 0 0

Dieses Integral lasst sich durch die Substitution v = sinh z, du = coshz dz und an-
schliefende partielle Integration losen, wobei cosh? z — sinh? z = 1 gilt:

/\/UQ——‘rl du = /(\/M) coshz dz = /coshgz dz
= sinhzcoshz — /sinh2 z dz
= sinhzcoshz — /(cosh2 z—1)dz
= sinhzcoshz+ 2z — /cosh2 z dz

Hiermit erhalten wir:
/\/UQ——‘rl du = /coshgz dz = % (sinh z cosh z + z)
% (sinh z\V/sinh? z + 1 + z)
% (U\/u2——|—1 + arsinh u) .
Mit einer Riicksubstitution erhalten wir nun die Bogenlédngenfunktion:

2t
s(t)y = 1 [ux/ u2 4 1 + arsinh u} = % (215\/ (2t)2 + 1 + arsinh Zt) .
0

4

54.2  Fiir die Ableitung erhilt man mit Hilfe der Produktregel

cost —sint cost —tsint
A(t)=|sint | +¢| cost | = |sint + tcost
1 0 1



246 54 Kurven |

Die Kurve hat damit die Lénge

a a
L /||'y(t)|| dt:-/||(cost—tsint,sint—f—tcost7 )7 de
0 0

a
/\/(cost —tsint)? + (sint + tcost)? + 1 dt
0

/\/(1+t2)(sin2t+cos2t)+1 dt:/\/2+t2 dt
0 0

= \/E/a\/lJr(t/\/E)Q dt
0

Substitution: t = v2z, dt = V2 dz

a/\/§
a/V2
= 2/\/1+x2dz:2~%{ac\/1+ac2+arsinhm}
0
0

= 7 1+ (a/v2)” + arsinh(a/v2) .
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55.1 Da die Funktion s : [a,b] — R streng monoton wachsend ist, ist auch die
Umbkehrfunktion s~ : [0, L(y)] — R streng monoton wachsend. Somit ist 7 eine Umpa-
rametrisierung von +. Dass ||7(t)|| = 1 fiir alle ¢ gilt, rechnet man einfach nach:

A = (v(s7H M) =4(s7H®) (s7H1) = (s (1))

- 1 o

_r
s’ (s—l(t))

55.2  Wir gehen nach unserem Rezept vor:

1) Wir bestimmen die Bogenldngenfunktion mittels der Substitution 7 = sinhwu, d7 =
g g
cosh u du:

—/||<¢<r>,y<f>)||d7—/H(ﬁiﬁ)\\df—/J(ﬁ)ﬁ ()’ r
0 0

arsinh t arsinh t arsinh ¢

t

—coshy__ qy, = coshu gy — [ du=u
V +T2 \/14sinh? u coshu

0 0

arsinh ¢

= arsinh¢.

0

Insbesondere gilt L(y) = arsinh 2.
(2) Wir bestimmen s~

s(t) = = arsinht = s~ '(t) = sinht.

t
b/ V14712
(3) Wir erhalten die Parametrisierung nach Bogenldnge:

In\/1 + sinh? ¢ Incosht

3 :[0,arsinh 2] — R?, (t) = ~(s (1)) = . = .
arctansinh ¢ arctansinh ¢

55.3 (a) Fiir die Kurve und ihre Ableitungen gilt:

acost . —asint . —acost
=1 ], )= ;) =

bsint bcost —bsint

Somit folgt fiir die Kriimmung

_|2®)it) — y(t)i(t)]  absin®t+ abcos®t ab

(#(t)? + y'(t‘)Q)s/2 B (a2 sin? t + b2 cos?2 t) ¥ (a2 sin? ¢ + b2 cos? t) 2

Wir unterscheiden nun drei Félle:
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(i) a =10 : Fir die Kriimmung gilt

a2

ﬁ(t)*—*lfconst
a3 a '

Die Kriimmung ist also an allen Punkten der Kurve maximal.
(ii) a < b: Wir betrachten den Radikand im Nenner von x(t)
a®sin®t 4 b cos® t + a® cos® t — a® cos’ t = a® + (b2 - az) cos’t .
—_———
=0 >0 €[0,1]

Der Nenner wird also minimal fiir cos*t = 0, also fiir t = At = 37” Die

INJE]

Kriimmung wird somit maximal an den Punkten (0, £b).
(iii) @ > b : Wir betrachten erneut den Radikand im Nenner von k()
a®sin® t 4+ b cos® t + a® cos® t — a® cos® t = a® + (b — a®) cos’ ¢ .
—_—
=0 <0 €[0,1]

2

Der Nenner wird also minimal fiir cos® t = 1, also fiir t = 0 A ¢t = 7. Die Kriimmung
wird somit maximal an den Punkten (+a,0).

(b) Wendet man die Leibniz’sche Sektorformel an, so erhdlt man den Flacheninhalt

/O % (w(t)y(t) - :f:(t)y(t)) dt’
/Ozﬂ <a costbeost — (—asin t)bsint> dt‘

27
ab/ ldt‘zwab.
0

F =

N

|
N[=

N

55.4 Das von den beiden Kurven eingeschlossene Gebiet ist in der Abbildung als
schraffierte Fliche gekennzeichnet. Die beiden Kurven schneiden sich in den Punkten
(1,1)" und (1,—1)". Wendet man die Leibniz’sche Sektorformel auf die Kurve ~i(t)
fiir t € [—1,1] an, so besteht der vom Fahrstrahl tiberstrichene Fliacheninhalt aus der
Summe des schraffierten Gebiets und des in der Abbildung grau gekennzeichneten Drei-
ecks. Letzteres hat den Fliacheninhalt Fo = 1 welcher am Ende der Rechnung einfach
abzuziehen ist. Die Leibniz’schen Sektorformel angewandt auf die Kurve i (t) ergibt
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1 1 . . y
rso= |/ w(t)y(t)—m(t)y(t)dt] y
_1 2
1 1
= —/ (2—t2)-1—(—2t)tdt’
21/
1 /1 5 ‘
- = 2+ 2dt
21/
115 !
= Z|=tP+2 |==
213 )

Also ist der gesuchte Fliacheninhalt des Gebiets %.

55.5 (a) Wir betrachten ein Rad mit Radius r und wéhlen den Koordinatenursprung
als Startpunkt fiir P . Als Kurvenparameter ¢ wahlen wir den Winkel zwischen den
Strecken PM und M@ (s. Abb.).

Zykloide

Anhand der Abbildung lidsst sich nun die Parameterdarstellung leicht ablesen, wir er-
halten

t—sint
y(t)=r , 0<t<o0.
1—cost

Wie man leicht sieht, ist diese Kurve 27-periodisch.

(b) Die Fliche unter dem Zykloidbogen 0 < t < 27 berechnet sich mit Hilfe der Leib-
niz’schen Sektorformel wie folgt

Foe 3| [ (w000 - s )ar
= 3 /:ﬁ r? ((t — sint) sint> — (1 —cost)(1 — cost)dt

27
= % / r2<2008t+tsint2>dt‘
0

= %rQ ’3sint—tcost—2t|§ﬁ’ = 3mr?.
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(c) Fiir die Kurve und ihre Ableitungen gilt:

() = r(t —sint) ) = r(1 — cost) ) = rsint

r(1 — cost) rsint rcost

Somit folgt fiir die Kriimmung

|z (t)y(t) — y(t)z(t)| _ |r(1 — cost)rcost — rsintrsint]|

K(t) = (i(t)2 + 9(t)2)"? [72(1 — cost)? + r2sin® t] e
- |cost — cos® t — sin? ¢ ~ |cost—1]
; T‘(l*2COSt+COSQt+Sin2t)3/2_T(2*2C08t)3/2
(1 —cost) _ 1

2V/27(1 —cost)”> 2271 —cost

55.6 Die Kurve lisst sich als Funktion y(¢) = 2(cosh(t/2) — 1) darstellen. Fiir die
Lénge ergibt sich

5 5 5
5
L:/\/l—f—y(t)? dt:/\/1+sinh2%dt:2/cosh%dt:4sinh% =4sinh 3.
0
-5 -5 0

Zur Parametrisierung nach Bogenlinge gehen wir nach Rezept vor:

(1) Die Bogenlédngenfunktion lautet (siehe oben):
t
s(t) = /cosh% dr = 2sinh £ + 2sinh 2.
=5

(2) Als Umkehrfunktion zu s erhalten wir
s~ '(t) = 2arsinh (£ —sinh 2) .

(3) Die nach Bogenlidnge umparametrisierte Kurve lautet damit

0 ( 71(t)) 9 arsinh (% — sinh %) arsinh (% — sinh %)
= ’y S = =
! cosh [arsinh (£ —sinh 2)] — 1 \/(% —sinh%)2+1—1

55.7  Die Kurve lisst sich als Funktion y(t) = 1—cost darstellen. Fiir die Kriimmung
ergibt sich

[5(t)] | cost]| cost

/i(t) = - == )
(1 +y(t)2)3/2 (lJrsin2 t)3/2 (1 + sin? t)3/2

wobel wir benutzt haben, dass cos(t) > 0 fiir ¢ € [0, 1] gilt.
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55.8  Fiir die Ableitung erhilt man mit Hilfe der Produktregel

_ cost _ —sint _ 2cost +sint
’y(t):72e 2t +e 2t ——e 2t
sint cost 2sint — cost

Die Kurve hat die Lange

L = /||~y(t)|| dt:/”fe_gt(2008t+sint,28intfcost)|| dt
0 0

= /e_Qt V/(2cost + sint)2 4 (2sint — cost)? dt
0

a

= /eth \/5(sin?t 4 cos2t) dt = V5 lim [ e ' dt
a—r 00
0 0
= /5 lim [%e%] =+/5 lim (% - 162‘1) = ﬁ

o a—00 2 2

Zur Bestimmung der Parametrisierung nach Bogenlénge gehen wir nach Rezept vor:

(1) Fiir die Bogenlédngenfunktion erhalten wir nach obigem Vorgehen
s(t) = ? (1 — 6721&) .

(2) Um s~ *(t) zu bestimmen, 16sen wir s(t) nach t auf:

s(t) = ? (1 - eth) & f% st)+1=e¢?" & In (\35 s(t) + 1> = -2t

Damit lautet die gesuchte Umkehrfunktion s~ wie folgt:

sTHt) = féln <1 - \%t) .

(3) Fiir die nach Bogenlénge umparametrisierte Kurve ergibt sich also

() = (s~ (1) = (1 - %t) <cos [%m (1 - %tﬂ sin [%m (1 - %tﬂ)T .



56 Kurvenintegrale

56.1 (a) Fiir diese Kurve erhalten wir

Y(t) = (—sint,cost, 1), |H(@)|| = Vsin2t + cos? t + 1 = V/2,

und damit fiir das Integral
27 27
[ras= [ sa@li@la = [ feostsint, V2 d
¥ 0 0
27

27
+/ cost dt | =—/2r.
0 0

(b) Die direkte Verbindungsstrecke ist gegeben durch v(t) = (¢,t), t € [0,1]. Das
Kurvenintegral berechnet sich dann zu

27
= \/5/ cos2t+tsintdt =2 <7r—tcost
0

T

1 ] [t 2t 1
[vas = [Cwonsmya= [ (7] | ]

1
= / (2t+e)dt=1+e—-1=¢c.
0

56.2  Der Betrag des Geschwindigkeitsvektors ist

—sint v
5
} = — o Sein2 1
YOI = cost —\/sm t+COSQt+Z—7'
1
2

Die Masse berechnet sich dann als

M= / PO D)) e O/ [T Y

Den Schwerpunkt S = (s1, s2, s3) berechnen wir in einem Aufwasch, d. h., wir berechnen
drei Integrale gleichzeitig, indem wir einen Vektor komponentenweise integrieren:

4 [cost \/_
t
s = - / WO do = / ant | £Y2

2t
47 A

gtCOStdt cost +tsint 0

1 |4 . B

T 8n2 Oftsmtdt = gq2 | sint — tcost = |2

4m 5 0 4m
%E{t dt 11(4m)3 3
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56.3  Wir bezeichnen mit v; die direkte Verbindungsstrecke von A und B, mit 2
den Streckenzug, bestehend aus 721 von A nach (1,1)7, gefolgt von 42,2 von (1,1)T

nach B und mit 3 die Verbindungskurve von A nach B entlang der Parabel y = 2 4 1.
Wir wihlen die folgenden Parametrisierungen:
(@) 100, R? m(t)=(t1+1)"
(b) 121 :[0,1] = R? y21(t) = (t,1)" und 7221 [0,1] = R?, y22(t) = (L,1+1)"
(¢) v3:[0,1] = R?,  ~3(t) = (t,t> + 1)
Fiir das Kurvenintegral

[oas= [ o (0) A0

a

erhélt man folglich:

(@) [v-ds= [y —t—1+t+(1+0)di=3.

(b) fV?v'ds:fw,lv'ds—'—fwav'dszf01t2—1 dt+f011+(1+t)2 dt = %'
(C) f’m v-ds = fol t2 _ (t2 + 1) + 2t[t + (t2 + 1)2] dt = 2.
Entsprechend ergibt sich im Vektorfeld w:

() [ w-ds= [} * —t—1+t+(1+1)di=3.

1 1

®) [yw-ds=[, w-ds+ [ w-ds=[g* —1dt+ [y 1+ (140" dt=35.
(¢) [, w-ds= [} — (£ + 1) + 2t + (1 + 1)*] dt = .

In der Tat héngt der Wert des Integrals f7 w ds fiir eine beliebige Kurve v : [a,b] — R?
nur vom Anfangspunkt v(a) und vom Endpunkt ~(b) der Kurve ab, d.h. das Integral
ist wegunabhdngig im R?.

56.4 Das Gebiet G besteht aus zwei gedrehten Parabelbogen.

(a) Die zwei Kurven werden durch v1(t) = (1 — 3¢%,¢)" und 72(t) = (3(#* - 1),6)"
parametrisiert (¢ € R). Fiir die Schnittpunkte dieser Kurven ergibt sich
1o 1.9
nt)=mnl) < 1-=E-1) < t=+v2.
Der rechte Bogen von G ist daher 71 (t), —v/2 < t < /2, der linke y2(t), —v2 <t < V2.
Um aus diesen zwei Kurven eine (aus zwei Stiicken bestehende) zu machen, ist noch
die Durchlaufrichtung von ~2 mittels ¢ — (—t) anzupassen. G wird also parametrisiert

durch v1(t), —vV2<t<+v2und %2(t) = 3 - 1), )", —vV2 <t < V2.
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(b) v-ds:/v-d$+/v'd$
oG 71 Y2

T T
(e () e (R 0en) ()
V2 t? 1 V2 (—t)? -1

vZoo3, 3 Y2 3
= S ar=2| - 25 =28
3 8 0 ], 5



57 Gradientenfelder

57.1 Da R? einfach zusammenhingend und v € C*(R?) ist sowie

2y — 2y 0
rot(v) = 0—-0 | =1]0
1-1 0

gilt, ist v ein Gradientenfeld. Das heifst, der Wert des Kurvenintegrals kann unabhéngig
vom Weg ~ berechnet werden bzw. mittels einer Stammfunktion von f. Eine solche
berechnen wir nun (beachte das Rezept):

folwy,2) =22+y = [(z,y,2) =2 + 2y +9(y,2)
Weiter ist fy(z,y,2) =2 + gy(y, 2) L2+ 2yz, also g(y, z) = y?2z + h(z) und damit
f(z,y,2) = 2° +zy+ 372 + h(2).

Nun leiten wir nach z ab und erhalten f.(z,v,2) = y* + h2(2) E y? + 2z, also ist
h(z) = 2* + ¢ mit ¢ € R und

f@y2) =" +ay+y°z+ 2 +c.

Zum Rechnen wéahlen wir uns die Stammfunktion mit ¢ = 0. Nun kénnen wir das
Integral auswerten, es gilt:

/v- ds = f(y(27)) — F(7(0)) = f(2m,1,0) — £(0,1,0) = 4n° + 2.

-
57.2  (a) Wir iiberpriifen, ob die Integrabilititsbedingung fiir v = (v1,v2) " erfiillt
ist, diese lautet

Ovi(z,y) _ Ova(z,y)
oy Oz

Diese ist aber offensichtlich nicht erfiillt, da 22L& — —, 2valw) — g,

’ oz

Daher ist v kein Gradientenfeld, es existiert daher keine Stammfunktion f.

(b) Die Kurvenintegrale f,y v - ds berechnen sich wie folgt

(i) Die Parameterdarstellung der Geraden ist gegeben durch x = ¢, y = 1 + ¢. Die
Endpunkte des Integrals (0, 1) und (1,2) werden bei ¢t = 0 bzw. ¢t = 1 durchlaufen.
Somit erhdlt man das Integral

1 2 ! 1
t) —y(t 1
/ (0" ~y(t) dt:/[t271—t+(1+t)2+t]dt
o \y(t)? + z(t) 1 0
1 1
:/ 2 +t)dt =262 +¢%| =32.
0 0
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(ii) Die Parameterdarstellung der Parabel ist gegeben durch x = t, y = 1 4 t* wobei
die Endpunkte bei ¢ = 0 bzw. t = 1 durchlaufen werden. Durch Einsetzen der

Parametrisierung ergibt sich das Integral

-
Ua(t)? - y(t) 1 o N
/0 y(6)* + (1) 2t dt—/o L4+ (L+¢7)° +t)2tdt

1 1
:/(2t5+4t3+2t2+2t71)dt:%t6+t4+§t3+t27t =2.
0 0

57.3 (a) Fiir rot v erhélt man

—2y + 2y 0
rotv = | —6z22 4+ 6222 | =]0| =0.
6—6 0

(b) Zur Berechnung des Kurvenintegrals bieten sich zwei Moglichkeiten an.

Methode 1: Darot v = 0, ist das Integral zwischen dem Anfangspunkt (0) = (1,0,0) "
und dem Endpunkt v(27) = (1,0,27) " der Kurve wegunabhingig. Deshalb kann man
einen einfacheren Weg, z.B. 4 mit Parametrisierung (1,0,t)" fiir ¢t € [0, 27], wéhlen.

Fiir diesen Weg erhélt man das Kurvenintegral

-
2t3 0
27 27
/v-dSZ/ 6 0 dt:/ 3t2dt = (2m)°.
5 0 ) 0
3t 1

Methode 2: Da rotv = 0, existiert eine Stammfunktion f(z,y,z), so dass v = V.
Diese Stammfunktion berechnet man mit unserem Rezept, wir zeigen auch mal eine

modifizierte Version: Es gilt
O f = 222> + 6y, Oy f = 6z — 2yz, 0. f =32%2% — 2,
woraus sich nach der Integration folgende Gleichungen ergeben
f=a?2 46y + iy, 2), f =62y — v’z + fa(x,2), [ = 22" —y*2 + fa(z,y).
Ein Vergleich liefert die Stammfunktion
f(z,y,2) = 222% + 62y — 12

und somit das Kurvenintegral

/ v-ds = f(y(2m)) — F((0)) = (21)°
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57.4  Das stetig differenzierbare Vektorfeld v ist auf dem einfach zusammenhéngen-
den Gebiet R? erklirt, auRerdem gilt rotv = 0, sodass eine Stammfunktion auf R3
existiert. Wir ermitteln eine Stammfunktion f(x): Durch Integration der Komponen-
tenfunktionen v1, v2, v3 nach den entsprechenden Variablen z, y, z erhalten wir

f(@) = 22" +y sinw + e(y, 2),
() = —4y + y*sinz + c(x, 2),
f@) =22+ 22> + c(z,y).

Fasst man alle drei Ergebnisse zusammen, so ergibt sich (mit der Integrationskonstanten
c=0)
f(z) = z2® + 9 sinz — 4y + 22

und somit

/v'dsz fv(%)) = f(7(0)) = f(1,1,1) = f(0,0,0) = sin(1) — 1.
.

57.5  Wir beginnen zunéchst mit der Rotation:

622 — 622
rotv=V xv= 0—0 =0.
322 — 322

Die Rotation verschwindet also auf dem einfach zusammenhingenden Gebiet R3| auf
dem das stetig differenzierbare Vektorfeld v erkldrt ist. Somit besitzt v eine Stamm-
funktion f. Die Stammfunktion erhalten wir mit unserem Rezept als

fla,y,2) =2y +2y2° .

Wegen ~v(0) = (0,—1,0)" und (7)) = (0,1,7) " gilt fiir das gesuchte Integral

/v~ds:f(0,177r) — f(0,-1,0) = 272
.



58 Bereichsintegrale

58.1 Man iiberlegt sich zuerst, dass sich die Graphen z = y? und y = %CE — %
in den Punkten (1,—1) und (9,3) schneiden. Zu berechnen ist das Integral iiber eine
fliigelartige Fliche B C R?. Wir werten das Integral zuniichst als Doppelintegral mit

dF = dz dy aus: Hier lisst sich B beschreiben durch —1 < y < 3 und y? < z < 2y + 3,
womit wir

3 2y+3 3 5 2y+3
// (z+y)dady = / / (z+y)daedy = / [%CE +:ﬂy} dy
B 1Jy? 2

—1 Y

3
= / {—%y4fy3+4y2+9y+%} dy

9.2 704
= {_Ey —4y +33/ +3y +2y} LT 15

erhalten. Bei der Auswertung des Integrals als Doppelintegral mit dF' = dxz dy ist eine
Unterteilung von B in zwei Normalbereiche notwendig:

/ (z+y)dyde // (z+v) dyder// 3 z+y)dydz
B o3
1 v 9 NG
= / [nyr%y?} dx+/ [xy+%y2}1 5 dx
0 -V 1 3r—%5
1 3 97 3
= /0 2x5dx+/l {$5+%$%m2%} de
_ |4 % ' 2 2 1.2 5 .3_ 9 9,704
= 5T + |5T2 + 5T — 53T —3T| = T§ -
0

58.2  Das Gebiet wird in der y-Richtung begrenzt durch

0 fiir € [0, 1],
u(z) = 0,1] und o(z) = 1z, = €10,2].
x—1 firzell,2],
Somit ist
2 [ o(x) 2
//w ydF = / / 22y dy | do = /x2 %(o(w)2 —u(x)?)dz
0 \u(z) 0
2 2
2
= /%afl dx /z2 %(ac —1)dx = 41—025 - [%1’4 %mSL
0 1
_ 4 8 | 1 _ 1 _ 96—2404+160415-20 _ 11
= 57 2+t5tg—5= 120 = 130
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Nun zur anderen Reihenfolge. Hier erhalten wir

1 [ o(y) 1
//w2y dF = / / xgy dz | dy = /y (%o(y)3 - %u(y)3> dy
B 0 \u(y) 0
1 1
= %/(y(y2+1)3*894)dy:%/(y7+3y5+3y3+y*8y4)dy
0 0
_ 1 1 1 1 8 __ 54+20+4+30420—64 __ 11
= smatetait3s -1 =" 10 T 120°

58.3  Wir losen die beiden Kurven nach x auf und erhalten die Funktionen o(y) =
1—y? und u(y) = y?—1, die sich auf der y-Achse fiir y = 1 kreuzen. Daher erhalten wir
den Flacheninhalt F' des betrachteten Bereichs durch Berechnen des folgenden Integrals

1 1—y? 1
F :/ / 1dedy = / x
=—1Ja=y>—1 y=—1

1—y? 1 )
dy:/ 2 -2y dy:%.
21 Y

r=y?— =—1




59 Die Transformationsformel

59.1 (a) Die Jacobimatrix der Koordinatentransformation lautet
cost+sint s (—sint+ cost)
cost —sint s (—sint — cost)

und man erhilt die Jacobideterminante detJ = —2s. Der Bereich D transformiert sich

wie folgt
2 +y? = s (cost +sint)? + 5% (cost —sint)® < 2 liefert 0< s <1,
woraus sich ein Normalgebiet B = {(s,¢)" |0 < s < 1,0 < t < 2r} ergibt. Das

Bereichsintegral in den neuen Koordinaten ist somit

2scost

/ arctan 25810t 9¢ dsdt = / 2st dsdt.
B B

(b) Das Bereichsintegral berechnet sich wie folgt

1 2
/ 2st dsdt = / / 2st dtds = 272 .
B 0 0

59.2  Aufgel6st nach x,y erhilt man die Riicktransformation
z=1(s+t), y=1i(-1

aus der sich leicht die entsprechende Jacobideterminante berechnen lésst:

el ol 1 1
Oy |55 at|_|3 3|__1
(s, t) 2w oy| |1 _1 2
s ot 2 2

Der urspriingliche Integrationsbereich wird durch die Geraden
y=x—1, y=x—2, y=0 sowie die y-Achse

begrenzt. Diese Geraden transformieren sich in die Geraden

woraus sich ein Normalbereich
B={(st)]1<t<2,-t<s<t}

ergibt. Somit erhélt man folgende Integraltransformation

2 t
/ @)/ =9) qp dy :/ o5/t 3(“/)‘ dsdt = %/ / e*/t dsdt.
D B I(s ) t=1Js=—1

Das transformierte Integral kann man schlieflich leicht berechnen

2 2
%/ / s/t dsdt:%/ tes/t
t=1Js=—t =1

t 1

-1 2
e —e 11
dt = —— t=3("— .
t 5 /1td (e —e )

s=—t
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59.3 (a) Da der Integrand sphérische Symmetrie besitzt, kann das Bereichsintegral
einfach in Polarkoordinaten berechnet werden.

R pm/2 R
/ e eV’ dwdy:// efrzrdcpdrzz/ e dr
Dn o Jo 2 Jo
_p2|R T _R?
i
~T(1- .
i)

(b) Man withle Kreissegmente D vom Radius A und v/2A. Das erste liegt innerhalb des
Integrationsbereiches von 73, wihrend das zweite diesen Bereich komplett einschlieRt.
Da der Integrand e ™ >0 ist, gilt die Abschétzung

™
——e

4

Ka<Ti <K 54
Nun kann man den Grenziibergang A — oo durchfiihren:

lim Ky < hm IA<;}EHOOIC‘/§A7

A— oo
wobei sich fiir die untere und obere Schranke der gleiche Grenzwert ergibt:

—A%) _ T : _ i 247\ T
Algnoo ’CA_ 11~r>noo 4 (1 © > o 4 und Ah~r>noo ]C\/iA Algnoo 4 (1 © ) 4’

Somit erhalten wir fiir das Fehlerintegral Z:

_ VT
="

lim IA— —

™
A—oc0 4

59.4  (a) Die Gesamtladung der kreisférmigen Kondensatorplatte B ldsst sich hier als
Doppelintegral iiber die Flichenladungsdichte o(z,y) = —a(R? — 2% —¢?) fiir (z,y) € B
ausrechnen: Kiirzt man w(x) = v/ R? — z2 ab, so folgt

w(x) ) 5
//ng = foz/ / e fy)dydac
B =—R _70.1(30)
W(E)
foz/ / . -y ) dydx
=—R

fa/ 2 [(R2 )y — ly?’]w(w)
rx=—R 3
R

= —a/ éu)(:v)S dz
r=—R 3

= —« 1u)(ac)?’ + 1R2x w(x) + lR4 arcsin — "’
o 3 2 2 R|._ &

dx

y=0

1
= —aR'arcsinl = fEaﬁR47
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wobei wir eine Formelsammlung und diverse Symmetrien benutzt haben.

(b) Die Rechnung in (a) lasst sich mit Polarkoordinaten x = rcosg, y = rsiny iiber
dydx = rdp dr signifikant abkiirzen:

27 R
// odF = —a/ / i rdgodr——a/ 27T(R2—r2)rdr
B r=0 r=0

1 4}1*
=T

1
5 = ——arR*.

_ 22
= owr[Rr 3

r=0

Das Ergebnis ist natiirlich identisch zu (a), aber wir haben hier weder die Formelsamm-
lung noch komplizierte Transformationen benétigt (oft ist es giinstig, die natiirliche
Symmetrie eines Problems zu beriicksichtigen).

59.5 Die Menge D beschreibt ein Kreissegment im rechten, oberen Quadranten
(z,y > 0) mit Aufenradius 2 und Innenradius 1. Durch die Bedingung x > y wird
nur ein Achtel Kreissegment beschrieben.

Mit & = rcos(¢) und y = rsin(yp) lasst sich D schreiben als

B:{(r,¢)|1§r§2,0§¢§%}

und es gilt dx dy = r dr de. Somit berechnet sich die Fliche von D wie folgt, wobei wir
die Substitution u = cos(¢), du = — sin(yp) d¢ benutzen:

/4 2 . /4 . 2
Dz =0 \Jr=1 7 cos?(¢) P 2 R

\/5/2 \/5/2
:l/ _iduzl[lL} :%(2\/5—1).

2 Sy ut 2 [3ud],_,

59.6  Wir benutzen Kugelkoordinaten und erhalten fiir die Masse M der Kugel:

2m
M = / / / r cosdr?sind dr de do
9=0

4 4
= 27rR— (:ost9s1n1$l dy = ﬂ sin” 9" = ugis
4 Jo—o 2 2 ],

4

Nun berechnen wir die Koordinaten s1, s2, s3 des Schwerpunkts S. Aus Symmetriegriin-
den liegt der Schwerpunkt von D auf der z-Achse. Damit haben wir schon s; = s3 = 0.
Und fiir die z-Komponente berechnen wir das Integral:

1

S Y PP R
S3=— / / r“cos” ¥ rsind dr dp dd=
M =0 Jr=0

1 27R° [_ cos® 19} /2 1 27R°

M 5 3 |, M 15

Setzen wir M ein, so erhalten wir s3 = 8%/15.
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59.7  Zur Beschreibung des Kegels K bieten sich Zylinderkoordinaten an: Mit der
Transformation = r cos ¢, y = rsin ¢ und z = z erhélt man K fiir z € [0, 3], ¢ € [0, 27]
und 7 € [0,1 - 3].

(a) Mit Hilfe der Transformation in Zylinderkoordinaten ergibt sich fiir das Volumen V
von K:

///dv //Qﬂ/l__rdrdgodz_//%[ ] gdwdz

1 1 1 1 1 1
27r/0 §_§Z+ EZQdZZQW [—z——zg—i——zﬂozw.

<
|

Unter Verwendung der angegebenen Massendichte p(z,y,z) = 1 — \/22 4+ y? erhalten
wir fiir die Gesamtmasse M von K:

2m 17—
///p(m y,2z)dV = // / p(rcosp,rsing,z)rdrdedz

1

//QW/I__(l—r)rdrdgodz—/ /% [———Ls dpdz

L1, 1 1 1 4] o«
= o[ 2 —Ade=2m |- = =t =T
”/0 6180 TEc % W{6Z 517 + 33" ] 2

M

(b) Nun berechnen wir noch die Komponenten si, s2, s3 des Massenschwerpunkts S
von K:

2m 17—
s1 = M/// xp(x,y,z // / (1—=r)r cosprdrdedz
2m 471-3%
= // cosgo[——z] dedz
2 r 471-3 2
7T/O [3 4]0 |:Sln80]0 ? ’

wobei der letzte Schritt aus der Beziehung [sin ¢]3™ = 0 folgt. Entsprechend erhilt man

1-2 27
1 /// 2 33 3
2 = 7 yp(x,y,z)dV:—/ - = — Ccos @ dz =0.
M K ™ Jo 3 4 0 0

SchlieRlich gilt

27 1——
sz = M/// zp(z,y,z // / (I=r)zrdrdedz
2 PBE 1.1 1 4
_ 4 27iz4 l s 323
12 72 405 0 10"
— Q)T-

Man erhélt als Massenschwerpunkt von K den Punkt (s1,s2,s3)" = (0,0, 0



60 Flachen und Flachenintegrale

60.1 Da die z-y-Ebene sowohl fiir die Kugel als auch fiir den Zylinder eine Spiege-
lebene ist, geniigt es die obere Halbkugel zu betrachten. Die Oberfliche der Halbkugel
lasst sich durch z = y/a? — 22 — y2 darstellen. Wir bezeichnen das gesuchte Flachen-
stiick mit ¢ und dessen Definitionsbereich mit B und erhalten damit

x2 y? a
sz// 1+ + dzd z//—dgcd.
//¢ B\/ a?—x2 —y?  a® —x2—y? Y B /a2 — 22 — 2 Y

Aus Griinden der Symmetrie beschrankt man sich auf den ersten Quadranten der xy-

Ebene und fiihrt Polarkoordinaten @ = rcosy, y = rsiny ein. Die Zylindergleichung
22 + y? = ax ausgedriickt in Polarkoordinaten wird zu r = acos . Somit kann das
Fléchenintegral {iber B einfach in Polarkoordinaten formuliert werden, es gilt:

a /2 acos ¢ a
— daxdy = ————rdr | d
//B\/a2x2y2 Y /o <o va? —r? ) ’
71'/2 7r/2
:/ —ava? — r? acompdgo:/ a*(1 —siny) dp = a*(Z - 1).
0 0 0

Die aus der Kugeloberfliche ausgeschnittene Gesamtfliche ist damit a? (271' — 4).

60.2 Aus Symmetriegriinden kann man sich auf die Fliche tiber dem ersten Ok-
tanten der z-y-Ebene (0 < z) beschrinken. Die Oberflache ist hier gegeben durch
22 4 22 = o®. Hieraus ergibt sich die Parametrisierung

v

P(u,v) = m , u € 10,a], v €[0,a], u<w.

22 _ 02

und somit

0 1 Vo=
¢u(u7v) =11 ) ¢’U(u7v) = 0 und ¢u(u7v) X ¢’U(u7v) = 0

t

0 RG] -1

mit
a
6 (11,0) X o (u, )| = 2.
a? —v

Der Flécheninhalt des ersten Oktanten betréigt also

a v a a U a 2
dF:// 7dudv:a/ 7dv:—a\/a2—02‘ =a”.
-//¢ o Jo Vaz—o2 o VaZ—u2 0

Somit ist der Flicheninhalt der gesamten Oberfliche des Schnitts 16 a2.
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60.3  Aus der gegebenen Parametrisierung folgt

cos @ —7rsinp sin ¢
ér(r,0) = [ sing |, ¢p(r,@) = | rcosg | und ¢r(r,¢) X ¢pu(r,¢) = | —cosgp
0 1 r

und somit

|or (1, ) X Pu(r, )] = V14712,

Hieraus ergibt sich der Flacheninhalt

1 p2m 1
//dF:/ / \/1+r2d<,0dr:27r/ V1472 dr
@ o Jo 0

Zur Berechnung des verbliebenen Integrals fithrt man die Substitution 7 = sinh ¢ durch.
Da cosh®¢ — sinh®t = 1 und 9% = cosh ¢ gilt, erhélt man

1 a
/ V1+r2dr = / cosh?t dt mit a = arsinhl.
0

0

Partielle Integration ergibt unter Verwendung von sinh®¢ = —1 + cosh? t:

a

/ cosh?t dt = sinht cosh ¢
0

—/ sinh%dtzx/i—&—a—/ cosh?t dt,

0 0 0

woraus folgt

0

/a cosh® t dt = %(\/EJr a) und damit //¢ dF = 77(\/§+ arsinhl) .
60.4 (a) Es bezeichne M die Mantelfliche des Zylinders Z. Zur Beschreibung von
M bietet sich die Abbildung
¢ :[0,27] x [0, h] — R?, (u7v)T > (Rcostsinu,v)T
an. Wir schreiben also
M = {(Rcoqu?fsirlu,U)T eR?|(u,v)' € D} ,

wobei D = [0, 2x] x [0, h].

(b) Der Fluss des Vektorfelds v durch die Mantelfliche M von Z von innen nach aufen
ist das vektorielle Flachenintegral von v iber M, wobei ¢, X ¢, nach aufen zeigt:

//M” nds = //D”@(Uav))T (pu X ¢) dudv.
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Wir berechnen

—Rsinu 0 Rcosu
Gu = Rcosu , o= 0 |, PuXoy= Rsinu
0 1 0

und stellen fest, dass ¢, X ¢, nach aufen zeigt (wire das nun nicht der Fall, so wiirde
man ¢, X ¢, wahlen; hierbei wird die Orientierung umgedreht). Damit erhalten wir:

T
Rv cosu+ Rsinu Rcosu

h 27
// v-ds:/ / Rv sinu — Rcosu Rsinu | dudv = R*h’r.
M o Jo
v

0
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2

61.1  Die beiden Kurven y = z? und y? = x schneiden sich in (0,0) und (1,1).

Das Kurvenintegral entlang des Randes muss entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen
werden. Entlang der Kurve z = t, y = t2, t € [0, 1], erhélt man das Kurvenintegral

/01 [(2e(0)y(t) — 2()2)é(t) + (2(t) + y(©)?)3()] dt = /01 26 — 42 4 (¢ + £)26] dt
= /01[2t3+t2+2t5] dt=1
und entlang der Kurve = = (1 —t)?, y =1 —t (¢t € [0, 1]) das Integral
/O 1 [(2(8)y(t) — ())& (t) + ((t) +y(1)*)§(t)] dt
= /01 (20 —8)° - (1 -0 (-2)Q —t) —2(1 —t)*] dt
= /01 [2(1—1)° —4(1 —t)* —2(1 — ¢)*] dt
_ —é(l—t)ﬁ+%(1—t)5+%(17t)3‘;:%—4—2 .y
717 _ 1

Somit ergibt das gesamte Kurvenintegral ¢ — 1= = 5.

Der Satz von Green behauptet nun die Identitéit dieses Kurvenintegrals mit dem Ge-
bietsintegral

0 2 0 2 >
—(r+y")— =—2zy —x dwdy:/ 1—2z)dxdy.
[ (a9 - 5oy =) [(1-2)
Um dieses Integral zu berechnen, beschreiben wir B als Normalbereich:
B={(z,y)|0<a <12” <y<Va}.

Damit ergibt sich der Wert

1 pvzT 1
/(1—2:r)d:rdy=/ / (1—2x)dydw=/ (v — 20) [} do
B 0 Ja? 0
1

1
= [(E -2 o ) e = 37— e e | =

womit der Satz von Green bestétigt ist.
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61.2  Zuerst berechne man die benétigten Ableitungen

% = 5a(a® +¢°)7?

ou 2 2\3/2

~—~ =5

3y y(z® +y°)

2
O =152 + 1) 4 5% + o)
u _ 2/ 2 2\1/2 2 2\3/2

und somit ist
Au = 15(:22 + 312)(9c2 + yg)l/2 + 10(9c2 + yg)?’/2 = 25(:52 + yQ)S/2 .

Der nach aufien deutende Normalenvektor von 0B ist

X

2 2
n(e,y)= | V7L

womit sich das folgende Skalarprodukt ergibt:

-
2 2,3 z

(T, ny = 27Ty N Ve =5(z + ).
7 Sy(z® + )" L

Nz

Aufgrund der sphérischen Symmetrie von B bietet sich zur Berechnung der Integrale
eine Transformation in Polarkoordinaten an. Fiir das Bereichsintegral erhélt man

R r27m R
// Au dxdy = / / 2513 rdrdep = 507r/ r*dr = 10mR°.
B o Jo 0

Der Rand von B lésst sich in Polarkoordinaten einfach parametrisieren. Fiir den Kreis-

bogen gilt s = Ry und somit ergibt sich fiir das Randintegral
27
§I§ (Vu,n) ds = §I§ 5(z +y°)% ds = 5§Z€ r* ds = 5R® de = 107R”.
oB B B 0

Damit ist der Satz von Gauf fiir dieses Beispiel verifiziert.
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62.1 Es bezeichnen

m F das elektrische Feld, m p die Ladungsdichte (Ladung pro Vo-
m D die Verschiebungsdichte, lumen),

m B die Induktionsdichte,

m H das magnetische Feld, m j die Stromdichte (Strom pro Fliche).

Es sei ¢ eine Fliche mit dem Rand J¢. Integration der 1. Gleichung liefert:

//q;rot(H)ds—//d;Dds://d;jdsc) Hds——/Dds—I

Hierbei bezeichnet I den Strom. Analog fiir die 2. Gleichung:

/[prOt(E)dS—'—//(ﬁBdS://qsOdS@ Eds-—/Bds_O

Fiir die 3. und 4. Gleichung betrachten wir ein (beschranktes) Gebiet B mit der Ober-

flache 0B:
///Bdiv(D) dz dy dz:///dex dydz & | [[,zpDds=@Q

Und schliefslich:
// div(B) dz dy dz:/// Odedydz & | [[,zBds=0
B B

62.2 Es sei dazu

v = (1}1,1)2,0)T und ¢ C {(3c,y,0)T |z,y € R}.

Es gilt dann ¢y, X ¢, = (0,0, 1) T (nach entsprechender Wahl von u und v). Nach dem
Satz von Stokes gilt dann

/8¢U.d$://d)rOt(v).dsz//d)rOt(v)T(d)“X¢v)dUdU:/ %_%d o
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62.3 Das Kurvenintegral: Der Rand v von ¢ ist der Kreis {(z,y,2)|2* + 9> =
4, z = 2}. Hierfiir findet man die Parametrisierung

2cost
v:t€[0,2n] — | —2sint | ,
2

wobei wir natiirlich darauf geachtet haben, dass die Raumkurve bzgl. dem angegebenen
Normalenvektor positiv orientiert ist. Somit erhilt man das Kurvenintegral

-
—6sint —2sint
27 27
%’U-dS:/ —4 cost —2cost dt:/ (1QSin2t+8COSQt>dt
0 0
! —8sint 0

27
- / (8 + 4sin? t) dt = 20r.
0

Das Fléchenintegral: Die Rotation des Vektorfelds v betrigt

22+w
w =rotv = 0

—z—3

Die Funktion der Fliche ¢ und der Flichennormalenvektor ¢, X ¢, lauten

u —u
o(u,v) = v und ¢y X ¢y = | —v | mit |du X ¢o| = V1+u? 402,
%(u2 +v?%) 1

wobei wir uns vor der Angabe des Definitionsbereichs D von ¢ noch driicken, da wir das
entstehende Integral natiirlich vorteilhaft in Polarkoordinaten auswerten werden; hierbei
wird der Definitionsbereich zu einem Rechteck B. Ubrigens miissen wir die Reihenfolge
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von v und v noch vertauschen, da der bisherige Flichennormalenvektor ¢, X ¢, eine
positive z-Komponente hat. Mit ¢, X ¢,, erhalten wir:

//J“”ds = //(bwds = /wa(uw)f(qsv X $u) dudo

-
%(u2+02)2+u u
:// 0 v | dudv
b 2, .2
—2(u*+0%) -3 ~1

1 1
:// —u(u2+v2)2+u2+§(u2+02)+3dudv
2m
/ / —r cosgo—&—r cos 90—&—17“ + 3derdr
:/ s +67rrdr—§r + 3mr? —207r.

0 0

Somit ist der Satz von Stokes in diesem Fall verifiziert.

62.4  Offensichtlich handelt es sich bei der parametrisierten Fliche um ein Segment
der Oberfliche einer Kugel mit Radius 1, d. h., ¢ = {(z,y,2) |2*+3°+22 =1, 2z > %}
Vergleiche hierzu die Darstellung einer Sphére in Polarkoordinaten. Der Rand der Fliche
¢ ist der Kreis v mit Parameterdarstellung

cos ¢
Y(p) = % sin ¢ mit ¢ € [0,27].
1

Nun kann man den Satz von Stokes

%v-ds://rotv-ds
Y ¢

anwenden und das Kurvenintegral berechnen:

T .
o 1 — 5 sing
. = 1 1
ygv ds /o 3 COS 5 COS P de
%cosgosingo 0

27 27
_ 1 : 1 2 1 . m
_/o <ﬁsmap+mcos @)dap—m/o dap—m.

Man beachte, dass gemifs unserer Orientierung wir den Fluss von innen nach auflen
berechnet haben.
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62.5 Das durch die Flichen definierte Gebiet B hat die Form eines Tunnels mit
parabelférmigem Querschnitt, welcher sich entlang der z-Achse erstreckt. Die z-y-Ebene
bildet den Boden des Tunnels der bei x = 0 anfingt und bei =z = 3 endet. Prézise
formuliert handelt es sich um das dreidimensionale Normalgebiet

B={(z,9,2)[0<2 <3, -2<y<20<z<4-y°}.

Wendet man den Divergenzsatz von Gauf auf das Oberflachenintegral an, d.h.

//d)v«ds_///BdivvdV7

so erhélt man ein Volumenintegral welches sich beziiglich dieses Normalgebiets wie folgt

berechnet
2

///Fdivv dV:///F(2—:r) dV:/()S(/:(/:y (2—m)dz>dy>dm
_/03</_22 (2zxz)|§‘y2dy> dx—/og{/:(Qac)(élyQ)dy} da

3 2 3
/0 (2750)(4y7%y3)‘_2dw:% (fo)dcc

0

3
= 2 (20— 42%)| =16.

62.6 (a) Hilt man p € [0, R] und ¢ = 0 fest und lisst ¥ € [0, 27| laufen, so beschreibt
T einen Kreis in der Ebene y = 0 mit Mittelpunkt P = (R, 0, O)T und Radius p. Léasst
man nun ¢ € [0, 27] laufen, so wird dieser Kreis um die z-Achse herum rotiert, sodass
die Oberflache eines Donuts mit Hauptradius R (Abstand von P zur z-Achse) und
Nebenradius ¢ (Radius des rotierten Kreises um P) entsteht. Mittels Variation ¢ € [0, R]
erhélt man alle derartigen Torusoberflichen, also insgesamt einen Torus mit Haupt- und
Nebenradius R, der kein Loch mehr hat.

(b) Gemik unseren Uberlegungen aus Teil (a) wird die Oberfliiche von T} beschrieben
durch die Parametrisierung

¢:[0,2n] x [0,27] = R?,  ¢(p,9) = T(r,¢,9).

Wir berechnen

—(R+rcos?)sinp —7rsind cos ¢
o = (R+rcosd)cosp |, ¢v=1| —rsindsing
0 rcos v
und daraus
cos p cos ¥

O X g =r(R+rcos?) | sinpcosd mit  |p, X ¢y| = r(R+ rcos?).

sin v
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Damit erhalten wir fiir den gesuchten Flicheninhalt F'(¢) der Torusoberfliche ¢:
27 27 9
F(¢)://1dF:/ / r(RJrrcosﬂ)dgodﬂ:2777"[R19+rsin19]07r:4772Rr.
¢ o Jo

(¢) Als Fluss des Vektorfelds v : R?* — R? mit v(x) = = durch die Oberfliiche ¢ von T
erhalten wir:

//(bv.ds _ /O27r /Ozw v(¢(<p,19))T(¢<p X ) d ¥

27 27
/ / r (RrJr (R* +7?) cos ¥ + Rr cos® 19) dp dy
o Jo

27
= 277 {Rr19+ (R® +7?)sin®9 + Rr (g + W)} =6n°Rr?.
0

(d) Der Torus T wird beschrieben durch die Parametrisierung

0 (R+ ocos?) cosy
@ :[0,7] x [0,27] x [0,27] — R, e | = (R+ ocos¥)siny
s osin ¥

Die zugehorige Jacobimatrix ist

cosVcosp —(R+ pcosd)sing —psindcosp
D®(o,,9) = | cosIsing (R+ ocosd)cosp —gsindsing
sin ¥ 0 ocosv

mit |det D®(o, p, )| = 0 (R + ocos®}).

Fiir das Vektorfeld v gilt dive = 3. Daher erhalten wir fiir den Fluss von v durch die
Oberflache ¢ des Torus T mit dem Satz von Gauf

T 2m 2m
//vdF = /// divvdV:// / 3 |det DP(p, p,9)|dddedo
¢ - o Jo Jo
r 27 27
= // / 30(R + gcos?¥) dddepdo
o Jo Jo
dedo

r 27 27
= 3/ / QR19+92sin19
o Jo 9=0

= 1271'2R/ QdQ:67T2RT‘2.
0




63 Allgemeines zu
Differentialgleichungen

63.1 Die DGL ist nur im Bereich tx < 1 definiert. Isoklinen sind die Kurven mit
& = ¢ > 0. Somit folgt

; 1_ 2 Hyperbeln fiir ¢ # 1
r=1—c":
Koordinatenachsen fiir c = 1

Punkte von Losungskurven mit horizontaler Tangente liegen auf der Kurve =z = %

Punkte von Losungskurven mit extremaler Steigung (Wendepunkte) miissen & = 0 und
T # 0 erfiillen:

d —tx —x t x 1 x
I=—Vl—-tr=——=--—-————=0 = —==+1—-tx>0.
dt 2¢/1 —tx 2 2y1—tzx t =

D.h., diese Punkte kénnen nur im 2. oder 4. Quadranten liegen. Nun rechnen wir weiter:

1
P =t*1-tz) & *+tP2-t*=0 < ng(fﬁi t6+4t2).

Wir bestimmen nun die dritte Ableitung:
d d (1 x 1 i’ — ad
s d._df 1. _) _ 1 Gl 140,
ST dt<2<+5c> 2(+ &2 >;$w|x—0 7

Ortkute de endpunid | 7/

Die Wendepunkte der Integralkurven
der DGL liegen also auf der Kurve

x:f% (t3+t\/t4+4) .

63.2  (a) Der geometrische Ort aller Punkte mit & = const. (Isoklinen) sind die
Kurven mit |t + x| =¢, ¢ > 0:

t+z=c falls t+x >0
[t+z|=c= = x=—-txec.
t+x=—c fallst+2x2<0
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Somit erhalten wir die gesuchten Isoklinen:

e c=0 — z=—1,

ec=1— z=—-t+1,
e c=2 — r=—-t+2,
e c=3 — xz=-t+£3.

Sie stellen parallele Geraden mit der Steigung
—1 dar.

(b) Man beachte die Skizze.

63.3  Wir setzen f(t,2) = e” t. Es ist f stetig auf R? und nach z stetig partiell
differenzierbar. Somit ist das AWP nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz eindeutig
l6sbar. Die Form der DGL ist ©# = f(t) g(x), also handelt es sich um eine separierbare
DGL:

t

d x — —x —x —x —x 1
—x:te = /e gd,g:/”7'd7'<$ —e +e 0 — t2 < e =e Of_tQC
Zo

dt 2
0

In einem Intervall I um tg = 0 ist e~ *© f%tz > 0. Dort gilt:

z=2z(t)=—In <e_z° %t2> .

Fiir den Definitionsbereich muss gelten
1 0

e7w°—§t2 >0 & |t <V2e 2,

also t € [—v/2e™ "2 /2772

63.4 (a) Als Losung des AWP erhélt man
2

Wegen der Anfangsbedingung lautet der maximale Definitionsbereich D =] — v/2,v/2],

d.h.
2

— 2

Tmax ] = V2, V2[5 R, wmax(t) = 3

(b) Als Losung des AWP erhélt man
2
24827

Der maximale Definitionsbereich lautet D = R, d. h.

z(t) =

2

Tmax . R‘)R7 CCmax(t) = m .
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0 1
63.5 Das AWP lautet # = = mit 2(0)= [
10



064 Die exakte Differentialgleichung

64.1  Das ist einfach zu begriinden: Lost x(t) die exakte DGL p f+p g = 0, so 16st
x(t) auch die gekiirzte (nichtexakte) DGL f + g4 = 0, beachte, dass u # 0.

64.2  Man beachte unser Rezept zur Losung einer exakten DGL:

(a) Umgeschrieben lautet die DGL

(t+z)dt+ (t —x)de
N—— ——
=f(t,x) =g(t,z)

Diese ist exakt, denn f, = 1 = g;. Es gibt also eine Stammfunktion F(¢,z) von v =

(fs g)T:
(1) Es gilt

F(t,z):/f(t,:r) dt:/t+xdt:§+xt+G(x).

Durch Ableiten von F erhalten wir G und damit G:

2
OF 4 @) Lt —a+t = Ca) = -2 = Ga) = -2
Ox 2
Wir erhalten F':

Ftxz)=4t* -2 +zt, ceR.

Damit ist F'(t,z) = ¢, ¢ € R, eine Lésung der DGL in impliziter Form.
(2) Auf eine Auflésung verzichten wir.
(b) Die DGL lésst sich umschreiben:

2 dt+ (1 +tx)dz=0

=f(t2) =ig(t,z)

Wegen fo—gt = 2x—x = x # 0 ist die DGL nicht exakt. Wegen gt;f“’ = —% gibt es einen
% dz 1

nur von z abhéngigen Multiplikator u(x). Dieser ist gegeben durch pu(x) = e~ I = .

Wir erhalten nach Multiplikation der DGL mit = 1 # 0 die folgende exakte DGL:
zdt+ (3 +t)dz=0.

Diese l6sen wir wie gehabt nach unserem Rezept:

(1) Wir bestimmen eine Stammfunktion F(¢,z) von v = (f,g)" mit f(t,z) = = und
g(t) = +t:

Fo=z = F=tzr+G(x) = Fo,=t+G@x)=1+t

. G(x)zi = Gz) = In|e| +c.
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Damit lautet die allgemeine Lésung in impliziter Form:
F(t,z)=tr+In|z|=c, c€R

Bemerkung: Man kann das auch umformen zu ze'* =d, dcR.
(2) Auf eine Auflésung verzichten wir.

(c) Mit
sinh zsint 1 — coshxcost

f(t7w) = g(t,.%) =

~ (coshz — cost)?’ (coshx — cost)?

gilt
df  sint (sinh®z — coshzcost —1) g
or (coshx — cost)? ot

und die DGL ist somit exakt. Wir bestimmen eine Stammfunktion F(¢,z) von v =
(f,9) ", wobei wir die Substitution u = coshz — cost, du = sintdt verwenden:

sinh x sin t
F = dt - [ === 4
(o) = [t at+ G = - [ I 4t Gla)
sinh z sinh z sinh x
- / u? du+ G(z) = U +G(z) = coshzx — cost G(z).

Hieraus erhalten wir:

OF _ 1—costcoshz
dr  (coshx — cost)?

+G(z) = g(t,r) = G)=0 = G(z)=0.

Damit lautet die implizite Losung

sinh x

F(t,x) = =c, ceR.

coshz — cost
Ausnahmepunkte sind die Nullstellen des Nenners (¢, x) = (2k, 0).

64.3 (a) Die DGL ist linear und kénnte als solche behandelt werden. Wir schreiben
sie aber um:

=:f(t,x) =:g(t,v)

Wegen fr = —1 und g; = 1 ist die DGL nicht exakt. Da aber % = _72 eine Funktion

von t allein ist, existiert ein integrierender Faktor p(t). Dieser ist

T2/t 1
p(t)=el =

Durch Multiplikation der urspriinglichen DGL mit u(t) erhalten wir die DGL

x 1
(17t—2)dt+¥dx:0
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die in einem Gebiet mit ¢ # 0 (Halbebenen ¢ < 0, t > 0) exakt ist.
Wir bestimmen eine Stammfunktion F(t,z) von v = (f,g) '

Fi=l-5 = F=t+7+G() = Fz:%+c':(x)£

| =

= Gz)=0 = G(z)=0.
Die Losungen lauten also in impliziter Form:
F(t7w):t+%:c, ceR, t#0.
Aus der Anfangsbedingung x(1) = 2 folgt 1 + 2 = 3 = ¢: Wir erhalten also die Lésung
z(t)=3t—t>, t>0.
(b) Mit f(t,xz) = (2t + 3 cos(x)) und g(t,z) = (2z — 3tsin(x)) schreibt sich die DGL als

ft,x)+g(t,z)z = 0. Da % = —3sin(z) = % ist die DGL exakt.

Wir bestimmen eine Stammfunktion F(t,z) von v = (f,g) '
F(t,z) = /(2t + 3cos(z)) dt = t* + 3tcosz + G(x).

Durch Ableiten nach z erhalten wir G und damit G:
Fu(t,x) = =3tsinz + G(z) = g(t,z),

also muss G(x) = 2z sein, woraus G(z) = z? folgt. Die allgemeine Losung der DGL
lautet somit
F(t,z) =t* + 3tcos(z) + 2> =¢, ceR.

Fiir die spezielle Losung mit dem gegebenen Anfangswert muss gelten z(1) = 0, was
eingesetzt die Bedingung 1 + 3 = ¢ bzw. ¢ = 4 liefert. Die Losung des gegebenen AWP
lautet damit

t* + 3t cos(z) + 2° = 4.

(c) Wir kénnen die DGL umschreiben:
(tz? —1)dt + (2 — 1)dz =0
—— N——
=f(t,x) =:g(¢t,z)
Dies ist eine exakte DGL, denn es gilt f, = 2tz = g;.
Wir bestimmen eine Stammfunktion F'(t, z):
Fy=ts’—1 = F(t,z) = %t2x27t+G(ac) = U, =tz + G(z) ég:thf 1
= G)=-1 = Gx)=—=z
= F(t,z)= %thQ —t—x.
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Die Losungen z(t) der DGL sind implizit durch F'(¢,z) = ¢ mit ¢ € R gegeben.

Um die Anfangsbedingung z(0) = 0 zu erfiillen, muss die Konstante verschwinden. Die
Losung der Anfangswertaufgabe ist also implizit gegeben durch

2% —2t— 20 =0.

Nach z aufgel6st erhélt man

vy = EVIEEE s0, a=0, t=0.
64.4  Transformation in Polarkoordinaten:
t=rcose = dt=cospdr—rsinpdp
r=rsing = dx=sinpdr+rcospdy
Eingesetzt in die DGL liefert das
0=rsin @(cos pdr — rsinpdg) — (* + 7 cos @) (sin @ dr + 7 cos @ de)
= (rsin @ cos p — 2 sin ¢ — rsin p cos ) dr + (—r?sin® ¢ — r* cos p — 1% cos® @) dg

=—r3sinpdr — (7"2 +r* cos p)de.

Hieraus erhalten wir:
(14 r%cosp)dp + rsing dr=0.
—_—— ——

=:f(r¢) =:9(r,¢)
Diese DGL ist nicht exakt, denn f, — g, = 2rcosp — rcosp = rcose # 0. Es existiert
aber ein integrierender Faktor ;(¢) denn fT*Tg“’ = cot p. Fiir diesen gilt

u(ep) = el P9 —sinp.
Multiplikation der urspriinglichen DGL mit p liefert die exakte DGL
sin (1 + 72 cos @) dp + rsin® odr = 0.
Wir ermitteln eine Stammfunktion F(r, ¢):
F.=rsin’p = F(r,¢) = gsin2 0+ G(p) = F,=r%cospsing + G(¢)
= G(p)=sing = G(p)=—cosp.

Damit lautet die Losung in impliziter Form:

2
1
r—singap —Ccosp = —(1"Sin<,0)2 Iy _ c, ceR.
2 2 r
Durch Riicktransformation erhalten wir die implizite Losung in kartesischen Koordina-
ten:
1 45 t
- ——==c
2 \/12 + 72
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65.1 Beachte die nicht miteinander vertauschbaren Matrizen A = und

0 1
B = . Fiir diese Matrizen gilt:
0 0

ALB 1 e e—1 A B e 0 1 1 e e
e = exp = und e“e” = =
0 1 1 0 1 0 1
65.2 (a) (1) Bestimmung der Eigenwerte und zugehdrigen Eigenvektoren:

xa=0G-2)d-2)(5-2)-164-z)=(@4—-2)(r-1)(z-9),

sodass A1 =1, A2 =4 und A3 = 9 die Eigenwerte von A sind. Fiir die Eigenvektoren
erhalten wir

40 4 -1
Eig (1) =ker(A—E3)=ker [0 3 0o|=(| 0 |),
4 0 4 1
1 0 4 0
Eig,(4) =ker(A—4E3)=ker [0 0 0| =(]|1]),
4 0 1 0
-4 0 4 1
Eig,(9) =ker(A—9E3)=ker | 0 -5 0 | =(]0]).
4 0 —4 1

Da alle Eigenwerte sowohl algebraische als auch geometrische Vielfachheit 1 haben, ist
die Matrix A diagonalisierbar.

(2) Aufstellen der allgemeinen komplexen Losung des DGL-Systems: Fiir die
allgemeine Losung x,(t) des DGL-Systems erhalten wir damit

-1 0 1

zot)=cre' | 0 | +e2e® [ 1] +cze”

1 0 1

0|, ci,c2,c3€C.
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(3) Aufstellen der allgemeinen reellen Losung: Entfillt, da alle Eigenwerte der
Matrix A reell sind.

4) Bestimmung der Koeffizienten: Die Anfangsbedingung z(0) = (0,2,2)" liefert
( g 8 gung

das folgende lineare Gleichungssystem:

-1 0 1 0
ci| O | +e2| 1| +e3]0| =12
0 1 2

Die Losung ergibt sich zu ¢; = 1, c2 = 2 und c3 = 1. Damit erhalten wir die gesuchte
Losung des AWP:

-1 0 1
m(t) _ et 0 4 e4t 2 4 egt 0
1 0 1

(b) (1) Bestimmung der Eigenwerte und zugehérigen Eigenvektoren:
xa=(-1—2)>—(=1)=2+2z+2, sodass \1 = —1+1i und g = —1 —1i

die Eigenwerte von A sind. Fiir die Eigenvektoren erhalten wir

—i 1 1

Big,y(—1 +1i) = ker(A — (=1 +i)Ez) = ker | — N
-1 —i i
: . : i1 1

Eigs(—1—1) = ker(A — (=1 — i) E2) = ker L = .
1 i

Da alle Eigenwerte sowohl algebraische als auch geometrische Vielfachheit 1 haben, ist

die Matrix A diagonalisierbar.

(2) Aufstellen der allgemeinen komplexen Losung des DGL-Systems: Fiir die
allgemeine Losung x,(t) des DGL-Systems erhalten wir damit

. 1
+ el 71D , c1,c2€C.

i —1i

xzo(t) =c1 (T

(3) Aufstellen der allgemeinen reellen Lésung: Diese ergibt sich zu
1 0 1 0
xo(t) = c1e *(cos(t) — sin(t) )+ cae F(sin(t) + cos(t) ),
0 1 0 1

c1,c2 € R.
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(4) Bestimmung der Koeffizienten: Die Anfangsbedingung x(0) = (1,1)" liefert
das folgende lineare Gleichungssystem:

1 0 1
c1 + c2 =
0 1 1

Die Losung ergibt sich zu ¢1 = c2 = 1. Damit erhalten wir die Losung des AWP:

_t 1 ) 0 (. 1
z(t)=e cos(t) — sin(t) +e sin(t) + cos(t)
0 1 0
—t 1 .
=e cos(t) ) + sin(t)

65.3  Zur Interpretation: Wildschweine fressen Schnecken, so dass diese einen po-
sitiven FEinfluss auf die Wildschweinzahl haben. Die Wildschweine sind rauflustig, so
dass mehr Wildschweine einen negativen Einfluss auf das Populationswachstum haben.
Eine konstante Zahl an Wildschweinen landet auflerdem in den Kochtdpfen bekannter
Gallier. Die Schnecken sind friedlich und vermehren sich stindig, wenn sie nicht von
Wildschweinen gefressen werden. Die Zahlen sind skaliert, also ist etwa 10 W (t) bzw.
100.5(t) die tatsdachliche Wildschwein- bzw. Schneckenzahl.

(a) Der Ansatz W (t) = wo, S(t) = so liefert ein lineares Gleichungssystem mit Losung
wo = 2, so =4.

(b) Wir erhalten das Differentialgleichungssystem
w=-w+s, §$§=-2w+s, w0)=1, s0)=2,
so dass mit
-1 1
-2 1
eine Losung durch

w(t) oAt 1
s(t) 2
gegeben ist. Mit
xa(@) =2> +1=(z+1i)(z — i)
erhalten wir
1 1

Eig, (1) = ( - ) und  Bigy (i) = L )
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1 1 1+i —i
S = und 5’71:1 1 !
1+i 1—i 2\1-i i

gilt ST AS = diag(i, —i). Wir berechnen:

(w(t)) = Sdi:a,g(eit,e_it)S_1 (1)
s(t) 2
1 1 sl (14 =i (1
B (1+i 1—i)dlag(e 3 (1—1 i)(?)

1 feltrem (el —em 1)) [cos(t) + sin(t)
2 2t 4o it 2c08(t) |

Wir erhalten W (t) = cos(t) + sin(t) + 2 und S(t) = 2 cos(t) + 4.

Mit
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66.1 (1) Bestimmung der Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren:
xa=(=3—-2)(—2—a)(-1—z)+ (-2 —2) = —(2+ )%, sodass A= —2

der einzige Eigenwert von A ist. Der Eigenwert A hat algebraische Vielfachheit drei. Fiir
die Eigenvektoren erhalten wir

-1 0 1 -1 0 1 1 0
Eig,(—2)=ker(A+2E3)=ker | =2 0 2|=ker| 0 0 o|=(|l0]|,]|1])
-1 0 1 0O 0 O 1 0

Der Eigenwert A = —2 hat somit geometrische Vielfachheit zwei. D. h. algebraische und
geometrische Vielfachheit des Eigenwertes sind verschieden und somit ist die Matrix
A nicht diagonalisierbar. Wir miissen also das Rezept fiir nichtdiagonalisierbares A

verwenden.

Bestimmung einer Jordanbasis S und der dazugehérigen Jordannormal-
form J von A: Gesucht ist eine Jordanmatrix J und eine invertierbare Matrix S
mit S1AS = J. Dazu bestimmen wir zuniichst die verallgemeinerten Eigenrdume. Mit
N = A — )\ E3 erhalten wir

1 0 1
N?=0 und somit ker(N*)=(|o]|,|1],[o]).
1 0 0
Wir haben also die Kette
1 0 1 0 1
forcqqol.[frpsfof.|1f.|op
1 0 0
Da die geometrische Vielfachheit des einzigen Eigenwerts A = —2 zwei ist, enthilt die

Jordannormalform zwei Jordankistchen zu diesem Eigenwert, also
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Die Spalten s1, s2, s3 der Matrix S erhalten wir folgendermafen: Wir wéhlen

1 -1 0
s3=| 0| € ker(N?)\ ker(N), setzen ss=Nsz= [ —2 | und wihlen s;= | 1
0 -1 0

Die gesuchte Jordanbasis S, fiir die J = S™*A S gilt, und dessen Inverses ergibt sich zu

0o -1 1 0o 1 -2
S=11 -2 0| und S7*=1]0 0 -1
0O -1 0 1 0 -1

(2) Berechnung von ¢ = S ¢!/ §7!: Zur Berechnung von ¢4 = S ¢’/ S~ nutzen
wir J = D + N mit

-2 0 0 00 0
D=0 -2 0 und N=|0 0 1
0 0 -2 00 0
Damit erhalten wir
e 0 0 1 0 0 e 0 0
=P = 0 2 01 t|=| 0 e te®
0 0 e/ \0 0 1 0 0 e ?

Schlieflich berechnen wir:

0 -1 1 1 0 0 01 -2
et=5e"s =1 —2 0|0 1 tf|]o 0 -1
0 -1 0 0 0 1 1 0 -1
1-¢t 0 t
=e | —2t 1 2
-t 0 1+4¢
2
(3) Bestimmung der Lésung des AWP: Die Anfangsbedingung (0) = | 1 | liefert
1
uns die gesuchte Losung des AWP als
2 2—-1t

zt)=ez0) = |1 | = |12t
1 11—t
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66.2 Wir setzen u1 = x, u2 = @ und uz = y. Dann erhalten wir 41 = & = u2
und 42 = & =y = ug und U3z = y = —@(t) + 2y(t) = —u2 + 2us, sowie die Startwerte
u1(0) = 2(0) = 0, u2(0) = #(0) = 0 und u3(0) = y(0) = 1. Also erfiillt w = (u1,u2,us) "

das Differentialgleichungssystem

0O 1 0 0
wt)=1 0 0 1 [w(®) mit u(0)=1| 0 |. (xx)
0 -1 2 1
D re—

Ist w = (u1,uz2,u3) eine Losung von (x%), so ist  := w1, y := u3 eine Losung von (x).
Daher lésen wir nun (x). Die Losung ist gegeben durch u(t) = e* w(0). Wir berechnen
zunéchst die Jordannormalform von A. Es ist

xal@)=—z(z 2 =2z +1) = —z(z — 1),

und
Eig 4 (0) = (e1) = (by := (1,0,0) )
sowie
-1 1 0
Eig (1) =ker(A— E3) =ker [ 0 —1 1 |=(b2=(1,1,1)").
0 -1 1

Den Basisvektor b3 erhalten wir aus der Bedingung (A — E3)bs = bz, also aus dem LGS

-1 1 0]1 -1 1 0|1
0 -1 1|1 | — 0 -1 11
0 -1 1]1 0 0 010

z.B. zu b3 = (—1,0,1)". Mit der Matrix

11 -1 1 -2 1
S =(bi,be,b3)=] 0 1 0 wmd S '=|0 1 o0
01 1 0 -1 1
wird also
00 0 0 0 0 0 0 0
S'AS=lo0 11 |=]010]|+|0 01
0 0 1 0 0 1 0 0 0
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Wir erhalten

1 0 0 1 0 O
At = S(DTNEST! _ g Dt Nt g-1_ g 0 ¢ 0 01 ¢t |S!

0 0 ¢ 0 0 1

Wir rechnen dies nicht aus, sondern nur das Matrix-Vektor-Produkt
1 1 -1 1 0 O 1 0 O 1
u(t) =e*u(0)=e*es=| 0 1 0 0 e 0 01 ¢ 0
01 1 0 0 e 0 0 1 1
L+ef(t—1)
= tet
e'(t+1)

Die Losung der DGL ist also x(t) = 1 +e'(t — 1), y(t) = e’ (t + 1).

66.3 Wir wahlen als Ansatz
ui(t) =xz(t), wu2(t)=2(t) =
Hieraus erhalten wir

1
uw=Au mit u(0)= und A= und u =
2 -1 2 U2

Wir ermitteln die Losung
u(t) = e u(0)

dieses Systems: Das charakteristische Polynom der Matrix A lautet
2 2
xa(@)=z"-2z+1=(x—-1)".

Als Eigenraum zum doppelten Eigenwert A = 1 erhalten wir:
. -1
Eig 4 (1) = ker . = )

Die Matrix A ist somit nicht diagonalisierbar, es existiert jedoch eine Jordannormalform.

Als Jordanbasis wihlen wir (b1, b2) mit

0 1 10 1
by = , b1 = (A—E2) by = und erhalten S = ;5=
1 1 !
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Nun gilt:

Sl S | G ) B Y R R

Wir setzen alles zusammen:

_ (=@ _ T At Iy +(1 0 oDt N 1 0 1
z(t) = (1,0) (x t)) = (1,0) (2> =(1,0) (1 1) (_1 1) (2>
=e'(1,0)7 ((1) i) (1) =(1+t)e".

8
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67.1 (a) Das vorliegende System ist inhomogen und besitzt in s(t) nichtkonstante
Koeflizienten.
(1) Bestimmung von n verschiedenen L&sungen des homogenen Systems:

-4 1 0
Das homogene System lautet @ = Az, wobei A = | =3 —1 1 |. Dies ist also
-2 1 =2

eine homogene lineare DGL mit konstanten Koeffizienten. Die Losung dieses Systems
bestimmen wir nach dem entsprechenden Rezept.
Bestimmung der Eigenwerte und zugehérigen Eigenvektoren: Die Eigenwerte
von A sind A1 = —2 mit algebraischer Vielfachheit 2 und A2 = —3 mit algebraischer
Vielfachheit 1. Fiir die Eigenvektoren erhalten wir

-2 10 ~1
Eigy(—2) =ker(A+2E3) =ker | -3 1 1| =(]-21)
-2 10 ~1
-1 10 1
Eigy(—3) =ker(A+3E3)=ker | -3 2 1| =(|1]).
-2 1 1 1

Da der Eigenwert A1 = —2 algebraische Vielfachheit 2, aber geometrische Vielfachheit
1 hat, ist die Matrix A nicht diagonalisierbar. Wir miissen also das Rezept fiir nichtdia-

gonalisierbares A verwenden.

Bestimmung einer Jordanbasis S und der dazugehdrigen Jordannormalform
J von A: Gesucht ist also eine Jordanmatrix J und eine invertierbare Matrix S mit
S7'AS = J. Dazu bestimmen wir zunichst die verallgemeinerten Eigenriume. Mit
N = A — \1 E3 erhalten wir

1 -1 1 -1 1
N’=]1 -1 1 und somit ker(NQ) ={l=21,111]).
1 -1 1 —1 0

Wir haben also die Kette

forc{—2pc(-2(.[1]"
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Da die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A1 = —2 eins ist, enthélt die Jordan-
normalform ein Jordankistchen zu diesem Eigenwert, also

-3 0 0
J=10 -2 1
0 0 -2

Die Spaltenvektoren si, s2, s3 der Matrix S erhalten wir folgendermafen: Wir wéhlen

1 -1 1
s3=|1| eker(N?)\ker(N), sa=Nsz=|—-2]|,s1=1]1
0 -1 1

Die gesuchte Jordanbasis S, fiir die J = S™'A S gilt, und dessen Inverses ergibt sich zu

1 -1 1 1 -1 1
S=11 -2 1| wd S7'=|1 -1 o
1 -1 0 1 0 -1

Berechnung von ¢4 = S e/ §71: Zur Berechnung von et = Sef’ S~ nutzen wir
J =D + N mit

-3 0 0 0 0 O
D=0 -2 0 und N=1]0 0 1
0 0o -2 0 0 O
Damit erhalten wir
e 3t 0 0 1 00 e 3t 0 0
=P = 0 e 01 t|=] 0 e2 te2
0 0 e/ \o 0 1 0 0 e %
Schlielich berechnen wir:
o3t _p o2t e Bty o2t o3ty ef2t(t 1)
Mt =8el ST = | et e 22t +1) —e 3427 e pe (2t —1)
o3t _ e—Qt(l Ty - 03t o2t 03t {pe 2t

(2) Test der Losungen auf lineare Unabhéngigkeit: Entfillt, da das homogene
System konstante Koeffizienten hat. Dafiir ist die Unabhéngigkeit der Losungen, wie
oben ermittelt, bekannt.
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(3) Bestimmung einer partikuléren Lsung: Die Variation der Konstanten ist hier
mit erheblichem Rechenaufwand verbunden. Mit MATLAB sind die Rechnungen leicht
durchzufiihren, man probiere das unbedingt. Wir machen einen Ansatz analog zum
Ansatz vom Typ der rechten Seite, den wir schon frither zum Finden von partikuldren
Losungen einer inhomogenen linearen DGL benutzt haben: Aufgrund der Struktur der
DGL wéhlen wir den Ansatz

x,(t) = cos(t) a+sin(t)b a,be R?,
Tp(t) = —sin(t) a + cos(t) b.

Die Vektoren a und b ermitteln wir durch Einsetzen in die DGL und setzen ¢ =
(10,10,10) "

Tp(t) = Axp(t) + s(t) < —sin(t)a + cos(t) b = cos(t) Aa +sin(t) Ab + cos(t) ¢
< sin(t) (—a — Ab) +cos(t) (b—Aa—c) =0.

Es miissen also die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sein:
a=—Ab und b=Aa+c.
Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite liefert
b=-A’b+c < (A*+E3)b=c.

Losen dieses linearen Gleichungssystems liefert

1 3
b=1|1 und schlieflich a=—-Ab= |3
1 3

(4) Bestimmung der allgemeinen Lésung: Die allgemeine Losung ergibt sich zu

C1
xz(t) = iltp(t) JretA ca |, ci1,c2,c3 €R.

C3

(5) Bestimmung der L8sung des AWP: Wir bestimmen die Koeffizienten c1, c2
und c3 aus der Anfangsbedingung «(0) = (0,0,0) ":

w w w
= o O
Q
no

0 1 0
0= +10 1
0 0 0
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Die Losung dieses Gleichungssystem ist ¢1 = c2 = ¢3 = —3. Damit ergibt sich die

Losung des Anfangswertproblems zu

3 1 —3e 3t 1
z(t) =cos(t) | 3| +sin(t) [ 1| + | =373 | = (3(cos(t) —e 4 sin(t)) 1
3 1 —3e7 3 1

(b) Das vorliegende System ist homogen und besitzt in eine nichtkonstante Koeffizien-
tenmatrix.

(1) Bestimmung von n verschiedenen Losungen des homogenen Systems: Auf
Grund der speziellen Gestalt der Matrix (Dreiecksform), kénnen wir, wie im Hinweis
beschrieben, Lésungen finden, bei denen die letzten Koordinaten verschwinden.

x1,1(t)
m Wir bestimmen 1 (¢) als Lésung mit x1(t) = : Einsetzen in die DGL
0

0
liefert

21,1(t) =x1,1(t) = z11(t) = el .

x2,1(t)
x2,2(t)
0
0

m Wir bestimmen x2(t) als Losung mit x2(t) = : Einsetzen in die DGL

liefert

T2,1 = x2,1 —x2,2 und @a2 =2w22.

Daraus ergibt sich 22 = %' und somit @21 = x2,1 — e?’. Der Ansatz z21 = ae’
liefert z21 = — e*".
3,1(t)
: : N : z32(t) | -
m Wir bestimmen x3(¢) als Losung mit x3(t) = : Einsetzen in die DGL
3,3(t)
0

liefert
3,1 = x3,1 — 3,2 + 223,3 und @32 = 2z32 + 23,3 und 3,3 = 2x3,3.

Daraus ergibt sich 33 = €' und somit @32 = 2z32 + €. Der Ansatz x32 =
ate®® liefert z32 = te?’. Also muss @31 = x3,1 + (2 — t)e* gelten. Der Ansatz
x31 = (a + bt) e*! liefert 31 = (—t 4 3) e’
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1’4,1(15)
1’4,2(15)
1‘473(75)

1‘474(75)

m Es bleibt noch x4(t) als Losung mit x4(t) = zu bestimmen: Einsetzen

in die DGL liefert

T4,1 = 41 — T4,2 + 2243 — Taqa und 242 = 2242+ 4,3 — Ta4,

. —ot .
Ta3 =2xa3+4e T4,4 und Fa4 =2x4.4.

2t und somit muss T4,3 = 2243 + de 2t %t = 2z43 +4

Daraus ergibt sich 4.4 =€
gelten. Dies ist fiir x4,3 = —2 erfiillt. Damit wird die zweite Gleichung zu 42 =
2242 — 2 — e%'. Der Ansatz x40 = ate® +b liefert 40 = 1 — te®'. Also muss
#41 =221 — 5+ (t —1)d*" gelten. Der Ansatz z41 = (a + bt) e*’ +c¢ liefert 41 =

54 (t —2) e,

Wir haben also die folgenden vier Losungen des homogenen Systems gefunden:

e’ —e?t (=t +3)e* 54 (t—2)e?
0 et te?t 1—te?
m=| mn=| Lasn=| = \
e _
0 0 0 et

(2) Test der Lésungen auf lineare Unabhingigkeit: Wir bestimmen die Wrons-
kideterminante der gefundenen Losungen in ¢ = 0, um die gefundenen Lésungen auf
Unabhéngigkeit zu testen.

e —e?0 (—0+3)e? 54+ (0-2)e*° 1 -1 3 3
0 %0 0-e20 1-0-e20 0 0 1
W (0)=det =det #£0.
0 0 e2 0 ) 0 0 1 -2
0 0 0 e20 0 0 0 1

D.h., die vier gefundenen Lésungen sind wie gewiinscht linear unabhingig.

(3) Bestimmung einer partikuliren Lésung: Entfillt, da das gegebene System
homogen ist.

(4) Bestimmung der allgemeinen Lésung: Die allgemeine Losung ergibt sich zu

z(t) = crx1(t) + coxa(t) + czxa(t) + caxa(t), c1,c2,c3,c4 €R.
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(5) Bestimmung der Losung des AWP: Wir bestimmen die Koeffizienten c1, c2, 3
und ¢4 aus der Anfangsbedingung (0) = (7,3, —1,1) ":

1 -1 3 3 c1 7
0 1 0 1 c2 3
= = c1=3,c2=2,c3=ca=1.
o 0 1 -2 c3 -1
0 0 0 1) \c 1 3e' —e +5
e 2¢* +1
Damit ergibt sich die Losung des Anfangswertproblems zu x(t) = ot
—2+e
o2t

67.2 (a) Wir bestimmen die Eigenwerte von A:
xa=(1—-xz)(=5—1z)—3(—3) = (z+2)%, sodass A= —2

der einzige Eigenwert von A ist. Dieser Eigenwert hat die algebraische Vielfachheit zwei.

Da Re(A) = —2 < 0, und X der einzige Eigenwert des Systems ist, ist der Gleichge-
wichtspunkt dieses linearen Systems asymptotisch stabil.

Wir bestimmen auch noch den Typ des Gleich- .
gewichtspunktes: Da die geometrische Viel-
fachheit von A = —2 offenbar 1 ist, haben wir
einen Strudel vorliegen, siehe das nebenstehen-

de Bild.
(b) a ist ein Gleichgewichtspunkt des gegebenen Systems genau dann, wenn

Aa+s=0 & Aa = —s.

Losen dieses linearen Gleichungssystems liefert @ = (1,1,1) .

67.3  Wir gehen nach unserem Rezept vor:
(a) (1) Wir betrachten die zwei Lésungen
t t

Tr1 = und T2 =
-1 1

des homogenen Systems, die man durch Probieren findet.

(2) Wir testen die zwei Losungen mit der Wronskideterminante auf lineare Unabhén-

gigkeit; es gilt

2t )
W(t) = det , =t°+t#0
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fiir alle ¢ > 0. Somit haben wir ein Fundamentalsystem; wir setzen

2 ¢
-1 1

X(t) =

und erhalten die allgemeine Losung des homogenen DGL-Systems

x(t) = X(t)e = 11 4 coma mit ¢ = (¢1,¢2) | € R%.

(3) Eine partikuldre Losung finden wir durch Variation der Konstanten, d.h. wir machen
den Ansatz &, = X (t)c(t) und gehen damit in das inhomogene DGL-System ein; wir
erhalten wegen

I S S N a1 0
XH)b(e) = U =
1t 1
t24t t+1

die Bestimmungsgleichung fiir ¢(t):

0 0
c(t) = /X_l(t) b(t)dt = / dt =
1 t
Damit erhalten wir die partikulére Losung
2 t\ (o0 t?
wp(t) = X (1) e(t) = =
-1 1 t t

(4) Schlieblich erhalten wir die allgemeine Losung des inhomogenen Systems:

t? t? t
z(t) = zp + Lp = @p + 121 + com2 = +c1 ) + c2 ) , c1,c2 € R.
t —
(b) (1) Verschiedene Losungen 1 = (1,t)" und 2 = (=1/¢,t*) " haben wir bereits.

(2) Wir testen die zwei Losungen mit der Wronskideterminante auf lineare Unabhén-
gigkeit; es gilt fiir t > 0

N o+ =

1 -1
W(t) = det g
t

1 -
=t +1+#0, sodass X(t) =
t? t

t
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ein Fundamentalsystem ist. Die allgemeine Losung des homogenen DGL-Systems lautet
zn(t) = X(t) e = c1x1 + cama mit ¢ = (c1,c2) € R%.

Eine partikulére Losung finden wir durch Variation der Konstanten, d.h., wir machen
den Ansatz x, = X (t) ¢(t). Wir erhalten:

1 1 1 In(t
oft) = / X0 b(t) dt = / SR G N ) / o (0
Damit erhalten wir die partikuldre Losung
1 -1 In(t In(t
zo) = xwe = [ 7)) = ()
t t? 0 t In(t)

Schlieflich kénnen wir die allgemeine Losung des inhomogenen Systems angeben:

In(t) 1 —
x(t) =xp+ Ly = xp+cr1x1 + 22 = +c1 +c2

mit c¢1, ca € R.
t In(t) t t

N o=

67.4 (a) Man setze x = ¢ und y = $, woraus sich das DGL-System

T Y
U —9sinx
ergibt. Dessen stationire Losungen sind z = kr (k € Z), y = 0.

(b) Die zu den stationéren Losungen gehorigen linearen DGL-Systeme sind

@ 0 1\ (z—kn
] (-1 0 y

Fiir geradzahlige k erhélt man die Eigenwerte A\12 = %1 \/9_/1 und fiir ungeradzahlige
k die Eigenwerte A2 = :i:\/g_/l. Die stationdren Losungen fiir ungeradzahlige k sind
somit instabil. Im Fall geradzahliger k& Werte ist aus der Linearisierung keine Aussage
moglich, da Re A = 0.



68 Randwertprobleme

68.1  Die allgemeine Losung der DGL ist
x = Cicost+ Casint.
Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen folgt:

z(0)=1= Ci =1,
d — cosb

z(b)=d = cosb+Casinb=d = Cy = -
sinb

, falls sinb=#0.
Nun betrachten wir die verschiedenen Situationen:

(a) b=d = 1: Das RWP ist eindeutig l6sbar, und die Lésung lautet

1—cosl
t) = t+ ———sint.
x(t) = cost + o1 S

(b) b=m, d= —1: Das RWP besitzt unendlich viele Lésungen, genauer:

Die Randbedingungen werden durch ) T2
C1 =1, Cy € R erfiillt. Somit folgt e

1

x(t) =cost+ Asint, M€eER.

Man sagt: Das RWP besitzt eine einpa- .

rametrige Losungsschar. 5

(¢) b=m, d = —2: Das RWP ist nicht lgsbar, aus der 2. Randbedingung folgt nédmlich

—C1 = —2 im Widerspruch zur ersten Bedingung C7 = 1.

68.2  Ein reelles Fundamentalsystem der homogenen DGL ist bekanntlich {cos, sin}.

1.Weg: Wir ermitteln eine partikuldre Losung durch den Ansatz vom Typ der rechten

Seite:

xp = A+ Bt+ Ctcost+ Dtsint
B+ Ccost — Ctsint + Dsint + Dtcost

-
<
Il

Zp = —2Csint — Ctcost+ 2D cost — Dtsint
Einsetzen in die DGL liefert

A+ Bt —2Csint +2Dcost =1+t -+ cost.

Die Funktionen 1, ¢, cost, sint sind linear unabhéngig, der Koeffizientenvergleich liefert

A=B=1,C =0, D=1/2. Die allgemeine Losung der DGL ist somit

z(t) = Crcost + Casint +t+ 1+ Stsint.
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Wir bestimmen C71 und C2 durch Beriicksichtigung der Randbedingungen:

l‘(O)Zl = (Ci1+1=1= C1 =0
T—>b

sin

z(b) =14+ = Casinb+b+1+ sbsinb=1+7 = Cy= 7371);&1671'.

Fir b = § ist Co = 7, und

x(t) =1+t+ (5 + 5)sint
ist die eindeutig bestimmte Losung des RWP.

Fir b = 7 ist C2 € R beliebig, und wir
erhalten eine einparametrige Losungs-
schar des RWP

z(t)=1+t+ (A4 £)sint, AeR.

Fir b = kn, k € Z, k # 1 sind die
Randbedingungen widerspriichlich und
das RWP ist somit nicht l6sbar.

2.Weg: Losung mit der Green’schen Funktion (dieser Weg ist vor allem dann zu wéhlen,
wenn der Storgliedansatz nicht méglich ist oder Variation der Konstanten zu schwierig
ist).

Wir beachten, dass {cos, sin} ein Fundamentalsystem von & + z = 0 ist, und setzen

cost sint

o(t) =
—sint cost
Damit erhalten wir fir D die Matrix
1 0 1 0 0 0 cosb sinb 1 0
D= + -
0 0 0 1 1 0 —sinb cosb cosb sinb

Wegen det(D) = sinb ist das RWP eindeutig 16sbar, falls b # k7 mit k € Z.

Es sei nun b = 7/2. Das RWP ist eindeutig l6sbar. Wir bestimmen die Lésung mit
der Green’schen Funktion anhand unseres Rezepts, wobei wir vorab eine Losung des
halbhomogenen RWP

Z4+x=1+t+cost, z(0) =0, z(~/2) =0.

(1) Es ist (cos, sin) ein Fundamentalsystem der homogenen DGL. Wir machen den
Ansatz

(a1(7) + b1(7)) cos(t) + (a2(7) + b2(7)) sin(t) , 7 <t

t,7) =
9(t:7) (a1(7) = b1(7)) cos(t) + (az2(T) — ba(7)) sin(t) , 7>t



300 68 Randwertprobleme

(2) Das zu lésende Gleichungssystem lautet
b1 (t) cos(t) + ba(t) sin(t) = 0, —bi(t)sin(t) + ba(t) cos(t) = /2.

Die eindeutig bestimmte Lésung ist offenbar b1(t) = —1 sin(t) und ba(t) = 1 cos(t).

(3) Nun ermitteln wir a1(7) und a2(7) aus dem Gleichungssystem
9(0,7) =a1(7) + b1(7) =0 und g¢(7/2,7) = a2(7) —b2(7) =0.

Offenbar ist a1 = 1/2 = a2 die eindeutig bestimmte Lisung.

Wir erhalten also die Green’sche Funktion

—costsint , 7<t

g(t,7) = ,
—sint cosT , T >t

Damit lautet die Losung des RWPs

/2
a®) = [ otns) dr

0

t /2
= —/costsinT(l +7+cosT) dr — /sintCOST (14+74cosT) dr
0 t
t /2

. . . . 2
= —cost/s1nT+7's1n7'+s1n7'cos7 dT—smt/COST—i—TCOST—i—COS T dr
0

t

t
. 1 .9
= —cost|—cosT+sinT—7T cosT + §sm T

0
11 /2
—sint [Sin7'+cos7'+7' sinT + §T+ ZSinQTj|
t

1
= —cost (CostJrsinttcostJr §Sin2t+1>

—sint 1+Z+E—sint—cost—tsint—E—lsin%
2 4 2 4

3 t
= 1+tcost<l+£+§>sint.

Mit dieser Losung finden wir nun ganz einfach eine Lésung des urspriinglichen RWP.
Dazu bestimmen wir noch schnell eine Losung fiir das halbhomogene RWP

Z4+2x=0, z(0)=1, z(v/2) =1+m;

eine solche lautet
z11(t) = Cicost + Casint,
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wobei sich C'1 und C2 aus den Randbedingungen ergeben:
z(0)=1 = Ci1=1 und z(7/2) =147 = Co=1+mr.

Somit gilt
x11(t) = cost + (1 4+ ) sint.

Das (urspriingliche) inhomogene RWP hat somit die Losung

z(t) = o1(t) + zu(t) =1+t + (5 + &) sint.

68.3  Aus der Differentialgleichung wird in der Diskretisierung

%(l‘(tl’-i‘l) — 2z(ty) + x(tv—1)) + Ca(ty) = g(t), 2(to) = z(tn) = 0.

Als lineares Gleichungssystem ergibt dies

(=2 + h20) 1 1 g(t1)
1 (=24 r%C) 1

. 1 : :
1 (72+h20) Tpn—1 g(tn—1)

Die Matrix ist tridiagonal. Den gewiinschten Plot erhélt man mit folgendem Skript:

clear all;
clf;
g = 0(x)x."3;
% Die Matrixdimensionen 8,16,32,64 werden durchlaufen.
hold on
for N = 3:6
= 2°N;
= 1/n;
= [zeros(1,n-1); eye(n-2), zeros(n-2,1)];

= (-2-h"2) * eye(n-1);
=L+D+R;
b = h"2 * g(h:h:1-h)’;
y=A\b;
x=h:h:1-h;
plot(x,y);

n
h
L
R = [zeros(n-2,1), eye(n-2); zeros(l,n-1)];
D
A

end
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Die exakte Losung des RWP lautet

h=1/2"6;

x=h:h:1-h;

a=-7/(exp(1)-exp(-1));

Einen Plot dieser Losung erhdlt man f = @(x) -x."3-6%x+a*(exp(-x)-exp(x));
mit MATLAB wie nebenstehend ange- plot(x,f(x))

geben.

T(et —et)
ty=—t>_pt— - —2J
(t) e—e-1



69 Grundbegriffe der Numerik

69.1 Fiir f erhilt man

V0 I
@il ~ o0l

Kabs () = |f/(z)] = 32° und ke (z)

Das Problem ist also gut konditioniert,.

Fiir g gilt
, cosx sinz Trcosx —sinx
ans () = |g' ()] = |25 = 222 = | TR 2 ERT) g
rcosx —sinx x rcosx —sinx
Krel(x) - | ) . | = | . | .
x sinz/x sinz

Es gilt limg—0 kre1(x) = 0, wie sich durch Anwendung der L’Hopital’schen Regel zeigt.
Nahe 0 ist das Problem daher gut konditioniert. In der N&dhe von 7 ist kre(z) hingegen
grof, was auch nicht iiberraschen sollte, da dort eine Nullstelle von g ist.

69.2  Wie man leicht nachrechnet, sind die Losungen zu den AWPen jeweils gegeben
durch z(t;x0) = eMxo und z(t;x0) = (1/z0 —t)~'. Beide Losungen sind differenzier-
bare Funktionen (die erste fiir ¢ € [0, c0), die zweite fiir ¢ € [0, 1/x0)).

Somit sind die Konditionszahlen nach den Regeln fiir differenzierbare Funktionen:
Kabs(20) = €', Krel(0) = 1 bzw. Kaps(zo) = (1 —tx0) >, Krel(z0) = (1 — tzo) " .

Beachte, dass das erste Problem fiir alle Zeiten relativ gut konditioniert bleibt, aber
die absolute Kondition sich fiir ¢ — oo verschlechtert. Das blow-up macht das zweite
Problem fiir ¢ — 1/x¢ natiirlich schlecht konditioniert.

69.3

(a) Richtig, da |sin(z)| <1 fir z € R.

(b) Richtig, da lims_0 sin(z) = 0 gilt.

(¢) Richtig, denn das ist gerade die Forderung an die Rundungsfunktion.
(d) Falsch, da lim,—0 % + 1 = 400, also insbesondere nicht beschrinkt ist.

(e) Richtig, da A = 4mr® und V = 2ar® bei Standardeinheiten gilt. Die Verénderung
der Einheiten hat nur den Effekt, dass sich die Konstanten &ndern, was fiir die
Grofkenordnung keine Rolle spielt.



70 Fixpunktiteration

70.1  Die Aufgabe kann man als Fixpunktproblem formulieren (z,7) " = ¢(x,y), mit

1 1
ZCOST + 7Y
$ay) = | °

gzcyQ + %sinx
Fiir x € [0,1] gilt 0 < cosz < 1 und 0 < sinz < 1 und daher ¢: E — E. Ferner gilt

_1

sin

o' (z,y) =

IS

G x
%y + %cosgc

Fiir die Norm || - || auf R? ergibt sich
16/ (@, 9)ll 7 = max {§ [sinz| + 3, L (1y” + cosa| +2lay|) } < max{},3} =1
Hier ist ||- || z die zugehorige Matrixnorm, d. h. die mazimale Zeilensumme (vgl. Kapitel

45 (Rezeptebuch)). Damit existiert also genau eine Losung in F.

Nun wollen wir die benttigte Anzahl an Iterationen bestimmen: Es soll fiir den Fixpunkt
2" und zx = (xk, yr) gelten:

k
*
— <
e = 2ull < T

|21 — 20| < 1073,

Da (z0,y0) = (0,0), gilt (z1,51) = (3,0), d.,h. nach der A-priori-Fehlerabschiitzung
geniigen

k> (2502 ) iy > 8

Iterationen.

70.2  Um zu Uberpriifen, ob eine Abbildung eine Kontraktion ist, ist in dem Fall, dass
die Abbildung stetig differenzierbar ist, in der Regel das im Rezeptebuch angegebene
Kriterium fiir Kontraktion hilfreich, das wir im Folgenden anwenden.

(a) Ableitungen:

¢1(z) = e —cosz + 1, ga(z) =cosz —e” +1, ¢h(z) = Wi rh ¢a(z) =

Funktionsplots:
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(b) Die Fixpunktiteration konvergiert nach dem globalen Konvergenzsatz dann sicher,
wenn wir ein Intervall [a,b] finden mit ¢([a,b]) C [a,b] und |¢'(z)] < 1 fiir alle
x € [a,b].
In den Plots von ¢} sind jeweils die Linien &1 eingezeichnet. Nur wenn ¢} zwischen
diesen Linien liegt, ist die zweite Bedingung erfiillt. Dies liefert Kandidaten fiir
das Intervall [a,b]. Fir ¢1 und ¢2 kénnen wir tatsichlich Intervalle finden, fiir
welche die erste Bedingung ebenso erfiillt ist. Zum Vergleich wurde jeweils die
Winkelhalbierende = — x eingezeichnet.

70.3  Vermoge [|[xp—x"|| = [|¢(xn—1)—d(x™)|| < 0 ||xn—1—2|| fiir n € N konvergiert
die Fixpunktiteration &, = ¢(x,—1) gegen den Fixpunkt ™ = ¢(x*). Mit der A-priori-
Fehlerabschétzung wissen wir

Jen —a || < 12 a1 — o] < 107°.

1(1,-1), also ||@1 — @o|| = 1v/2 = 6, woraus sich die Bedingung

Hier ist 1 =
011-‘,—1

1-0

_6 .
n>ln10 +1In(1 —6)

<106
<107 & n2 Y

—1=~42.41
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ergibt. Dies ldsst sich mit Hilfe von 2'% = 1024 ~ 10% auch ohne Rechner grob schiitzen:

n10~°+In(1—-0) | W10™° 1In10"° 1n10°  In2%

Ind "7 e ln% T Inyv2  In27

40.

Wir erreichen demnach spétestens nach 43 Iterationen der Funktion f die gewiinschte
Genauigkeit — fiir praktische Zwecke offenbar viel zu viel!

70.4  Die Voraussetzungen des globalen Konvergenzsatzes fiir f: D — R" sind:

e D C R™ (Abgeschlossenheit),
e f(D) C D (Invarianz),
o ||f(x)— f(y)| <0l —yl| fir z,y € D mit § € ]0, 1] (Kontraktion).
In der Folge werden die Eigenschaften jeweils gepriift — anschliefend entscheiden wir,
ob ein eindeutiger Fixpunkt vorliegt.
(a) f1:]0,1[ = R, s 2??
e D =]0,1[ C R ist nicht abgeschlossen.
o f1(D)=1]0,1[ C D ist erfiillt.
e Die minimale Lipschitzkonstante ist 6 = 2.

Der Fixpunktsatz gilt nicht, fi hat gar keinen Fixpunkt — auf dem Abschluss
D = [0,1] wiirde f1 zwei Fixpunkte x1 = 0 und 22 = 1 besitzen.

(b) f2:[0,1] = R, =z L(z+1)?

e D =10,1] C R ist abgeschlossen.

o f2(D) =[1,1] C D ist erfiills.

e Hier ist sogar |f2(z) — f2(y)| = 0 |z — y| mit 6 = 3.

Der Fixpunktsatz ist erfiillt: fo hat den eindeutigen Fixpunkt z,. = 1.

(c) f3:[0,1]> 5 R, x> 3(27+23)?

e D =[0,1]? ist abgeschlossen.

e Aus Dimensionsgriinden gilt nicht f3(D) C D.

e Die minimale Lipschitzkonstante bzgl. || - ||2 ist 6 = v/2.

Der Fixpunktsatz kann nicht erfiillt sein: f3 kann keine Fixpunkte besitzen, zumal
hier Vektoren = € R? auf reelle Zahlen abgebildet werden.

(d) fa:00,1> = R?  x+s (23,1 —x1)?
e D =[0,1]* C R? ist abgeschlossen.
e f1(D) C[0,1]* = D ist erfiillt.



307

e Die minimale Lipschitzkonstante bzgl. der euklidischen Vektornorm || - ||2 ist
0=2:

Dazu bestimmen wir die Jacobimatrix

219
-1 0

Dfa(z) =

Die zur euklidischen Norm zugehdrige Matrixnorm ist die Spektralnorm (vgl.
Kapitel 45). Da z2 € [0, 1], kénnen wir die Spektralnorm durch 2 nach oben
abschétzen. Eine Moglichkeit dazu ist

IDss@)oll _ @z o) _,

[l Vo3 + 03 -

[Dfa(x)l[2 = sup

also
IDfs(z)||l2 <2, x€[0,1].

Durch eine weitere Uberlegung kann man zeigen, dass 2 auch minimale Lip-
schitzkonstante ist.

Der Fixpunktsatz gilt nicht — fi besitzt trotzdem den eindeutigen Fixpunkt
xt = (%, @), den man geméf fi(x*) = z* herausfinden kann. Wir diir-
fen allerdings nicht fiir alle Startwerte 2z € D Konvergenz der Fixpunktiteration
™ = f(z" ') gegen den Punkt z* € D erwarten; in der Tat hat fi(z) = z hier

eine weitere Losung aufterhalb des Definitionsbereichs D.
5 R=>R, xw—In(l+e")?

e D = R ist natiirlich abgeschlossen.

e f5(R) =1]0,00[ C R ist freilich erfiillt.

e Fiir die Funktion ist zwar nach dem Mittelwertsatz stets | f5(z)— f5(y)| < |x—y]
erfiillt, aber die minimale Lipschitzkonstante ist trotzdem 6 = 1.

Die entscheidende Voraussetzung des Fixpunktsatzes ist minimal verletzt — tat-
sachlich besitzt die Funktion wegen f5(z) > x keinen Fixpunkt.



71 lterative Verfahren fur lineare
Gleichungssysteme

71.1  Wir erhalten fiir den Spektralradius einer strikt diagonaldominanten Matrix
A=D—(L+ R)mit M =D und N =L+ R:

p(M~'N)=p(D" (L +R) < D™ (L+ R)leo =max Y _laisl/jas| < 1.
ez
Beachte man die Box zum Fixpunktproblem auf Seite 645 (Rezeptebuch).

. 15 2 1
71.2  (a) Wir setzen A = und b=
1 -4 -9

Das Jacobiverfahren lautet mit A = D — (L 4+ R)
™) = D'+ DL+ R) z'
wobei hier

0
D = und L+ R =
0 —4 -1 0

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir die Iterationsvorschrift

_1 0 —2
2(mH1) 5|y 15 | L(m)
9 1 0
4 1
Es folgt
0 - —0.0667
ro = y r1 = 15
0 g 2.25
11 82
— &5 —0.367 5% —0.364
r2o= | | R cm= | g | ¥
o 2.23 150 2.16
(b) Wir bestimmen den Spektralradius der Matrix
0 -1
DY L+R)=
10
1

Als Eigenwerte \1,2 dieser Matrix ermitteln wir

det(D™'(L + R) — AE)—>\2+% = A1,2 =+iy/?/30.

Da beide Eigenwerte betragsmiikig kleiner als 1 sind, gilt p(D~ (L + R)) < 1, und die
Folge (@) konvergiert gegen die Losung.
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71.3  (a) Wir verwenden die Bezeichnungen A, b, D, L und R aus der letzten Auf-
gabe. Das Gaufs-Seidel-Verfahren lautet damit

—1 -2
-1 0 =2
2" = (D-L) o+ (D-L) 'R = | ) + et
30 0 3o
. . . —0.0667 —0.364 —0.354
Damit erhalten wir nun sukzessive 1= , o= , T3 =
2.23 2.16 2.16

(b) Da die Matrix A = (115 _24) strikt diagonaldominant ist, filhrt das Gaufl-Seidel-
Verfahren auf die Losung des LGS.

71.4  Wir gehen analog vor wie in der vorherigen Aufgabe und erhalten:

0.333 0.143
Jacobiverfahren: 1 = | 0.000 und x2 = | —0.357
0.571 0.429
0.333 0.111
Gaufi-Seidelverfahren: 1 = | —0.167 und x2 = | —0.222
0.500 0.619

71.5 Die Programme koénnten wie folgt aussehen:

Jacobiverfahren:

function [ x,relerr,niter ] = jacobi( A,b,x0,tol,maxiter )
relerr=inf;

niter=1;

M=diag( diag(A) );
N=M-A;

while relerr >= tol & niter < maxiter
x=M\ (b+N*x0) ;
relerr=norm(x-x0, inf)./norm(x,inf);
x0=x;
niter = niter+1;

end

Gauls-Seidelverfahren:
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function [ x,relerr,niter ] = gausseidel( A,b,x0,tol,maxiter )
relerr=inf;

niter=1;

M=tril(A);

N=M-A;

while relerr >= tol & niter < maxiter
x=M\ (b+N*x0) ;
relerr=norm(x-x0, inf)./norm(x,inf);
x0=x;
niter = niter+i1;

end



72 Optimierung
72.1 (a) Fiir die Funktion ¢(h) gilt

¢’ (h) = V(x4 hvog) "ve = (¢ + C (z + hok)) vk,
@ (h) = v V2 f(xk + hog) v, = v Cop >0,

da C positiv definit.
(b) Da ¢"(h) > 0, ist hy charakterisiert durch

¢ (hi) = (¢ + C (xk + hgvg)) v =0.

Daraus folgt

b (et ConTo i Tve_ IS _
v C oy, v C oy, Vi(xr)TCVf(xr) v Coy
2 0

(c) Gegeben ist nun f: R? = R, f(z) = x% 4 3z3. Dann gilt ¢ =0, C' =
0 6

Ferner ist o = (3,1) . Dann ergibt sich mit dem Gradientenverfahren und der Mini-

mierungsregel (Details siehe unten):
—6
. Vp = (%)’C (k gerade),
6
1\k 1\ k —6
T = (5) , Vg = (5) (k ungerade)

und hy, = 1 fiir alle k. Im Punkt @o = (3,1) " haben wir

220,1 —6 [voll> _ 4
vo ==V f(xo) = — T = , ho = =z
620.2 -6 v(—)'—C'uo 4
. . 3 . [—6 [ 3 .
Damit erhalten wir 1 = + 7 =3 , und mit
—6 -1
—6 [v1]1?
= -V =1 hy = =t _ 1
vy f(x1) =35 60 ™ v Co; 1
erhalten wir
3
z2= ot hon = (3 *] = () a0,

1
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Induktiv ergibt sich:

3 3
Tk = (%)k 1 (k gerade), @) = (%)k (k ungerade) .

(d) Fiir das Skalarprodukt von vy und vy gilt:
T

vaka = (%)k

(e) Der durch das Verfahren erzeugte Polygonzug ist eine Zickzacklinie mit rechten Win-
keln. Dies kann negative Auswirkungen auf die Konvergenzgeschwindigkeiten haben.
. 2 2 0 . . -
(f) Esist Vf(0,0) = 0und V- £(0,0) = ,d.h., " = 0 ist das globale Minimum.
0 6
(g) Wegen [[zir1 — a*|| = llzx — 27| gilt v = 3.

72.2  (a) Bsgilt f(z) =Y, 2 Fi(x)? und

viw - (o) - <= " m)ﬂ(m)) |

<Z DF(x) ”Fcc)) = (Z(DF(w))Lﬂ(m))
i=1 1<j<n

1<j<n i=1

und daher
Vf(z)=DF(z) F(z).

Die Newtongleichung besagt vy = —DF ()~ ' F(xy). Daher erhalten wir

Vf(xy) vp = —(DF(xy) " F(xy)) DF(x) ' F(x,) = —F(xy) | F(xg) < 0.

(b) Die Armijobedingung lautet: Wahle das grofte by € {1, 3, %,...} mit
f@r + hivw) — fzx) < yhaeVF (k) v
Unter Verwendung der Definition von f erhalten wir
3 (IF (@, + hvi) I3 = IF@0)3) < =y heF (@) F(ae)

und somit

1P (@, + hior) |3 < (1= 2vh) | F(@)l3 -
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(c) Der anféingliche Newtonschritt ist vo = — DGCE?ZOZ) = x0(1 — 2x9) = —6.
(d) Um ein konvergentes Verfahren zu haben, setzt man 1 = xo+ hovo mit der groiten
Schrittweite ho € {1, %, %, e }, die die Bedingung

|G(z0 + hovo)|” < (1 — 2vho)|G(xo)|?

erfiillt. Versuchen wir es also sukzessive mit Zweierpotenzen:

e ho=1: [G2-6)"=58 > (1-29)2 =(1-2vho)|G(2)|
e ho=1: |G2-3)?=9>(1-7%=(1-2vh)|G(2)|?
cho=7: |G2-3)=0<(1-3)F=01—2vh)|G@)"

Die Wahl hg = % ist hier unabhéngig vom Sicherheitsfaktor v € )0, %[

(e) Man erhélt diesmal mit x1 = zo+hovo = % bereits die exakte Losung der Gleichung
G(x) = 0 — das ist ein netter Zufall. Sicher ist das nicht die Regel, aber das auf diese
Art globalisierte Newtonverfahren mit Armijoregel konvergiert in der Tat unter recht

allgemeinen Voraussetzungen.

72.3

hgradientenverf.m
function [x,xvec]=gradientenverf (f,Df,x,gamma,TOL)
weiter = 1;
xvec=[x];
while weiter
fx=Ff(x);
Dfx=Df (x) ;
h=1;
while (f(x-h*Dfx) > fx-gamma*h*Dfx’*Dfx)
h=h/2;
end
x=x-h*Dfx;
xvec=[xvec x];
weiter = norm(h*Dfx) > TOL;

end

Jnewtonoptverf.m

function [x,xvec]=newtonoptverf (f,Df,Hf,x,TOL)
weiter = 1;

xvec=[x];

while weiter
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deltax= Hf(x)\Df(x);
x=x-deltax;

xvec=[xvec x];

weiter = norm(deltax) > TOL;

end

hoptimierungstest.m

f1=0(x) 1/2 * x(1)°2 + 9/2 * x(2)"2 + 1;
f2=0(x) 1/2 * x(1)~2 + x(2)°2 + 1;
Dfi1=0(x) [x(1); 9% x(2)1;

Df2=0(x) [x(1); 2% x(2)1;

Hf1=@(x)[1 0 ; 0 9]1;

Hf2=@(x)[1 0 ; 0 2];

TOL=0.1;

x0=[10;20];

gamma = 0.5;

[x,xvec]=gradientenverf (f1,Df1,x0,gamma,TOL)
[x,xvec]=gradientenverf (£2,Df2,x0,gamma, TOL)
[x,xvec]=newtonoptverf (f1,Df1,Hf1,x0,TOL)
[x,xvec]=newtonoptverf (£f2,Df2,Hf2,x0,TOL)



73 Numerik gewohnlicher
Differentialgleichungen II

73.1  (a) Wir setzen y(t) = ||x(t)||* = z1(t)® +2=2(t)?. Damit gilt § = 2z141 + 222,
Einsetzen der DGL ergibt damit ¢ = 2122 — 22221 = 0. Damit ist y(t) = ||z (t)||* baw.
||x(t)|/fir alle Zeiten t > 0 konstant, unabhingig vom Anfangswert x.

(b) Rechnet man ||&(tx)|| explizit mit konstanter Schrittweite aus, so ergibt sich
einmal ||&(tr41)|? = (1 4+ 72)||2(tx)||* (expliziter Euler) bzw. einmal ||&(try1)| =
ﬁ”:ﬁ(tk)ﬂ (impliziter Euler). Insbesondere wéchst bzw. fillt fiir ein festes A > 0
die Norm von ||&(tx)|| in jedem Schritt. Die approximierte Lésung wird also sicher
nicht mehr periodisch sein sondern spiralférmig gegen oo (expliziter Euler) bzw. gegen
0 (impliziter Euler) konvergieren.

(c) Lasst man h gegen 0 gehen, so ndhert sich die approximierte Losung zwar stets der
echten Losung an, da (14 h?) bzw. l-i-% gegen 1 gehen. Dennoch wird man, fiir beliebig
kleine h > 0 immer den vorherigen Effekt sehen, da pro Eulerschritt sich die Norm um

einen konstanten Faktor vergrofert bzw. verkleinert.
73.2  (a) Die DGL der Maus lautet
i‘M 0 v (0) o 0
UM vy Y (0) 0
und kann leicht geldst werden: zps(t) = 0, yas(t) = tvar. Die Richtung in die die Katze
lauft ist gegeben durch
TM TK —TK
Ym YK oy — YK

Damit lauten die Gleichungen fiir die Katze

TK —TK —TK
= ’UK /
YK tuyp — Yk

toyr —
MyK2

(b) Wir benutzen die folgende Version des expliziten Eulerverfahrens:

function x = expl_eu(f, x0, h, steps)

x = zeros(size(x0,1),steps);
x(:,1) = x0;
for k = 1:steps,

x(:,k+1) = x(:,k) + hxf(x(:,k));

end
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Auflerdem benutzen wir das Programm:

function[t,x] = katzundmaus_ee(range, h)
f=0(x) [ -x(1)/sqrt((x(1)~2+(1-x(2))"2)); ...
(1-x(2)) /sqrt ((x(1)~2+(1-x(2))"2)) ;...
2% (x(1)-x(3))/sqrt (((x(1)-x(3))~2+(x(2)-x(4))"2));. ..
2% (x(2)-x(4)) /sqrt (((x(1)-x(3))~2+(x(2)-x(4))"2)) 1;
x = [0;0;1;0];
n=0;
while true
n=n+1;
x_new = expl_eu(f, x(:,n), h, 1);
x(:,n+1) = x_new(:,end);
if (abs(x(1:2,n+1)-x(3:4,n+1)) < range)
t=nx*h;
break;
end

end

Man beachte den folgenden Code:

% Fangzeit mit dem ExplEuler zu verschiedenen Schrittweiten

[t_el,x_el] = katzundmaus_ee(10e-3,0.1)
[t_e2,x_e2] = katzundmaus_ee(10e-3,0.01)
[t_e3,x_e3] = katzundmaus_ee(10e-3,0.001)

plot(x_e3(1,:),x_e3(2,:));

hold on;
plot(x_e3(3,:),x_e3(4,:),’r’);

73.3 (a) Das DGL-System 1. Ordnung lautet mit y = #:

zy [0 1 T
Y -1 —u)\y
. . - 0o 1 .
(b) Wir ermitteln die Eigenwerte von A = . Es gilt
-1 —p

det(A—AE2) =0 <& AMA+p)+1=0 & Aijp=3(—pt/p2—4).
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Mit g # 2 erhdlt man in jedem Fall 2 verschiedene Eigenwerte. Wir unterscheiden 2
Fille. Entweder ist u? — 4 < 0, dann erhalten wir komplex konjugierte Eigenwerte mit
Realteil =5 < 0 (da g > 0). Oder aber es ist p? — 4 > 0, dann erhalten wir 2 reelle
Eigenwerte, die in jedem Falle beide (da u > \/m) negativ sind.

(c) Das System ist dann als steif anzusehen, wenn die Linearisierung, also sprich die
Matrix A, einen Eigenwert mit verhéltnisméafig grofsem negativen Realteil besitzt. Dies
ist der Fall fiir 4> —4 > 0, da man dann einen Eigenwert (A1 = % (—p + /u2 — 4) nahe
bei 0 erhilt, der andere (A2 = 2(—p — \/pu? — 4)) aber fast bei —u liegt.

(d) Mit p = 2% +27® erh#lt man gerade A\1 = —2~® (also sehr nahe bei 0) und Ay = —2°

(also stark negativ).

Mit dem expliziten Eulerverfahren erhalten wir x; = fl’fL xo mit der Matrix Ah =
(E2 4+ h A).

Damit die numerische Losung beschrinkt bleibt, miissen die Eigenwerte von Aj, vom
Betrag her kleiner als 1 sein (andernfalls ezplodiert A’fb) Die Eigenwerte von Fa + hA
sind gerade 1+ h Ay /2. Setzen wir die beiden Eigenwerte ein, so stellen wir fest, dass der
kleine Eigenwert A1 kein Problem darstellt. Vielmehr miissen wir auf A2 achten. Aus
—1 < 1+4+hA2 < 1undh > 0folgt schlieflich, dass h < )\% gelten muss. Also ist 2% = Fls
die maximale Schrittweite fiir das explizite Eulerverfahren, wenn die numerische Losung

noch konstant bleiben soll.

(e) Mit dem impliziten Eulerverfahren erhalten wir xy = Bf 2o mit der Matrix Bj, =
(Bx —h A)~L.

Die Eigenwerte davon sind ﬁ Insbesondere ist aber fiir A;/o < 0 dieser Aus-
druck immer betragsmaéfig kleiner 1. Damit ist die numerische Losung bei Verwendung
jeglicher Schrittweite h > 0 beschrénkt.

Bemerkung: Fiir eine moglichst gute Losung, sollte man die Schrittweite natiirlich den-
noch nicht zu grof wihlen. Jedoch liefert die Verwendung von impliziten Verfahren fiir
obiges Problem nicht von vornherein eine von der Approximationsgenauigkeit unabhin-
gige Schrittweitenbeschrankung.



74 Fourierreihen — Berechnung der
Fourierkoeffizienten

74.1 (a) Da die Funktion f ungerade ist, erhalten wir fiir die Koeffizienten a,, = 0
und fir b, gilt:

by, = /f(x sin(nz) dz = %/ { } sin(nz) dzx

0
™
2
T sm(nm ) dz — = | xsin(nz)
0

4 w2
0

s

= % [%xi” cos(nw)] . + % /12 cos(nzx) doz— % [% (sin(nz) —nz cos(nm))] .
0

3 s

| =2z 2 2z
== cos(nz) — =3 sin(nz) + o cos(nx) .
™

% [% (—2 sin(na) + 2na cos(nz) + n’az? sin(nx))] .

—22° 2z | 12% —2 12 6%\ . "
= +—+ 7 ) cos(nz) + | 5= — —+ 27 sin(nz)
0

nm nmw n3m n272  nint  n

:(_1)n<2773+2_71'2+ 1277)_( 1y

nmd nmw n3m4

n37'r3

Dabei benutzten wir sin(kr) = 0 und cos(kr) = (—1)" fiir k € Z. Nun erhalten wir als
Fourierreihe F' zu f

r) = 125 (yyrsintne).
n=1

(b) Zur Abwechslung bestimmen wir die exp-Darstellung und ermitteln hieraus mit den
Umrechnungsformeln die cos-sin-Darstellung: Fiir k = 0 erhalten wir fiir f(z) = (z—m)?
mittels Substitution und aus Symmetriegriinden

2m ™

1 2 0 1 2 171'3 71'2
=— - de=—2[dt==-" =2,
co 27r_/(x e de 271'_/ T 3 3
0 0
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Fiir alle £ # 0 ermitteln wir eine Stammfunktion fiir den Integranden aus der For-

melsammlung und erhalten aus Symmetriegriinden

27 . ™
U R ie” b (B2 (r — 2)% + 2ik (1 —a) — 2) |
ck—%/ x—m)e x = Py
0 z=0
_ ie k2L (1 — ) 2 _ (m=2m) -7 2
N 27k3 o wk? k2

Damit lautet die exp-Darstellung F' von f:

F(m):che w:—+2 Z

keZ kez\{0}

1km

Fiir die cos-sin-Darstellung F' beachten wir ¢c_j = ¢ und erhalten:

1km 1km 1kz
F(x)=—+2 y o :—+222 2k2
kez\ {0} keN
2
™ cos(kx)
-3 +4 Z k2

keN

(c) Da f eine gerade Funktion ist folgt b, = 0. Fiir die Koeffizienten a,, gilt

™

2 .
|s1n z|cosnz dez = = [ sinzcosnz dx
7T

an

= — COSx cosnx

/ cos xsinnx dr
0

T

= (—1)" +1—n|sinzsinnx

s
—n/sin:zcosn:r dx
0

0

[\

= Z((-1)"+1)+n%a,.

3

Hieraus erhalten wir

“ _2((=D"+1) ﬁ falls n gerade
n — p =

1—mn? 0 falls n ungerade .

Damit lautet die Fourierreihe F' von f:
2 = 4cos2kz cos 2kx
F — = .
(@) =2 Z_: 1- (2?2 = Z(Qk:—l )(2k + 1)
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(d) Wir ermitteln die Fourierkoeffizienten:

s - U
. 1 . sinnz 1 .
sinzcosnr de = — | sinx —— | coszsinnx dx
T n

0 —_— 0

Q
3
I
3|

s
1 cosne 1 /
= — |- sin x cosnx dx
™ n n
0
1 1 (-D)"+1 1
= fﬂ_nQ(cosmrJrl)Jrﬁan = TJFEG"'
Damit haben wir die a,, bestimmt:
(=)™ +1 0 falls n ungerade
an = —~——5o—— = .
m(n?—1) 7% falls n gerade
s U
1 . . 1 . cosnx|™ 1
b, = — [sinzsinnxdr= - |—sinz ’ + — [ cosxzcosnx dx
i i 0 n
0 0
U
1 sinnax|” 1 . . 1
= — |cosz +— [ sinzsinnz dz| = — by .
™ o M n

0
Hieraus erhalten wir b, = 0 fiir alle n > 1. Schlieflich gilt:

™
T

T
1 . 2 1 1 1 . 1
bl—E/sm mdm—%/(l—cos%c)dm—%[gc—ﬁst:z} =5
0

0 0

Damit lautet die Fourierreihe F' von f:

cos 2kx 1
F -z Zsinz.
(@) = Z @k—1)(2k+1) 27

74.2  (a) Da f eine gerade Funktion ist, gilt fiir die Koeffizienten b,, = 0 und

us us 2 T
ap = l/f(w)dm—z/wmdw—g[wwx—} =7
T T T 2 1,
0

—T
us
1
an = — [ f(x)cosnx dx
™
—T
. s
2 2 cosnx  xsinnz
= = [ (m—x)cosnz de == T sinnz — 5 —
™ T |n n n o

2 [ (=n™ 1 ] —1,  falls n ungerade,
™ 0 falls n gerade.
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Hieraus erhalten wir die Fourierreihe F' zu f:

T 2= 1—(=1)" T4 o= cos((2k — 1)z)
F(JJ):§+;272COSHZ‘:— ;Z: (21671 .
(b) Da f stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist, gilt F'(z) = f(z) fiir alle x.
Damit gilt insbesondere

T 4= 1 x4 /(1 1 1
W:f(o):F(O):g“F;Zm:g-‘r;<ﬁ+3—2+§+...>.
k=1

Hiermit erhalten wir )2 ; ﬁ = %2_
74.3  Wir wihlen T' = 27, weil die Schreibweise einfacher ist. Den allgemeinen Fall
zeigt man analog.

Im Fall, dass eine Funktion f ungerade ist, erhalten wir, da die Kosinusfunktion gerade
ist,
ap = 1 f(x) cos(kx) d / f(x) cos(kzx) dx + — / f(x) cos(kx) dx
™

—T

l-/ f(=x) cos(—kzx) dz + —/ f(x) cos(kzx) dz
T Jo T Jo

_ %/ (F(—2) + f(2)) cos(—kz) dz = 0 fiir k=0,1,2,3,. ..

0
Und da die Sinusfunktion ungerade ist, ist f(z) sin(z) eine gerade Funktion, sodass:
1 (" . 2 (7 . .

= ;/ f(z) sin(kz) dae = ;/ f(z) sin(kz) de fir k=1,2,3,...

- 0

Fiir eine ungerade Funktion f folgt die Behauptung analog.
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74.4

fur ay:

apgp =

ar =

74 Fourierreihen — Berechnung der Fourierkoeffizienten

Da f(z) eine gerade Funktion ist gilt fiir die reellen Koeffizienten b, = 0 und

/2 /2
1 2 2 e 2
— / cosT dx:—/cosm dgc:—[sinz]o/2:_
™ T T T
/2 /2

1 / coszwcoskr dr = % / % [cos((k — 1)x) + cos((k + 1)z)] dx

—7 /2 —m/2
/2 sin 1Dz sin z /2
! / fcos((k — 1)) + cos((k + 1)z)] do=— [ (Ef_ 11) ) . (gck ++11) )]

0

0
) + (k—1)sin ((k+ 1)%)}
) + (k—1)sin ((kf l)g +7T)}

ﬁ [(k +1)sin ((k: 1)

ST ST

ﬁ [(k +1)sin ((k: 1)

2 . T 2 0 falls k£ ungerade
k2 —1) " ((k - 1)5) TrkE—1) { (—1)F/2

falls k ungerade

Die komplexen Koeflizienten ¢ sind dann gegeben durch

%(akfibk), falls £ >0
Cp = .
L(ap +iby), fallsk <0



75 Fourierreihen — Hintergriinde,
Satze und Anwendung

75.1  (a) Die Ausgangsfunktion f besitzt die Periode T' = 2w, die Kreisfrequenz
w = 1 und die Fourier-Koeffizienten co = 0 und ¢, = % fir k #£ 0.

Die Funktion g :  — f(2x — 3) besitzt aufgrund der Streckung = — 2z im Vergleich zu
f die halbe Periode T' = 7 bzw. die doppelte Kreisfrequenz & = 2.

Ferner beinhaltet g mit y — y — 3 eine Verschiebung, welche einen zusétzlichen Faktor

e 3% in den Fourierkoeffizienten erzeugt. Demnach erhalten wir fiir g die Fourierkoef-

fizienten ¢o = 0 und ¢, = % e 3 fiir k # 0. Die Darstellung von ¢ als Fourierreihe

ist 2ik 3ik
e 1 (Ee— 1
= Y
kez\{0}

s

(b) Die Funktion g”(x) ist (ebenso wie g) m—periodisch, f(4x) sogar Z—periodisch. Da-
mit besitzt die Funktion h die Periode T = 7 und die Kreisfrequenz @ = 2. Um die
zugehorigen Fourierkoeflizienten ¢ von h bestimmen zu kénnen, benétigen wir die Fou-
rierkoeffizienten di und ey in den zu @ = 2 gehorigen Fourierreihendarstellungen von
g" (z) und f(4z):

g//(x)zzdeQikm7 f(4x)zzek62ikm )

kEZ kEZ

Gemif Teilaufgabe (a) besitzt g (bei der Kreisfrequenz & = 2) die Fourierkoeflizienten
¢o =0und ¢, = % e 3'F fiir k # 0, zweimaliges Anwenden der Ableitungsregel ergibt
folglich do = 0 und dj, = (2ik)%¢, = — 5 e 3% fiir k # 0.

Um die Fourierreihe f(4z) = 327\ (0} e?# in der Form _, , ek e?'#* darzustellen,
muss eg = 0, e, = J% = % fiir gerades k = 275 # 0 sowie e, = 0 fiir ungerades k gelten.

Insgesamt erhalten wir die Fourierkoeffizienten

0 firk=0
G =di +ep = —4'3;#+% fiir gerades k # 0
—‘“i?k fiir ungerades k

der kombinierten Fourierreihe h(x) = ZkeZ\{O} Gpe?ike,

75.2 (a) Ubersetzen der in cos-sin-Darstellung gegebenen Fourierreihen Fy(z) =
Y req besinkx und Fg(x) = Y 32, Bk sinkx in die komplexe Darstellung ergibt

Fy(z) = Z cr €M Fg(z) = Z vy e kT

k=—o0 k=—o0
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mit co =0, ¢ = f%bk, [ %bk und v0 =0, v, = féﬁk, Yok = %ﬁk (k=1,2,3...).
Die Faltungsregel liefert dann

-1

Fy(x) *Fg(w Z ck'yke bz _ Z —%bfkﬁfk eikz—f—z—%bkﬁkeiki

k=—o0 k=—o0 k=1

:7%Zbkﬁk (eiikx lkw)zféz kﬁk coskx .
k=1 k=1

(b) Hier bestehen fiir Fo(z) = 5 + 377 | axcoskr und Fo(x) = S + > 7, ax coskx
die komplexen Darstellungen

F.(z) = Z ke, Fu(z) = Z T

k=—oc0 k=—o0

Yk =Cok = ak und vo = 5, 7k = Y-k = %ak (k=1,2,3...). Mit der
Faltungsregel erhalten wir

mit cg =

o0 — oo
Fo(x)*Fo(x) = Z Cr Yk € ke — Z ia_k a_p e kar% ao ao+z %ak ag e *®
k=—oc0 k=—oc0 k=1
1 = —ikx ikx 1 =
:aofo—&-ZZakak(e k +ek):a04a0+§Zakakcosk:m.

k=1 k=1

75.3  Wir gehen zur Losung nach unserem Rezept vor:

(1) Entwicklung von s(¢) in eine Fourierreihe:

s(t):cheikt:ﬂ'f Z °

kEZ kez\{0} !

ikt

(2) Wir gehen mit dem Ansatz
t) _ Z dk e1 kt

in die Differentialgleichung ein und erhalten
Z(aik’ +1)3dp '™ = Z cpeFt
kEZ kEZ
(3) Ein Koeffizientenvergleich liefert:

Ck

&= Gik+ 17
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(4) Die Losung lautet somit:
ol bt
x(t) =m— keZZ\{O} ek T e Vi eR.
75.4  Wir gehen zur Lésung nach unserem Rezept vor:

(1) Entwicklung von s(¢) in eine Fourierreihe:

ikt
o ikt €
s(t)—che = Z 5Tk
keZ keZ\{0}
(2) Wir gehen mit dem Ansatz
x(t) = Z dj, e
kEZ

in die Differentialgleichung ein und erhalten:
Z(—ks2 +2ik+2)dy M = ch ekt
kez kez

(3) Ein Koeffizientenvergleich liefert:

dpy=——K
PR 2tk 2
(4) Die Losung lautet somit:
oi bt
z(t) = Z vVteR.

— 773 -
keZ\{O}2lk( k2 4+ 2ik 4+ 2)

75.5 (a) Es selen f,g : R — C Funktionen mit der Periode T'. Dann ist die pe-
riodische Faltung von f und g wegen der Periodizitdt von f ebenfalls T-periodisch,
denn:

(ea)@+T) =7 [ fatT=owdr =7 [ fla=ngat=(1+g)().

Daher ist die Faltung also wiederum periodisch.

(b) Da die betrachtete Sagezahnfunktion 27-periodisch ist, geniigt es deshalb, die Fal-

tung fiir = € [0,27) zu berechnen. Fiir z € [—27,0) gilt s(z) = —ZF™, so dass sich auf
[0, 27) folgendes ergibt:
1 2m
(sxs)(x) = /. s(z —t)s(t)dt =
1 T 2
_ L (/ s(z — D)s(t) dt +/ s(z — 1)s(t) dt>
2m \ /o z
1 T 2m
= — </ (tfx+7r)(7rft)dt+/ (tac7r)(7rt)dt>
87 0 T
_ A2 2 23 _ 6z —322 — 27 7? —3(z—m)?
2 R H 24 - 24
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Die periodische Faltung s x s ist dann die 27-periodische Fortsetzung dieser Funktion.

(c) Fiir £ = 0 ergibt sich der zugehérige Fourierkoeffizient als

1 2" 7% = 3(x —m)? 1 (7 2
CO—%O sz‘—%—ﬂ_/;ﬁ(ﬂ' —3u)du-0,

wobei die Substitution u = z — 7 verwendet wurde.
Fiir k # 0 gilt unter Verwendung derselben Substitution:

1 o, 2\ —ika 717”” T 2 —iku
= Ime ; (77 73(1‘77T))e dz = pr /_W(ﬂ' 73u)e du

_ e i (3026w 6w\

T 487 ik k2 ik3 ik )|

km

Bestimmt man unter Verwendung von e' ™ = e~ '*™ den Wert in der eckigen Klammer,

so ergibt sich schlieflich fiir die Fourierkoeffizienten:

e T ke (_127N\] _ 1
%= 187 |° 2 )T a2

Fir die Fourierreihe von s * s erhalten wir damit:

ikx
Fous(z) = -+ 3 ek2 Vo €R baw. Fas(z)=—
kez\{0}

N =

5 COskT e R.
k2
k=1



76 Fouriertransformation |

76.1  Wir erhalten die Fouriertransformierte ' von f durch Bestimmen des folgenden
Integrals

oo . 1 .

/ e*'wtf(t)dt:/ eﬂ‘“t%(l—|t|)dt
—o0 -1

1 0 iwt 1 1 Ciwt

—/ e 1“’(1+t)dt+—/ e "Y1 —t)dt
2/, 2 Jo
gLt U N L (Lt
T2 —iw —iw  (—iw)2/|_; 2 —iw —iw  (—iw)?
1 1 /5w, —iw\) 1l—cosw 1 (sin(«/2) 2

_F(l_i(e te ))‘ e _5((w/2) :

wobei wir zuerst w = 0 wegen der Division durch w ausschlieffen miissen und schliefslich

F(w)

1

0

w = 0 wieder gewinnen, indem wir F' in null durch F(0) = % stetig fortsetzen.

Die inverse Fouriertransformation besagt schlieflich, dass fiir alle ¢ gilt

£t) = %/_Oo ¢ F(w) du

Wir setzen ¢ = 0 und fithren die Substitution 2 = «w/2 bei dem entstehenden Integral

durch:
0= L (H) e [ (57)

Hieraus erhalten wir schlieflich die interessante Aussage:

[ (=
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77.1  (a) Um die Faltung f = f mit f(£) = e~ ! zu erhalten, ist das folgende Integral
zu bestimmen:

(F+t) = /oo e lt=le=Imlgr .

— o0

Wir I6sen die Betridge durch eine Fallunterscheidung auf:

(i) Fall t > 0. In diesem Fall gilt t — 7 >0 <t > 7:

oo t 0
(f*f)(t):/ eHTdT+/ e*td7+/ e " dr
t 0 — o0
oo 0
_ et |:1 eQ‘rj| + teft +67t |:l e27':|
2 . 2 e
t

1 ¢ 1 _
=3e " tte t+§e =e "(1+1).

(ii) Fall t < 0. In diesem Fall gilt t —7 >0 0> 1> 7:
e} 0 t
(fxf)t) = / el 72" dTJr/ et d7'+/ e 27 ar
0 t —o0

(o) t
_ et |:l e—2‘r:| + 0— tet + e—t |:l eQT]
2 0 2 — oo

1 1
= §et7tet+§et =e'(1—1).

Wir kénnen (i) und (ii) zusammenfassen und erhalten fiir die Faltung:

(f* )ty =1 +][t)e "

[t

(b) Um die Fouriertransformierte von f(t) = e !*l zu bestimmen, 16sen wir den Betrag

im zu berechnenden Integral auf:

F(f@)(w) = / e*\t\eflwtdt:/ et(1ﬂw)dt+/ Qt(—1-iw) gy
—o0o 0

—oo
_ _ 2
= (1—1 ! 1+ b= 2
( w) 4 (14 iw) T

t

(¢) Um nun die Fouriertransformierte von g(t) = [t| ¢l zu bestimmen, nutzen wir (a)

und (b) aus, es gilt ndmlich

g(t) = |t e "=+ Je]) e T —eT = (£ 1)(8) = S (1)

Wegen der Linearitdt der Fouriertransformation erhalten wir hieraus:

F(|tl e My (w) = F((f * £)(&) = f(1) (w) = F ((f  £)(1) (w) = F (f(t)) ().
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Mithilfe des Faltungssatzes (f * g)(t) o—e F(w)G(w) erhalten wir nun

4

_ 2 _

F((f+ @) (w) = (F(F®)(w))” = ek

Schliefslich erhalten wir ganz einfach die gesuchte Fourierkorrespondenz:
4 2 2(l-w?)

— =t
t)=1|t o—e — = .
9(t) = [tle (I14+w?)? 14w? (1+w?)?

77.2  (a) Mit z(t) o—e X(w), s(t) o—e S(w) filhrt die Anwendung der Fou-
riertransformation auf beiden Seiten der Gleichung auf die Darstellung

(iw+1)*X(w) = S(w). (%)

(b) Auflésen von () nach X (w) fithrt auf die Ubertragungsfunktion H(w) = m
Deren inverse Fourier-Transformierte liefert die Impulsantwort h. Ein Blick in unsere
Tabelle mit den Fouriertransformierten liefert
1 2 —at ~ 1
=t t) o—e ———
2" °© u(t) (iw+a)d’
mit der modifizierten Heaviside-Funktion #. Die Ubertragungsfunktion H kann man

umformen zu H(t) = Damit ist

1
asd(iw+1/a)3"

1 o —n~
(c) Die Faltung der Ubertragungsfunktion i mit dem Eingang s liefert eine Losung der
Differentialgleichung:

oo

2(t) = h(t) * s(8) = s(¢)  h(t) = / s(t — T)h(r) dr

— o0

o 1 e~ 1 o _r
:/ S(t—T)ﬁTge /QU(T)dT:ﬁA s(t—T)TQe /e dr.

(d) Es sei nun konkret s der oben angegebene Rechteckimpuls. Der Integrand enthalt
also den wandernden Rechteckimpuls

1, Jt—7l<1 1, t-1l<7<t+1
S(t_'r): 1/27 |t—7‘|:1 - 1/27 t—1l=7=t+1.
0, sonst 0, sonst

Damit gilt fiir das Integral

t+1
x(t) L / 2 e /e u(r)dr.

= 9,3
202 Jy

Wegen der (modifizierten) Heaviside-Funktion % ist jetzt eine Fallunterscheidung nétig,
abhéngig davon, wo 1 — ¢ bzw. 1 4 ¢ bzgl. der Null liegen:
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e Fallst+1<0: =z(t) =0.
e Fallst —1<0<t+1:

t+1 . . t+1
w(t):ﬁ 2e 7/ dTZ*ﬁ e /‘”(2a2+2a7'+7'2) .
R LI )
e Falls 0 <t —1:
t+1 . t+1
x(t) = %/til e dr = —% {e7 /% (202 + 2a1 + 7'2)L_1
e /e 2 2
=— <72(a + t) cosh (1/a) + (1 + 2a° + 2t + t°) sinh (1/a)> .
!

77.3  (a) Wir klammern aus und wenden den Ahnlichkeitssatz an:

1 1 1 1 a>0 1

= O —— |a| F, = ——F, .

(a2 + t2)n a2n (1 + (t/a)Q)n a2n |a| (GW) a2n—1 (CLUJ)
(b) Wir benétigen die folgende Korrespondenz und auch die Ableitung von f:

WPy (W) e—0 1f'(t) und fL() = —n— b
n i n n - (1+t2)n+1 :
Hiermit erhalten wir nun:
d 1, (1, , 2nt?

G(w) = —(wF, o Zt(=fl))=—tflt)= —0F .
(@) = L (wFn(w) L (F00) =10 = e

Daher wihle man g(t) = %

c 1t erhalten wir die Fouriertranstormierte von Fy(w) — 5- 5 (whn(w)), es gilt:
Mit (b) erhal ir die Fouri formi F, L d(wF, gil

L wFaw) oo () - —& 1
dw " 1+ ¢2 (1+2)ntl (14 ¢2)nt1”

Die rechte Seite ist gerade frn41(t), deren Fouriertransformierte Fy41(w) ist. Hieraus

1

folgt die Rekursionsformel.

Laut Aufgabenstellung gilt die Korrespondenz

fl(t)::l_’_;tz Fi(w)=me .

Mit der Rekursionsformel erhalten wir hieraus nun die Funktion F», es gilt:

Fr(w) = Fi(w) — %% (WF () = me ! —%w(l — wsgn(w))e!

2 (1 wsgn() e = T4 el

wl
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77.4  Man beachte unser Rezept zur Losung einer DGL mit Fouriertransformation:
(a) (1) Es sei X(w) die Fouriertransformierte von z(t). Die Fouriertransformierte der
Storfunktion ist in der Aufgabenstellung gegeben.

(2) Fouriertransformation der DGL fiihrt auf die Gleichung (iw + 1) X (w) = ﬁ

. . n! n !
(3) Wir 16sen nach X (w) auf: X(w) = ﬁm = #%
(4), (5) Hier bietet sich an, direkt die Riicktransformierte von X(w) zu bestimmen,
es ist némlich der zweite Faktor der rechten Seite nach der angegebenen Korrespon-

denz die Fouriertransformierte von "™ e~ @(t). Deshalb gilt wegen der Linearitiit der

Fouriertransformation

1
t) = ——
o(t) =

die inverse Fouriertransformierte von X (w) und damit die gesuchte Losung des LTI-

" teTta(t)

Systems.

(b) (1) Es sei wieder X (w) die Fouriertransformierte von z(t), und S(w) bezeichne die
Fouriertransformierte von s(t).

(2) Die Fouriertransformation der DGL liefert die Gleichung (1 —iw)?X (w) = S(w).
(3) Wir 16sen nach X auf: X(w) = m S(w).
(4) Die Ubertragungsfunktion lautet

1 1

Hw) =q0e = (1+i(—w)®

Deren inverse Fouriertransformierte ist die Impulsantwort und lautet nach der angege-
benen Korrespondenz und wegen S(—w) e—o0 s(—t):

—tet, t<0

h(t) = —t ' a(—t) = .
0, t>0

(5) Eine Losung des LTI-System ergibt sich nun aus der Faltung von h mit der rechten

Seite s:

0

m(t):/joh(ﬂs(t—ﬂdm—/ r o s(t— 1) dr.

— 00

77.5  Wir benutzen den Umkehrsatz, d. h. die Korrespondenz F(t) o—e 27 f(—w),
wobei f(t) o—e F(w). Mittels der folgenden bekannten Korrespondenz
]. ,)\ltl )\
— o—e —
2 ¢ A2 + w?
erhalten wir nun mit A = 1:

o
142

1 —|—w —|w
o—e 27r§e‘ I — e lel,



332 77 Fouriertransformation 1l

Mithilfe des Ahnlichkeitssatzes gewinnen wir nun:

1 _ 1 1 oo Liglmelewl L
a2+t2_a21+(t/a)2 agawe —awe

—law|

Mit der Differentiation im Frequenzbereich, also mit der Korrespondenz

tf(t) o—e i F'(w), erhalten wir nun

1 [ ~law| _

Loz T2 lm(—m sgn(w)) e = —imsgn(w) e

—law|

Die néchste gesuchte Korrespondenz gewinnen wir mit der Differentiation im Zeitbereich
flt) o—e iwF(w):

O o—e 1wi7re |aw]
dtt2 4+ a2 (t2 +a2)? lal '
Hieraus folgt nun
t liwr  _jaw
(t* +a?)? 2]

und schliefslich

t ' o i _Limh d (we_‘awl) = Lu, lawl) ol
(t2 + a?)? 2|al) dw ~ 2|al '

Fiir die letzte zu bestimmende Korrespondenz benutzen wir einen Trick, es gilt:

1 _ 1l P+ 1 8
(a2 + t2)2 - a? (a2 + t2)2 - a? a? + 12 (a2 + t2)2 '

Mit dieser Umformung ist es nun ein Leichtes, die gesuchte Korrespondenz aufzustellen:

1 1 1 —law| _ —|aw| law]
L o e — (2 1- 1 .
@+ ) e <|a|”e gy (4~ lawl) 71! ) = 50 (0 faw)) o

77.6  (a) Die Fouriertransformation F' von f erhalten wir durch Berechnen des fol-
genden Integrals:

F(w) :/ f 71wt dt = / e(f)\Jria)t eithdt _ /00 e(7>\+i(a7w))t dt
0

1

e—()\ ila— w))t _ )
o Ati(w—a)

A+ 1(a —w)
(b) Wir nutzen die folgenden bekannten Formeln fiir den Kosinus und Sinus:

COS(Nt):%<eiNt+e_iNt) und sin(Nt)z%(eiNt—e_iNt).
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Wegen ¢ > 0 und dem Teil (a) erhalten wir nun als Fouriertransformierte X (w) fiir (¢):

X () :/ooef,\t % (eiNt+efiNt) o it gy
0

1 1 N 1 B Atiw
2 \ M +i(w=N) Atilw+N)) (A+iw)2+ N2

und analog als Fouriertransformierte Y (w) fiir y(¢):

oo 1 . . .
Y(Ld) :/ e At Z (eth+e 1Nt) e 1wtdt
0

_ 1 1 B 1 B N
T 2i \M+iw-N) A+iw+N))  (A+iw)?2+ N2’

Fiir A — 01 wird X (w), Y (w) immer schmalbandiger (— geringe Diampfung). Im Grenz-
fall A = 0 haben X (w) und Y (w) zwei Pole bei +N.
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78.1  Gegeben seien die dquidistanten Stiitzstellen x, = EQW" fir { =0,..., N —1
mit den zugehorigen Funktionswerten f(x¢):

(:EO? f($0)), SRR (folv f(mel)) .
Wir setzen vy = f((%r) und ¢ = e "/~ Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir:

1 [ _ 1 2r

_ ikx 7ik(£2—")
n=gr | f@e M~——§Hw N

N—-1 _
1 _oxi\ K2 1 )
N;“@”):N§W<-

Hierbei haben wir bei der Néiherung ~ das Integral durch N Rechtecke der Hohe
f(ﬂ%") — 1R ynd Breite 2% ~ approximiert, diese Approximation ist d&hnlich der Tra-

pezregel von Seite 281 (Rezeptebuch).

78.2  Der folgende Code taugt

function [ ¢ ] = diskretfourier( v )
N=length(v);

zeta=exp ((-2*pi*i)/N);
[x,y]=meshgrid(1:N-1);

Fvor=x.*y;

Fnach=[zeros(1,N); zeros(N-1,1) Fvor];
F=zeta. Fnach;

c=(1/N)* (F*v) ;

end

78.3 (a) Es gilt Ck—NZ[ o Yoig™ mit k = 0,...,N — 1, g=e /Y und
v = f(z) = f(5F).
Fir N =4 gilt:

3 3
1)0:—5, ”U1=0, 1)2257 ”U3=0.
- . . . . . 3 _mikl
Fiir die Fourierkoeffizienten erhéilt man damit ¢, = 2>, _jvie "2 bzw.

\
NI

W
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Fiir N = 5 erhélt man nach dem gleichen Schema:

11 1 f(0)

1 e 2 o' Gt o JE)

c:1F5U:% 1 67475ri 6275” eizgi 6475” f(%r)

1 e e % eF e % f(*%r)

I S S T f(=3)

—1,5 — 3(cos(Z) + cos(4F)) 0

. 71.5+61(Sin2(2§)+sin2(4?”))76008(%")008(4?“) %i
=3 —1.5 — 3(cos®(2E) + cos®(4X)) = -2
—1,5 — 3(cos®(2) + cos®(4F)) -1

—1,5— ﬁi(sing(%’r) + SinQ(%’T)) — 6cos(ZF) cos(4F) —3i

(b) Mit N = 4 haben wir eine geradzahlige Anzahl von Stiitzstellen. Fiir die reellen
Fourierkoeflizienten gilt daher mit N = 2n, also n = %, firk=1,...,n—1:

a0 = 2co, ap =ck +cN_k, by =i(ck — cN_k), an = 2cn .
Somit ergibt sich
ap =2¢co =0, alzcl—f—c:),:—%, a2 =2c2 =0, by =i(c1 —c3) =0.
Das trigonometrische Interpolationspolynom lautet somit

an
2

n—1
ao .
oY + ,;_1 (ak cos kx + by sin kx) +

p(x)

3
= a—20+a1cosw+b1sinm+ %C082$:7§COSJI.

Mit N = 5 haben wir eine ungeradzahlige Anzahl von Stiitzstellen. Fiir die reellen

Fourierkoeflizienten gilt daher mit N = 2n + 1, also n = %, firk=1,...,n:
azz—%, l)1=—37 ao:a1:b2:0.

Das trigonometrische Interpolationspolynom lautet somit

p(x) = 7%C0821‘7 3sinx.

(c) Mit folgendem Programmierbeispiel lasst sich die Aufgabe in MATLAB losen:
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function [a,b] = InterpolationsKoeffizienten(N)
% N: Anzahl der Stuetzstellen
% Stuetzstellen
x = (0:N-1)*2xpi/N; % Zeilenvektor
% Funktionsauswertung
v = 3*sin(4*x) + 1/2*cos(7*x) - 2*cos(3*x); % Zeilenvektor
[k,1] = meshgrid((0:floor(N/2)),(0:N-1));
% Berechne a (Vektor mit a_k als Eintraege, also floor(N/2) Eintraege)
a = sum( 2/N*cos( (2*pixk.*1)/N ).*repmat(v(:), 1, floor(N/2)+1) );
% Berechne b (Vektor mit b_k als Eintraege, also floor(N/2) Eintraege)
b = sum( 2/N*sin( (2*pi*k.*1)/N ).*repmat(v(:), 1, floor(N/2)+1) );
if mod(N,2) == 0 % wenn N gerade
b(end) = [1;

end

Fir N = 10 erhilt man

Il
w

3
ap=ar=az=as=a5=0, az=—5, bi=b2=0b3 =0, by

Das trigonometrische Interpolationspolynom lautet somit
3 .
p(z) = —5 cos 3z + 3sindx
Fiir N = 15 erhélt man

ao:a1:a2:a4:a5:a6:b1:bQ:b3:b5:b6:b7:0,

az = —2, a7:%7 by =3.
Das trigonometrische Interpolationspolynom lautet somit

p(x) = 3Sh14$‘+'%COS7$‘4'2C08317:2f($)
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78.4 Es gilt

7
kj . I, p—
= Eovjqj7 wobei v; = f(z;) und g=e 2"1/™
j:

Mit g = e 271/ = %(1—1) und dem Datenvektor v = (1,1,1,1,0,0,0,0)" (v; = f(x:))

erhalten wir die Koeffizienten c; als Eintrdge im Vektor % (qkl)kylzo 7v. Wegen der

,,,,,

besonderen Form von v benétigen wir nur die ersten vier Spalten von (qkl)k’lzo 77777 7.
Mit (¢*)x.1=0, .7 = Fs. Es gilt
1 1 1 1 * 4
1 5= —i 5(=1-i) = 1—(V2+1)i
1 —1i -1 i * 0
1 . . 1 .
ngvzl 1 oZ5(-1-9) i (-1 « s 1 1—(vV2-1)i
8 8 11 -1 1 -1 % 8 0
1 1+ -1 5040 « 1+ (V2-1)i
1 i —1 —i * 0
1 Z0+1) i H1+0) « 1+ (V2+1) i

Fiir das trigonometrische Polynom p(x) = % +Zi:1 ay, cos(kx)+by sin(kx) 4 a4 cos(4x)
berechnen sich die Koeffizienten aj und by wie folgt:

a0 = 2co, ar =2Re{cx} und by = —2Im{cy} firk=1,...,3, as = 2ca.
Somit ist

p(x) = 3 + 3 cos(z) + § cos(3z) + %(\/5—&— 1) sin(x) + %(\/5 —1)sin(3z) .

78.5  Es gilt:

S NI

o
I
|
e
<
I
|
e
N

Daraus ergibt sich:

aozl, a1:0, a2:—1, b1=0.
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Die exakten Fourierkoeffizienten lauten:

4 .
G, = 4 T(1=n?) fiir n gerade und  bp, =0.
0 fiir n ungerade

Somit gilt ap = 2 ~ 1.273, a1 = 0, G2 = —5= ~ —0.424 und by = 0.

78.6  Es gilt:
1 1 0
1 e 5 e T e 5 sin(%”)
1 1 i ni i i
C:§F5v:§ 1 e % e e~ F e sin(42) | =
ami _omi 2mi ami . Ar
1 e's e 5 e’ s e 5 sin(=%+)
2mi 4 i _A4ri 2mi . P
1 e5 e s e 5 e s sm(%)
sin(ZX) + sin(4F) 0,6155
sin(%r) COS(Q?’T) + sin(%r) cos(%r) —0,0727
2
— s (27T 4n s (AT 27 ~
=z sin(=*) cos(%) +sin(F) cos(F) | = | —0,2351
sin(%”) cos(%’) —+ sin(%’) COS(%") —0,2351
sin(Z) cos(Z) + sin(4E) cos(4E) —0,0727

Daraus ergibt sich:

ao = 1.2311, a1 = —0.1453, a2 = —0.4702, b1 =0, b2 =0.

Das trigonometrische Interpolationspolynom lautet somit:

p(x) = 0.6155 — 0.1453 cos(x) — 0.4702 cos(2x) .

11 1 1) [#° e

2 2

1 111 -1 -1 i - -
c:—F4’U:— 4 = 42
411 -1 1 -1 fo us

2 2

1 i -1 —i T T

Daraus ergibt sich:
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ao =4, a1 =", a2 =", bp =0.

339

. . . N _ 3 2 2 2
Das trigonometrische Interpolationspolynom lautet: p(z) = “g- 4+ % cosx + - cos 2.

(b) Es gilt:
11 1 1 0 0
3 3
CZ—F4”U=1 1 -1 -1 i 2 _ —i61
4 411 -1 1 -1 0 0
1 i -1 —i) \-2 34

Daraus ergibt sich:

w

ao=a1=a2=0, b1=—.

o]

Das trigonometrische Interpolationspolynom lautet: p(x) = %sin T.
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79.1  (a) Wir konnten das Integral berechnen und dann die Laplacetransformation
durchfiihren. Das tun wir nicht. Wir wenden die Formel fiir die Integration der Origi-
nalfunktion an und erhalten aus der Korrespondenz

f(t) =sinat o—e 82_;_#&2 = F(s)

sogleich die Korrespondenz

/ 1 a
O/f(r)dT o—e ;F(s):m_

(b) Wir suchen in unseren Formeln zu den trigonometrischen Funktionen eine einfache
Darstellung fiir sin® und benutzen die Linearitit der Laplacetransformation:
1

.2 1 1 S
=—(1- 2t) o—e — | — — .
sin” ¢ 2( cos 2t) A e

(c) Bei dieser Transformation kommen wir mit einem Blick in unsere Tabelle und Nutzen
der Linearitdt aus:

26 2t 1 1 4
J— _ = .
S A R ) [ CE)

(d) Auch hier reicht unsere Tabelle:

s—2

2t
€ COS(at) o—e m .

(e) Die Linearitdt und unsere Tabelle liefern:

S S

cos(at) — cos(bt) o—e T 2 iR

(f) Wir vermeiden das Integrieren und benutzen unseren Satz zur Fouriertransformierten
des Integrals einer Originalfunktion:

/t(cos(w)—cos(bﬂ)dTo—. 1( s s >: 1

s 52+a2 82+b2 52+a2 82+b2'

79.2  Bei allen Funktionen suche man zuerst in der Tabelle nach &hnlichen Funk-
tionen und denke an die Regeln und Sitze zur Laplacetransformation, mit denen man
oftmals kleine Ungleichheiten glattbiigeln kann:
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(a) Wir schreiben zunéchst die Funktion um, es gilt:

s 1

S e B A R

Aus unserer Tabelle erhalten wir die Riicktransformierte von G:

1 efat 7efbt

G(s):(s+a)(s+b) o b—a

=9g(t).
Fir die Riicktransformierte von F' beachten wir nun die Regel zur Ableitung der
Originalfunktion, wobei wir g(0) = 0 beachten:

1 _ _
F(s) =sG(s) &0 g(t) = 7— (—ae 9 4 he ”t) — (1)
(b) Wieder formen wir die Funktion um, sodass wir eine Ahnlichkeit zu einer Funktion
in unsere Tabelle finden. Dazu machen wir den ersten Schritt:

1 B 1
(s+a)3(s+b) (s+a)3(s+a+b—a)

F(s) = =G(s+a)

mit G(s) = @, wobei ¢ = b — a.

Nun benutzen wir den Verschiebungssatz, es gilt:
G(s) &= g(t) = G(s+a) &0 e “g(1).

Nun erhalten wir sukzessive, ausgehend von unserer Tabelle, mit der Regel zum
Integral der Originalfunktion:

1 —ct
—O e
s+c
¢
1
—_— o /e_” d7':—1 (e_Ct—l)
s(s+c) c
0
t
1 1/ 1 - t
g e [ k()
s2(s+c) / c (e TT a2\’ +c
0

¢
1 1 _er - t
e - - dr = - (e7=1) = 5 + o
s3(s+c¢) /02 + TTTa e c? + 2¢
0

Damit haben wir g(t) = =% (e”“" —1) — L + ;—i, die gesuchte Riicktransformierte
f(t) erhalten wir nun ganz einfach:

Fo) e f)=c gl = |- 5 (1) - 4 ﬁ] |
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(c) Aus unsere Tabelle erhalten wir die Korrespondenz:

1 at — sin at
s2(s2 +a?) a3 '

Mit der Regel zum Integral der Originalfunktion erhalten wir hieraus:

t

1 at — sinart 2 1

753(52 ey o—e /7a3 dr = 2a2 T oA (cosat — 1) .
0

(d) Hier hilft uns die Losung von (b) auf die Spriinge, wir verwenden noch die Regel
zur Verschiebung:

! o—e o i —+ i(cos at —1)
(s+1)3[(s+1)2 + a?] 202 a* '
(e) Hier ist eine Partialbruchzerlegung angesagt:
s +s+2 3 4 3(s —1)+3

Go12(s?—25+2) s—1 (-12 (s—12+L
Nun reicht ein Blick in unsere Tabelle:

S2+s+2
(s—1)2(s2—-2s+2)

o—e e'(3+4t —3sint — 3cost).

79.3  Wir gehen nach unseren Rezepten vor:

(a) (1) Es sei X(s) die Laplacetransformierte der gesuchten Funktion z(t).
(2) Transformation des AWP liefert:

$2X(s) — szo — z1 + 55X (s) — bwo + 6X(s) =

(s+2)>
(3) Wir l6sen nach X (s) auf:
1
X(s) = (s+2)? 520 + 5o + X1
(52 +55+6) s2+5s+6
1 (s +2)xo 3z + 71

T (5+2P%(s+3)  (5+2)(s+3)  (5+2)(s+3)
(4) Eine Partialbruchzerlegung liefert

1 20 30 + 71
X(s) = (s +2)3(s +3) +$—|—3 (s+2)(s+3)°




343

(5) Es gelten laut der Tabelle auf Seite 729 (Rezeptebuch), den Rechenregeln und
der Losung zu Aufgabe 79.2 die folgenden Korrespondenzen fiir die Summan-

den:
1 —2t —t 2
N — o—O — 71 7t t
(s +2)3(s +3) e [—(e ) +t°/2],
Zo —3t
s+3 o ®e
3T0 + T1 —2t -3t
_— 3 — .
G12)(+3) (3o +a1)(e”™ —e )

(6) Damit erhalten wir als Losung

_ 1 _
x(t)=—(1+4+2x0+x1)e 3t+<1t+§t2+3x0+x1>e 2t

(b) Mit X (s) bzw. Y (s) bezeichnen wir die Laplacetransformierte von z(t) bzw. y(t).
Wir beginnen gleich mit Schritt (3) unseres Rezepts:

(3) Wir erhalten das Gleichungssystem mit der dazugehorigen Losung:

s+3 2 X(s) _ Si—l N X(s) _ ﬁ
-2 s-—1 Y (s) 0 Y (s) ﬁ

(4) entfillt.

(5) Ein Blick auf unsere Beispiele bzw. auf die Tabelle auf Seite 729 (Rezeptebuch) lie-
fert die Riicktransformierten:

2 tge_t 2 —t
—— O0—e 2 =t
(s +1)° 2 ¢
und
871 78+1727 1 2 te,titze,t.

(s+1)3 " (s+1)3  (s+1)2 (s+1)3
(6) Die Losung ist
(1t
t

x(t) =te”

79.4  Wir stellen zuerst die Storfunktion mit der Heavisidefunktion u dar und be-
stimmen gleich die Laplacetransformierte der Storfunktion:

1 e-—s l—e—s
t)y=1—-u(t—-1) o0—0 — — —— = ——
() =1-u(t—1) —— :

Zur Losung des AWP benutzen wir unser Rezept:

(1) Wir bezeichnen mit X (s) die Laplacetransformierte von z(t).
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(2) Transformation der DGL liefert die Gleichung

$2X(s) 42X (s) = % .
(3) Wir 16sen nach X (s) auf:
l—e—s
X(s) FEFTIE

(4) entfills.

(5) Riicktransformation liefert:

l—e—s 1 — cos(v/2t) B 17008(\/§(t71))u(t_1).
s(s% +2) 2 2
(6) Damit erhalten wir die Lésung
%(1 — cos(v/2t)) firo<t<l1

x(t) =
%(COS(\/E(t — 1)) —cos(v/2t)) fiirt>1
79.5  Wir benutzen unser Rezept:
(a) (1) Wir bezeichnen mit X (s) die Laplacetransformierte von x(t).

(2) Es gilt

k(t)=e¢" o—e K(s)= si und s(t) =sint o—e S(s) =
(3) Wir erhalten
s—1 1 1

Ts(s2+1) 241 s(s2+1)

(4) Eine Riicktransformation liefert die Losung:

X(s)

x(t) = sint + cost — 1.

(b) (1) Wir bezeichnen mit X (s) die Laplacetransformierte von z(t).
(2) Es gilt

k(t) =sint o—e K(s)=

und s(t)=1 o—e S(s):%.

2+1
(3) Wir erhalten
2
5741 1 1
X(s)=—+- - __ 1
(5) s(s2+2) s s(s?2+2)

(4) Eine Riicktransformation liefert die Losung:

1—cosv2t _ 1+ cosv2t
2 o 2 '

z(t)=1-



80 Holomorphe Funktionen

80.1(a) |z +1—2i| = |z — (—1+21i)| = 3 liefert einen Kreis um —1 + 2i mit Radius
3.
(b) |z — 2| = |z + i| liefert die Mittelsenkrechte der Strecke [2, —i]:

lz—2|=|z+i] <& |z=2P=]z+i> @ -2)(z-2)=(z+1)(z—1)
& 22-20z+2)+4=22-i(z—2)+1 & —dax+4=2y+1

& y= -2+ % .
(c¢) |z — 3|+ |z + 3| = 10 liefert eine Ellipse mit den Halbachsen a = 5 und b = 4:

lz—=3|+]z+3|=10 = |z—3+iy|l+|zr+3+iyl =10

VE=3)2+y> =10-/(x+3)> +4°

(z —3)? +4°=100—20/(z + 3)2 + y2 + (z + 3)* +¢°
2543z =5/ (z+3)%2 + 92

625 + 150z + 922 = 2527 + 150z + 225 + 25y°

2 2
z_ oA
25+16_

LR A

(d) 1 < |z + 2i| < 2 liefert ein Kreisringgebiet mit Mittelpunkt —21, innerem Radius 1
und duferem Radius 2.

(e) Re(1/z) = 1 liefert einen Kreis mit Mittelpunkt 1/2 und Radius /2 (ohne z = 0).
Zur Berechnung gehe man wie folgt vor:

Re 1 =1 < Re(i_):1<:>Re r—1y =1
z 2Z 2 + y?

_r

.T2+y2

1\? 1
=1 & m2+y27x:0 & (z§> +y2:—.

(f) Im (i) < 0 liefert die obere Halbebene. Die Berechnung lautet:

z—1
Im z+1 <0 & Im w+1+}y.x—1—Ty <0
z—1 r—1+iy z—1-—1iy
2 2 :
zt—14+y° —2iy —2y
& 1 <0 & — <
n (o) <0 © o

& 2y<0 & y>0.

80.2  Wir setzen jeweils z = = + iy in die Abbildungsvorschrift ein und ermitteln
den Real- und Imaginérteil u(z,y) und v(z,y) der Funktion:
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(a) Wir berechnen:
flz)= 22 = (z+ iy)3 =23+ 3x2iy + 350(13/)2 + (iy)3 =23 - 3acy2 + i(3w2y - y3) .

Also gilt u(z,y) = 2 — 3z9? und v(z,y) = 3%y — y°.
(b) Wir berechnen

I 1 l—z+iy 1—=x 4 Y
1—2 1l-z—iy l—z+iy (1—-2)2+19y2 (1—xz)24+y2°

flz) =

Also gilt u(z,y) = (l_lm_ﬁ und v(z,y) = W
(¢) Wir berechnen

3 3(a+i 3¢ i3 3 . 3z .
e = 3TV = 37 13V — (3% g3y 1+ 13 sin 3y .

Also gilt u(z,y) = €3® cos 3y und v(z, y) = €3 sin 3y.

80.3 f(2) = u(x,y) +iv(x,y) ist in einem Gebiet G C C genau dann holomorph,
wenn v und v in G stetig partiell differenzierbar nach x und y sind und die Cauchy-
Riemann’schen Differentialgleichungen gelten.

(a) Es gilt
flz)=2"=(z+iy)® =2 = 3xy® +1 32y — ¢°),

also u(z,y) = z° — 32y und v(z,y) = 322y — y>. w und v sind in R? stetig partiell
differenzierbar. Die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen

Uy = 327 — 3% = vy und uy = —6zy = —vs

sind erfiillt. Somit ist f(z) in C holomorph.

(b) Es gilt
zRez=(z+iyz=a+ixy,

also u(x,y) = 22 und v(z,y) = zy. v und v sind in R? stetig partiell differenzierbar.
Weiter gilt

Up = 2T, Vy =T = Uz =y nur fiir z = 0,

uy =0, vy=y = uy=—v, nurfiry=0,

f(2) ist also nirgends holomorph.
(c) Fir f(2) gilt

f@) =1z =2" +¢" =uley),  vlz,y) =0.
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Fiir die partiellen Ableitungen erhélt man
Ug = 2T, vy =0 = Uz =1y nur fiir =0,
Uy =2y, vz=0 = wuy=—v, nurfiry=0.

Die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen gelten also nur fiir v =y = 0,
und somit gibt es kein Gebiet, in dem f(z) holomorph ist.

(d) Fir f(z) gilt

_z oz 1 1 T . Y
f(z)_|Z|2_z2_z_cc+iy_:c2+y2 T
also u(x,y) = 7757 und v(z,y) = :C;—_éz Fiir die partiellen Ableitungen erhélt
man
2, .2 2., .2
T4y T 4y _ ..
Uz—m7 Uy—m = Uz =y fiir (z,y) # (0,0),
-2 2
uyzi Vg = ¥ o uy = —vg fur (z,y) # (0,0).

(@2 +y2)2" 7 (a2 +y?)?
Die Cauchy-Riemann’schen DGLen sind erfiillt und f(z) ist holomorph in C\ {0}.
80.4 (a) Esgilt €76 =¢” (cosZ +isinZ) = 2v/3e® +i1e® ~ 6.399 + 3.6591i.
(b) Es gilt cosh(it) = (" +e™ ") = cost und sinh(it) = 3 (e'* —e™'") =1isint.
(c) Die Additionstheoreme der sin- und cos-Funktionen gelten auch fiir komplexe Ar-

gumente. Somit gilt

cos(1 +2i) =coslcos2i—sinlsin2i= coslcosh2 —isin1sinh2 ~ 2.032 — 3.0521 .

80.5 (a) Mit z = z + iy erhalten wir wegen w = e¢* = e® cosy +ie”siny:

I: y=0,0<z<1 l<w=¢e"<e,
I z=1,0<y<l1
I y=1,0<z<1

IV: 2=0,0<y<]1

w=e(cosy +isiny), 0 <y <1,
w=¢e"(cosl+1isinl), 0<x <1,

Pl

w=cosy+isiny, 0 <y <1.

juis
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(b) Mit z = x 4+ iy erhalten wir wegen w = sinz = sinx coshy + icos zsinh y:

I: y=0,0<2x<3 = 0<w=sinz<lI,
II. z=%5,0<y<2 = 1<w=coshy<cosh2,
II: y=2,0<z<% = w=cosh2sinz +isinh2cosz (Ellipsenbogen),
IV: 2=0,0<y<2 = w=isinhy.
iy iv
2t M sinh2

it




81 Komplexe Integration

81.1 e ~: Strecke von z; = 0 nach z0 =1+ 1i:

zt)=t(1+1), 0<t<1 = dz=(1+1i)dt, f(2(t)) =Rez(t) =t¢.

1 51
Fiir das Integral ergibt sich [ f(z) dz = [¢t-(1+1i) dt = (1+i)5| = 1(1+1).
¥ 0 0

® =1 + 72 mit:
~1: Strecke von z1 = 0 nach 2 = V/2:

2(t) =V2t, 0<t<1 = dz=+2dt, f(z(t)) = V2t.

~v2: Kreisbogen von zo = V2 nach z3 =1+ 1i:
2(t) = v2e't, ogtgg = dz=iv2e', f(2(t)) = V2cost.

Fiir das Integral ergibt sich

1 /4
/f(z) dz = /f(z) dz+/f(z) dz:/2t dt+/2COStieitdt
¥ Re! 72 0 0
1 /4 /4
= 2/tdt+21/cos2tdt—2/costsintdt
0 0 0
- 1+2i<%£+%>%_%(1+1)+1%.

Das Kurvenintegral von f(z) = Rez ist auf der Achtelkreisscheibe 0 < 7 < /2, 0 <
¢ < 7 nicht wegunabhéngig. Daher ist f(z) dort nicht holomorph.

81.2  Der Ansatz zur Partialbruchzerlegung

1A B (A+B)z+(A-B)i
2241 z—1 z4+1i z2+1

f(z)_%<zliz1+i>'

Die Funktion f(z) ist holomorph auf C\ {%i}.

liefert

Die nebenstehende Abbildung zeigt die vier
Kreise entlang denen wir integrieren.
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|z| = %: f(z) ist innerhalb von 7 holomorph. Somit ist nach dem Cauchyintegralsatz

|z —i| = 1: Nach Cauchyintegralsatz

% f(z)dzzi % dz'_-¢ dz. :i,27ri:7r.
|z—i|=1 20\ Jjzmij=1 2 =1 Jjpmg=1 2 F1 2i

=27i =0

|z 4+ i| = 1: Analog zu eben ergibt sich

|z+i|=1 20\ Jzyij=1 2 =1 Jagij=1 2 £ 1 2i

=0 =27i

|| = 2:

55 42 _ 1 55 dz,fyﬁ )L ori-2ni)=0.
lzj=2 27+ 1 21 \ [ =2 2 —1 |z]=2 Z T 2i

81.3 (a) Die Funktion f(z) = ze” ist holomorph in C. Mit der Cauchyintegralformel
fiir £ = 2 gilt (a liegt im Innengebiet von |z — a| = 1!)

yg ze” d27Ed_Qzez)
oeal=1 (z—a)3 7 20 dz?

(b) Die Funktion f(z) = 522 — 3z + 2 ist in C holomorph und f”(1) = 10. Somit gilt
nach der Cauchyintegralformel fiir k = 2:

2 o .
55 b2 — 3242, —10- 2~ 10ri.
|z—a|=1 (Z - a) 2!

=7mi(2+2)e° |z=a =Ti(2+a)e” .

zZ=a

81.4 Eine Parameterdarstellung der Ellipse F: 2—2 + z—j =1mitx =Rez, y=Imz

lautet:
z(t) =acost +ibsint, 0<t¢<2rw.
27 2
dz /fasintJribcost qt — (—asint +ibcost)(acost —ibsint) da
Bz acost +ibsint N aZcos?t + b2sin?t

0

dt.

0

27
B / (b* — a*)sintcost +iab
B a2 cos2t + b2sin’t
0



Nun folgt bzw. gilt andererseits:

d 2 dt d
Im —Z:ab/ —5— bzw. —Z:27ri.
B Z o a?cos?t+ b2sin®t B Z

Hieraus erhalten wir

/27r dt 2w
o a?cos?t+b2sin’t ab’

81.5  Aufgrund der geometrischen Reihe 1_;2/2 =3 (3/2)" gilt fiir |z| < 2:
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2f(z) = (1+2°) Y ()" =Y (f2)" + Y r =Y ()" 48 Y o

Es folgt

oo

f2)=Yot=/a+fs+92 ) (+/2)" .

n=3



82 Laurentreihen

82.1  Der Konvergenzradius der Reihe E apw™ lautet (falls existent) R = lim an 1,
el n—00 | Anp+1
.. o an |
Fir an, = n gilt lim, o o = 1.
N 1 . . o . 2(n+1)]! .
Fiir an = (5, 8t Jim [t | = i, Bt = i (G 1) (20 +2)) =

Damit ergeben sich folgende Konvergenzgebiete:

&0 oo
° ZTLZQ" — Zn(zg)n; ‘22‘ <1l & |zl <1,
= n=1
— 1
° Z (Qn)'z%; ‘22’ <0 & |z] < oo (das Konvergenzgebiet ist ganz C),
o0
° an‘n; ‘ —1‘ <1l & |z >1,
n=1
oo 1 - -
¢ Z 2n)” 2 ‘Z 1‘ < oo & |z| >0 (das Konvergenzgebiet ist C\ {0}).

82.2  Der Integrand

f(Z):ZziiZ:Z(Zlfi) :_i<zli_%>

ist holomorph in C\ {0,i}. Die beiden Pole 0 und i bestimmen um den Entwicklungs-

punkt zo = —i drei Kreisringgebiete, in denen f(z) holomorph ist:
lz+i <1, 1<|z+4i<2, |z+i]>2.

Das sind die Konvergenzgebiete einer Laurententwicklung von f(z) mit Entwicklungs-
punkt zp = —i.

e |z +1i| < 1: Fiir beide Stammbriiche Taylor:

! ! 11 1 (241" |z+i .
z—i  z+4+i-2i 2i1 -z Qiz 21) ' T3 < |z +1| < 2,
! n=0
! 1 1 1 1o (241 Z+i .
z -3 =-7 1o 1.
z  z4i—i i1- =4 172( i > e |z +i] <

Damit erhalten wir die folgende Entwicklung fiir f:

f(z) = i B (%)n - (%ﬂ (z+1)", |z+i < 1.

n=0
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e 1< |2+i| <2: Fiir Z& Taylor, fiir L Laurent:

1 1 1 1 R i \" i .
o1 11 _Z+iz(z‘+i) 7 Z;i‘a o lr+il> 1,
Tz n=0
1 1 & (z+i>" . . :
.:*—.E - (siehe Rechnung fiir |z 41| < 1).
z—1 21n:0 21

Damit erhalten wir die folgende Entwicklung fiir f:

fz) = QZ(Z+1> i(ziiy“: i an(z+1)", 1< |z+i|<2.

n=-—oo

mit an = ()" fir n < —1 und an = 5 (55)" fir n > 0. o [z+i| > 2: Fiir beide
Stammbriiche Laurent:

o0

I 1 1 11 Z 21 \"
z—i_z+i—2i_z+ilff—+ii_z+in0 z4+1i/)

21
z+1i

<1l & |z+1i] > 2,

oo

11 ( i >" . " :
- = - E - (siehe Rechnung fiir 1 < |z 41| < 2).
z Z+1n:0 z+1

Damit erhalten wir die folgende Entwicklung fiir f:

oo

=3 (2nin_1 _in—l) W lz+1i > 2.

n=0

Daz = % inl < |z 41| < 2 liegt, konvergiert fir z = % die fiir diesen Bereich angegebene
Entwicklung.

82.3  (a) Unter Verwendung der bekannten cosh-Reihe

=1
coshw = Z mw%, w e C,
n=0
erhélt man mit w = 1/z%:

cosh Z (2n z4”'

Diese Reihe konvergiert fiir |z| > 0.
(b) Wir benutzen die bekannte Entwicklung des Kosinus:

oz z z _ o (—
1—cosz-§——+—.—+..._—z

Somit ist z = 0 zweifache Nullstelle von 1 — cos z, daher zweifacher Pol von f(z). Da
f(z) eine gerade Funktion ist, kann man folgenden Ansatz machen:

f(z):cz;22+60+0222+0424+---
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Somit ist

2 4 6
o _(€-2 2 4 z z z
1_f(z)(1—cosz)—(z—2+co+022 + caz +) (E—Z—f—a—f——...)

_C¢-2 2(C C=2 4(C C , C-2 6(c4 €2 C €2
=5 (2 24C‘2)+Z (2 24+720>+Z (2 91 T 720 8!>+

Ein Koeflizientenvergleich liefert nun c_2 = 2, ¢g = %, c2 = ﬁ, cq = 30%. Damit

erhalten wir:
2 4

2 1 z z
==+ -+ —= .. 0 27 .
JC) =245+ 130 Taom T O<lE<m
(c¢) Mit der bekannten Entwicklung der Exponentialfunktion gilt:
e® e* 1 e = (z—1)" ad e
—= . e . e S —_ 1 m .
-1 ‘-1 -1 nZ::O n! mzz_l(erl)!(Z )
82.4  (a) Die Funktion
1 1 1 1
1z) = 2-3242 (2—-1)(2—-2) z2—-2 2z-—1

hat einfache Pole in z1 = 2, zo = 1 und ist somit um den Entwicklungspunkt zo = 0

holomorph in den Kreisringgebieten

lz| <1, 1<]z| <2, |z|>2.

e |z| < 1: Fiir beide Briiche Taylor:

1 1 1 1 — noSN o~ 1 n
f(z):_§1—§+1—z:_§7;)(g) +nzz :Z(l_W>Z :

=0 n=0

o 1< |z| <2: Fiir =5 Taylor, fiir —X5 Laurent:

11 11 I /2y 11 n 2"
f@O=—r 1= (3) il mmm X S Y g
z n=0 n=0 n=—oo n=0
e |z| > 2: Fiir beide Briiche Laurent:
11 11 I /2\" 11 d 1
== — == 2) =Y =N -1 —.
1) zl—% zl—% anz()(Z) znZ::Oz" nZ::O( )z"‘H
(b) Die Funktion
_sinz 1 23 2° 1 1 22 24
f(z)— s _2_3 Z*nga*Jr... —2—2*§+§*ﬁ+*

hat das Konvergenzgebiet 0 < |z| < oo, da die Sinusreihe in C konvergiert. Aus dem
Hauptteil der Laurententwicklung ist abzulesen, dass z = 0 ein Pol 2. Ordnung ist.
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83.1 Man beachte unser Rezept zum Bestimmen des Residuums einer Funktion f.

(a) Die Nullstellen des Nenners von f(z) = ZEZ = % = }QLEZ sind

z1,2 = %2 und 234 = £2i.

Wegen g(zx) # 0 und h’'(z) # 0 sind die zj, einfache Pole von f(z), als Residuum
erhalten wir daher in diesen vier Stellen:
22 1 +i, k=12

9(zk)
Res., f(2) = T 1T Az
esz, f(2) W (z) 4,22 4z :F%i, k=3,4

(b) Wir bestimmen die Laurentreihenentwicklung von f(z) = % und lesen daran
das Residuum ab:
1 1 o 1 4 Ll on 1 4 1 6on
f(z)—zn (1 1+2!z - —+ ...)-2!2 YTk +6!Z +....

Wir unterscheiden die folgenden Fille:

e n = 1,2: Die Laurentreihe hat keine Glieder mit negativen Exponenten von z.
Somit ist z = 0 hebbare Singularitit und Reso f(z) = 0.

e n = 3: Aus der Laurentreihe liest man ab: f hat bei z = 0 einen Pol 1. Ordnung
und Reso f(z) = 1/2.

e n = 4: Aus der Laurentreihe liest man ab: f hat bei z = 0 einen Pol 2. Ordnung
und Reso f(z) = 0.

(¢c) Wieder bestimmen wir die Laurentreihe und entscheiden dann:

f)=tcost=L(i-1Ll 11 1 11 .11 11
Tz z =z 2022 4l 24 Tz 2123 4155 6!27:': '

Es ist damit z = 0 eine wesentliche Singularitét, da der Hauptteil der Laurentreihe
unendlich viele Glieder # 0 enthélt, und es gilt Reso f(z) = 1.

(d) Die Funktion f(z) = —2L~ hat bei z;, =

cos 172 einfache Pole, die sich gegen z = 0

1
w/2+ kT
hiufen. Somit ist z = 0 eine nicht isolierte Singularitdt und somit Reso f nicht
erklart, weiter erhalten wir:

1 22 k 1
Res,, = = =(-1)f'— .
' — sin 2 (f%) (=1)* 2 (kiJr%)Q

2k zj,

(e) Die Nullstellen des Nenners h der Funktion f(z) = i%g = % sind z1 =0,

22,3 = £31 je einfach. Wegen g(zx) # 0 sind z; einfache Pole, wir erhalten:

_ 9 _1
Resz, f(z) = g(zk) Res., f(2) =35 =1
Zk h/(Zk) __ 81-18-949 __
Resz,, f(2) = “5o736 =1
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(f) Wir betrachten die Nullstellen des Nenners h der Funktion f(z) = ZEZ = G2

e z = ( ist hebbare Singularitét, da lim.—o ﬁ =1, daher gilt:

Reso f(2) =0.

o 2z = kr mit k € Z\ {0}: Wegen h/(21) = coskm # 0 und g(zx) = kr # 0 sind
zi, Pole 1. Ordnung, wir erhalten:

Res., f(2) = i/((z)) = CO’;’ZF — (-1)*kw, keZ\{0}.

83.2  (a) Die Singularitéiten von f(z) = 51— sind die Zahlen z, = kr mit k € Z.
Wegen cos zj, # 0 gilt:
1 k
Respr f = =(—-1".
eskn f cos km (=1)

Da ~1 nur die Pole bei 0, &7 umlduft gilt nach dem Residuensatz:

% de _ 2ri(Reso f +Resr f + Res_ f) =27wi(1—1—-1) = —271i.
"

sin z

(b) Die Singularititen von f(z) = —— sind die Zahlen zj, =

(2k+1)
cosh z 2 =
(cosh zx)" = sinh 25, # 0 gilt

imit k € Z.Wegen

1 1
Resx; - - = -
eswy f sinhi7/2 — sin7/2

—i= 7Res—‘l\'i/2f.

Mit dem Residuensatz folgt nun unter Beachtung der Orien- A

tierung (siehe Skizze):
55 dz _ yg dz n dz
~, coshz ~ J, coshz , cosh z

_ yg dz _% dz
~ J, coshz _p cosh z

= 2mi(—i—1i) =4nr.

83.3 (a) (1) Die Singularitaten von f(z) = 1—1-% sind einfache Pole bei zj, = ¢!(§ 7#%)
i

ot

fir k =0,1,...,5. In der oberen Halbebene befinden sich zo = €', 21 =1, zp =¢!

(2) Als Residuen erhalten wir:

Res, f(z) = ge ' ¢
1 .
Res., f(Z) = @ = Resz1 f(z) = 7%
k
Res., f(z) = %67
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(3) Damit erhalten wir

/00 dz —2W1ZReszkf(z) 27”(71%—1-1—671%)

o T 448

*iz COSS—W*iSin5—ﬂ-7i+C0827iSinE *iz ,i,i,i *2—71-
3 6 6 6 6/) 3 2 2) 3

(b) (1) Wir substituieren z = ¢'¥, dz =ie'?dp =izdy, 0< ¢ < 2w

1 1 2
I = —————dz = ——dz
§AZ|=1 5+3L (e —1)iz ﬁﬂ:l 322+ 10iz—3

(2) Die Singularitaten von f(z) = WM sind die Nullstellen des Nenners:
22—1—?12—1:0 < 21,2 = —giigi:

Nur zop = —i/3 liegt innerhalb des Einheitskreises.

(3) Das Residuum ermitteln wir mittels einer Partialbruchzerlegung, es gilt

2 B 2 _ 1 1
3224+10iz -3  3(z %)(z+31)_4i 244 24317
Damit erhalten wir Res., = %.

(4) Es gilt:
/2” dt 1, . 7
—_— = —2m1 = —.
o D+3sint 4i 2

(c) Aus Aufgabe 83.1 kennen wir die Singularitéten und auch die Residuen. Daher
erhalten wir:

/ f(x) de = 27 iRes2; f(2) = 27 i- (—%) = %

83.4 (a) f(z) besitzt folgende Singularititen:
e z =1 ist Nullstelle von Zéhler und Nenner (einfach), somit hebbare Singularitét.
e z =0 ist wesentliche Singularitét.

(b) Res1 f(z) = 0. Zur Ermittlung von Resp f(z) werde f um z = 0 in eine Laurent-
Reihe entwickelt, dazu beachte man:

1 1 1+ 1 11 1 11 1
er l=Cer == —'—,zei 1—1:—2——1—1 und
e e - nz" enzon!z"*
o0
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Damit erhalten wir:

f(Z)—GZ%an_I 1) <Zz”> , 0<|z|<1.

1 -

Der Koeffizient von z~
Dabher folgt

% - f(z)dz = 2mi(Reso f(z) + Res1 f(2)) =2mi (2 —1) .



84 Konforme Abbildungen

84.1 Es sind 3 Original- und Bildpunkte gegeben:

Mit der 6-Punkte-Formel erhalten wir:

z—1 -1 w1 1+1i z—1 . w+Hi z—1,. . z 41

-l = : & - -i= - & w= -(i—-1)—i=— - .
z—1 —i w—o0 1—00 z—1 141 z—1 z—1
Die gesuchte Mobiustransformation lautet somit f(z) = —Z4.

84.2  Der Versuch w = 2% erweist sich als falsch, da der geradlinige Rand des Halb-
kreises auf die Strecke [—1, 0] innerhalb der Einheitskreisscheibe abgebildet werden wiir-
de. Das Bild wére also nur die von —1 nach 0 geschlitzte Einheitskreisscheibe.

Wir tiberlegen: Der Rand des Bildbereiches hat keine Ecken. Daher miissten die 7/2-
Winkel auf den Rand des Halbkreisbereiches in z = i und z = —i auf 7 gestreckt
werden.

Losung: i und —1i durch eine gebrochen lineare Transformation nach 0 und oo brin-
gen, Quadratabbildung ausfithren und den neuen Rand durch eine gebrochen lineare
Abbildung auf den Einheitskreis abbilden:

H—o0

1. Zunéichst gilt




360 84 Konforme Abbildungen

Mit der 6-Punkte-Formel erhalten wir:

E—-0 1-0 2z+i 1+i N gf—iz+i
E—00 l—00 2z—1 1-i =i

Die Halbkreisscheibe der z-Ebene geht in den 1. Quadranten der {-Ebene iiber.

2. n = £2: Der rechte Winkel in A und B wird auf 7 aufgebogen. Mit der ersten
Transformation erhélt man )
(z + i)
n=- .
z—1

Der 1. Quadrant der {-Ebene geht in die obere Halbebene der n-Ebene iiber.

3. Nun benétigen wir eine gebrochen lineare Abbildung, gegeben durch:

|0 1 o
-1 i

n
w

Mit der 6-Punkte-Formel erhalten wir:

- n—1 -1  w-1 —i-1 N w71771+1( )
n—oo —oo w—i —2i w—_i 21
w—1 i-1 i—1 1+i
it R U i b MU A S U
1-i 1+i
= w[l—s— 5 (n—l)]:1+ + (n—1)
= w[l—in+14+i=0+)n+1—i
SR € )l ke R S e
(I-inp+14+i —in+1 in-1
Nun setzen wir alles zusammen:
: z+1i 2
i-n _ 1+(Z—i) i 422 —i+22 +22i-1 224221

in—1 7i<z_+i)271 =224 224122422141 —224+22+1°

z—1

Daher taugt die Funktion

84.3  (a) Wir bestimmen h mit der 6-Punkte-Formel anhand der Tabelle

w—00 1—00 z—1 —1i 1+1 z+1
T = = — = w-1= - = w=h(z) = —.
w—1 i-1 Z—00 —00 z—1 z—1
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(b) Wir ermitteln erst einmal g:

i(z—1) . . . .
— +1 iz—i+z+1i (i+1)z
=h = 4z+1 = - =iz.
9(z) = h(£(2) GO _j iz-iciz+l  1-i e

Fiir die Fixpunkte gilt g(z) =2 =iz <& 21 =0 V 20 = 0.
(¢) Um die Bilder der 4 Quadranten zu ermitteln bilden wir erst einmal die Koordina-

tenachsen mit f ab:

f(R): Abbilden von 0, 1, oo liefert den Kreis durch —1, 0, i.
f(iR): Abbilden von 0, —1i, oo liefert die Gerade durch —1, oo, i.

Als Bilder der vier Quadranten erhalten wir somit:

(d) Da Geraden durch co gehen, erhalten wir:

e f!(0c0) = —i: Nur die Geraden und Kreise durch —i gehen bei f in Geraden iiber.
e f(c0) = i: Die Bildgeraden der Geraden durch z = —1i sind die Geraden durch w = i.
(e) Wir ermitteln die Umkehrabbildung von f:

iz—1 cw+1
w_f(z)_eri <:>z—71wii.
Nun betrachten wir die Tabellen:
wl 1 i -1 w0 i oo
cl1-i o 0 21 e —i

Somit ist das Urbild des Kreises |w| = 1 die Gerade durch 0 und —i und das Urbild von
Rew = 0 die Gerade durch 1 und —i.
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84.4  (a) Die Punkte z mit w(z) = z erhalten wir aus

e 22— (1+i)z2=0o 2=0V z=1+1i.

z = "
zZ—1

Die Abbildung besitzt also 2 Fixpunkte. Die Umkehrabbildung erhalten wir aus:

iw

= —Dz—wi=0 = = L(w).
w zfi<:>(w )z —wi s oz o1 f(w)
Fiir die Bilder und Urbilder von 0, 1 und oo erhélt man:
z ‘ 0 1 00 w ‘ 0 1 oo
w ‘ 0 (141 1 z ‘ 0 oo i

(b) Da f(z) eine kreistreue Bijektion C — C ist, gehen von Kreisen (einschlieRlich

Geraden) begrenzte Bereiche in eben solche tiber.

(i) Rechte Halbebene: Rez > 0. Randkurve: Rez = 0 = z = iy. Das ist ein Kreis
durch die Punkte 0, i, co, die durch w = f(z) abgebildet werden auf 0, oo, 1, d.h. der
Bildkreis ist die reelle w-Achse. z = 1 (Punkt der rechten Halbebene) wird auf 1 (1 +1)
(Imw > 0) abgebildet. Somit ist der Bildbereich die obere Halbebene Imw > 0.

(ii) Obere Halbebene: Im z > 0. Randkurve: Imz =0 = z = x. Das ist ein Kreis durch
die Punkte 0, 1, oo mit den entsprechenden Bildpunkten 0, %(1 + 1), 1. Der Punkt i
aus dem Inneren der oberen Halbebene hat den Bildpunkt w = oo, der im Inneren des

Bildbereichs liegen muss.

(iii) Kreisscheibe: |z| < 1. Randkurve: |z| = 1. Die Randkurve geht durch 1, i, —1 mit
den Bildpunkten %(1 +1), oo, %(1 —1i). Der innere Punkt z = 0 wird auf den inneren
Punkt w = 0 abgebildet.



363

(c) Die Geraden der w-Ebene sind Kreise durch w = oco. Sie sind die Bilder aller Kreise
durch z = i. Die Geraden durch w = 0 sind die Bilder der Kreise durch z = 0 und z =i.

iy iv



85 Harmonische Funktionen und
das Dirichlet’sche Randwertproblem

85.1 Der R? ist einfach zusammenhingend, aukerdem folgt aus
Au(z,y) = 6x + 2ax =0 fir alle z, y € R

sogleich @ = —3. Damit ist v genau dann harmonisch, wenn a = —3.
Wir bestimmen eine zu v harmonisch konjugierte Funktion v nach unserem Rezept:
(1) Es gilt

v(z,y) =3y —y* + h(2).

(2) Es liefert
vz = 6xy + b/ (z) = 62y

die Funktion h'(x) = 0. (3) Mit h(x) = 0 erhalten wir:
v(z,y) =32’y —y°.
85.2 (a) Fiir u = 2 — 3zy® + 2z + 5 gilt
Uy = 32° —3y2 + 2, Uge =62, uy = —62Y, Uyy = —6x.
Somit ist Au = Uzs + uyy = 0, also u in R? harmonisch.
Bestimmung der konjugiert harmonischen Funktion v(z,y):
Vy = Uy = v:/uxdy:3x2y—y3+2y+g(:ﬂ)

= U:C:nyJrg'(x)éfuy:ny
= Jx)=0= g(x)=c
= @y =32"y—y +2y+c, ceR

Die zugehorige holomorphe Funktion ist somit

f(2)=u+iv=a® 30> + 22 +5+iB32%y —y® + 2y +¢) = 2* + 22+ 5+1ic, ceR.

Fir u =z + 7z gilt
2,2 22
- —2z(3y° — x
“x:1+%v“w=gy—23)v
(2 +y?) (22 +y?)
—2xy ~ —2x(z? - 3y?)

WE 22 T T (2 1 y2)3
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Somit ist Au = ugs + uyy = 0, also u in R?\ {(0,0)} harmonisch.
Bestimmung der konjugiert harmonischen Funktion v(z,y):

_ _ _ Yy
Vy = Ug = v_/umdy—y7m+g(x)
2xy ’ ! 2xy
= r = ——— s = — - -7
(2% + y2)2 +9(x) Uy (% + 42)2

= J@)=0= gx)=c

= v(r,y)=y— +ec, c€eR.

_Yy
$2_~_y2

Die zugehorige holomorphe Funktion ist somit

f(z)*u+iv*w+L+i - Y e *z+i+iC*z+l+ic ceR
B T a2 y? Yoy T2z STz ’ '

85.3  Die Funktion v(z,y) = #? — y® 4+ e® siny ist eine in R? harmonische Funktion,
denn:

Vez =2+ e"siny, vyy = —2 — " siny,
sodass

AV = Vgz + Vyy = 0.
Berechnung der konjugiert harmonischen Funktion:

Ug =y = u:/vydx:/—2y+ezcosydx:—2$y+e$cosy+g(y)

!

= uy=-2r—e"siny+¢'(y) = —vs = —2x — " siny
= J=0= gy =c
=  u(z,y) = —2xy+e cosy+c, ceER.

Die zugehorige holomorphe Funktion ist somit
flz) = *2$y+ex008y+6+i(aﬂ2fy2+exsiny>
= iz2+e%(cosy +isiny) +c

= iz2+e°+c, ceR.

85.4 e Schritt 1: Konforme Verpflanzung des Randwertproblems in die obere Halb-
ebene:
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Wir beachten die folgende Tabelle:

Mit der 6-Punkte-Formel erhalten wir:

z—1 1-—i w—1 0-1 :w——(l—&—i)z_i—i—l—il_z
o z+1 T 142

241141 w—o00 0—o0
Die Mobiustransformation lautet damit:
1—=z

f(z):il+z.

e Schritt 2: Losen des Randwertproblems in der oberen w-Halbebene:

Das Poisson-Integral (fiir die obere Halbebene) lautet:

w [ 90)
s = ¢ [ ol o

— o0

_ v /0 0-dt +/1 1-dt +/°° 2-dt
o U (u—1)2 02 o (u—1)2+0v2 1 (u—1)2+02
Es gilt:
b v v ..
arctan — arctan fiir u ¢ [a, b]
v u—2>b U —
/‘ﬁ dt = v
J (u—t)*+v 7 + arctan — arctan fiir u € [a, b]
w— —
und
arctan fir u > uo
U — U U —uo
arg(w — up) = = ArcCos — s .
T 4 arctan flir u < wo (u—wuo)?+v

U — uo
Wir setzen dies alles zusammen und erhalten die Losung

Y(u,v) =2 — 1 ATCCOS — o + arccos __u-t
’ T Vu? + v? Viu—1)2+ 02 '

e Schritt 3: Riicktransformation

B o l=z 2y ,1—962—y2 . .
w= f(z) _ll—i—z TR +l(1+x)2+y2 =ru+iv

liefert

1 u(z,y) u(z,y) —1
o(r,y) =2 — — <arccos + arccos

i Viuz, y)]2 + [v(z, )2 Viuz,y) =12 + [v(z,y)]?
mit ) )

2y l—z"—y
U(%y):m7 U(%y):m-



86 Partielle Differentialgleichungen
erster Ordnung

86.1  Wegen der angegebenen Transformation erhalten wir mit der Kettenregel

F(r,s) = aug + buy = a(Urry + Ussa) + b(Urry + Ussy = 2abU,. .

86.2 (a) Mit der Variablensubstitution r = 3z + 2y, s = 3z — 2y, U(r,s) = u(z,y)
entsteht auf der linken Seite:

2ug + 3uy = 2(Uyr 1 + Us 8z) + 3(Ur 7y + Us sy)

Durch Auflésung des linearen Gleichungssystems
3r+2y=7r und 3x —2y==s

nach z und y erhélt man = = 2(r +s), y = 1(r — s), also wird die rechte Seite der
Differentialgleichung zu

exp(@ +y) = exp(F57 + 155 + 157 — 135) = (7 — 39)
Wir erhalten also als Differentialgleichung fiir U
12U, = exp(7 — 155) -

Ihre allgemeine Losung ist

U(r,s) = /exp(% — 138) dr+g(n) = § exp(F37 — 735) + g(s)

mit einer beliebigen differenzierbaren Funktion g(s). Durch Riicksubstitution erhalten
wir daraus

u(z,y) = %eﬂ'y +9(3x — 2y).
(b) (1) Wir erhalten die gewShnliche DGL ' = —%
(2) Als Losung der separierbaren DGL aus (1) ermitteln wir 2¢y° = —22° +c.
(3) Aufgeldst nach c: ¢ = 3 (z* + y?).
(4) Fiir jedes stetig differenzierbare f ist

u(w,y) = f(a* +y°)
eine Losung.

(c) Wir l6sen diese quasilineare pDGL nach unserem Rezept:
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(1) Wir betrachten die lineare pDGL in drei Variablen
(z+uw)Fe + (y+u)Fy —uF, =0.

(2) Um die homogene pDGL in (1) zu lsen, verwenden wir unser Rezept zur Losung

einer homogenen pDGL:

(1) Wir erhalten das System

du v du U

dz.  z4+wu dy _ y+u

(2) Als Losung von (1) erhalten wir
u2+2xu:c1, u2+2yu:02.
(3) siehe (2).
4) Fiir jedes stetig differenzierbare f ist F(z,y,u) = f(u*4+2zu, u>+2yu) eine Lésung.
g )

(3) Fiir jedes stetig differenzierbare f ist durch f(u® + 2zu, u® + 2yu) = 0 implizit eine
Loésung u gegeben.

(d) (1) Wir gehen iiber zu der pDGL
by +ylFy+xul, =0.

(2) Mit unseren Methoden erhalten wir

xT

c1 =ci(z,y,u) = % und c2 = co(z,y,u) =ue
also die Losung
fiir beliebiges differenzierbares f.

(3) Durch
(2o

ist implizit eine Losung v = u(x,y) gegeben.



87 Partielle Differentialgleichungen
2. Ordnung — Allgemeines

87.1  Zu einer pDGL 2. Ordnung gehort eine symmetrische Matrix A, die sich aus
dem Hauptteil der pDGL ergibt.

(a) Als Matrix A erhalten wir:

Qe + Moy + 2Uyy + 2ug +4uy =2u & A=
2

Wegen det A = 0 ist die pDGL in ganz R? vom parabolischem Typ.
(b) Als Matrix A erhalten wir:

3
x3uma: + 2umy + y3uyy + Uy — Yuy = " & A=

1 98
Nun gilt:
>0 (elliptisch) fiir x>0:>y>%,x<0:y<%
det A= (zy)* —10 0 (parabolisch) fir y=2
<0 (hyperbolisch) fir = >0=y< %7x<0:>y> %

r=0,yeR

(¢c) Als Matrix A erhalten wir:

YUzz + 20Uzy + Yuyy = y°> +In(1 +2%) & A=

>0 fir (y<—zAy<z)Vy>-xzAy>x)
det A = y*—2® = (y+z)(y—2){ =0 fiir y=xzVy=—zx
<0 fir (y>-zAhy<z)Vy<-zAy>zx)

Hierdurch sind entsprechend die Bereiche erkldrt, in denen die pDGL elliptisch,
parabolisch bzw. hyperbolisch ist.

87.2  Gesucht werden jeweils Losungen in der Form u(z,y) = p(z) q(y).
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(a)

87 Partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung — Allgemeines

Ableiten des Ansatzes ergibt
ue(z,y) =p' () q(y)  und  uy(w,y) =p(z) ¢ (v);
durch Einsetzen in die Gleichung erhédlt man
2 7 1 / o
v p @) aly) + 2 p@)a(y) =pl) aly).

Nun schaffen wir alle Terme, die von x abhéngen, nach links und alle anderen nach
rechts

20(®) _ 14
T = .
p(z) vy a(y)
Diese Gleichung kann nur dann fiir alle (z,y) gelten, wenn jede Seite fiir sich
genommen gleich einer Konstanten ist, also

/ /
z? P(z) « und 1-— 14w W _

p(z) v q(y)

fiir ein a € R. Zur Bestimmung von p und ¢ sind also die beiden gewohnlichen
Differentialgleichungen

p(z) = % ple)  und ¢y =01-a)yq®)

zu l6sen.

Das geht beispielsweise mit dem bekannten Verfahren der Trennung der Variablen.

/ldp:/%d:c,
P x

In(p) = —% +c bzw. p(z) =ce =,

Bei der Gleichung fiir p ist

also

mit beliebigen Konstanten ¢, ¢ € R.

Als Endergebnis der Rechnung erhalten wir das Produkt von p und ¢, also

u(z,y) = p(x) qly) =~ eXp(—% + L5 yg)

mit beliebigen Konstanten a,vy € R.

Ableiten des Ansatzes ergibt usy(z,y) = p'(2)¢'(y); durch Einsetzen in die Glei-
chung erhélt man

2® p'(2)q' (y) + 3y° p(x)q(y) = 0. (x)

Das Sortieren der Terme nach z und y fiihrt auf

sz _ 5,2 4W)

p(z) q'(y)

)
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und das kann wieder nur dann fiir alle (z,y) gelten, wenn jede Seite fiir sich ge-
nommen gleich einer Konstanten ist. Zu l6sen sind also die beiden gewdhnlichen

Differentialgleichungen

/
2P () _ and 3y q,(y) _
p(z) q'(y)
fiir « € R. Umformen ergibt (fiir a # 0)
2

pl(x) = % p(z) und  ¢'(y) = —3% q(y).

Die erste Gleichung haben wir gerade in (a) geldst und dabei p(z) = ce”+ mit
einer beliebigen Konstanten ¢ € R erhalten. Die Losung zur zweiten Gleichung ist

gly) =Ce ¥

wenn man das nicht sofort sieht, sollte man es mit Trennung der Variablen nach-

rechnen. Damit finden wir als Losungen der Gleichung

3
(0%
u(z,y) =7 em(—% - —)

xT

mit Konstanten o,y € R, a # 0. (Fiir @ = 0 erhélt man aus xQ% = 0, dass

p(x) =const. und damit aus (x) die Nulllésung, die im obigen Ausdruck durch
~v = 0 enthalten ist.)



88 Die Laplace- bzw.
Poissongleichung

88.1  Wir benutzen unser Rezept zum Losen des Dirichlet’schen Randwertproblems
fiir einen Kreis: (1) Die (endliche) Fourierreihenentwicklung der 27-periodischen Funk-
tion uo () = sin®(¢p) lautet

uo(p) = sin’(yp) = —Sln(so) Sin(3<P)-

Damit haben wir a; = 0 fiir alle k¥ € Ng und b1 = %, bs = % und bx = 0 sonst.

(2) Damit erhalten wir die Losung:

3 . r 1 . r3
u(r, @) = 1 sm(go)§ -1 sm(3go)§ .
Eine Transformation auf kartesische Koordina-
ten liefert

3 3
u(z,y) = 3¥ " 35% y+—y

88.2  Die (endliche) Fourierreihenentwicklung der 27-periodischen Funktion ug(¢) =
sin®(¢) lautet nach wie vor (siche vorherige Aufgabe)

uo (i) = sin® (i) = 2 sin(p) — | sin(3¢)

Damit haben wir a;r, = 0 fiir alle £ € Ng und b1 = %, bs = % und b = 0 sonst. Das
setzen wir mit den vertauschten Rollen von 7 und R in die Formel des Rezepts ein.
Dann erhalten wir die Losung: :
3 2 1 8
u(r, ) = 7sin(p)— — 7 sin(3p)
Eine Transformation auf kartesische Koordina-
ten liefert

3
35V Y 45 U
2.T2+y2 ($2+y2)2 ($2+y2)3

u(z,y) =

88.3 Das folgende Programm taugt:
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function [A,b]=laplExample (n)

% Laplace-Gleichung auf dem Einheitsquadrat [0,1]°2 mit

% Finf-Punkte-Stern diskretisieren und fiir die rechte Seite
h £ = 2%pi~2*sin(pi*x)*sin(pixy)

% losen.

% Hinweis: f ist so gew&hlt, dass

h u(x,y)= sin(pi*x)*sin(pix*y)

% die exakte Losung ist.

% Input
% n n~2 ist die Anzahl der INNEREN Punkte (Freiheitsgrade)

if nargin<l, n=2"6-1;end

f = @(x,y) 2.*%pi~2.*sin(pi*x).*sin(pi*y);

h% exakte Losung als Funktion (zum Vergleich)
uExakt = @(x,y) sin(pi*x).*sin(pix*y);

%%h Matrix aufstellen

mo=-ones(n,1) ; I=speye(n) ; % Hilfsgrofen

D=spdiags([ 4*ones(n,1), mo, mo 1,[0,-1,1],n,n); % A_n Block
C=spdiags([ mo,mo 1,[-1,1],n,n); % Position der Nebend.
A=(kron(I,D)+kron(C,I))*((n+1).~2); % Kronecker

%% rechte Seite auftellen
[X,Y]=meshgrid((1:n)./(n+1)); % innere Punkte
b=f(X,Y);b=b(:);

%% sparse LGS lésen
u=A\b;

%% Visualisierung: ndherungsldsung
[X,Y]=meshgrid(linspace(0,1,n+2)); % Mesh MIT Rand
Z=zeros (size(X));

Z(2:end-1,2:end-1)=reshape(u,n,n); % u im Inneren
figure(1);

surf (X,Y,Z);

title([’n=’,num2str(n)]);
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%% Fehler
uRight=uExakt (X,Y);

fprintf (’maximale Abweichung von exakter Losung: %1.15e\n’,...
max (max (abs(Z-uRight))));

%% Visualisierung: exakte Losung
[Xe,Ye]l=meshgrid(linspace(0,1,1e3));

Ze=uExakt (Xe,Ye) ;

figure(2);

surf (Xe,Ye,Ze, >EdgeColor’, ’none’, ’FaceColor’,0.8*ones(1,3));
camlight;

title(’exakte Losung’)

end
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89.1  Wir gehen nach unserem Rezept vor:

(1) Die Funktion u(x,0) ist bereit als Fourierreihe gegeben.
(2) Wir erhalten die Losung u = u(x, t):
—on?/y . —an?/y .
u(z,t) = 2e sin (3wz) + 3e sin (27z) .

89.2  Wir gehen vor wie bei der Lésung des Nullrandproblems:

1. Schritt. Ermitteln von Lésungen der Wdarmeleitungsgleichung: Diese kennen wir
bereits:
27,2
w=u(x,t)=e "' (acos(kx)+ bsin(kz)) , a, b kecR.

2. Schritt. Die Randbedingungen legen Konstanten fest, wir erhalten eine allgemeine
Lésung: Wir ermitteln unter den Losungen aus Schritt 1 jene, die auch die Randbedin-
gungen uz(0,t) = ug(l,t) = 0 erfiillen. Dabei gilt

ug (o, t) = e R (—ak sin(kz) + bk cos(kx)) .

m Aus uz(0,t) = 0 fiir alle ¢ folgt b = 0.
m Aus b =0 und uz(I,t) = 0 fiir alle ¢ folgt asin(kl) = 0 fiir alle k. Damit:

sin(kl) =0 & kli=nnw fir neN & k;:nT7T fir neN.
Damit ist fiir jedes n € N die Funktion
Un(x,t) = an e~ bog (?.ﬁ)

eine Losung der Wirmeleitungsgleichung, die auch die Randbedingung erfiillt.

Durch Superposition dieser Losungen erhalten wir eine allgemeine Lésung, die die Wér-
meleitungsgleichung und die Randbedingung erfiillt:

u(z,t) = i Un(x,t) = i o=/t oo (gx) .
n=1 n=1

3. Schritt: Festnageln der Koeffizienten an der allgemeinen Losung durch die An-
fangsbedingungen: Wir ermitteln nun mittels der allgemeinen Losung aus Schritt 2 eine
Losung, die auch die Anfangsbedingung u(z,0) = g(x) erfiillt. Dazu setzen wir die
Anfangsbedingung ein:

Die Anfangsgsverteilung u(x,0) = g(z) liefert:

9(z) = u(z,0) = Z an COS (—x) Z n COS (n—:ﬂ) mit T = 21.
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Diese Darstellungen von g kennen wir aus dem Kapitel zur Fourierreihenentwicklung
(siehe Abschnitt 74.3 (Rezeptebuch)): Die Koeffizienten a, sind die Fourierkoeffizienten
der Funktion g, falls g eine gerade Funktion auf dem Intervall [—1,1) der Linge T = 2l
ist.

Wir setzen g entsprechend fort und erhalten die Losung u = u(x,t) wie folgt:

Rezept: Losen eines (modifizierten) Nullrandproblems fiir einen Stab
Die Losung u = u(z,t) des Nullrandproblems

Ut = gy fiir £ € (0,1), t > 0 und u(z,0) = g(x) und ue(0,t) = 0 = ux(l,t)
erhilt man wie folgt:

(1) Bestimme die Koeffizienten a, durch:

!
anzz/ g(z)cos(nzx)dm fir n=0,1,2,3....
L /o l

(2) Erhalte die Losung u = u(x,t) als Reihendarstellung:

u(w,t) = % + Z ane ¢ % cos (?m) .
n=1

89.3 Das folgende Programm taugt:

function [u,A,b]=WaermeGlLoes (T,c,u0,ul,ur,m,n)

% Loesung der 1D-Waermeleitungsgleichung: u_t - c*u_xx = 0

% auf dem Gebiet (x,t) in [0,1] \times [0,T]. Ort und Zeit werden
% diskretisiert und das komplette Gleichungssystem geloest.

% Dabei wird das Zeitintervall [0,T] mit linspace(T,0,m)

% und das Ortsintervall [0,1] mit linspace(0,1,n) diskretisiert
% Input:

A T Endzeitpunkt

% c Konstante ¢ in Gleichung

% u0 Funktion u0(x) fuer Anfangswerte u(x,0)

% ul Funktion ul(t) fuer linke Randwerte u(0,t)

% ur Funktion ur(t) fuer rechte Randwerte u(i,t)

% m linspace(T,0,m) fuer t-Diskretisierung

% n linspace(0,1,n) fuer x-Diskretisierung
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% Output:

h u (m,n) Matrix mit u Werten

% u(l,:) sind die Werte bei x=linspace(0,1,n) und t=T
h A sparse Matrix fuer LGS

h b rechte Seite fuer LGS

u=NaN*ones (m,n) ;
uSize=size(u);
h=1/(n-1); tau=T/(m-1);
N=m*n ;
A=spalloc(N,N,4*N); b=zeros(N,1);
glNo=0;
stencil=[2*c/(h~2)+1/tau, -1*c/(h~2), -1*c/(h"2) , -1/taul;
tdisk=linspace(T,0,m);
xdisk=linspace(0,1,n);
% Innere
for z=1:m-1
for s=2:n-1
n_self=sub2ind(uSize,z,s);
n_right=n_self+m;n_left=n_self-m;
n_down=n_self+1;
glNo=glNo+1;
A(glNo, [n_self,n_left,n_right,n_down]) = stencil;
end
end
% linker Rand
value=ul (tdisk);
for z=1:m-1
n_self=sub2ind(uSize,z,1);
glNo=glNo+1;
A(glNo,n_self)=1; b(glNo)=value(z);
end
% rechter Rand
value=ur(tdisk) ;
for z=1:m-1
n_self=sub2ind (uSize,z,n);
glNo=glNo+1;
A(gllo,n_self)=1; b(glNo)=value(z);
end
% unterer Rand
value=u0(xdisk) ;

for s=1:n
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n_self=sub2ind(uSize,m,s);

glNo=glNo+1;

A(glNo,n_self)=1; b(glNo)=value(s);
end
assert(glNo==N); assert(size(b,1)==N);
assert(size(A,1)==N); assert(size(A,2)==N);
u=reshape (A\b,size(u));

end

Der Aufruf erfolgt per

function WaermeTest(m,n)

ul = @(t) zeros(size(t)); % linker Randwert = 0
ur = @(t) zeros(size(t)); % rechter Randwert = 0
u0 = @(x) sin(x*pi); % Startwert bei t=0
T = 0.25; % Endzeitpunkt
=1; % Konstante in u_t - c*u_xx = 0
if nargin<l, m=10; end h Zeitunterteilung
if nargin<2, n=10; end % Ortsunterteilung

u=WaermeGlLoes(T,c,u0,ul,ur,m,n);
[X,Y]=meshgrid(linspace(0,1,n),linspace(T,0,m));
surf(X,Y,u, ’EdgeColor’,’none’, ’FaceColor’,’interp’);
colormap(cool(128));

end



90 Die Wellengleichung

90.1

(1) Die Fourierreihenentwicklung der Funktion g(z) = § — |z — Z| lautet
9(@) ~ i(f1)"$ sin((2n — 1)z) .
— (2n —1)27
(2) Daher ist

ult, ) = Z(—n"ﬁ cos((2n — 1)t) sin((2n — 1)z)

eine Losung des Anfangs-Randwertproblems.

90.2

(1) Die Fourierreihenentwicklung der Funktion g = g(x) lautet

g(x) ~ %Sin (%w) - isin (3%1‘) .

(2) Daher ist
u(t,z) = 2 sin (3z) cos (5t) — 1 sin () cos (5t)

eine Losung des Anfangs-Randwertproblems.
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