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Abstract

It is well known that an affirmative answer to Noether’s Problem for a permutation
group G leads to a parametric representation for all polynomials which have G as Galois
group. In the first section of the present paper it is shown that in the case of a linear
group ( acting on an m-dimensional vector space over a field K, an affirmative answer
affords a generic polynomial g(t1,...,tm, X) for G. This means that g(X), considered
as a polynomial over K(t1,...,tm), has Galois group G and, moreover, every Galois
extension N/L with L > K an infinite field and Gal (N/L) = G can be obtained by
specializing the parameters ¢; in g(X) to values of I and taking the splitting field of
the resulting polynomial over L.

The aim of the second section is to develop an algorithm which calculates the
ring of invariants of a finite linear group. In Section 3, we present a strategy to find
affirmative answers to Noether’s problem for a given group. While many of the known
results can be obtained in this way, our approach proves to be particularly successful
in the modular case. Among the applications are affirmative answers to Noether’s
Problem for the simple subgroups Q,(q) of the orthogonal groups O,(¢) for n and
q uneven and for the groups CSp,,(¢) and SUy,(q) (with ¢ a square), all with their
natural representation over IF,. In many cases, the corresponding generic polynomials
are calculated explicitly.

*Der Autor wird unterstiitzt vom Graduiertenkolleg , Modellierung und wissenschaftliches Rechnen in
Mathematik und Naturwissenschaften®, welches von der DFG und vom Land Baden-Wiirttemberg getragen

wird.
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2 EINLEITUNG

Einleitung

Problemstellung.

Das klassische Noethersche Problem stellt die Frage, ob der Invariantenkérper einer Per-
mutationsgruppe G, die auf einem rationalen Funktionenkodrper durch Vertauschungen der
Unbestimmten operiert, wieder rein transzendent iiber dem Grundkorper ist. Ist dies der
Fall, so bekommt man nach NOETHER [41] eine Parameterdarstellung fiir simtliche Poly-
nome mit Galoisgruppe . Das Noethersche Problem stellt sich jedoch auch, wenn G als
endliche lineare Gruppe auf einem m-dimensionalen K-Vektorraum operiert. Eine zentrale
Idee der vorliegenden Arbeit ist, dafl man dann aus einer positiven Antwort immerhin ein
generisches Polynom g(ty,...,t,, X) in m Parametern fiir G erhilt. Dies bedeutet, daf
g(X) als Polynom iiber K (t1,...,t,) die Galoisgruppe G hat und dafl man alle galoisschen
Kérpererweiterungen N/L mit der Gruppe G und unendlichem Kérper L > K bekom-
men kann, indem man in ¢(X) die Parameter ¢; zu Werten aus L spezialisiert und dann
den Zerfillungskérper iiber L nimmt. Da generische Polynome somit einen Uberblick iiber
sdmtliche Galoiserweiterungen mit einer vorgegebenen Gruppe gewédhren, sind sie natiirlich
sehr begehrt, allerdings auch sehr rar. Der oben genannte Zusammenhang zum Noether-
schen Problem fiir lineare Gruppen erweist sich nun als eine Quelle besonders einfacher
generischer Polynome, wie in dieser Arbeit demonstriert werden soll.

Der wesentliche Schritt besteht darin, fiir vorgegebene lineare Gruppen G eine positive
Antwort auf das Noethersche Problem nachzuweisen. FEin weiteres Hauptanliegen dieser
Arbeit ist daher, Methoden und Algorithmen zu entwickeln, mit deren Hilfe diese Frage
angegangen werden kann. Eine wichtige Zwischenstation ist hierbei die Berechnung des
Invariantenrings, die weitgehend algorithmisierbar ist. Dies funktioniert allerdings nicht
im modularen Fall, d.h. wenn die Gruppenordnung |G| ein Vielfaches der Charakteristik des
Grundkdrpers K ist. Gerade dieser Fall ist aber besonders interessant, da es zu gegebener
Gruppe oft modulare Darstellungen besonders niedrigen Grades gibt, die in allgemeiner
Charakteristik nicht vorhanden sind. Man hat dann gute Chancen, fiir diese Darstellungen
positive Antworten auf das Noethersche Problem zu finden.

Der Wissensstand.

Zunichst ist klar, dafi die Antwort auf das Noethersche Problem positiv ist, falls schon der
Invariantenring isomorph zu einem Polynomring ist. Dies ist nach einem Satz von CHE-
VALLEY und SHEPHARD-TODD im nicht modularen Fall genau fiir die Spiegelungsgruppen
(siche Abschnitt 2.1) der Fall. Fiir die Mehrzahl der mathematisch relevanten Gruppen ist
die Antwort bisher jedoch nicht bekannt. Von einem einigermaBen umfassenden Uberblick
ist man noch weit entfernt.

Schon als E. NOETHER die Frage 1918 formulierte [41], war bekannt, daf sie fiir eine
abelsche Gruppe vom Exponenten m eine positive Antwort hat, sofern der Grundkdrper K
eine primitive m-te Einheitswurzel enthélt (FiscHER [18]). NOETHER [41] wies mit Hilfe
zweier Reduktionsschritte und mit Sdtzen von LUROTH und CASTELNUOVO eine positive
Antwort fiir alle Permutationsgruppen vom Grad < 4 nach. S. BREUER hat in [7, 8, 9]
positive Antworten auf das Noethersche Problem fiir einige zyklische und metazyklische
Gruppen iiber dem Grundkérper K = Q gegeben. Die Frage, ob dies fiir simtliche zyklische
Gruppen méglich ist, fiihrte tiber Arbeiten von Masupa [35] und CHARNOW [13] zum ersten
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Gegenbeispiel, das 1969 von SwaN [50] gegeben wurde: Fiir G = Z47 ist die Antwort iiber
dem Grundkdrper K = Q negativ! 1974 fithrte LENSTRA [33] das Noethersche Problem fiir
abelsche Gruppen auf ein rein zahlentheoretisches Kriterium zuriick. Abgesehen von den
Spiegelungsgruppen bilden die abelschen Gruppen damit die einzige Klasse von Gruppen,
fiir die man einen Uberblick iiber das Verhalten beim Noetherschen Problem hat. Wihrend
das Hindernis bei den abelschen Gruppen nur im Fehlen geniigend vieler Einheitswurzeln
im Grundkorper liegt, hat SALTMAN [43] im Jahre 1984 auch Gegenbeispiele iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Grundkérper gefunden.

Im {ibrigen gibt es einige sporadische Beispiele von Gruppen, fiir die eine posi-
tive Antwort auf das Noethersche Problem bekannt ist, so die Quaternionengruppe (g
(GROBNER [22]) und die alternierende Gruppe As (MAEDA [34]). Zu den Ergebnissen im
modularen Fall siehe Abschnitt 3.3.

Der Begriff der generischen Erweiterung, der unserem Begriff des generischen Polynoms
zugrunde liegt, wurde von SALTMAN eingefiihrt. Die wesentlichen bisherigen Ergebnisse zu
diesem Thema finden sich in seiner Arbeit [42]. Dort werden (neben einigen anderen Bei-
spielen) generische Erweiterungen fiir abelsche Gruppen vom Exponenten m mit 8 f m iiber
dem Grundkoérper K = Q konstruiert. Auflerdem gibt SALTMAN einige Reduktionssitze
an: So gewinnt man aus generischen Erweiterungen fiir die Gruppen G und H auch eine
solche fiir das Kranzprodukt H { G. Entsprechendes gilt fiir direkte Produkte und unter
gewissen Zusatzvoraussetzungen auch fiir semidirekte Produkte und fiir Faktorgruppen.
Weiter finden wir in SALTMANs Arbeit einige Ergebnisse im modularen Fall, und es wird
vermerkt, dafl es fiir alle Gruppen, bei denen das klassische Noethersche Problem eine
positive Antwort hat, eine generische Erweiterung gibt.

Aufbau der Arbeit.

Im ersten Abschnitt dieser Arbeit wird zunichst in die Thematik des Noetherschen Pro-
blems und der generischen Polynome eingefiihrt. Dann wird der Hauptsatz iiber den Zu-
sammenhang zwischen dem Noetherschen Problem fiir lineare Gruppen und generischen
Polynomen in mehreren Schritten bewiesen. Ohne weitere Hilfsmittel lassen sich damit
schon die ,klassischen* Beispiele fiir generische Polynome (Polynome mit der vollen sym-
metrischen Gruppe, reine Polynome und Artin-Schreier Polynome) gewinnen.

Der Invariantenkérper einer endlichen Gruppe ist der Quotientenkdrper des Invarian-
tenrings. Daher liegt es nahe, zunichst den Invariantenring zu studieren. Damit beschiftigt
sich Abschnitt 2 der vorliegenden Arbeit. Hier wird die Theorie der Invariantenringe end-
licher Gruppen dargestellt und daraus ein Algorithmus zur Berechnung einer Prisentation
des Invariantenrings entwickelt. Daneben wird in die Theorie der Spiegelungsgruppen ein-
gefiihrt, die fiir das Noethersche Problem natiirlich von grofier Wichtigkeit sind.

Erst im dritten und letzten Abschnitt wenden wir uns wieder dem Invariantenkorper
zu. Es geht hierbei um die Entwicklung einer Strategie zum Auffinden von Minimalbasen.
Diese Strategie wird allerdings nicht algorithmisierbar sein, und es gibt keine Garantie,
daf sie tatsdchlich eine Minimalbasis liefert, falls das Noethersche Problem eine positive
Antwort hat. Es werden dann einige Anwendungen im nicht modularen und im modularen
Fall zusammengestellt. Zum Schlufl stellen wir einen Reduktionssatz vor, der sich nun
wieder auf das klassische Noethersche Problem anwenden 148t.
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Ergebnisse.

Mit dem Hauptsatz (Satz 1.11) erhalten wir aus bisher schon bekannten Losungen des
Noetherschen Problems eine Reihe einfacher, bisher unbekannter generischer Polynome fiir
verschiedene Gruppen. Dazu gehoren die Vi, die Dy, die Z4, die SL3(3) und die As. Auch
fiir die verallgemeinerten Quaternionengruppen (4, fiihrt der Nachweis einer positiven
Antwort auf das Noethersche Problem zu generischen Polynomen.

Die Existenz von generischen Polynomen iiber K = F, kann so auch fiir alle p-Gruppen
(wobei ¢ = p), fiir die Gruppen GL,(q), SL.,(q), Sps,(q), On(q) (mit ungeradem ¢) und
U,(¢) (mit ¢ quadratisch) nachgewiesen werden. Mit den Methoden aus Abschnitt 3.1 wer-
den Minimalbasen fiir die konformen symplektischen Gruppen CSp,,, (¢), fiir die einfachen
Gruppen Q,(¢) (mit ¢ und n ungerade), fiir einige Untergruppen der Q,(¢) (mit n gerade)
und fiir die speziellen unitdren Gruppen SU,, (¢) gefunden. Als ,Nebenprodukt“ ergibt sich
dabei, dafl der Invariantenring der orthogonalen Gruppen Os(¢) mit der natiirlichen Dar-
stellung ein Polynomring ist. Damit sind die klassischen Gruppen weitgehend abgedeckt.

Die Betrachtungen in Abschnitt 3.4 erméglichen eine positive Antwort auf das Noether-
sche Problem fiir PSLy(7) mit einer beliebigen Permutationsdarstellung, wobei der
Grundkérper K = Q(v/=7) ist.

Schlielich sei noch erwidhnt, dafl im Rahmen dieses Dissertationsprojekts zwei Pro-
grammpakete entstanden sind (zur Berechnung von Invariantenringen und von Kérper-
graden; siche KEMPER [27] und KEMPER [28]), die in die Maple Share Library aufgenom-
men wurden.

Dank.

An erster Stelle m&chte ich mich bei Herrn Prof. Dr. B. H. Matzat bedanken, der mich
zu dieser Arbeit anregte und sie in allen Phasen tatkriftig unterstiitzte. lhm verdanke
ich unter anderem die Idee, mich iiberhaupt mit dem modularen Fall zu beschiftigen.
Mein Dank gilt auch Frank Liibeck, Gunter Malle und Gerhard Hif§ fiir viele wertvolle
Gespriche. Viel Miihe haben sich Ralf Dentzer und meine Eltern mit dem Durchlesen
der Arbeitsversion gemacht. Fiir ihre Korrekturen und Anregungen bin ich besonders
dankbar. Schliefilich bedanke ich mich beim Graduiertenkolleg ,Modellierung und wissen-
schaftliches Rechnen in Mathematik und Naturwissenschaften“, das mich wihrend meiner
Arbeit finanziell unterstiitzt hat.



1 Von Minimalbasen zu generischen Polynomen

In diesem einfiihrenden Abschnitt geht es darum, den Zusammenhang zwischen generischen
Polynomen und dem Noetherschen Problem fiir lineare Gruppen herzustellen. Fiir einige
Beispiele, in denen das Noethersche Problem ohne weitere Hilfsmittel 16sbar ist, geben wir
dann die entsprechenden generischen Polynome an.

1.1 Das Noethersche Problem

In diesem Abschnitt soll das Noethersche Problem vorgestellt werden. Auflerdem legen wir
einige grundlegende Bezeichnungen fest.

Invariantenringe und Invariantenkorper.

Ist K ein beliebiger Kérper und V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, so bezeichnen wir
mit V* = Hompg(V, K) seinen Dualraum. Fiir die symmetrische Algebra S(V*) (siehe
etwa LANG [32]) schreiben wir dann K[V]. Diese ist isomorph zur Polynomalgebra in n
Unbestimmten {iber K, und ist zudem K ein unendlicher Korper, so identifiziert sich K[V]
mit einer Algebra von K-wertigen Funktionen auf V. Weiter sei

K(V) = Quot(K[V])
der rationale Funktionenkérper.

Sei nun G < GL(V) eine endliche Untergruppe der linearen Gruppe von V. Dann
operiert G auf V* vermoge

o(f)y=foo tfiiroed, feVv™

Durch homomorphe Fortsetzung wird G zu einer Gruppe von K-Automorphismen von

K[V] bzw. K(V). Dann heifit
K[V ={fe K[V]|o(f)=fVYoeG}

bzw.

KWV)? ={feK(V)|a(f)=fVYo e}

der Invariantenring bzw. der Invariantenkorper von G.
Ein Polynom f € K[V] heifit Pseudo-Invariante (zum Gewicht y), falls

o(f)=xlo)-fYo el

mit y(o) € K. Es folgt dann, da$ x ein Homomorphismus von G in K* ist.
Uber das Verhiltnis zwischen dem Invariantenring und dem Invariantenkdrper 148t sich
folgendes sagen:

Proposition 1.1. Mit den obigen Bezeichnungen gelten:

(a) K(V)S = Quot (K[V]F).
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(b) Fiir teilerfremde f,g € K[V] liegt f/g genau dann in K(V)%, wenn f und g Pseudo-
Invarianten zum gleichen Gewicht x sind.

Beweis.

(a) Fiir f/g € K(V)% mit f,g € K[V]erhilt man durch Erweiterung des Bruchs mit dem
Produkt aller o(g), ¢ # o € G, eine Darstellung mit Zahler und Nenner in K[V]%.

(b) Die Implikation ,<=* ist klar.
Es sei also f/g € K(V)“. Fiir ¢ € G folgt dann

f-olg)=0o(f) -9,

also wegen der Teilerfremdheit f = x(o)-o(f) und g = x(0) - o(g) mit x(o) € K[V].
Da f und o(f) aber denselben Grad haben, muf8 x(¢) eine Konstante sein. o

Noethersches Problem.

Als das Noethersche Problem (fiir G} bezeichnen wir die Frage, ob K(V)“ eine rein
transzendente Koérpererweiterung von K ist. Hierfiir ist es zwar hinreichend, aber kei-
neswegs notwendig, daB K[V]“ isomorph zu einer Polynomalgebra ist (siche z.B. Ab-
schnitt 2.4.1). Hat das Noethersche Problem fiir G eine positive Antwort, so heifit ein
algebraisch unabhingiges Erzeugendensystem von K (V)¢ iiber K eine Minimalbasis.

Proposition 1.2. In der obigen Situation gelten:

(a) K(V) ist endlich iiber K(V)9, und es gilt

[K(V): K(V)¥] =G,

(b) Fin Erzeugendensystem von K (V)% iiber K hat mindestens n = dim g (V) Elemente.

(c) Hat K die Charakteristik 0, so gibt es ein Erzeugendensystem von K (V)Y welches
aus n + 1 Elementen besteht.

(d) Fin Erzeugendensystem von K (V)Y ist genau dann eine Minimalbasis, wenn es n
Elemente hat.

(e) Sind ¢q,...,¢, € K(V)Y Invarianten, so bilden sie genau dann eine Minimalbasis,
wenn [K(V) : K(¢1,...,¢,)] < 2|G] gilt.

Beweis. Teil (a) folgt sofort nach Galoistheorie, da G eine endliche Gruppe von K-
Automorphismen von K (V) ist. Insbesondere haben K (V) und K (V)% denselben Trans-
zendenzgrad iiber K, ndmlich n, woraus (b) und (d) folgen. Teil (e) ergibt sich nun aus
(a) und (d).

Fiir (c) sei t1,...,t, eine Transzendenzbasis von K (V)% und L = K(ty,...,t,). Dann
ist (V) endlich erzeugt und algebraisch iiber L, also endlich. Dies gilt dann auch fiir
K (V)% und nach dem Satz vom primitiven Element folgt K (V) = K (t,...,t,,9). O
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Der klassische Fall.

Den von NOETHER [41] betrachteten Spezialfall, dal G als Permutationsgruppe auf einer
Basis e1,...,¢e, von V operiert, wollen wir als das klassische Noethersche Problem
bezeichnen. Ist dann z4,...,2, € V* die Dualbasis, also z;(&e1 + -+ + £ue,) = & fiir
& € K, so gilt

o(z): ij@j =T (Z 5;‘60—1(]')) = &0 (i)
=1 j=1

also o (2;) = ;).
Die Koeffizienten des Polynoms

n

FX)=]](X = 2;) € K[V][X]

=1

sind dann Invarianten, und falls es eine Minimalbasis ¢1,..., ¢, gibt, so folgt f(X) =
9(P1y ey on, X) mit g(t1, ... b, X) € K(t1,...,t,)[X].

NOETHER hat nun gezeigt, dafl ¢(X) eine Parameterdarstellung fiir die G-Polynome
ist. Dies bedeutet, dal g(X) als Polynom iiber K (t1,...,t,) selbst die Galoisgruppe ¢
hat, und daf simtliche Polynome mit der Galoisgruppe G durch Spezialisierung aus g(X)
hervorgehen, genauer: Es gibt ein Polynom 0 # p € K[xzy,...,2,], so daf fiir alle Kérper
L > K und alle Polynome h(X) € L[X] mit Gal (h(X)) = G (als Permutationsgruppe)
gilt: Ist p(dy,...,9,) # 0 fiir die Nullstellen ¥1,...,9, von h(X), so gibt es Elemente
Ay A € LysodaB h(X) = g(A,..., Ay, X) ist. KUuvK [31] hat gezeigt, dafl man trotz
der Einschrankung p(¥1,...,7,) # 0 jedenfalls fiir alle Galoiserweiterungen N/L mit der
Gruppe G durch geeignetes Spezialisieren von ¢(X) ein erzeugendes Polynom h(X) erhilt.
Dies wird ein Spezialfall unseres Satzes 1.11 (auf S. 16) sein und fiihrt uns nun zunichst
auf den Begriff des generischen Polynoms, der eine Abschwichung der obigen Eigenschaft
von g(X) darstellt.

1.2 Generische Polynome

Um einen direkten Bezug zum Begriff der generischen Erweiterung von SALTMAN zu erhal-
ten, wollen wir diesen bei unserer Definition eines generischen Polynoms zugrunde legen.
Man kénnte den Begriff des generischen Polynoms auch durch die Haupteigenschaft (Pro-
position 1.5) definieren, die wesentlich intuitiver ist.

Die Definition.

SALTMANs Theorie der generischen Erweiterungen spielt sich im Bereich der Ringe ab.
Bevor wir seine Definition bringen, fithren wir den Begriff einer galoisschen Ringerweiterung
ein.

Definition 1.3 (DEMEYER und INGRAHAM [16, S. 81]). Sei S ein kommutativer Ring,
R < S ein Unterring und G eine endliche Gruppe von Automorphismen von S. Dann
heiBBt S/ R eine galoissche Ringerweiterung mit der Gruppe G, falls gelten:

(a) SY=R.
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(b) Ist M < S ein maximales Ideal und id # o € G, so existiert ein x € S mit

(o(x) —2) & M.
Definition 1.4. FEs sei K ein Kérper und G eine endliche Gruppe.

(a) Eine Erweiterung S/R von kommutativen K-Algebren heiit generische Erweite-
rung fiir G iiber K, falls folgende Bedingungen gelten:

(i) R= Klt1,...,tm,1/s] mit Unbestimmten t1,...,t,, und 0 £ s € K[t1,...,ty].
(ii) S/R ist galoissch mit der Gruppe G.

(iii) Sei L ein unendlicher Kérper, der K enthdlt, und N/L eine galoissche Ringer-
weiterung mit der Gruppe G. Dann gibt es einen K-Algebren-Homomorphismus
w: R— L, so daB
N=ZL®ps,

wobei der Isomorphismus die Operation von G respektiert. Dabei werden L und
N als R-Algebren via ¢ betrachtet.

(b) Seien ti,...,t,, Unbestimmte, und sei ¢g(X) € K(t1,...,tn)[X] ein separa-
bles Polynom mit hochstem Koeffizienten 1 und Nullstellen #4,...,7, in einem
Zerféllungskérper N iiber K (t1,...,t,). Dann heifit ¢(X) ein generisches Po-
lynom (in m Parametern) fiir G iiber K, falls es ein 0 # s € K[t1,...,t,] gibt, so
dafl durch R = Klt1,...,t;ym,1/s] C K(t1,...,t) und S = R[V4,...,9,] C N eine
generische Erweiterung S/R fiir G iiber K gegeben wird.

Anmerkung. In der Definition von SALTMAN [42] wird bei (iii) nicht vorausgesetzt, daf
L ein unendlicher Korper ist. Fiir |K| < oo weicht unsere Definition also von der von
SALTMAN ab. Dadurch lassen sich einige unserer Resultate leichter formulieren, in denen
der Grundkérper K ein endlicher Kérper F, ist (siche Abschnitt 1.4.3 und 3.3). Mit
der urspriinglichen Definition von SALTMAN wiirden sich ndmlich an den entsprechenden
Stellen Polynome ergeben, die iiber jedem unendlichen Kérper K mit F, C K generisch
sind, wdhrend wir nun einfach von generischen Polynomen iiber F, reden kénnen. Auf der
anderen Seite ist diese Anderung der Definition nicht einschneidend, da der Fall endlicher
Kérper L als hinreichend geklart gelten darf.

Vermutlich kann man (auch unter Vergréfierung von s) nicht jede generische Erwei-
terung aus einem generischen Polynom nach der in Definition 1.4(b) angegebenen Art
gewinnen. Is ist mir jedoch kein Gegenbeispiel bekannt, welches dies belegt. <

Eigenschaften.

Es folgt nun die Haupteigenschaft von generischen Polynomen.

Proposition 1.5. Sei K ein Kérper, G eine endliche Gruppe und ¢(t1,...,tm, X) €
K(t1,...,t,)[X] ein generisches Polynom fiir G iiber K. Dann gelten:

(a) Gal (g(X)) >~ G,



1.2 Generische Polynome 9

(b) Sei L ein unendlicher Kérper mit K < L und N/L eine galoissche Kérpererweiterung
mit der Gruppe G. Dann gibt es A1,..., A, € L, so daBB N ein Zerfdllungskérper von
g(X)=g(M, ..., A\p, X) ist.

Beweis. Es seien ¥1,...,9,, s, R und S wie in Definition 1.4(b).
(a) K(t1,...,ty,) ist eine kommutative R-Algebra, nach DEMEYER und INGRAHAM [16,

S. 85] ist also K(t1,...,t,) @r S galoissch iiber K(t1,...,t,) mit der Gruppe G.
Aber K(t1,. .. ,tn) @r S 2 K(t1, ... tm, t1,...,1,), also folgt Gal (g(X)) ~ .

(b) Wir haben ¢: R — L, so daf
NZ=L®grAHs.

Seien A; = ¢(t;) € L und a; = 1® 9; € N. Dann gilt N = L(aq,...,a).

Ist g(X) = 3", ;X" so liegen die a; im Quotientenkérper Quot(R). Nach De-
MEYER und INGRAHAM [16, S. 81] ist S ein endlich erzeugter R-Modul, also sind die
¥; und damit die a; ganz iiber R. R ist aber als Ring mit eindeutiger Primzerlegung
ganz abgeschlossen (Lana [32, Ch. II, Ex. 5 und Ch. IX, § 1, Prop. 6]), also a; € R.

Es folgt
H(X - 042') =1 ®9(X) = Z(lL ® a; - 1S)Xi =
=1 =1
= Y1, 010X =" (pla) © 1) X' = g(X),
=1 =1
N ist also in der Tat ein Zerfallungskorper von g(X). a

Wir zeigen noch einige weitere Figenschaften von generischen Polynomen.

Proposition 1.6. FEs sei g(t1,...,t,X) € K(t1,...,t,)[X] ein generisches Polynom fiir
G iiber K. Dann gelten:

(a) g(X) ist generisch fiir G iiber jeder Kérpererweiterung L von K (iiber der die t;
weiterhin algebraisch unabhdngig sind).

(b) g(X) definiert eine geometrische Erweiterung von K (t1,...,t,),
t

d.h. K ist algebraisch
abgeschlossen im Zerfallungskorper von g(X) iiber K(t1,...,t;)

(c) Ist L > K ein Hilbertkérper, so bleibt die Galoisgruppe von g(X) = g(A1,..., Apm, X)
iiber L fiir unendlich viele m-Tupel (A1,...,An) € L™ isomorph zu G.

Beweis.

(a) Seienvy,...,9,,s, Rund S wie in Definition 1.4(b). Nach SALTMAN [42] ist S’/ R mit
S'= L@k S und R = L&g R generisch fiir G iiber L. Es gilt R' = L[ty,...,t;,,1/s],
wir miissen also nur noch S" = R'[#y,...,9,] zeigen. Dies ist dann richtig, wenn
g(X) iiber L(ty,...,t,) die volle Galoisgruppe G' hat, Gal (g(X)/L(tl7 .. 7tm)) =
G. Dann hat R'[¢4,...,9,] ndimlich den Rang |G| iiber R’, und S’ zerfillt nicht in

Komponenten.
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Fiir den Nachweis nehmen wir eine treue Permutationsdarstellung G' < 5,. Dann
operiert ¢ auf dem rationalen Funktionenkérper L(z1,...,2,), und mit M =
L(zy,...,2,)9 gilt Gal (L(%y,...,2,)/M) = G. Nach Proposition 1.5(b) existie-
ren also Aq,..., A, € M, so daB L(zy1,...,2,) der Zerfillungskdrper von g(X) =
g(A1,. ..y Am, X)) ist, insbesondere also Gal (§(X)/M) = G. Die Galoisgruppe von
¢(X) wird durch Spezialisieren allenfalls verkleinert (siehe VAN DER WAERDEN [54,
§66] oder MATZAT [36, S. 127]), also

G < Gal (g(X)/M(tr,...,tm))- (1.1)

Die Restriktionen von M (ty,...,tm,%1,...,9,) auf L(t1,...,t50,01,...,9,) und von
Lty ... tm,P1,...,9,) auf K(t1,...,t5,01,...,9,) liefern Monomorphismen

Gal (g(X)/M(t1,... tw)) = Gal (g(X)/L(t1,- b)) =
= Gal (g(X)/K(t1,... 1)),

wobei die letzte Gruppe nach Proposition 1.5(a) isomorph zu G ist. Mit der Unglei-
chung (1.1) ergibt sich hieraus

G < Gal (g(X)/M (b1, .. tm)) < Gal (g(X)/L{tr, . tm)) < G,

also Gal (g(X)/L(tl7 ce tm)) ~ (.

(b) Sei N der Zerfallungskdrper von g(X) iiber K (ty,...,ty) und L ein Kérper zwischen
K und N, der iiber K algebraisch ist. Nach Teil (a) ist dann g(X) generisch fiir G

iiber L, wir erhalten nach Proposition 1.5(a) also Gal (N/L(tl7 . ,tm)) =~ (. Nach
Galoistheorie folgt L(t1,...,tn) = K(t1,...,t,), also L = K.

(c) Nach Teil (a) und Proposition 1.5(a) gilt Gal (g(X)/L(tl,...,tm)) ~ (7. Die Be-
hauptung ist somit die Definition eines Hilbertkérpers. a

1.3 Der Hauptsatz

Das Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des Satzes 1.11 (auf S. 16). Hierzu betrachten
wir zundchst die speziellere Situation, dafl G' auf einem Vektorraum operiert, der in einem
Permutationsmodul liegt, und fiithren den Beweis hierfiir durch. Dann zeigen wir, dafl man
die Voraussetzungen abschwéchen kann (Zusatz 1.10), und schlielich, daf eine Einbettung
in einen Permutationsmodul immer mdglich ist.

1.3.1 Beweis in einer speziellen Situation

Wir betrachten die folgende Situation:

Es sei K ein Kérper und G < S, eine Permutationsgruppe. G operiere auf V = K"
durch Vertauschung der Standardbasisvektoren e;, und 21, ..., 2, € K[V] sei die Dualbasis
ZU €1,...,€,. Weiter sei W <V ein m-dimensionaler, G-invarianter Unterraum mit treuer
Operation von G.
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Die Einschrankungen a;|,, der x; auf W miissen nicht paarweise verschieden sein, aber
G operiert treu auf der Menge M = {z;|,, |7 =1,...,n}, da die Operation auf W* treu
ist. Setze

Fx) = I (X —y) e KWI7[X].

yeM
Wir nehmen nun an, daf§ das Noethersche Problem fiir die Darstellung G < GL(W) eine
positive Antwort habe, es gebe also eine Minimalbasis ¢1,..., ¢, € K(W)9. Dann kann

man f(X) schreiben als
f(X) :g(g‘olv"'vg‘omv X)
mit g(t,... 6, X) € K(t1,... ty) [X].

Satz 1.7. Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen gebe es zusdtzlich einen KG-
Epimorphismus w: V. — W, wobei KG den Gruppenring bezeichne. Dann ist g(X) ein
generisches Polynom fiir GG iiber K.

Beweis. Da die ¢; algebraisch unabhingig {iber K sind, kénnen wir sie anstelle der ¢; in
Definition 1.4(b) nehmen und miissen nun zeigen, da§ f(.X') ein generisches Polynom fiir G
iiber K ist. Wir nehmen also R = K[p1,...,9m, 1/s] mit einem noch zu spezifizierenden
0#s€ K[er,. .., om]. Ist M ={yy,...,y,} mit paarweise verschiedenen y;, so setzen wir
S = R[y1,...,y,] und miissen nun (i) und (iii) aus Definition 1.4(a) fiir S/R nachweisen.

Wegen der Injektivitdt von ¢ — GL(W) gilt Gal (K(W)/K(W)G) = (G, und da die
y; ganz K (W) erzeugen, wird G durch die Restriktion von K (W) auf S isomorph zu einer
Gruppe von Automorphismen von S/R. Wir nehmen fiir s einen gemeinsamen Nenner der
Koeffizienten von f(X), wodurch S/R ganz wird. S© liegt nun im Quotientenkérper von R
und ist als Teilring von S ganz iiber R. R ist aber als Ring mit eindeutiger Primzerlegung
ganz abgeschlossen (Lana [32, Ch. II, Ex. 5 und Ch. IX, § 1, Prop. 6]), also folgt der
Teil (a) von Definition 1.3.

Nach dem Satz vom primitiven Element gibt es ¥ € K (W), fiir welches sdmtliche o(9),
o € (G, verschieden sind, und wir kénnen durch Hinzumultiplizieren eines Elements von
K[p1,...,0mn] erreichen, dal & in S liegt und ganz iiber K[y, ..., @] ist. Wir nehmen nun
noch die Diskriminante von ¥ als weiteren Faktor zu s hinzu. Fiir id # ¢ € (G gibt es dann
ein zu ¥ konjugiertes Element ¥’ € S, so dafl o(¢') # ¢, und es folgt (o(¥') — 19’)‘ s € R*,
also liegt die Differenz in S*. Damit ist (b) aus Definition 1.3 erfiillt.

Es steht noch der Nachweis der Haupteigenschaft (iii) aus Definition 1.4(a) aus.
Es sei ¢ € K[W] ein gemeinsamer Nenner der ;. Weiter sei d der Maximalgrad (d.h.
der grofite Totalgrad der Monome in den Unbestimmten 1, ..., ¢, ) von s. Dann liegt

q2 :disch(f) -qilS(@17---799m) 7£ 0

in K[W]. Da m: V. — W als surjektiv vorausgesetzt war, ist der funktorielle Homomor-
phismus 7*: K[W] — K[V] injektiv, also gilt

h=r"(q1-q)#0.

Sei jetzt L > K ein unendlicher Kérper und N/L eine galoissche Ringerweiterung mit
der Gruppe G, und zwar operiere G durch ®: G = Gal (N/L). Gem#B dem nachfolgenden
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Lemma 1.8 existieren ay,...,a, € N mit ®(0)(a;) = ay;) und h(ay,...,a,) € N*. Die
Idee ist nun, aus den «; Linearkombinationen 9; zu bilden, die genau die Nullstellen einer
Spezialisierung von f(X) sind.

Wir bezeichnen den tensorierten Homomorphismus

N@gr N"=N@gV > Neg W CN"

auch mit 7 und setzen

aq
v=nm| und 9, =y (v) N (i=1,...,r). (1.2)
1899
Fiir ¢ € G sei die Anwendung von ®(o) auf N komponentenweise definiert. Dann gilt
®(0) () Qg (1) o
P(o)(v) = 7 : =r| ¢ |=r(ct| ¢ |)=0Tw) (1)
q)((j') (Oén) ) an
da 7 G-invariant ist.
Wegen h(ay,...,a,) € N* ist ¢1(v) € N*, also sind die A; = ¢;(v) definiert, und

wegen ¢q2(v) € N* liegt auch s(v) in N*. Man kann also alle Elemente von S C K (W) bei
v auswerten und erhilt so einen Homomorphismus

w: S — N.
Nach Gleichung (1.3) gilt
B(e)(\) = i (2(0)(v)) = 91 (071(V)) = (i) (v) = A,
da ¢; € K(W)%. Damit liegen die \; in N = L. Weiter haben wir

®(0) (#:(v)) = 2 (@(0)(v)) = 2; (¢71(vV)) = o) (v),

also ist ¢ ein KG-Homomorphismus.

Wegen ¢z(v) # 0 wird durch ¢ eine mit der Operation von G vertrigliche Bijektion
zwischen M und der Menge {¢y,...,9,} (mit ¥; = ¢(y;) aus (1.2)) gegeben. Damit
operiert G treu auf dieser Menge, fiir o # id gibt es also ein ¥; mit o(9;) = ¥;, j # 1. Es
folgt (o(9;) — &) ‘qg(v) € N*, also o(9;) — ¥; € N*. Damit ist N’ := L[¥y,...,9,] eine
galoissche Erweiterung iiber L mit der Gruppe G, es folgt also dimy, (N') = |G| = dimp(N)
nach DEMEYER und INGRAHAM [16, S. 85]. Dies zeigt N = L[dy,...,7,].

Es seien Ty, ..., T, Unbestimmte und I < R[Ty,...,T,] der Kern von

R[Tl,...,TT] — S, T, — y,.

Die koeffizientenweise Anwendung von ¢ auf R[Ty,...,T,] ergibt einen Homomorphismus
v R[Ty,...,T,] — L[Ty,...,T.]. Weiter sei J < L[Ty,...,T,] das Erzeugnis von (/).
Mit der Abbildung L[T},...,T,] = N, T; — ¥; erhalten wir dann folgendes kommutatives
Diagramm:
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1 I R[Ty,...,T,] S 1
v, ¥ ©
1 J L[Ty,...,T,] N 1

Die obere Zeile ist exakt, und ebenso die untere an den Stellen J und N. Wir weisen
nun die Exaktheit bei L[Ty,...,T,] nach. Aus der Kommutativitit des Diagramms folgt,
daBl J im Kern von L[Ty,...,T,] — N liegt. Nun enthilt I Polynome ¢; € R[T},...,T}]
(¢ = 1,...,7) mit []i_; degr, (9:) = |G|, wo degr,(g:) den Grad in T; bezeichnet. Dabei
kommt g; ndmlich vom Minimalpolynom von y; iiber R[yy,...,%;—1]. Durch Anwendung
von 1 folgt

dimy, (L[T1,..., 1]/ ) < |G].

(Sollte es dabei Probleme geben, weil Koeffizienten der g; unter ¢ zu 0 spezialisieren, so
nehme man diese zu s hinzu.) Da andererseits dimz,(N) = |G| gilt, muBl .J der volle Kern
sein, womit die Exaktheit der unteren Zeile des Diagramms bewiesen ist. Die Isomorphie

N=ZL®pS

folgt nun nach Lemma 1.9. Dafl der im Beweis zu Lemma 1.9 konstruierte Isomorphismus
die Operation von G respektiert, liegt daran, dafl das dortige ¢ unserem ¢: S — N
entspricht, welches ein G-Homomorphismus ist. a

Zwel Lemmata.

In dem Beweis wurde auf zwei Lemmata vorverwiesen, die jetzt bewiesen werden sollen.
Das erste findet sich im wesentlichen (und fiir den Spezialfall transitiver Gruppen ) schon
bei Kuvk [31]; siehe auch SALTMAN [42].

Lemma 1.8. Sei L ein unendlicher Kérper, G < S, eine Permutationsgruppe, N/L eine
galoissche Ringerweiterung mit der Gruppe G und 0 # f € L[zy,...,2,] ein Polynom.
Dann existieren aq,...,o, € N mit

(a) o(as) = Q,;y fiir alle o € G,
(b) flan,..., ) € NX.

Beweis. Nach SALTMAN [42] gibt es eine Normalbasis {#, | ¢ € G} C N von N/L. Wir
konstruieren paarweise verschiedene fy,...,3, € N mit o(8;) = Bo(;) auf folgende Weise.

Seien By,...,B, C {1,...,n} die Bahnen von G, m; € B; jeweils irgendein Element
und H; = {06 € G | o(m;) = m;} < G die Fixgruppe. Wir setzen

ﬁcr(mi) = Z 190/)-

pEH;
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Wegen
Z ﬁo'p = Z /lng — U_lT € HZ <~ U(mz) = T(mz)
pEH; pEH;

sind die §,(n,) dadurch wohldefiniert und verschieden. Wir haben auflerdem a(p;) = Bo(j)-
Die Gleichungen

By=pBj+~imitjeB;, j € By, ' <i

fiir ein v; € L bilden nur endlich viele Bedingungen, und jede wird h&chstens von einem
~; erfiillt. Da L unendlich ist, kann man v; so wihlen, dafl keine der Gleichungen gilt.
Geht man die B; nacheinender durch, so kann man also die 3; durch Hinzuaddieren von
Konstanten aus L paarweise verschieden wihlen.

Es sei [ = L(zq,...,24.), N = N(z1,...,2,) und B = PR -ﬁf_l € N. Dann gilt
o(f;) = Bo(iy, wobei G auf den w; trivial operiere. Die Ubergangsdeterminante von den z;
zu den B ist D =T[;;(8i — B;) € N. D teilt [],;(8; — B;) € L™, liegt also selbst in N*.
Damit sind die f; algebraisch unabhingig iiber L. Mit

f*(xlw"vxn) = H f(xcr(l)v"wxcr(n)) 7£ 0

c€eG

folgt dann f*(By,...,03,) # 0. Aber f*(3y,...,3,) ist ein Polynom in den z; iiber N, und
nach Konstruktion von f* invariant unter allen o € &, also f*(gh ceey Bn) =g(z1,...,2,) €
L[zy,...,2,]. Da L unendlich ist, existieren &,...,§, € L mit g(&,...,&,) € L*. Die
o =300 & -ﬁf_l erfiillen dann die Behauptung (a) und f*(evq,...,a,) € L™, woraus (b)
folgt. a

Lemma 1.9. Es seien R und L kommutative Ringe, und L werde durch einen Homomor-
phismus ¢: R — L zur R-Algebra. Weiter seien T}, ..., T, Unbestimmte, I < R[Ty,...,T,]

ein Ideal und S = R[T},.. .,TT]/I. Sei J < L[T4,...,T,] das Erzeugnis von ¢(I). Dann
gilt
LopS= Lh,...., T,/ J.

Beweis. Sei N = L[Ty,... 7TT]/J. Nach LaNG [32, Ch. XVI, § 4] miissen wir zeigen, daf}
N die universelle Abbildungseigenschaft von Koprodukten von kommutativen R-Algebren
erfiillt. Wir haben R-Homomorphismen

w1: L= N, [—1+4J,
. S—= N, [T o(f)+J

Dabei ist 5 wohldefiniert.

Sei nun A irgendeine kommutative R-Algebra mit R-Homomorphismen : L — A und
P: S — A. Zu zeigen ist, daf es genau einen R-Homomorphismus ® gibt, so daf§ folgendes
Diagramm kommutiert:
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N
L ‘I’ S
A

Die Eindeutigkeit ist klar: Es mufl ®(I+ J) = ¢y({) fiir [ € L und &(1; + J) = (T3 + 1)

sein, also

S (f(T1,-. ) +T) = e (f) (Va(Tr+ 1), (T + 1))

fiir f S L[Th ceey TT]

Wenn gezeigt ist, dafi das ® dadurch eindeutig definiert ist, so folgen die gewiinschten
Eigenschaften sofort. Es sei also f € J. Dann existieren g; € I und h; € L[Ty,...,T;]
(t=1,...,s),s0 daB

F=> hi-olg)=>_gihi
=1 =1
da g; € R[Th v 7TT]‘ Es fOlgt ¢1(f) = Zf:l gi - ¢1(h2)7 aber
gi (a4 D)o a1+ 1)) = 2 (gi(Th, - ) 1) =0,

also ®(f) =0. ]

1.3.2 Beweis des allgemeinen Falles
Abschwachung der Voraussetzungen.

Die in Satz 1.7 vorausgesetzte Existenz eines KG-Epimorphismus 7: V. — W ist nach
dem Satz von Maschke immer gew&hrleistet, falls die Charakteristik von K kein Teiler
der Gruppenordnung |G| ist. Sie ist trivialerweise gewihrleistet, falls V' = W, womit
der klassische Fall des Noetherschen Problems also schon erledigt wire. Ist allerdings
die Charakteristik des Grundkorpers ein Teiler der Gruppenordnung, so existiert = im
allgemeinen nicht. Es lohnt sich also, die Voraussetzung in Satz 1.7 loszuwerden.

Zusatz 1.10. Satz 1.7 gilt auch ohne die Existenz von 7.

Beweis. Die Idee ist, V in einen gréfieren Permutationsmodul einzubetten.

Wir haben G < S,, und my,...,ms € {1,...,n} seien Vertreter der G-Bahnen. Die
Fixgruppe von m; bezeichnen wir mit H; < G. Weiter sei vy, ..., v, ein Erzeugendensystem
von W als KG-Modul. Wir machen nun Gebrauch von der natiirlichen Operation von G
auf seine r - s-fache disjunkte Vereinigung

=0

=17

({1} x {3y < G).

1

S T
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Dazu gehort der Permutationsmodul

V= (P Ké,, mit o(Cjr) = Ejor
(¢,5,7)EM

Die Vorschrift

”
oV 5V, €o(m;) T Z Z fevimm-
7=17€H;

liefert nun einen (wohldefinierten) KG-Monomorphismus. Es sei W = ®(W), und

U: K(W) =& K(W) sei die Inverse von (®[,,)*. Dann ist ¥(p1),..., ¥(py,) eine Mini-
malbasis von K (W), und wir erhalten

FX)y= II  (X=)=3()  ¥(pn), X)

vE(Ti ol | (io)EM)
mit g(tq,.... ¢, X) € K(ty,...,t,)[X], wobei {Z; ;, | (¢,4,0) € M} C K[V] die Dualbasis

a (g, | (if,0) € M) sel.
Als zweiten wichtigen Bestandteil des Beweises liefert

e ‘7 — W, fevimg — @ (U(U]‘))
einen K G-Epimorphismus. Die Voraussetzung in Satz 1.7 ist also fiir die Permutationsdar-

stellung von G auf M erfiillt, also ist §(X) generisch fiir G. Wir zeigen jetzt § = g.
Dazu berechnen wir

T 07 Z # k
Zijo (‘P(@T(mk))) = DD TijelBrin,) = { N Fijo(Cigirp)y i=k }

=1 peH; pEH;
_ J 1 di=kudoerH | _ [ 1, o(mi) =r(m)
- 0, sonst ~ | 0, sonst 7

also ¥; j, 0 ® = 24(,,,) und daraus %i7j7g|VT/ = \Il(xg(mi)|w). Die meisten der %i7j7g|VT/ sind
also gleich! B
Wir erhalten aus der Definition von f(X) und f(X) nun

v (£(X)) = F(X),

also in der Tat g = g. a

Einbettung in eine Permutationsdarstellung.

Nun sind wir in der Lage, den Hauptsatz zu beweisen.

Satz 1.11. Eine positive Antwort auf das Noethersche Problem fiir eine treue lineare Dar-
stellung einer endlichen Gruppe G fiihrt zu einem generischen Polynom fiir G.

Genauer: Es sei K ein Kérper, V ein m-dimensionaler K-Vektorraum und G <
GL(V) eine endliche Gruppe von reguldren linearen Abbildungen von V. Weiter gebe
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es P1y-- 0y om € K(V)Y, so daBB K(V)Y = K(¢1,...,¢m) gilt. Ist dann M C V* eine
endliche, GG-stabile Teilmenge des Dualraums V* C K[V], die ganz V* als K-Vektorraum
erzeugt, so sei
)= II (X -y e KVI?[X],
yeM
also f(X) = g(¥1,.--y0m, X) mit g(t1,...,tn, X) € K(t1,...,t,)[X]. Dann ist g(X) ein
generisches Polynom fiir GG iiber K.

Beweis. GG operiert als Permutationsgruppe auf M. Um zu der Situation von Ab-
schnitt 1.3.1 zu gelangen, bilden wir V= ®,crm Key mit formalen Basisvektoren e, und
definieren
PV sV, v Z y(v) - ey.
yeEM

Man iiberzeugt sich leicht, dafi dies ein KG-Monomorphismus ist.

Es seien W = ®(V) und ¥: K[V] 5 K[W] die Inverse von ®*. Ist {z,]y € M} C V*
die Dualbasis zu {e,|y € M}, so gilt fir v € V und y € M

2y (®(v) = y(v),

also xy|v~v = U(y).
Aus Zusatz 1.10 erhalten wir ein generisches Polynom §(X), und es folgt nun wie im
obigen Beweis, dafl ¢ = g gilt. a

Anmerkung.

(a) Die Frage, ob mit Satz 1.11 sdmtliche generische Erweiterungen gewonnen werden
kénnen, mufl zumindest fiir den Grundkorper K = Q negativ beantwortet werden,
denn fiir die zyklische Gruppe Z47 der Ordnung 47 gibt es nach SALTMAN [42] eine
generische Erweiterung, nach SwaN [50] und LENSTRA [33] hat jedoch das Noether-
sche Problem fiir jede treue lineare Darstellung von Z47 eine negative Antwort. Dies
ist auch kaum zu erwarten, da im Beweis zu Satz 1.7 die ¥; durch eine lineare Trans-
formation aus den «; gewonnen werden. Im allgemeinen ist fiir einen solchen Norma-
lisierungsprozefl jedoch irgendeine rationale Transformation maéglich.

(b) Hat man fiir eine treue, endlich dimensionale lineare Darstellung G' < GL(V) einer
endlichen Gruppe G eine Minimalbasis des Invariantenk6rpers gefunden, so stellt sich
die Aufgabe, Vektoren 0 # v € V* mit moglichst kurzen Bahnen oder, dquivalent, mit
moglichst grofien Fixgruppen H < G zu finden. Dann bekommt man ndmlich eine
ertriaglich kleine Menge M C V* und damit ein generisches Polynom von geringem
Grad. Im Falle char(K) { |G| 18t eine Untergruppe H < (G genau dann einen
nichttrivialen Vektor fest, wenn fiir den zu der Darstellung G — GL(V') gehorenden
Charakter x gilt:

> x(o) > 0. (1.4)
ceH
Die Suche nach Vektoren mit kurzer Bahn reduziert sich also auf die Suche nach
moglichst groflen Untergruppen H mit der Eigenschaft (1.4). <
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Ein Zusatz.

Wir nennen eine rationale Funktion f homogen, falls sie Quotient von homogenen Po-
lynomen ist. lhr Grad deg(f) ist dann die Differenz aus Zahlergrad und Nennergrad. In
Abschnitt 3.1.1 werden wir zeigen, daf fiir endliche G < GL(V) folgendes gilt: Falls es
ein homogenes Erzeugendensystem ¢y, ..., o, von K(V)% gibt, so kann man dieses auch
so wahlen, dafl deg(p1) = e und deg(yz) = ... = deg(y,) = 0 gilt, wo e die Anzahl
der skalaren o € G ist, also der Elemente von G, die auf V als Multiplikation mit ei-
nem Korperelement aus K wirken. In diesem Lichte erscheinen die Voraussetzungen des
folgenden Zusatzes durchaus nicht exotisch.

Zusatz 1.12. Es seien die Voraussetzungen von Satz 1.11 gegeben, und zudem seien
©1, ..., 0, homogen mit

deg(p1) = 1 und deg(p2) = ... = deg(py) = 0.

Dann ist
g(lvt27"'7tm7X)

(d.h. in g wird t; = 1 gesetzt) ein generisches Polynom in m — 1 Parametern fiir GG iiber K.

Beweis. Sei h(X) = 7" - g(t1 - X), wobei n der Grad von ¢(X), also n = | M| sei. Wir
haben also

h(p1yeeey@m, X) = ygA (X - %) e K(W§[X],

wobei K (V)§ den Kérper aller Invarianten vom Grad 0 bezeichne. Wenn wir zeigen kénnen,
daB K(V)§ = K(p2,...,9m) gilt, so folgt, daBf ¢; in h(X) nicht vorkommt, insbesondere
also h(X) =g(1,t2,...,tm, X).

Wir schreiben Ny = K(¢3,...,%,) und Ny = K(V)S;. Dann gilt Ny < Ny. Das
Element 4 ist jedoch transzendent {iber N, und andererseits hat K(V)G/Nl den Trans-
zendenzgrad 1, also ist No/N; algebraisch. N liegt aber in K (V) welches eine rein
transzendente Erweiterung von Ny ist, also Ny = NVy.

Nach Satz 1.11 gibt es ein 0 # s € K[t1,...,t,], so daB R = K[t1,...,t;,, 1/s] und
S = R[¥,...,V,] eine generische Erweiterung fiir G liefert, wobei ¥4, ..., 9, die Nullstellen
von ¢g(X) sind. Ein Blick in den Beweis zu Satz 1.7 zeigt, daB sich s aus dem Nenner von
¢(X) und der Diskriminante eines Elements 9 € K (V) (2 Quot(S)) zusammensetzt. Wegen
der speziellen Gestalt von g(X) liegt sein Nenner in K[t,...,,], und auflerdem kann man
9 aus K (V)o wihlen, da GG treu auf diesem Koérper operiert. Fiir unsere Zwecke ist es noch
besser, t; zu ¥ hinzuzumultiplizieren. Es gilt dann s = t|1G|(|G|_1)s’ mit 8" € K[to, ... ty]-

Insbesondere folgt 1/t4 € R, also S = R[¥,...,9,] mit ¥, = ¥;/t1, die Nullstellen von
h(X). Man priift nun leicht nach, daff auch R’ = KJt3,...,t;n, 1/s' ] und 5" = R'[¥],..., 9! ]
die Figenschaften einer generischen Erweiterung fiir G tiber K erfiillen. O

1.4 Erste Anwendungen

In diesem Abschnitt sollen einige Anwendungsbeispiele zusammengestellt werden, bei de-
nen das Aufstellen einer Minimalbasis leicht ohne zusdtzliche Hilfsmittel moglich ist. Die
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Abschnitte 1.4.2 und 1.4.3 liefern dabei die seit langem bekannten klassischen Beispiele
fiir generische Polynome. Wir iibernehmen die Notation von Satz 1.11. Die Vektoren der
Dualbasis zur Standardbasis des K™ werden mit zq,..., &, bezeichnet.

1.4.1 Symmetrische Gruppen

Die symmetrische Gruppe GG = S, (wobei n > 3) operiere durch Vertauschungen der
Standardbasisvektoren auf V' = K", und wir setzen char(K) { n voraus. Es seien
S1y...,8, € K[V] die elementarsymmetrischen Polynome und

W={veV]s(v)=0} <V

Dann liefert 7: V. — W, v — v — %81(1]) eine K G-Projektion, und G operiert treu auf
W. Fir f € K[W]ist 7*(f) € K[V] und 7*(f)|,, = f. Ist f € K[W]“, so folgt 7*(f) €

K[V]% = K[s1,...,5,], also

feKsilws-ssnlwl = Klfay- -, fu]

mit f; = si|y, da si], = 0. Die f; erzeugen also K[W]“. Um Zusatz 1.12 anwenden zu
kénnen, nehmen wir

Yo = é und ;9 = (—1)i fi

2 %0

als Minimalbasis von K(W)%. Mit M = {ay,,,..., %], } ergibt sich
gX)=X"—t1 - X" P4t - X"t XV g

als generisches Polynom fiir G in n — 2 Parametern.

1.4.2 Kummer-Theorie

Es sei GG eine endliche abelsche Gruppe vom Exponenten m, und der Grundkérper K
enthalte m verschiedene m-te Einheitswurzeln, also G = Hom(G, K*). Ist

Hom (G, K*) 2 (¢1) x -+ X ()

eine Darstellung der dualen Gruppe als direktes Produkt von zyklischen Untergruppen, so
wird durch
¥1(0)

G — GL(K), 60—
r ()
eine treue Darstellung gegeben. Die Invarianten ¢; = 27" mit m; = ord(¢;) bilden nach
Proposition 1.2(e) eine Minimalbasis von K (z1,...,2,)%. Die Menge M = {¢;(c) -2; | i =
1,...,r, o € G} erfiillt die Voraussetzungen von Satz 1.11, und es gilt

r

JX) = I (X =) = TT(X™ = i).

yeEM =1
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Wir erhalten also .

g(X) = [T(x™ - 1)
=1
als generisches Polynom fiir G. Somit ergibt sich die Theorie der Kummer-Erweiterungen
als einfache Anwendung von Satz 1.11.

1.4.3 Verallgemeinerte Artin-Schreier Polynome

Wir konstruieren generische Polynome fiir metazyklische Erweiterungen der zyklischen
Gruppe Z, iiber Kérpern der Charakteristik p. Dies Resultat findet sich schon (in we-
niger expliziter Form) bei SALTMAN [42].

Es sei also p eine Primzahl, K = F,, m ein Teiler von p — 1 und

-1

G=(o7m|o?=7" =1, 7701 =0")

mit einem Element w von K* der Ordnung m. Durch

O'l—>117"—>10
0 1)’ 0 w

wird eine Darstellung auf V = K? definiert. Sie ist treu, denn TkO'i(ez) =171+ wh- e,
Wir haben Invarianten

_ m _ : _ P p—1
p1 =y und @y = H($1_2‘$2)—$1_$1$2 )
i€Fp

und es gilt
(K(V) i K(pr02)| = [K(V): K(pa,02)] - [K(2,22) : K (1, 92)] <
degy, (2) - deg,, (1) = p-m =G,
also K (V)% = K(¢1,¢2) nach Proposition 1.2(e).!
Fiir M nehmen wir {z; — iz3|¢ € K} und erhalten

yeEM

IN

mit k = %. Damit ist schon ein generisches Polynom in zwei Parametern gefunden. Um
den Zusatz 1.12 anwenden zu kénnen, benutzen wir die neue Minimalbasis

k

P
¢1=ﬂund¢2=%7
Y1 2

also
1= U und 92 = VUG,
Es gilt deg(t1) = 1 und deg(t) = 0, also erhalten wir nach Zusatz 1.12
g(X)=XP -t X —tF (k=121

als generisches Polynom fiir .
Im Falle m = 1 sei ¢ eine Nullstelle von ¢(X). Dann hat ¥/t das Minimalpolynom
XP — X —t~!, wir kommen also bei den Artin-Schreier Polynomen an.

1Es folgt nun sogar K[V]9 = R mit R = K[p1, p2]: Jede Invariante aus K[V] liegt im Quotientenkorper

von R, ist aber als Element von K[V] auch ganz iiber R. R ist jedoch als Polynomring ganz abgeschlossen.
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2 Invariantenringe

In diesem Abschnitt soll der Invariantenring untersucht werden, bevor wir uns dann im
nichsten wieder seinem Quotientenkérper zuwenden.

Die Invariantentheorie endlicher Gruppen erweist sich als sehr viel einfacher als die
Invariantentheorie allgemeiner reduktiver Gruppen, wie schon der elementare Beweis der
endlichen Erzeugung von NOETHER [40] zeigt. Einfiihrende Darstellungen findet man in
BENSON [3], STANLEY [47], STURMFELS [49] oder MCSHANE und GROVE [37]. Ziel des
Abschnitts ist die Entwicklung eines Algorithmus, mit dem man fiir den Invariantenring
einer endlichen Gruppe eine Présentation als K-Algebra berechnen kann. Dazu tragen wir
in Abschnitt 2.2 die Grundlagen der Theorie zusammen. Daraus wird dann der Algorithmus
formuliert. Zun#chst behandeln wir jedoch die Frage, wann schon der Invariantenring
isomorph zu einer Polynomalgebra ist.

2.1 Spiegelungsgruppen

Die Frage, unter welchen Bedingungen der Invariantenring polynomial ist, fiihrt in die
Theorie der Spiegelungsgruppen, auf die in diesem Abschnitt kurz eingegangen werden
soll. Hieraus ergeben sich dann einige direkte Anwendungen.

Definition und Haupteigenschaft.

Wir fithren zunichst den Begriff einer Spiegelungsgruppe ein.

Definition 2.1 (BoUrBAKI [6]). Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber einem
Kérper K. FEin Endomorphismus ¢ von V heiit Spiegelung (in der &lteren Literatur
»Pseudo-Spiegelung®), falls 1 — ¢ den Rang 1 hat.

Fine endliche Untergruppe GG < GL(V') heiit Spiegelungsgruppe, falls sie von Spie-
gelungen erzeugt wird.

Der Zusammenhang zur Invariantentheorie wird gegeben durch

Satz 2.2 (CHEVALLEY-SHEPHARD-TODD-BOURBAKI). Sei K ein Kérper, V ein endlich
dimensionaler K-Vektorraum und G < GL(V') eine endliche lineare Gruppe. Dann gelten:

(a) Ist K[V]9 isomorph zu einer Polynomalgebra iiber K, so ist GG eine Spiegelungs-
gruppe.

(b) Ist G eine Spiegelungsgruppe und char(K) { |G|, so ist K[V]“ isomorph zu einer
Polynomalgebra. Dabei kénnen fiir die algebraisch unabhingigen Erzeuger homogene
Polynome gewdhlt werden.

(c) Falls K[V]® = K[fi,..., fu] isomorph ist zu einer Polynomalgebra in homogenen,
algebraisch unabhidngige Erzeugern f; vom Grade d;, so folgt

n

14 =Ic).

=1

Die d; aus (c) heiBen die Grade von G.
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Beweis. Teil (a) findet sich in BENSON [3, Theorem 7.2.1]%. Teil (b) ist BoURBAKI [6, Chap.
V, §5, Théoreme 4], und (c) wird in [loc. cit., Chap. V, ex. 5 zu §5] gezeigt. O

Im Abschnitt 1.4.3 haben wir ein Beispiel kennengelernt, in dem der Invariantenring ei-
ne Polynomalgebra war, obwohl die Voraussetzung char(K) { |G| in Satz 2.2(b) fehlte.
Daf diese Voraussetzung dennoch nicht iiberfliissig ist, zeigt die Arbeit von Topa [53],
in der bewiesen wird, daf§ der Invariantenring der Weylgruppe W (Fjy) zur exzeptionellen
Liegruppe Fjy iiber K = Fs3 keine Polynomalgebra ist. Weitere Gegenbeispiele liefern die
orthogonalen Gruppen Q,(¢) fiir n > 4, deren Invariantenringe (beziiglich der natiirlichen
Darstellung iiber F,) nach Nakajima [39] nicht polynomial sind.

Klassifikation.

Die Klassifikation von SHEPHARD und TopD [45] gibt einen vollstindigen Uberblick iiber
die irreduziblen Spiegelungsgruppen iiber K = C. Demnach gliedern sich diese Gruppen
in drei unendliche Serien (die zyklischen, eindimensionalen Gruppen, die vollen symmetri-
schen Gruppen und eine weitere Serie, welche die Diedergruppen einschliefit) und zusitz-
lich 34 ,sporadische* Spiegelungsgruppen. Aus der Arbeit von BENARD [2] gewinnt man
zusétzliche Informationen {iber die Isomorphieklassen einiger Spiegelungsgruppen. Zu den
Spiegelungsgruppen iiber K = Q, und K = F, siche aulerdem KaANE [25].

In unserem Zusammenhang sind in erster Linie Spiegelungsgruppen iiber wesentlich
kleineren Kérpern als C (sogar iiber Kérpern mit endlicher Charakteristik) interessant.
Die folgende Proposition, die ich in der Literatur nirgends gefunden habe, stellt den Zu-
sammenhang mit den komplexen Spiegelungsgruppen her.

Proposition 2.3. Es sei G eine komplexe Spiegelungsgruppe, y der zugehdrige Charakter
und I die Maximalordnung in dem von allen x(0), ¢ € G, erzeugten Zahlkorper. Ist K
dann ein Korper mit char(K) { |G|, so daf es einen Homomorphismus ¢: I — K gibt,
so existiert eine iiber K definierte Spiegelungsgruppe G, welche (als abstrakte Gruppe)
isomorph zu G ist. AuBlerdem haben die G und G zugrunde liegenden Vektorrdume iiber
K bzw. C dieselbe Dimension, und die Grade von G und (i sind gleich.

Beweis. Nach BENsoN [3, Prop. 7.1.1] kann man ohne Einschrinkung annehmen, daf
die Matrixeintrdge der Matrizendarstellung von G in L = Q (x(o) | o € ) liegen. Nach
HupPERT [23, Kap. V, 12.5] liegen sie nach Wahl einer passenden Basis sogar in I. Wir
gewinnen die Gruppe G nun, indem wir ¢ auf alle Matrixeintrige anwenden. Wir miissen
zeigen, dafl dabei ein Spiegelung von GG auf eine solche von G iibergeht, und daff nur das
Einselement von G auf die identische Matrix in G geht.

Es sei |G| = m und (,, eine primitive m-te Einheitswurzel iiber L. Dann liegt das
Minimalpolynom ¢(X) von (,, iiber L in I[X], wir kdnnen also ¢(g) € K[X] bilden und
davon eine Nullstelle ¢, iiber K nehmen. Dann liefert

I[¢n] = K (), f(Gm) = (f) (Cne)

?Der dortige Beweis geht in allgemeiner Charakteristik.
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eine Fortsetzung von ¢, die wir auch mit ¢ bezeichnen. Ist p der Kern von ¢ und p =
char(K), so folgt (p) = pNZ. Es gilt

m—1

[[a-¢)=m

k=1
wegen p 1 m liegt das Produkt also nicht in p und damit auch keiner der Faktoren. Wir
haben also ¢(¢F) = 1 nur fiir ¢¥, = 1. Ist nun f(X) = [T (X — ') das charakteristische
Polynom zu einem o € G, so hat das entsprechende Element ¢ € G das charakteristische
Polynom ¢(f) = [T (X — ¢%). Nun folgt, daB & genau dann eine Spiegelung bzw. die
identische Matrix ist, wenn dies fiir ¢ der Fall ist.

Das Ubereinstimmen der Grade von G und G beweisen wir durch einen Vorgriff auf

Abschnitt 2.2.2. Die Molien-Reihen von G und ' stimmen nimlich nach Satz 2.12 und
nach Konstruktion iiberein. Nach Proposition 2.11 gilt jedoch

1

PG(/\): (1_/\d1)...(1_/\dn)’

wobei dy, ..., d, die Grade von G sind, und entsprechend fiir G. a

Permutationsgruppen als Spiegelungsgruppen.

Die folgende Proposition zeigt, dafl der Invariantenring einer Permutationsgruppe nur in
trivialen Fillen eine Polynomalgebra ist.

Proposition 2.4. Es sei K ein Kérper, und die transitive Permutationsgruppe G < S,
operiere auf V. = K™ durch Vertauschung der Standardbasisvektoren. Dann ist G genau
dann eine Spiegelungsgruppe, falls G = 5,,.

Beweis. Aus der Zerlegung in elementfremde Zyklen folgt sofort, dafl eine Permutation
genau dann eine Spiegelung ist, wenn sie eine Transposition ist. Die volle S, ist damit
eine Spiegelungsgruppe. Ist umgekehrt (G eine Spiegelungsgruppe, so wird G durch seine
Transpositionen erzeugt.

Seien k,l € {1,...,n} verschieden. Wegen der Transitivitit von G gibt es Transposi-
tionen 7q,...,7, € G mit ¢ = M o...07,: k— [. Wir sind fertig, wenn wir zeigen kénnen,
dafl man im Falle m > 1 auch mit héchstens m — 1 Transpositionen aus G auskommt. Dann
folgt ndmlich per Induktion (k1) € G.

Ist 7, = (4,j) mit ¢, # k, so folgt 7y o...07p_1: k — [. Es sei also 7,, = (7,k)
mit ¢ # k. Im Falle ¢ = [ ist 7,,: k — [. Ist jedoch ¢ # [, so folgt 7,, 0 0: k — [, aber
Tmoo=m"o...or,™ und 77" € G. ]

Es wird sich in Abschnitt 3.4 zeigen, daffi man aus der Theorie der Spiegelungsgruppen
dennoch auch fiir das klassische Noethersche Problem Nutzen ziehen kann.

Anwendungen.

Wir wollen nun als Anwendung aus den in SHEPHARD und ToDD [45] erhaltenen Spie-
gelungsgruppen zwei Beispiele herausgreifen und fiir diese das generische Polynom nach
Satz 1.11 berechnen.
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Beispiel 2.5 (Diedergruppen). Es sei G = (o,7|0" = 72 = (o7)? = ) fiir n > 2 die

Diedergruppe D, der Ordnung 2n. Fiir K setzen wir
char(K){2n und ¢, + ¢t € K

voraus, wo (, eine primitive n-te Einheitswurzel sei. Dann wird durch

-1 0

(0 —1)’ n=2 (01

(0 1 ) T 0
, sonst

-1 Cn‘|’C7;1

g —

eine treue Darstellung von GG auf V = K2 gegeben, so daf§ (& als Spiegelungsgruppe operiert.
Nach Satz 2.2(b) wird daher schon K[V]% durch zwei homogene Invarianten erzeugt, nach
Satz 1.11 existiert also ein generisches Polynom vom Grad n (bzw. 2n fiir n = 2) in zwei
Parametern fiir GG iiber K, da die Bahn von 21 die Linge n (bzw. 2n) hat. Explizit erhalten
wir eine Invariante

sg = o — (Co + ¢ )r1ag + 25

vom Grad 2. Die andere erzeugende Invariante s, mufl also vom Grad n sein. Hierfiir
kénnen wir im Fall n # 2 das Produkt iiber die Bahn von 27 nehmen. Da ndmlich die
Existenz eines s/, € K[V]9 vom Grad n mit K[V]¥ = K[sy,s’] durch Satz 2.2 gesichert
ist, muf unser s, eine Linearkombination von s/, und einer Potenz von s sein, also in der
Tat K[V]% = K[sq, s,,], falls nicht s, eine Potenz von s, ist, was offenkundig nicht der Fall
ist. Speziell ergibt sich:

(a) Fiir n = 2 kann man s; = —2% — 22 und sy = 24 als Erzeuger von K[V]9 nehmen
und erhélt
g(X)= X"+, - X?+ 13

als generisches Polynom fiir Dy = V4. Dieses Polynom ist im Gegensatz zu dem
generischen Polynom (X? — #1)(X?% — ¢3) fiir V4 aus Abschnitt 1.4.2 irreduzibel. Es
gehort zu einer anderen Permutationsdarstellung der V.

(b) Fiir n = 4 sind die oben angegebenen Invarianten sy = 2% + 22 und s4 = @323, und

man erhilt

g(X)=X"+11- X*+ 1y
als generisches Polynom fiir Dy.

Man kann nun fiir beliebiges n das generische Polynom ausrechnen; es sieht jedoch nicht
so aus, als ob sich sdmtliche generische Polynome in einer Formel geschlossen darstellen
liefen.

Zum Noetherschen Problem fiir D,, siehe auch KEMPER [26]. <

Beispiel 2.6 (Die SLy(3)). Nach BENARD [2] hat G = SL;y(3) eine zweidimensionale Spiege-
lungsdarstellung. Der zugeho6rige Charakter x ist genau einmal im Permutationscharakter
vom Grad 8 (siche BUTLER und McKaAy [10]) enthalten. Da bei den Werten von y dritte
Einheitswurzeln vorkommen, setzen wir fiir den Grundkorper K folgendes voraus:

char(K) # 2,3 und (3 € K
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mit einer primitiven dritten Einheitswurzel (3. Nach Proposition 2.3 und Satz 2.2(b) wird
der Invariantenring als Polynomalgebra tiber K von zwei Invarianten von den Graden 4 und
6 erzeugt, da dies die Grade von G sind. Explizit erhédlt man die Spiegelungsdarstellung
auf folgende Weise: Ist ¢: G — GLg(K) die Permutationsdarstellung vom Grad 8, so liefert
nach HUPPERT [23, Kap. V, 5.15]

= SN

eine G-Projektion auf einen zweidimensionalen Unterraum V < K%, der yx realisiert. Wir
berechnen die erzeugenden Invarianten und nehmen fiir die Menge M aus Satz 1.11 die
Einschrankungen der zq,...,2s auf V. Es ergibt sich

g(X) = X®+6t; - X'+t X? 385

als generisches Polynom fiir SLy(3). Die Rechnungen hierzu wurden mit MAPLE unter
Verwendung des Invar-Pakets (siche Abschnitt 2.3) durchgefiihrt.

Schreibt man ¢(X) als h(X?), so ergibt sich die Diskriminante von h zu —27(64t] +
t3)%. Man erhilt also durch keine Spezialisierung von ¢(X) ein SLy(3)-Polynom iiber Q;
dann miifite das entsprechende h ndmlich die Galoisgruppe A4 haben. Die Kérper K =
F,(¢t) mit ¢ = 1 mod 3 erfiillen jedoch die Voraussetzungen, und sie sind nach FRIED und
JARDEN [19, Theorem 12.10] auch Hilbertkorper. Uber diesen Kérpern erhilt man also
nach Proposition 1.6(c) Polynome mit der Galoisgruppe SLy(3). <

Anmerkung. Zum Charakter y + Y aus dem letzten Beispiel gehort eine treue lineare
Darstellung vom Grad 4 iiber Q, fiir die eine Antwort auf das Noethersche Problem noch
aussteht. <

2.2 Die Struktur der Invariantenringe
Grundlegend fiir das Studium des Invariantenrings ist seine graduierte Struktur, von der
wir auch in Abschnitt 2.3 starken Gebrauch machen werden.

2.2.1 Graduierte Algebren und Moduln

Definition 2.7. Es sei K ein Korper. Eine graduierte Algebra iiber K ist eine kom-
mutative K-Algebra mit Fins, zusammen mit einer direkten Zerlegung A = @ A; in

1€Np
K-Vektorrdume Ag, A1, ..., so daB gelten:

(a) AO = I(,

Sei A eine graduierte K-Algebra. Dann ist ein graduierter Modul iiber A ein A-Modul
mit einer Zerlegung M = @ M; in K-Vektorrdume M;, so dafl
1€Np

A; - M]‘ C Mi-l—j
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fiir v,7 € No.
Ein Element 0 # f € M; bzw. A; heift homogen vom Grad i. Wir schreiben
deg(f) = 1.

Ist V ein K-Vektorraum, so tragt K[V] als symmetrische Algebra von V* eine natiirliche
Struktur als graduierte Algebra. Es ergibt sich unmittelbar, daf der Invariantenring K[V]%
zu einer Gruppe G < GL(V) auch eine graduierte Algebra mit K[V]¥ = K[V]° N K[V];
ist.

Homogene Erzeugung.

In der Literatur ist sténdig von homogenen Frzeugern des Invariantenrings die Rede. Es
findet sich jedoch nirgends der Beweis, dafl dies keine Einschrinkung ist, wenn es um die
Anzahl der Erzeuger geht.

Proposition 2.8. Sei M ein durch n Elemente erzeugter graduierter Modul iiber einer
graduierten K-Algebra A. Dann l&8t sich M auch durch héchstens n homogene Elemente
erzeugen.

Beweis. Wahrend dieses Beweises bezeichne (X') das Erzeugnis von X C M als A-Modul.
Ist f € M bzw. A, so sei f() € M; bzw. A; die homogene Komponente vom Grad i.

Sind fy,..., f, die Erzeuger von M, so setze X_y = {f1,..., fn}. Fird =0,1,2,...
konstruieren wir Teilmengen Xy und Y, von M, die folgende Bedingungen erfiillen:

(a) Yd C Xd—17
(b) [Xa| < [Xg-1] = [Val,
(c) fO =0 fiir f € Xy und i <d,

(d) Mit Z; = {fD | f €Yy} gilt: Zyist modulo (ZpU...UZg_1)N My linear unabhingig
iiber K,

() My C{(ZpU...UZy),
(f) YpuU...uY;UXy) =M.

Dann folgt die Behauptung. Es gilt nimlich M = <f2»(]) | + = 1,...,n, 7 € Ny, fiir
dyp = max{d € Ny | fi(d) # 0 fiir ein ¢} impliziert (e) also M = (Zy U ... U Zy,), aber
|ZoU...UZg| <|X_1] = |X4| < n nach (b).

Die X; und Y; seien fiir ¢ < d konstruiert. Fiir Y; nehmen wir nun eine minimale
Teilmenge von X4_1, so daf das in (d) definierte Z; zusammen mit (ZoU...U Z4_1) N My
den von {f(d) | f€ Xy} und (ZgU...UZ4_1) N My erzeugten K-Vektorraum aufspannt.
Dann folgen (a) und (d). Nach Konstruktion und nach (c) 148t sich jedes f € Xy_1\Yy durch
Subtraktion eines Elements von (Yo U...UYy) zu einem f mit f(i) = 0 fiir + < d machen.
Mit X, = {f| f € Xa—1\ X4} folgen (b) und (c) und wegen M = (YpU...UY U(X4-1\Ya))
auch (f).
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Wir miissen nur noch die Eigenschaft (e) zeigen. Es sei also f € M. Wegen (f) gilt
f:Zagg_l__l_ Z ag.g_l_ Z ag.g7 (21)
9€Yo 9€Ya1 9€Xq

jeweils mit a, € A. Fiir g € Xy_4 ist dabei wegen (c) und nach Konstruktion
(a, - g) D = ago) gD e (ZyU... U Zy).

Weiter zeigen wir per Induktion nach i, daf§ ago) = 0 fiir g € Y}, ¢ < d gilt. Dies sei fiir
J < i richtig. Dann lautet die homogene Komponente von Grad 7 der Formel (2.1)

IED D IR o) WILIERRESD W TCSED opt]

gEYy j=1 geEY] j=1 g€eYi_1 gey;

da ¢\ = 0 fiir ¢ € Y3 mit & > j. In der Formel liegen wegen (e) alle a()g(=7) mit
Ausnahme derjenigen in der letzten Summe in (ZyU...U Z;_1) N M;, wegen (d) folgt also,
wie behauptet, ago) =0flirg €Y.

Fiir g € Y; mit ¢ < d folgt also mit (e)

d
(a, - g Za € (ZoU...UZ41),
=1
insgesamt liefert Formel (2.1) also f € (ZoU ... U Zy). o

Korollar 2.9. Es sei A eine durch n Elemente erzeugte graduierte K-Algebra. Dann 148t
sich A auch durch héchstens n homogene Elemente erzeugen.

Beweis. Essei A = K[fi,..., f,]. Durch Subtraktion der fi(o) € K kann man erreichen, daf§
die f; in AT = @2, A; liegen. AT ist dann ein graduierter A-Modul, der von fi,..., f,
erzeugt wird. Nach Proposition 2.8 wird AT also von homogenen Elementen gq,..., ¢
(m < n) als A-Modul erzeugt.

Wir zeigen durch Induktion nach ¢, da8 A; in K[g1,...,¢,] liegt. Fiir ¢ = 0 ist dies
richtig. Sei f € A; fiir ¢ > 0. Dann existieren a; € A mit

J=1 J=1
mit d; = deg(g;) > 0 und agk) = 0 fiir & < 0. Nach der Induktionsannahme ist aber

a;i_dj) € K[g1,-.-,9m)], also in der Tat A; € K[g1,. .-, gm]- O

2.2.2 Poincaré-Reihen

Definition 2.10. Sei M ein graduierter Modul iiber einer graduierten K-Algebra A mit
endlich dimensionalen homogenen Teilrdumen M;. Dann heift die formale Potenzreihe

= dimg (M
=0

die Poincaré-Reihe (auch Hilbert-Reihe) von M. Die Poincaré-Reihe von A erhdlt man,
indem man A als graduierten Modul iiber sich selbst auffaf@t.
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Sind M und N graduierte Moduln {iber einer graduierten K-Algebra A, so werden auch
M ® N und M @, N auf natiirliche Weise zu graduierten A-Moduln. Wir haben folgende
Rechenregeln.

Proposition 2.11. Seien M und N graduierte A-Moduln mit endlich dimensionalen ho-
mogenen Teilrdumen. Dann gelten:

(a) Puan(A) = Pu(X) + Pr(A).
(b) Pyme, N(A) = Pu(A) - Pn(A).
(c) Ist A= K[f] mit f transzendent iiber K und homogen vom Grad d, so gilt

1

Beweis. Wir fithren nur den Beweis zu Teil (b).
Der i-te homogene Teilraum von M ®, N wird erzeugt von allen v @ w mit v € M,
w € N homogen vom Grad j bzw. k mit j + k = ¢, also

(M®K N); = @ M; & Ng.

JAk=1
Hieraus ergibt sich die Behauptung. a
Zerlegung von K[V].
Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K, R = K[V] und

G < GL(V) endlich. Wir setzen voraus, daf§ die Charakteristik von K kein Teiler der
Gruppenordnung |G| ist. Dann haben wir die gewthnliche Darstellungstheorie iiber einem
algebraischen Abschluf K von K (siehe z.B. HUPPERT [23, Kap. V]). Es sei also X (G)
die Menge der irreduziblen Charaktere von G (mit Werten in K). Konjugiertheit iiber K
ist eine Aquivalenzrelation auf X (G). Mit Xy (G) bezeichnen wir die Menge der Summen
iiber jeweils eine solche Aquivalenzklasse. Zu 1 € Xk (G) ist dann

T—M o Y.o
el > vl

c€eG

ein Element aus dem Gruppenring KG, wobei x € X (G) einer der Summanden von 1 ist.
Nach HupperT [23, Kap. V, 5.15] sind die 7y orthogonale ldempotente, deren Summe 1
ergibt. Mit Ry = my(R) erhalten wir also eine direkte Zerlegung von R. Der Einscharakter
1 liegt in Xg(G), und es gilt Ry = R%. Man nennt 71 auch den Reynolds-Operator.
Offensichtlich sind alle R, graduierte Moduln iiber RY%. Es stellt sich heraus, daB die
homogenen Komponenten von Ry direkte Summen von KG-Moduln mit dem Charakter
1 sind. Ist speziell v ein linearer Charakter, so ist R, demnach der Modul der Pseudo-
Invarianten zum Gewicht .

Die Poincaré-Reihe Ppr, (A) (jetzt wieder fiir beliebiges ¢ € Xx (G)) wird auch Molien-
Reihe genannt und mit Pg () bezeichnet, fiir » = 1 auch Pg(A). lhr i-ter Koeffizient,
dividiert durch deg(v), gibt an, wie oft die Darstellung mit dem Charakter ¢ als direkter
Summand im ¢-ten homogenen Teilraum R; von R steckt, wobei deg(t) der Grad dieser
Darstellung ist.
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Die Moliensche Formel.

Der folgende, bemerkenswerte Satz erlaubt die einfache Berechnung der Molien-Reihe.

Satz 2.12 (MovLIEN). Mit den obigen Bezeichnungen gilt im Falle char(K) =0

~ X d(e™)
Faw =07 % det(idy —A-o)’

wo y € X (G) einer der Summanden von 1 ist.

Ist char(K) = p # 0 (mit p { m := |(/]), so wédhle man je eine feste primitive m-te
Einheitswurzel (,, bzw. (,, iiber Q bzw. K und einen KG-Modul W mit Charakter 1.
Weiter sei g(X) = [Ti—; (X — (%) das charakteristische Polynom eines o € G, aufgefaBBt als
Element von GL(W). Dann definiert

bBe(o) =D Ch
=1

den Brauer-Charakter zu 1 (n&heres hierzu siehe in CURTIS und REINER [15, §17]).

FEbenso setzen wir
n

o, (N) =[[a-x-¢h),

=1
falls f(X) = T1", (X — ¢k) das charakteristische Polynom von o als Element von GL(V)
ist. Dann gilt

d Ypr(c™!)
Poy = = S 2B
e ZG ®, (M)
wobei d der Grad eines irreduziblen Summanden x € X(G) von 1 ist.

Der Beweis ist erstaunlich einfach und findet sich beispielsweise in STANLEY [47] oder BEN-
SON [3].

Im nidchsten Abschnitt werden wir sehen, wie man aus der Molien-Reihe ,fast alles®
iiber die Struktur der Moduln R, insbesondere also des Invariantenrings, ablesen kann.
Es ist also ein grofler Vorteil, dafl diese sich mit Satz 2.12 leicht ausrechnen 1&8t.

2.2.3 Die Cohen-Macaulay Eigenschaft

Parametersysteme.

Sei A eine endlich erzeugte graduierte Algebra iiber einem Kérper K. Dann gibt es nach
dem Noetherschen Normalisierungssatz (siche z.B. BENSON [3, Theorem 2.2.7]) algebraisch
unabhingige, homogene Elemente fi,..., f,, so dal A ganz ist iiber K[fy,..., fa].

Definition 2.13. Sei A eine endlich erzeugte graduierte K-Algebra und M ein graduierter
A-Modul.

(a) Sind fi1,..., fn € A homogen und algebraisch unabhéngig iiber K, so da# A ganz ist
iber K[f1,..., fa], so heiBt fi,..., f, ein homogenes Parametersystem von A.
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(b) M heifit ein Cohen-Macaulay-Modul, falls fiir ein homogenes Parametersystem
fiy.ooy fn von A gilt: M ein freier Modul iiber K[fy,..., f,] mit einer endlichen, aus
homogenen Elementen bestehenden Basis. (Es stellt sich heraus, daf dies dann fiir
jedes homogene Parametersystem gilt.)

A heiBt Cohen-Macaulay-Algebra, falls A als Modul iiber sich selbst ein Cohen-
Macaulay-Modul ist.

Der Hauptsatz.

Wir wollen diese Begriffe nun auf die Invariantenringe anwenden. Es sei also V' ein n-
dimensionaler Vektorraum iiber einem Kérper K und ¢ < GL(V) endlich. Dann bilden
homogene Invarianten fi,..., f, € K[V]% genau dann ein Parametersystem von K[V]9,
wenn das durch fi,..., f, gegebene Nullstellengebilde iiber dem algebraischen Abschlufl
K von K genau der Nullpunkt ist (siche z.B. McSHANE und GROVE [37]). Die Elemente

fi,--., fn eines homogenen Parametersystems heiflen auch primére Invarianten.

Im Falle char(K) 1 |G| gilt nun

Satz 2.14 (Hochster-Eagon). Mit den Bezeichnungen von Seite 28 ist Ry, fiir ¥ € X (G)
ein Cohen-Macaulay-Modul iiber R®. Insbesondere ist der Invariantenring selbst eine
Cohen-Macaulay-Algebra.

Der Hauptteil des Beweises besteht in dem Nachweis, daf§ es gleichbedeutend ist, in Defi-
nition 2.13(b) ,fiir ein homogenes Parametersystem* oder ,fiir jedes homogene Parame-
tersystem® zu schreiben. R ist ndmlich ein freier Modul (mit 1 als einzigem Erzeuger!)
iiber K[xy,...,2,], wo xy,...,2, eine Basis von V* ist, und wir erhalten dann, daf§ R
auch ein freier Modul mit endlicher, homogener Basis iiber K[fi,..., f,] fiir ein homogenes
Parametersystem fi,..., f, von R ist. Mit Hilfe der Projektionen 7y, von Seite 28 kann
man nun Basen fiir die Ry ,isolieren®.

Ohne die Voraussetzung char(K) { |G| ist RY im allgemeinen keine Cohen-Macaulay-
Algebra. Ein Gegenbeispiel wird schon durch R = Fy[z1, 29,25, 24] und G = Z4 (mit
zyklischer Vertauschung der z;) geliefert (siche BERTIN [4]). Nach BENsoN [3, Theorem
1.3.1] ist R jedoch fiir endliche ¢ immer eine endlich erzeugte K-Algebra.

Nach Satz 2.14 gibt es zu einem homogenen Parametersystem fi,. .., f, von R homo-
gene ¢i,...,0m € Ry, so daf gilt

Ry=PA-g (2.2)
=1

mit A = K[f1,..., f.]. Die ¢; heilen sekundére Invarianten. Es seien d; = deg(f;)
und e; = deg(g;). Da die f; algebraisch unabhingig iiber K sind, haben wir A =
K[fi] @, -+ @, K[f.], nach Proposition 2.11(b) und (c) also P4(\) = m.
Aus Gleichung (2.2) folgt nun mit Proposition 2.11(a) fiir die Molien-Reihe
AL )\

(1_,\d1)...(1_,\dn)'

Die aus Satz 2.12 gewonnene Molien-Reihe 148t sich also auf wundersame Weise stets in
die Form (2.3) mit d; € N und e; € Ny bringen!

Pay(X) = (2.3)
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Uneindeutigkeit der Molien-Reihe.

Eine solche Darstellung ist natiirlich auf verschiedene Weisen méglich (man erweitere nur
mit einem (1—|—/\d"))7 und es stellt sich die Frage, ob es zu gegebener Darstellung der Molien-
Reihe in der Form (2.3) tatsdchlich primére Invarianten fi,..., f, mit deg(f;) = d; gibt.
Dann kann man an der Molien-Reihe auch die Grade der sekundiren Invarianten ablesen.
Dabei ist es natiirlich wiinschenswert, dies fiir Darstellungen mit moglichst kleinen d; zu
bekommen, weil dann auch die Anzahl und die Grade der sekundiren Invarianten klein
werden. Es ist gar nicht leicht, ein Beispiel anzugeben, bei dem es zu einer Darstellung der
Form (2.3) keine entsprechenden priméren Invarianten gibt, aber solche Beispiele existieren.
In dieser Unsicherheit liegt gewissermaflen die Crux beim Berechnen von Invariantenringen.

Beispiel 2.15 (STANLEY, zu finden in SLOANE [46]). Es sei char(K) # 2, 1 = /-1 € K,
und G < GL3(K) werde von

o= -1 und 7 = 1
-1 7

erzeugt, also G = 75 X Z4. Die Molien-Reihe ist

1

PG(A) = mv

aber der K-Vektorraum der Invarianten vom Grad 2 wird erzeugt von @3, 3 und zq2s.

Es gibt also kein homogenes Parametersystem aus drei Invarianten vom Grad 2. Die
Darstellung

14+ A2
(1=22)2(1 =A%)

spiegelt jedoch einen tatsichlich existierenden Satz von primédren und sekunddren Invari-
anten wider.

Pa(A) =

Dafl die erste Darstellung der Molien-Reihe nicht die richtige war, kann man auch schon
erkennen, indem man die Molien-Reihe zu dem durch ¢ — —1, 7 — 1 gegebenen Charakter

Y berechnet:
2\

(1= AD)Z(1— A%y’

Hierfiir gibt es keine Darstellung der Form (2.3) mit dem Nenner (1 — A?)3.

PG,X(A) =

Es stellt sich hier also die Aufgabe, eine endliche Gruppe ¢ < GL,,(K) und Exponenten

di,...,d, anzugeben, so daB die Molienreihe Py , () fiir alle irreduziblen Charaktere x von
G eine Darstellung in der Form (2.3) mit dem Nenner (1 — A%1)...(1 — A%") hat, daf es
aber kein Parametersystem aus Invarianten der Grade dy,...,d, gibt. <
Zusammenfassung.

Wir fassen die Ergebnisse iiber die Invariantenringe endlicher Gruppen zusammen.
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Satz 2.16 (Struktur der Invariantenringe endlicher Gruppen). Essei K ein Kérper, V ein
n-dimensionaler K-Vektorraum und G < GL(V) eine endliche lineare Gruppe, deren Ord-
nung kein Vielfaches der Charakteristik von K sei. Es sei R = K[V], und X (G) und Ry,
fiir ¢ € X (G) seien wie auf Seite 28, insbesondere also R% = Ry. Dann gelten:

(a) Es gibt homogene Invarianten fi,...,f, € RY, so dafB fiir &,...,&, € K, dem
algebraischen Abschlufl von K, gilt:

[, &) =0V = & =...=&,=0.

Diese Bedingung ist gleichbedeutend damit, daf3 fy,..., f, ein homogenes Parame-
tersystem von R% ist.

(b) Homogene Invarianten fi,. .., f, sind genau dann ein Parametersystem von R“, wenn
fiir ein und damit fiir alle ¥ € X (G) gilt, daB Ry, ein freier Modul mit einer endli-
chen, homogenen Basis iiber K[fi,..., f,] ist.

(c) Es seien fi,...,f, ein homogenes Parametersystem fiir R, A = K[fi,..., f,] und
Ry = &2y A-g; mit homogenen g; € Ry. Mit d; = deg(f;) und e; = deg(g;) gilt dann
die Formel (2.3) fiir die Molien-Reihe FPg () von Ry.

Die f; aus (c) heiBen primére Invarianten, und die g; sekundére Invarianten—letzteres
nur im Falle » = 1. Zusammen bilden sie eine Cohen-Macaulay-Basis (auch Hironaka-
Zerlegung) von Ry.

Auch fiir unendliche, reduktive Gruppen G' ist der Invariantenring eine Cohen-Macaulay-
Algebra. Der Beweis ist hier jedoch wesentlich schwieriger und wurde 1974 von HOCHSTER
und ROBERTS erbracht. Fiir endliche G beruht der einfachere Beweis auf der Tatsache, daf§
ein homogenes Parametersystem fiir K[V]% auch ein solches fiir K[V] ist. Im allgemeinen
Fall ist jedoch das Kriterium fiir ein homogenes Parametersystem, dafl das von ihm erzeugte
Nullstellengebilde gerade der sogenannte null cone von G ist, welcher eben im allgemeinen
nicht nur aus dem Nullpunkt besteht. Niheres hierzu und zum Beweis von HOCHSTER
und ROBERTS findet man bei KEMPF [29]. Selbstverstdndlich hat man fiir unendliche
Gruppen auch keine Moliensche Formel und keine einfache obere Schranke fiir die Grade
der erzeugenden Invarianten.

2.3 Der Algorithmus

Aus den Ergebnissen iiber die Struktur der Moduln R, (insbesondere also des Invarian-
tenrings) kann man nun leicht einen Algorithmus ableiten, der eine Cohen-Macaulay-Basis
von [y liefert. Werden auflerdem im Falle 1 = 1 noch die Relationen zwischen den se-
kundiren Invarianten berechnet, so erhilt man eine Prisentation des Invariantenrings als
kommutative K-Algebra.

Im folgenden sollen die einzelnen Schritte des Algorithmus dargestellt werden. Teil-
algorithmen werden dabei entweder in Worten oder durch eine Pseudo-Programmiersprache
beschrieben. Die Generalvoraussetzungen seien wie in Satz 2.16, es sei also V ein n-
dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K und G < GL(V) eine endliche lineare
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Gruppe, so dafl char(K) t |G]. Wir schreiben R = K[V] und iibernehmen die Bezeichnun-
gen Iy von Seite 28.

Wihrend der Arbeiten zur vorliegenden Dissertation wurde der Algorithmus in der Pro-
grammiersprache MAPLE implementiert. Das dabei entstandene Programmpaket ,, Invar
wurde in der Maple Share Library vertffentlicht und damit allgemein zugénglich gemacht.
Invar funktioniert fiir ¢» = 1 (also Berechnung des Invariantenrings) und K = Q oder ein
algebraischer Zahlkérper. Beziiglich detaillierter Informationen zu dem Programmpaket
sei auf die Beschreibung in KEMPER [27] verwiesen.

2.3.1 Abspalten des Fixraums

Dieser erste, vorbereitende Schritt dient lediglich der Vereinfachung der weiteren Rechnun-
gen.

Ist W <V der Unterraum derjenigen Vektoren, die unter der Operation von G festblei-
ben, so gibt es nach dem Satz von Maschke ein G-Komplement V' von W. Mit R’ = K[V']
gilt dann

R K[W]ok R.
Fir foge KW@ R und ¢ € Xg(G) ist my(f @ g) = 7y (f) @ myp(g) = f @ 7wy (g), also
Ry = K[W] @k Ry,

Hat man eine Cohen-Macaulay-Basis von Rilﬂ so ergibt sich durch Hinzunahme einer Basis
von W* zu den priméren Invarianten eine Cohen-Macaulay-Basis von R,. Das Rechnen
in R’ ist jedoch wesentlich weniger aufwendig: Zum einen verringert sich die Anzahl der
Variablen, zum anderen treten die Invarianten vom Grad 1 nicht mehr in Relationen auf.
Beide Aspekte kénnen zu immensen Einsparungen an Rechenzeit fithren. Der Ubergang
von R zu R’ ist eine Verallgemeinerung der ,ersten Reduktion“ bei NOETHER [41], wo GG
als Permutationsgruppe auf einer Basis eq, ..., e, von V operiert, so dafl durch 3", e; auf
jeden Fall ein nicht triviales Element von W gegeben ist.

Der erste Schritt des Algorithmus besteht also darin, den Fixraum W und ein G-
Komplement V' auszurechnen und fiir die weitere Rechnung V' durch V' zu ersetzen. In
den folgenden Abschnitten werden wir weiterhin V' statt V' schreiben und annehmen, daf§
die Abspaltung des Fixraums bereits erfolgt ist.

2.3.2 Berechnen von priméaren Invarianten

Aus der Molien-Reihe Pg(A) erhdlt man nach Satz 2.16(c) zwar mdgliche Gradverteilungen
dy,...,d, eines homogenen Parametersystems, man weifl jedoch nicht, ob ein solches zu
gegebenen d; tatsichlich existiert, geschweige denn, wie die priméren Invarianten dann zu
konstruieren sind. Hier ist das Verfahren auf Strategien des Ausprobierens angewiesen, die
allerdings in der praktischen Erfahrung sehr gute Ergebnisse liefern.

Als erstes stellt sich die Aufgabe, die homogenen Invarianten von einem vorgegebenen
Grad d zu berechnen. Hierfiir bieten sich zwei einfache Methoden an.
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Algorithmus 2.17 (Homogene Teilrdume von Ry, 1 linear).

EINGABE: Ein endliches Erzeugendensystem o4,...,0, von G < GL(V) und die Werte
¥(o;) eines linearen Charakters ¢ € Xg(G).

AUsGABE: Eine K-Basis des homogenen Teilraums (Ry)q vom Grad d von Ry.

ABLAUF: Setze ein allgemeines Polynom f in R vom Grad d mit unbestimmten Koeffizi-
enten aq, ..., o, (mitm :( n+3_ ! )) an. Die Bedingungen o;(f) = ¢(o;) - f fiihren
dann auf ein lineares Gleichungssystem in den «; iber K. Aus der Losung erhélt man
eine K-Basis von (Ry)q.

Algorithmus 2.18 (Homogene Teilrdume von Ry).
EiNnGaBE: Alle Elemente von G < GL(V) und ¢ € X (G).
AUsGABE: Eine K-Basis des homogenen Teilraums (Ry)q vom Grad d von Ry.

ABLAUF: Wende den Reynolds-Operator 7y auf siémtliche Monome in R 2 Kzq,...,2,]
vom Grad d an und suche unter den erhaltenen Elementen von (Ry)q eine K-Basis
aus.

Der Algorithmus 2.17 erweist sich in den meisten Situationen als schneller, wihrend Algo-
rithmus 2.18 allgemeiner ist.

Als nichste Teilaufgabe brauchen wir einen Test, der entscheidet, ob ein System von
Polynomen aus R ein homogenes Parametersystem von R und damit auch von R% ist oder
nicht.

Algorithmus 2.19 (Test auf Parametersystem).

INPUT: Homogene Polynome fi,..., f, € K[zy,...,2,].
OutpuT: TRUE, falls die f; ein homogenes Parametersystem von K[xy,...,2,] bilden,
sonst FALSE.
BEGIN
Fori=1,...,n Do {
Berechne eine Grébnerbasis B von {f;|;=1 | j = 1,...,n} beziiglich irgendeiner
Termordnung ;

IF B # {1} THEN RETURN FALSE
(Es gibt eine Nullstelle mit z; # 0.)
Euse { For j=1,...,n Do f; :== fi|z;=0 }
(Alle Nullstellen haben xz; = 0.)
}

RETURN TRUE
END.

Die Giiltigkeit des Algorithmus geht aus den eingeklammerten Kommentaren hervor. Er
bietet den Vorteil, daf§ die zu berechnenden Grébnerbasen nur n—1, n—2 usw. Unbestimmte
haben.

Wir kommen nun zum Hauptalgorithmus fiir die Berechnung eines Parametersystems,
den wir wegen der oben angefiihrten Schwierigkeiten zun&chst nicht vollstdndig spezifizie-
ren.
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Algorithmus 2.20 (Primére Invarianten).
INpuT: Eine endliche Gruppe G' < GL(V).
OuTpUT: Ein homogenes Parametersystem fi,..., f, von R%.
BEGIN
Berechne die Molien-Reihe Pg(A) nach Satz 2.12;
For (dy,...,d,) € N* Do {
(Die Vektoren aus N™ werden der Reihe nach durchgegangen, beginnend mit nie-
drigen d;.)
Ir NoT [T, (1 =A%) - Pg(A) = 2™, A% mit m € N, ¢; € Ny,
THEN NEXT (dy,...,d,);
Berechne mit Algorithmus 2.17 oder 2.18 K-Basen fiir die homogenen Teilrdume
(RG)di?
FOR (fi,..., f.) mit f; € (R%)y, Do {
(In einer noch zu spezifizierenden Reihenfolge werden Invarianten f; als Line-
arkombinationen der Basiselemente gebildet.)
Ir ( (fis..., fn) bildet ein Parametersystem (Algorithmus 2.19))
THEN RETURN (f1,..., fn)
ELsE IF (Abbruchbedingung) THEN NEXT (dy,...,d,)
(Es ist noch zu spezifizieren, wann ein Exponentenvektor (dy,...,d,) .auf-
gegeben® werden soll.)

}

END.

Fiir die noch offenen Stellen in diesem Algorithmus konnten keine vollstdndig befriedigenden
Losungen gefunden werden. In der Implementierung werden zwei Varianten angeboten:

(a) Die automatische Variante:
Die f; aus Algorithmus 2.20 sind von der Form

mdi
d;
fi= Y ang b4,
=1

wobei {bgd")7 ce b%;g} die berechnete K-Basis von (R),, ist. Nun werden die Vek-
toren (a;;) € Z™ (m = 3., mg;) der Reihe nach durchgegangen, beginnend mit
kleinen |a; ;|. Dabei werden solche («; ;) iibergangen, bei denen die zugehorigen f;
Linearkombinationen aus bereits getesteten f; sind.

Die Abbruchbedingung ergibt sich in dieser Variante dadurch, daf§ die Suche nach
zehn Versuchen (zugunsten des nédchsten Exponentenvektors (dy, ..., d,)) aufgegeben
wird.

(b) Die interaktive Variante:
Nach jedem erfolglosen Versuch fragt das System den Benutzer, welche Linearkombi-

nationen der b;di)

werden soll.

als néchstes getestet werden sollen, oder ob die Suche aufgegeben

Es ist mir kein Beispiel bekannt, in dem nicht eine der beiden Varianten (in der Regel
schon (a)) zum Ziel fiihrte.
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2.3.3 Berechnen der sekundaren Invarianten

Nachdem primére Invarianten fi,..., f, gefunden sind, geht es nun um die Berechnung
einer Basis des Moduls Ry iiber A= K[fy,..., f,]. Das folgende Lemma erlaubt es, einen
Algorithmus hierfiir anzugeben.

Lemma 2.21. Sei M ein endlich erzeugter graduierter Modul iiber einer graduierten K-

Algebra A, M = 7% Af; mit homogenen f;, so daB deg(f;) < deg(f;) fiir i < j gilt.

Sind dann g1,...,9, € M homogen mit deg(g;) = deg(f;) und ¢; ¢ Z;;ll Ag;, so folgt
M =371 Agi.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach d = deg(f,,).
Die f; mit deg(f;) = d seien genau fy, ..., fn,. Die Induktionsannahme liefert

k-1 k-1
D Afi=)_ Agi.

Seien V = (321 Ag;)q und W = (Zf;ll Afi)a <V die homogenen Teilrdume vom Grad d.
Aus g; ¢ Z;;ll Ag; folgt dann dimpg (V/W) > m —k+ 1. Wegen My =W + 312, K f; ist
andererseits dim g (Myg/W) < m — k+ 1, also My = V. Dies war zu zeigen. O

Der folgende Algorithmus berechnet im Falle v = 1 aufler den sekundiren Invarianten noch
ein minimales Erzeugendensystem von R® als A-Algebra.

Algorithmus 2.22 (Sekundire Invarianten).

INPUT: Eine endliche Gruppe G < GL(V), ¢ € Xg(G) und primére Invarianten
fioooos fn € RO,

OutpuT: Eine Modulbasis ¢1,..., ¢, von Ry als Modul iiber A = K[f1,..., f.].
Falls 1 = 1, zusédtzlich ein minimales Erzeugendensystem hq,...,h, von Ry = R als
A-Algebra. Dabei sind alle g; Potenzprodukte von £;’s.

BEGIN
Berechne die Molien-Reihe Pg () mit Satz 2.12;
Erhalte Grade eq < ... < e, aus Pgy(A) - T, (1 — /\deg(fi)) =" A%
r:=0;
Fori=1,...,m Do {
Ir ¢ =1 THEN {
For P € {Potenzprodukte von hq,...,h, vom Grad e;} Do {
Ir P¢y '} Ag; Tuen {
(Der obige Test auf Mitgliedschaft lduft auf das Losen eines linearen
Gleichungssystems iiber K hinaus.)
gi =P
NEXT ¢

¥
J

Berechne mit Algorithmus 2.17 oder 2.18 eine K-Basis B von (Ry)q;
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For b€ B Do {
Ir b¢ Y= Ag; THEN {

ri=r+41;

h, = b;

gi == b

NEXT 1

}
}
}

END.
Der Algorithmus liefert deshalb (im Falle v = 1) ein minimales Erzeugendensystem
hi,...,h, von RY als A-Algebra, weil es bei der Frage nach einem Erzeugendensystem

nur darauf ankommt, fiir jeden Grad d den K-Vektorraum (A[de(RG)i])d (d.h. den

Grad-d-Anteil der von den Invarianten vom Grad < d erzeugten A-Algebra) zu (R%), zu
erganzen.

2.3.4 Berechnen der Relationen

Im Falle v = 1 liefert Algorithmus 2.22 ein Erzeugendensystem fi,..., f,, h1,..., ks von
R als K-Algebra. Im letzten Schritt sollen in diesem Fall noch die Relationen zwischen
den h; (,Syzygien erster Art“) berechnet werden, so dal man eine Présentation des In-
variantenrings als kommutative K-Algebra erhélt. Dazu mu$ fiir alle Produkte h; - ¢g; die
Darstellung mit Hilfe der Cohen-Macaulay-Basis fi,..., fu, 91,-.., ¢» bekannt sein. Um
nun ein minimales System von Relationen zu bekommen, stellen wir folgende Betrachtung
an.

Es seien Xq,...,X,, T1,...,T, Unbestimmte, denen wir Grade deg(X;) = deg(f;),
deg(T;) = deg(h;) zuweisen. Dann ist S = K[Xy,..., X, T1,...,T,] eine graduierte K-
Algebra, und der Kern I des Homomorphismus

S = RY X;w— fi, T; — hy

ist ein endlich erzeugter graduierter S-Modul. Nach Proposition 2.8 gibt es ein minimales
Erzeugendensystem aus homogenen Elementen, und man bekommt ein solches, indem man
fir d = 1,...,deg(h, - gm) den K-Vektorraum (3°;.45 - 1;), zu Iy ergédnzt. Es ergibt sich
der folgende Algorithmus.

Algorithmus 2.23 (Relationen).

INPUT: Primére Invarianten fi,...,f,, homogene Erzeuger hi,...,h, von R als
K[fi,..., fn]-Algebra und Potenzprodukte Gy,...,G,, € K[Ty,...,T,], so daf ¢g; =
Gi(h1,...,h,) sekundére Invarianten sind.

OuTpUT: Ein minimales Erzeugendensystem r4,...,r, des Kerns von S — R%, X; —
fi, Ti — h; (siehe obige Notation).

BEGIN
5:=0;

For d=1,...,deg(h, - ¢g,,) Do {
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For fE{TZ'-G]‘(Tl,...,TT) | 1§i§7‘, 1§j§m, deg(hi-gj):d} DO{
M={re€(r,...,rs) <9 |deg(r) = d, r enthilt den Term f, und alle andere

Monome von r sind von der Form m(Xy,...,X,) - G;, m ein Monom };
(Die Berechnung von M fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem iiber K. Ist
M # 0, so enthdlt (rq,...,rs) schon eine Relation, welche die Darstellung von

f(h1,...,h,) mit Hilfe der Cohen-Macaulay-Basis liefert.)
Ir M =10 THEN {
Stelle  f(hy,...,h,) als Element  v'(fi,..., fu, h1,...,hy) von

Sy K[ f1, ..o fu] - g dar

(Dies liuft wie in Algorithmus 2.22 auf die Lésung eines linearen Glei-
chungssystems hinaus.)

s:=s541;

re:=f—r"(X1,..., X, Thy..., T})

}

END.

2.4 Anwendungen

Es gibt nur wenige Beispiele, in denen man aus der Prisentation des Invariantenrings schon
,mit bloBem Auge“ eine Minimalbasis fiir den Invariantenkdrper ablesen kann.

2.4.1 Die Zs

Es sei char(K) # 2,3, und G = Z3 operiere durch Permutation der Unbestimmten auf
K[zy,29,23]. Mit der Technik des Abspaltens des Fixraums erhalten wir ein homogenes
Parametersystem

h= 81(96179027903)7 fo= 82(91792793)7 fz3= 83(91792793)7

wobei s; die elementarsymmetrischen Polynome sind und y; = z; — f;/3. Sekundire Inva-
rianten sind 1 und g = [],.;(z; — ), und es gilt die Diskriminantenrelation

9P HAf +27f =0.
Mit ¢y = f3/f2 und @9 = g/ f5 folgt
@3+ AL+ 2707 =0,

also liegen f; und damit auch f3 und ¢ in K (@1, ¢2). Es gilt

3

X -p)=X+f2- X - fs,

=1

wir erhalten also das generische Polynom

g(X) = X? - % (2763 +13) - X + % (2743 +13) .
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Mit p = %tl und ¢ = %tz ergibt sich das Polynom von SEIDELMANN [44]:
g(X)=X?-3 (p2 —|—3q2) - X +2p (p2 —|—3q2) .

Dabei kann man nach Zusatz 1.12 noch p oder ¢ gleich 1 setzen und erhilt dann immer
noch ein generisches Polynom.

In diesem Beispiel ist der Invariantenring nicht polynomial; erst sein Quotientenkodrper
wird rein transzendent iiber K.

2.4.2 Die D,

Die Diedergruppe ¢ = D, der Ordnung 8 operiere durch Vertauschungen der z; auf
Klz1,...,24], char(K) # 2. Die Rechnung mit Hilfe des Invar-Programmpakets liefert
primére Invarianten fi,..., fy der Grade 1,2,2,4 und eine weitere erzeugende Invariante ¢
vom Grad 3. Die einzige Relation ist

G +Afsfi— f3(fa+ f3)2 =0,

aus der man sofort
I(($17 .. .7$4)G = I((flv f27f37g)

sieht. Als generisches Polynom erhilt man
g(X)= X"+ 2t - X2 — dtgts - X + ((t1 )% - 2t2t§) :

woraus sich mit e = i, f=2tt% und g = —t1 — %2 die SEIDELMANNsche Form ergibt.
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3 Invariantenkorper

Nun kommen wir zum eigentlichen Objekt unseres Interesses, dem Invariantenkérper. In
diesem Abschnitt wird eine Strategie entwickelt, mit deren Hilfe man in vielen Féllen Mi-
nimalbasen finden kann. IZs gibt jedoch keinerlei Garantie, daf3 diese Strategie tatsdchlich
eine Minimalbasis liefert, falls eine solche existiert. Daher muf} sich die Strategie in den
Anwendungen bew&hren, um die es in den Abschnitten 3.2 und 3.3 geht. Zum Schluf}
beschéftigen wir uns mit einem Reduktionssatz, der Anwendungen im Bereich des klassi-
schen Noetherschen Problems erlaubt.

3.1 Konstruktion von Minimalbasen

Der erste Schritt der hier zu entwickelnden Strategie beruht auf der Reduktion des Ratio-
nalitdtsproblems auf rationale Invarianten vom Grad 0. Dieser Schritt allein liefert schon
einige interessante Anwendungen (siche Beispiel 3.5). In Abschnitt 3.1.3 wird dann die
Strategie zur Konstruktion einer Minimalbasis des Koérpers dieser Invarianten formuliert.
Auflerdem benétigen wir ein Verfahren zur Verifikation von Kandidaten fiir eine Minimal-
basis. Dies bringen wir aus beweistechnischen Griinden schon vor der Strategie.

3.1.1 Reduktion auf Invarianten vom Grad 0

Es sei K ein Korper, A # K eine nullteilerfreie graduierte K-Algebra und L = Quot(A)
ihr Quotientenkdrper. Ein Element f € L heifit homogen vom Grad d, falls es sich als
f=p/qmit p,q € A homogen mit deg(p) — deg(q) = d schreiben 1d8t. Wir schreiben

Lo={f€ L] fist homogen vom Grad 0} U {0},

also K < Lg < L.

Proposition 3.1. In der obigen Situation gelten:

a) Ist ¢ € L homogen von minimalem positiven Grad e, so folgt L = Lg und g ist
) g p ) g 9)s )
transzendent iiber Lg. Insbesondere ist L eine rein transzendente Erweiterung von
Ly vom Transzendenzgrad 1.

(b) Gilt L = K(f1,..., f-) mit homogenen f; € L, so gibt es g1,...,¢,-1 € Lo, so daB

Lo = I((glv cee 7g7°—1)-

Auflerdem gilt gg'T (deg(f1),...,deg(f.)) = e.

Beweis.

(a) Die Transzendenz von g iiber Lg folgt aus deg(g) > 0.

Es geniigt nun zu zeigen, daf jedes homogene Element f von A in Lg(g) liegt. Dazu
sei

deg(f)=k-e+r

mit k,r € Z und 0 < r < e. Dann hat f-¢~* den Grad r, wegen der Minimalitit von
ealsor=0,d.h. f-g7% € Lo.
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(b) Es sei d; = deg(f;) und d = ggT(dy,...,d,). Es gibt ganze Zahlen ky,...,k, mit
iy ki-d;=d. Wir haben ggT(kq,...,k.) =1, denn jeder gemeinsame Teiler & der
k; erfiillt d -2 | k; - d;, also d - 2 | d.
Das folgende Lemma liefert eine ganzzahlige Matrix A = (Ci7j)1§i7j§T mit ¢1; = k;

und det(A) = +1, so daB also auch A~ =: (q, ;) ganzzahlig ist. Wir bilden
vi= 15"
7=1

Dann folgt f; = [1;—, c,o;i’J, also K(¢1,...,¢,) = L. Nun sei

—deg(;)/d .
gior =iy B e Ly (=2, r).

Es folgt
L= I((gh sy r—1, 9‘91)7

also Lo = K(g1,...,9r-1), da ¢1 transzendent iiber Lg ist.

Nun folgt auch L = Lg(¢1), insbesondere ist das g aus Teil (a) eine rationale Funktion
in ;. Es folgt d | e, wegen der Minimalitdt von e also d = e. a

Es fehlt noch das im Beweis benutzte

Lemma 3.2. Zu vorgegebenen ¢y 1,...,c1, € 7Z existiert eine ganzzahlige Matrix A =
(Ci7j)1§i7j§T mit det(A) = £ggT(c11,...,¢1,).

Beweis. Fiir r = 1 ist nichts zu zeigen, und wir kénnen auflerdem annehmen, dafl alle
c1,; 7 0 seien.

Das Lemma sei schon fiir r — 1 bewiesen, es existiert also A" = (Ci7j)1§i7j<T mit ¢; ; € Z
und det(A’) = ggT(c11,...,c10-1)=:¢". Esgilt e :=ggT(c14,...,01,) =2 -¢1,+y-€e mit

x,y € Z. Setze
e = x .
Cro = = Ol und ¢, ; = A (7<)
Dann ist ¢,, = y € Z, und die anderen ¢, ; sind wegen €' | ¢; ; ganz. Die ¢;, (1 < i< r)
kann man beliebig wihlen.
Um die Determinante von A = (cij),; o,

ersten Zeile zur r-ten Zeile und erhalten

zu berechnen, addieren wir das 5-fache der

€11 T Clr—1 Ciyr
2.1 tee C2.r—1 C2.r .
det(A) = : : : =+— -det(A’) = +e.
. . . 6/
Cr—11 ° Cr—1p-1 Cr—1,-1
0 0 e/e

a

Anmerkung. Proposition 3.1(a) verallgemeinert die ,,zweite Reduktion* bei NOETHER [41].
N
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Wir betrachten nun die speziellere Situation, da} A ein Invariantenring ist.

Proposition 3.3. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, G < GL(V') eine endli-
che lineare Gruppe und S = {A-idy € G | A € K} die Untergruppe der skalaren Matrizen
in G. Dann gelten:

(a) Der Kern der Operation von G auf K(V)g ist genau S.

(b) Es gilt |S| = e mit dem e aus Proposition 3.1(a).
Beweis.

(a) Alle 0 € S liegen im Kern der Operation von G auf K(V)o. Umgekehrt operiere
o € G trivial auf K (V). Fiir linear unabhéngige Linearformen Ay, Ay € V* C K[V]
gilt i—; € K (V) nach Proposition 1.1(b) folgt also o(\;) = y - A; mit y € K*
(i=1,2). Damit operiert o als Skalar auf V* und damit auf V.

(b) Mit einem 0 # z € V* und ¢ wie in Proposition 3.1(a) haben wir

Gl = [K):K(0)°] = [K(V): (K(V)o) ()] - [(K(V)o) () : K (V)]

- (k0w s (50) ] = [ k0] =1

wobei die letzte Gleichheit aus Teil (a) folgt. Es ergibt sich [S| = e. o

Korollar 3.4. Es seien G und S wie in Proposition 3.3. AuBlerdem sei H < G eine
Untergruppe mit S-H = G. Ist dann K (V)% rein transzendent iiber K mit einer homogenen
Minimalbasis, so auch K (V).

Beweis. Nach Voraussetzung gilt H /(SN H) = /S, nach Proposition 3.3(a) also
K(V)§ = K(V)i. Nach Proposition 3.1(b) ist aber K (V)§ rein transzendent iiber K.
Nun ist aber K (V)# nach Proposition 3.1(a) wiederum rein transzendent iiber K (V)H.
Damit ergibt sich die Behauptung. a

Als einfache Anwendung erhalten wir

Beispiel 3.5. Einige der Spiegelungsgruppen (sieche Abschnitt 2.1) entstehen als direktes
Produkt einer Gruppe GG’ mit einer Gruppe von skalaren Matrizen. Nach Korollar 3.4 ist
damit auch K (V)% rein transzendent iiber K. Unter den Beispielen finden sich einige
einfache Gruppen G’. Wir haben (in der Nomenklatur von SHEPHARD und TobpD [45]):

(a) G232 {£1} x As mit dim(V) = 3 und Definitionskérper Q(v/5).

Hier geniigt es nach Proposition 2.3, char(K) # 2,3,5 und 5 € (K *)? vorauszusetzen.
Nach Korollar 3.4 ist dann K (V)45 rein transzendent iiber K.

Wir méchten fiir dieses Beispiel explizit eine Minimalbasis ausrechnen. Aus den Gra-
den von (53 sieht man, dafl es homogene Invarianten s;, sg und s1o vom Grad 2,6 und
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10 gibt, die K[V]%?* erzeugen. Wir brauchen noch eine Invariante ungeraden Gra-
des und nehmen hierfiir beispielsweise die Jacobi-Determinante sy5 von (sz, sg, S10)-
Dann liefert

@_815 99_56 @_810
0= "%y 1= "3, $2= 5
s5 s3’ 5

eine Minimalbasis fiir K (V)4s. Um aus dieser ein generisches Polynom zu gewinnen,
suchen wir nach der in der Anmerkung nach Satz 1.11 angegebenen Methode eine
moglichst kleine G-stabile Menge M < V*. Es stellt sich heraus, dafi die gréfite
Untergruppe H, die die dortige Bedingung (1.4) erfiillt, eine Z5 ist. So erhélt man
nach Zusatz 1.12 ein generisches Polynom vom Grad 12 in zwei Parametern. Die
Rechnungen wurden mit MAPLE unter Einsatz des Invar-Pakets (siche KEMPER [27])

fir K = Q(v/5) durchgefiihrt. Das generische Polynom lautet
g(X) = X4 o/Bu- X0 4 7u? XE 42V (1 4+t X0 4
+ (6t + Du* - X* + (\/5151 + (682 + 305\/5)t2) u’ - X2 t2ub
mit
u = (6824 305V5) (25\/5(682 +305VB)E + (3251, — 4)t§) -
—(682 — 305V/5) (1728 — 68811 + 9145 — 4¢%) —
—V5 ity (72085 — 159, + 8) .

(b) Gag = {+1} x PSLy(7) mit dim (V) = 3 und Definitionskérper Q(v/=7).
Es sei char(K) # 2,3,7 und =7 € (K*)% Auch hier liefert Korollar 3.4, daf
K (V)PSL2(7) rein transzendent iiber K ist. Will man mit demselben Verfahren wie
oben ein zugehoriges generisches Polynom von minimalem Grad konstruieren, so
erhdlt man als grofite Untergruppe H mit der Eigenschaft (1.4) diesmal eine Z,.
Das generische Polynom ist also vom Grad 42 und liefle sich wohl kaum auf einer
Druckseite wiedergeben!

Zum Noetherschen Problem fiir die PSLy(7) sieche auch KEMPER [26] wo eine Mini-
malbasis von K (V)PS0 fiir K = Q(y/=7) explizit berechnet wird.

(¢) Gs3={£1} x PSp4(3) mit dim(V) = 5 und Definitionskérper Q(v/—3).
Hier muB man char(K) # 2,3,5 und —3 € (K*)? voraussetzen.

Ist man etwas bescheidener und betrachtet auch solche Untergruppen G’ einer Spiege-
lungsgruppe, die noch skalare Matrizen enthalten, so erhdlt man fiir eine Reihe weiterer
»spiegelungsnaher* Gruppen eine positive Antwort auf das Noethersche Problem. Bei-
spielsweise ist Gag 2 ((3) x SLa(5) und Ga7 = {£1} x ;l;;, wobei Ag eine nicht zerfallende
Erweiterung der Ag mit dem Kern Z5 ist. Die Angaben iiber die Isomorphietypen der
Spiegelungsgruppen sind hierbei BENARD [2] entnommen. <

3.1.2 Verifikation von Minimalbasen

Unsere Strategie (Abschnitt 3.1.3) wird unter Umstdnden nur Kandidaten fiir eine Mini-
malbasis liefern. Zur Verifikation solcher Kandidaten dient ein Algorithmus, der im wesent-
lichen auf M. SWEEDLER zuriickgeht. Dieses Verfahren besprechen wir schon hier, da das
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Korollar 3.8 in den Beweis zu Lemma 3.10 im ndchsten Abschnitt eingeht. Wir verwenden
die Abkiirzungen X fiir Xq,..., X,,,, T fiir T1,..., 7T, u.s.w.

Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und &' < GL(V) endlich, so liefert der
Algorithmus aus Abschnitt 2.3 eine Prisentation des Invariantenrings:

K[V]% = K[¥1,...,0,] & K[Xq,... ,Xm]/ (F1y...\7s)

mit erzeugenden Invarianten ¥;. Seien nun ¢y, ...,¢, € K(V)9 gegeben, also ¢; = f;(9)
mit f; € K(X). Mit N = K(V) und L = K(¥) soll nun der Grad [N : L] bestimmt
werden. Die Grundidee ist, die Gleichungen

ri=00G=1,...,s)und f; =T, (i=1,...,n)

mit zusitzlichen Unbestimmten T; nach den X; aufzultsen.
Der Algorithmus funktioniert in folgender, allgemeinerer Situation.

Der Algorithmus.

Es seien K < L < N Korper, so dal N iiber K endlich erzeugt ist, N = K(¥1,...,9).
Dann ist auch L/K endlich erzeugt (siche z.B. KEMPER [28]), etwa L = K(¢1,...,95).
Wir haben

g () . .
P = t gihy € K[ Xq,..., X,
© hi(ﬁ) mit g € [ 1 ]

wobei die X; Unbestimmte seien. Nach dem Hilbertschen Basissatz ist der Kern von

I([X] — N, X;—

endlich erzeugt. Eine Idealbasis sei durch rq,...,rs € K[X] gegeben.
Man fiihre nun folgenden Algorithmus aus:

Algorithmus 3.6 (Berechnen von Kérpergraden).
EINGABE: Polynome ¢;, h; und r; wie oben.

AusGABE: Der Transzendenzgrad von N/L und der Grad [N : L], falls endlich.
ABLAUF:

1) Wikhle Polynome py,...,pr € K[X], so daB fiir das Produkt d = p; ---py ein e € N
existiert mit h; | d° Vi. (Man kann fiir die p; beispielsweise die Primteiler von
hy---h, nehmen, oder auch k =1 und py = hy---hy,.)

2) Bilde
I= (plUl - 17 7pkUk - 17 TyeeesTsy g1 — Tlhlv-"7gn - Tnhn) S] I([£7X7Q]

mit weiteren Unbestimmten Uy, ..., Uy und Ty,...,7T,.
3) Wibhle eine Termordnung < auf K[, X, U], so daf

Ui > (jedes Monom in 7" und X) und
X; > (jedes Monom in T" und Xq,...,X;—1).
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4) Berechne eine minimale Grébnerbasis G von [ beziiglich <.

5) Auswertung: Setze

Gr = GnKI[I],
Gi = GNK[T, X1,...,X]\K[T, X1,...,Xi4] (i=1,...,m).

Die Anzahl der leeren G; sei t, und fiir G; # 0 sei f; ein minimales Element von
G (beziiglich <), d; = degy, (f;) sein X;-Grad.
Die Ausgabewerte siehe Satz 3.7.

Satz 3.7. Mit den Bezeichnungen von Algorithmus 3.6 gelten:
(a) G'r erzeugt den Kern von K[T'] — L, T; — ¢;.
(b) Der Transzendenzgrad von N/L ist gleich t.

(c) Es seien alle Gi; # (). Dann enthélt das Leitmonom von f; keines der X;, j < ¢, und
ersetzt manl; = ¢; (j=1,...,n) und X; =9; (j =1,...,i—1)in f;, so erhdlt man
ein (im allgemeinen nicht normiertes) Minimalpolynom von 9; iiber L(d1,...,9;_1).
Insbesondere folgt

Beweis. Die Beweise der Aussagen (a) und (b) und der Gradformel in (c) finden sich bei
SWEEDLER [51]. Die entscheidende Beobachtung ist, dafl I der Kern von

1
pi (D)

ist [loc. cit., Lemma 3.1]. Unter der Voraussetzung von Teil (c) ist N/L algebraisch, also
L(V4,...,9;) = L[¥1,...,9;] fiir alle ¢. Wir fixieren ein ¢. Es folgt, daf das Minimal-
polynom g¢(X;) von 9; iiber L(¥1,...,9,—1) in L[¥1,...,9;-1][X;] liegt. Nach Multipli-
kation mit einem Element von K[p] konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
g(Xy) € K[p,P1,...,9,-1][X{] annehmen, wobei ¢(X;) nicht mehr normiert ist. Wir neh-
men ein f E_K[I, Xi,...,X;], das unter T — ¢; und X; — 9; (j < 1) auf g(X;) abgebildet
wird und schon modulo G'r reduziert ist. Dann liegt f in I, hat also den G-Rest 0. Aus
der speziellen Wahl der Termordnung < ergibt sich nun, dafl das Leitmonom LM(f) von f
durch das Leitmonom eines h € ¢ teilbar sein muf, und nach Konstruktion enthdlt LM(f)
keines der X; (j < ¢). Also liegt h in G; und fiihrt umgekehrt wieder zu einem Polynom
fiir 9; iiber L(¥1,...,9;,-1). Nun folgt h = f; (mit f; aus Schritt 5 des Algorithmus), und

auch Teil (¢) ist vollstindig bewiesen. ]

I([£7X7Q] — N7 TZ = 4y XZ — 19% UZ —

Ein Beweis zu Satz 3.7 befindet sich auch in KEMPER [28]. Dieser Artikel ist gleich-
zeitig eine Programmbeschreibung zu einer Implementierung von Algorithmus 3.6 in der
MAPLE-Programmiersprache. Es handelt sich dabei um das Programmpaket ,, Fields“, wel-
ches in der Maple Share Library verfiigbar gemacht wurde. Dabei kann als Grundkérper
K = Q oder ein algebraische Zahlkérper gewdhlt werden. Der rechnerisch aufwendige Teil
des Algorithmus ist das Berechnen der Grébnerbasis in Schritt 4. Hier erh&lt man gute
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probabilistische Ergebnisse, indem man die T; zu zufilligen Werten spezialisiert und mo-
dulo einer (grofien) Primzahl p rechnet. Dadurch verringert sich die Rechenzeit natiirlich
erheblich. Um diese Option méglich zu machen, wurde ein partielles Interface zu dem
speziellen Computeralgebrasystem MACAULAY (siehe [48]) eingebaut.

Eine Folgerung.

Korollar 3.8. Mit den Bezeichnungen aus Satz 3.7 sei zusdtzlich der Transzendenzgrad
von N/K gerade gleich n, und wir fassen I als Ideal in K(I')[X, U] auf. Dann gelten:

(a) Esist I = (1) genau dann, wenn die ¢; algebraisch abhdngig sind iiber K.

(b) Sind die ¢; algebraisch unabhingig iiber K, so folgt
dimp(py (K(D)[X,U]/ 1) =[N : L],

Beweis.

(a) Die ¢; sind nach Satz 3.7(a) genau dann algebraisch abhingig, wenn G # @, und
dies ist gleichbedeutend mit I = (1), da die 7; nun im Konstantenkorper K (7) liegen.

(b) Wegen der Voraussetzung an den Transzendenzgrad von N/L sind alle G; # 0. Es
gilt 1/p;(9) € L[J], also enthilt die Grobnerbasis G Polynome der Form

(Ui minus ein Polynom in den X; iiber K(I)) .

Diese bilden zusammen mit den f; (i = 1,...,m) aus Satz 3.7(c) eine Grébnerbasis
von [ als Ideal in K(T)[X,U]. (Dies folgt aus der besonderen Gestalt der f;.) Wir
erhalten

dim ez (K (D) ,Q]/I)zf[dizw

3.1.3 Die Strategie

Das Lemma 3.10 beruht in erster Linie auf dem Satz von Bézout, den wir in der folgenden
Form bendtigen.

Satz 3.9 (Satz von Bézout). Esseien K ein algebraisch abgeschlossener Kérper, f1,..., fa
€ K[zo,...,x,] homogene Polynome mit deg(f;) = d;, Vi = V(f;) € P"(K) die projektiven
Nullstellengebilde der f; und M C ViN...NYV, eine Menge isolierter Schnittpunkte. Weiter
sei

ip =dimg (OP(PH(I())/ (f17 R fn))

die Schnittvielfachheit von Vy,...,V, bei P, wobei Op(P"(K)) den Ring der reguldren
Funktionskeime bei P bezeichnet. Dann gelten:

(a) Z 2p<Hd

PeM
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(b) Gilt M =VyN...NV,, so gilt in obiger Formel ,,=*.
Insbesondere ist [M| < ], d;.

Beweis. Alle V; sind nach Furron [21, S. 145] Cohen-Macaulay, nach [loc. cit., S. 226] also

n

> H(Op(Nz V) - deg(P) < S d;

PeM =1
mit den dortigen Bezeichnungen. In [loc. cit., S. 145] finden wir nun wiederum
H(Op(NiZy Vi) - deg(P) = ip.
Dies liefert Teil (a), und (b) folgt direkt nach Formel (3) in [loc. cit., S. 145]. o

Nun kénnen wir das fiir unsere Strategie entscheidende Lemma beweisen, welches schon
(in speziellerer Form) von KERVAIRE und VusT [30] implizit verwendet wird.

_ L

Lemma 3.10 (,,Strategielemma®). Sei K ein Korper, g, ...,z, Unbestimmte, p; = & €
K(zg,...,2,) fiir i = 1,...,n mit homogenen f;, g; € K[zo,...,z,], deg(f;) = deg(g;) =:
d;. AuBlerdem seien Ty,...,T, weitere Unbestimmte und K der algebraische Abschluff von

K(Ty,...,T,). Fir P € P*(K) bezeichne ip die Schnittvielfachheit der durch f; —T; - ¢;
gegebenen projektiven Kurven V; in P.

Weiter sei h =[]~ g;, M C P"(K) eine Menge isolierter Schnittpunkte P der V; mit
h(P) =0 (M = 0 zugelassen) und

d=]Jdi- > ipr.
=1 PeM
Dann gelten:

(a) Ist VyN...N YV, endlich und enthdlt M alle Schnittpunkte P mit h(P) = 0, so folgt:

(i) Die ¢; sind genau dann algebraisch unabhdngig iiber K, wenn d > 0 gilt.

(ii) Sind die ¢; algebraisch unabhédngig iiber K, so ist

[K(xo, ces o K(e1,. ey c,on)] =d.
(b) Es sei bekannt, daff die y; algebraisch unabhdngig iiber K sind. Dann folgt
[K(xo, ceyZn)o K(e1, .ty c,on)] < d.

Beweis. Sind die ¢; algebraisch unabhingig iiber K, so erfiillen alle z;/z; eine Gleichung
fi; iber L= K(p1,...,¢,):

fii(®i/wj o1y 00) = 0.
Mit M :={PeVin...0V, | h(P) # 0} gilt fiir jedes P = [&,...,&,] € M/
i(Cos--1&n) = Ti,
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also f; ;(&/&;, Th, ..., T,) = 0. Damit ist M’ eine endliche Menge, falls die ¢; algebraisch
unabhéngig sind. Im Falle (a) gilt dies sowieso nach Voraussetzung. Satz 3.9 liefert nun

Z 7:P < d7
pPeM’

wobei im Falle (a) Gleichheit gilt.
Da M UM’ endlich ist, kénnen wir durch eine lineare Transformation der z; erreichen,
dafl alle P € M UM’ von der Form P = [1,&,...,&,] sind. Mit y; = x;/z¢ gilt dann

mit ¥, = fill,yr,-.yn) — Ti - gi(L,y1,...,yn). Dabei bezeichnet A”(T) den n-

dimensionalen affinen Raum.

Wir fithren eine zusatzliche Unbestimmte u ein und setzen
I= (¢17"'7¢n7 u'h(17y17"'7yn) - 1) S] I((T17"'7Tn) [917---7%7“] .

Zu P =[1,&,...,&,) € M’ existiert genau ein £ € K mit &-h(1,&,...,&)—1=0, und
es gilt

ip = dimz (0(517...7,5”75)(An+1 (K))/I) .
Nach Furron [20, Ch. 11.9, Proposition 6] ist aber

S dimg (Ot A K /1) = dimg (Klyr,. oy, u] /1)
(€1,bm ) EV(T)

Wir setzen alles zusammen und erhalten
d > dimg (f{j[yl,...,yn,u]/l):
= dim]&"(Tl,...,Tn) (I((Th cee 7Tn) [917 coesln, u]/ I)

mit ,,=* im Falle (a).
Nun folgen beide Behauptungen mit Korollar 3.8. O
Korollar 3.11. Es sei K ein Koérper, x4,...,%, Unbestimmte und fi,...,f, €

K[zy,...,z,] algebraisch unabhingige, homogene Polynome. Dann gilt
(K (@r,eeeyan) : K (fiyeoo fa)] < T dea(£)-
=1

Beweis. Sei xq eine weitere Unbestimmte und d; = deg(f;). Dann sind

o = Ji
T T d’L
Ty

algebraisch unabhéngig, nach Lemma 3.10(b) folgt also
[K(xo, ey Za)o s K(er, .. ,c,on)] < H d;.
=1

Aber z; — z;/x¢ liefert einen Isomorphismus K (z1,...,2,) = K(zo,...,2,)o mit f; = ¢;.
O
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Formulierung der Strategie.

Unsere Strategie zum Auffinden einer Minimalbasis ergibt sich nun direkt aus Lemma 3.10.
Es sei also V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ < GL(V) endlich und S die Unter-
gruppe der skalaren Matrizen in G (siehe Proposition 3.3). Dann schlagen wir folgende
Vorgehensweise vor:

(1) Als optionale Vorbereitung berechne im Falle char(K) { |G| mit dem Algorithmus aus

Abschnitt 2.3 eine Prisentation des Invariantenrings K[V].

Dieser Schritt wird nicht immer notwendig sein.

(2) Suche homogene ¢1,...,¢,-1 und hq,...,h,—1 € K[V] von moglichst kleinen Gra-
den d; := deg(g;) = deg(h;), so daB jeweils ¢g; und h; Invarianten bzw. Pseudo-
Invarianten zum selben Gewicht sind, und vermeide dabei, dafi die ¢; := g;/h; alge-
braisch abhédngig {iber K werden. Im Falle char(K) 1 |G| kann man sich mit Hilfe der
Molien-Reihe Pg ., (A) (die sich nach Satz 2.12 berechnen 148t) einen Uberblick iiber
die Invarianten bzw. Pseudo-Invarianten verschaffen. Gibt es beispielsweise zwei line-
ar unabhédngige Pseudo-Invarianten g, und A, zum Gewicht y und von einem gewissen
Grad, so kann man diese nur fiir ein ¢; benutzen, da i—’; und iz’;j_?s: (a,B,7,0 € K
schon algebraisch abhingig sind.

(3) Falls nicht schon

n—1

|G
d; < 2- —,
=27

so versuche, die ¢g; und h; so zu wihlen, daff das d aus Lemma 3.10 kleiner als 2-|G/|/|9]
wird. Es ist also das Ziel, fiir méglichst viele gemeinsame Nullstellen der g; und h;
zZu sorgen.

(4) Oft wird man die Voraussetzungen in Lemma 3.10 nicht nachweisen oder die Schnitt-
vielfachheiten nicht genau berechnen kénnen. Dann bietet sich Algorithmus 3.6 zur
Verifikation einer Minimalbasis an. Wir haben zwei Varianten:

(a) Falls eine Prisentation des Invariantenrings berechnet wurde, so stelle die ¢; als
rationale Funktionen in den erzeugenden Invarianten dar und verfahre nach der
zu Beginn von Abschnitt 3.1.2 angegebenen Methode.

(b) Setze N = K(V)o (n — 1 Erzeuger ohne Relationen) und priife mit Algorith-

mus 3.6, ob [N : K(¢1,...,¢n-1)] = %

In einigen Fillen kann es natiirlich auch méglich sein, algebraisch unabhingige Invarianten
fiseeoy fo € K[V]E mit [T, deg(f;) < 2 |G| zu finden, die dann nach Korollar 3.11 eine
Minimalbasis liefern.

Insbesondere im Schritt (3) konnen erhebliche Schwierigkeiten auftreten, die in der
Regel mit wachsendem n steigen werden. Es sei an dieser Stelle noch einmal betont,
daf} die oben beschriebene Strategie noch weit davon entfernt ist, automatisierbar zu sein.
Noch weniger kann garantiert werden, daf} tatsichlich eine Minimalbasis gefunden wird,
falls das Noethersche Problem eine positive Antwort hat. Auf der anderen Seite haben die
mit obiger Strategie gewonnenen Minimalbasen gegeniiber denjenigen aus anderen Quellen
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(z.B. der Theorie des Noetherschen Problems abelscher Gruppen, sieche LENSTRA [33])
den Vorteil, daf} sie aus Invarianten kleiner Grade bestehen und somit besser handhabbar
sind und zu wesentlich einfacheren generischen Polynomen fiihren. Der Wert der Strategie
mufl sich jedoch an seiner Anwendbarkeit messen, die im folgenden Abschnitt anhand
einiger Beispiele belegt werden soll. Weitere Anwendungen aus dem Bereich der modularen
Darstellungen werden dann in Abschnitt 3.3 folgen.

3.2 Anwendungen in nicht singuldrer Charakteristik

Bevor wir zu einigen neuen Beispielen kommen, sei erwidhnt, dafl simtliche bisher in dieser
Arbeit vorgefiihrte Losungen des Noetherschen Problems auch mit unserer Strategie zu
gewinnen gewesen wiren.

3.2.1 Die 7,

Fiir die Z4 haben wir schon in Abschnitt 1.4.2 unter der Voraussetzung (4 € K eine positive
Antwort auf das Noethersche Problem gefunden. Nun setzen wir nur char(K) # 2 voraus

und betrachten
0 1 ~
GI<UI<_1 0)>:Z4.

Die Molien-Reihe ergibt sich nach Satz 2.12 zu

1424
(1=2A2)(1 - A%

Pe(A) = =1+ A2 +30 4300+ .-+

und mit dem linearen Charakter y: ¢ — —1

272

=2N2 o0t 4N 4.
=)=\ + + +---,

PG,X(/\) =

man kann also fiir 1 den Quotienten zweier linear unabhingiger Pseudo-Invarianten vom
Grad 2 zum Gewicht y nehmen. Dann ist ¢y ¢ K, also algebraisch unabhingig, und nach
Lemma 3.10(b) und Proposition 3.3(a) folgt

[K(V)o: K(p1)] <2

|G . TaYe
= |K(V)o: K(V)§|,
[{+1}] | J
womit nach Proposition 3.1(a) eine positive Antwort auf das Noethersche Problem gefunden
wire.
Explizit erhdlt man

2 2

i —x

2 2 1 2
wo=1a]+ 25 und 1 =

T1T2

als Minimalbasis, und mit M = {£x1, £2,} (in der Notation von Satz 1.11) wird

t2
X)=X*—¢t;-X? L
g( ) 1 +t%—|—4

ein generisches Polynom fiir Zy.
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Etwas komplizierter wird es, wenn man die vierdimensionale Permutationsdarstellung
der Z4 zugrunde legt. Dann nimmt man zunidchst zq + + --- 4+ 24 als priméire Invariante
und spaltet den Fixraum ab (siehe Abschnitt 2.3.1). Nun kann man fiir ¢; den Quotien-
ten zweier linear unabhingiger Invarianten vom Grad 2 und fiir ¢3 den Quotienten zweier
Pseudo-Invarianten zum Gewicht y, auch vom Grad 2, nehmen. Diesmal ist die Untergrup-
pe S der skalaren Matrizen trivial, und man verifiziert mit Algorithmus 3.6, dafl man auf
diese Weise in der Tat eine Minimalbasis bekommt. Das entsprechende generische Polynom
fiillt allerdings eine komplette Druckseite!

3.2.2 Die D;s

Die Ds ist unter der Voraussetzung v/5 € K schon durch Beispiel 2.5 abgedeckt. Hier soll
nun eine Minimalbasis fiir die Permutationsdarstellung vom Grad 5 mit K = Q gefunden
werden.

Nach Abspalten des Fixraums brauchen wir noch drei algebraisch unabhingige Erzeuger
von K (V)§. Es stellt sich heraus, dafl es jeweils zwei linear unabhingige Invarianten von
den Graden 2 und 3 und zwei linear unabhingige Pseudo-Invarianten vom Grad 3 zum
nicht trivialen linearen Charakter y: G — {£1} gibt. Die Abschétzung

2.3.3<2-|G]

gibt Anlafl zu der Erwartung, daf die drei Quotienten (1, 2 und 3 eine Minimalbasis von
K(V)§ liefern. Die ¢; sind jedoch so uniibersichtlich, daf man kaum die Voraussetzungen
zu Lemma 3.10(a) oder (b) nachweisen kann. Eine Verifikation mit Verfahren (b) aus dem
Verifikationsschritt (4) unserer Strategie scheitert an der Schwierigkeit der Grébnerbasis-
berechnung. Aber man kann mit dem Algorithmus aus Abschnitt 2.3 eine Présentation des
Invariantenrings berechnen und erhélt dann nach dem Verfahren (a) den Nachweis, daf§ die
@i ganz K(V)§ erzeugen.

3.2.3 Die Ay

Bei den bisherigen Beispielen war es nicht notig, gema8 Schritt (3) in der Strategie bei den
g; und h; fiir gemeinsame Nullstellen zu sorgen. In diesem Beispiel werden wir es nicht
ganz so leicht haben.

Wir betrachten G = A4 mit der dreidimensionalen Darstellung, die sich aus der
natiirlichen Permutationsdarstellung durch Abspalten des Fixraums ergibt, und es sei
char(K') # 2,3. Der Invariantenring ist

I([V]G = I([SQ, 53,54, d]

mit der Relation
d? = disch(X4 + 89X — 53X + S4).

Dabei kommen die s; von den elementarsymmetrischen Polynomen und d vom Produkt der
x; —x; (i < j), insbesondere also deg(s;) = ¢ und deg(d) = 6.
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Die L6ésung von KERVAIRE und VUST.

Wir folgen zun#chst KERVAIRE und VusT [30] und versuchen, eine Minimalbasis von
K(V)§ von der Form

Sy d+ OéS%
©1 = ) und Y2 = 3
52 82

mit einem noch zu spezifizierenden o € K zu finden. Die Gradabschidtzung liefert hier
4.6 = 2- |G|, was nicht ganz ausreicht. Wir brauchen also gemeinsame Nullstellen von
s2, 54 und d + as3. Man sieht leicht, dal die gemeinsamen projektiven Nullstellen von s,
und sy genau durch die G-Bahn von [1,(3,0] mit einer primitiven dritten Einheitswurzel
(3 gegeben werden. Wir haben

d(LC&O) = 3\/__37
53(17C370) = 17

also fiihrt & = —31/—3 zu einer gemeinsamen Nullstelle, wobei man zusitzlich /-3 € K
voraussetzen muf.

Nun kann man K (V)5 = K(¢1,p2) entweder direkt mit Algorithmus 3.6 verifizieren
oder nachrechnen, dafl die Jacobi-Determinante von sy, sq und d — 3v/—3s3 ungleich 0
ist. Dann folgt nach BENSON [3, Prop. 5.4.2] die algebraische Unabhingigkeit dieser drei
Polynome, also auch der ¢;, und wir kénnen Lemma 3.10(b) anwenden.

Dasselbe Ziel 148t sich einfacher erreichen, indem man Pseudo-Invarianten zum (bis auf
Konjugation eindeutig bestimmten) nicht trivialen linearen Charakter y der A4 betrachtet.
Vom Grad 4 gibt es davon ndmlich gerade zwei linear unabhingige, was sofort zur giinsti-
geren Gradabschitzung 4 -4 < 2 - |G| fiithrt. Nun wird auch klarer, weshalb die Bedingung
V=3 € K ins Spiel kam: Sie sorgt dafiir, dal y Werte in K hat.

Minimalbasis uber K = Q.

Nun wissen wir aber aus NOETHER [41], dafl es auch iiber K = Q eine Minimalbasis
gibt. Wir mdchten eine solche mit unserer Strategie finden und kommen (nach einigem
Probieren) zu dem Ansatz

5984 + ass s34 (3s5
e T
mit o, 8 € K. Statt nun zu versuchen, o und 3 so zu legen, daf} viele gemeinsame Nullstel-

len moglichst hoher Vielfachheit entstehen, gehen wir direkt in das Verifikationsverfahren
(Schritt 4(a) der Strategie). Wir haben

} 2 syt s8d }
K(WV)§ =K (_g —2, LG) ~ K(X,Y,Z)
3 %3 83
mit
Z* =16Y X* —4X® — 128Y2X? + 144Y X°® — 27X* 4 256Y°. (3.1)
Auflerdem haben wir aus dem Ansatz die Gleichungen

Z-Ty=X(Y +aX? und 7Ty = X*(1+ BX) (3.2)
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mit zusdtzlichen Unbestimmten 7} und 75 (siehe Abschnitt 3.1.2), die man sofort nach Z
und Y auflgsen kann. Einsetzen der erhaltenen Werte fiir Z und Y in (3.1) ergibt eine
Gleichung f fiir X, die nun eindeutig 16sbar sein muf. Diese Gleichung ist ldnglich und
soll hier nicht wiedergegeben werden; man sieht ihr jedoch nicht unmittelbar an, wie die
Parameter o und f zu legen sind, damit sie nur eine Lésung X hat. Bringt man jedoch
die Nebenbedingung X, Z # 0 ins Spiel, so kann man zunichst X2 von f abdividieren und
erhdlt nun ein Polynom vom Grad 3 in X. Wegen

_ X2(1+BX)

A
13

mufl man nun erreichen, daf§
(1+8X)?] £/ X,
Dies fiithrt auf ein algebraischen Gleichungssystem in o« und 3, das durch

1 8
= — d = —
@=1gundf=o

geldst wird. Bis hierhin haben wir mehr oder minder ,auf Verdacht* gerechnet. Verifikation
unseres [rgebnisses mit Algorithmus 3.6 liefert nun

Y- 691277
72975 — 3888 12Ty + 5184 ToTE — 204817 + 271’

woraus mit (3.2) die Darstellungen von Y und Z als rationale Funktionen in 7j und T3
folgen.
Es bleibt die Frage, welche Bedeutung die Konstanten 1/12 und 8/27 haben.

3.2.4 Verallgemeinerte Quaternionengruppen

Es sei n > 1 und

G={(or|o" =73t =rlor =071 =2Qy,

die verallgemeinerte Quaternionengruppe der Ordnung 4n.

Die zweidimensionale Darstellung.

Es sei K ein Koérper mit char(K) { 2n und (3,,7 € K, wobei (3, eine primitive 2n-te
Einheitswurzel ist und 2 = —1. Eine durch

(5 g (00)

gegebene zweidimensionale Darstellung von G iiber K finden wir in BENSON [3, App. A].
Dort sind auch Invarianten sy, s; und ss von den Graden 4, 2n und 2n 4 2 angegeben, die
den Invariantenring erzeugen.

Mit 1 = 8?2}2 fiir n gerade bzw. 1 =
da

ﬁ fiir n ungerade gilt K (z1,29)5 = K (1),
1
|G

deg(sz),deg(ss) <2n+2< 2- .
[{+1}]
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Damit ist das Noethersche Problem fiir diese Darstellung positiv beantwortet.
Indem wir ¢ durch eine rationale Invariante vom Grad 2 zu einer Minimalbasis
erginzen und die in [3] angegebene Relation zwischen den s; benutzen, erhalten wir

X4 0ty (12 — 4)7 - X2 420 (42 — 4)" | n gerade

9(X) = i
XA (12 —4)2 - X2 — 137(13 — 4)™, n ungerade

als generisches Polynom fiir GG {iber K.

Hierfiir mufiten wir (o, und 2 € K voraussetzen. Da der Charakter v zu der zweidimen-
sionalen Darstellung die Schur-Invariante -1 hat, ist es auch nicht moéglich, eine Darstellung
zu 1) iiber einem reellen Kérper zu finden. Hierzu miissen wir zum Charakter 2 - 1 vom
Grad 4 iibergehen.

Die vierdimensionale Darstellung.

Der Charakter 1) ist zweimal in der reguldren Darstellung von G enthalten, also gibt es
eine Darstellung mit dem Charakter 2 -4, die {iber einem Kérper K mit ¢(0) € K Vo € ¢
definiert ist. Unter den schwicheren Voraussetzungen

char(K){2n, Con +¢50 € K und i" € K
mochten wir jetzt fiir diese vierdimensionale Darstellung eine Minimalbasis finden. Durch
x1 : 7= —1, c—1und
Yo @ T o —1

werden zwei lineare Charaktere von G definiert. Wir werden sehen, daf es drei linear un-
abhidngige Pseudo-Invarianten s1, s; und s3 vom Grad 2 zum Gewicht y; und (mindestens)
zwei linear unabhdngige Pseudo-Invarianten ¢ und ¢ vom Grad n zu x, gibt. Mit

81 S (51

p1=—, p2=—und p3 = —
S3 S3 ()

erhalten wir dann die Gradabschédtzung

|G
{1}

2:2-n=2"

was nicht ganz ausreicht. Die Polynome
fir=msi=Ti-ss (1=1,2)und f3:=t1 —T5 -1,

(siche Lemma 3.10) haben jedoch gemeinsame projektive Nullstellen P mit s3(P) = 0,
ohne dall wir uns um die Wahl der s; weiter kiimmern miiiten! In der vierdimensionalen
Darstellung hat o ndmlich jeweils Czinl als doppelten Eigenwert. Ist W der Eigenraum zu
Can, so folgt fiir w e W

C2n +5i(w) = si(Canw) = si(o(w)) = x1 (071 - si(w) = si(w),
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also s;|,, = 0. Nun ist fs|,, ein homogenes Polynom in zwei Unbestimmten, hat also
projektive Nullstellen.

Nach Lemma 3.10 folgt K(V)§ = K (1, ¢2, ¢3), wenn die Existenz der s; und ¢; und
die algebraische Unabhédngigkeit der ¢; gezeigt ist. Die Existenz kénnte man schon anhand
der Molien-Reihen (und sogar ohne genaue Angabe der Darstellung) nachweisen. Fiir die
algebraische Unabhingigkeit miissen wir jedoch expliziter rechnen.

Die Darstellung wir durch

0 -1 0 0 0 0 1 0
o 1 o« 0 0 N 0 0 0 1
0 0 o 1|’ -1 0 00
0 0 -1 0 0 -1 00
mit o = (o + C;nl gegeben. Fiir die s; kénnen wir
$1 = X1T4+ X223+ X224,
S = x%—l—x%—l—awlxg—(x%—l—xi—l—awgu),
§3 = I1¥3 — Tad4

nehmen. Die t; konstruieren wir auf folgende Weise:

Zu a,b € K sel pgp = H?:_Ol Ui(a$1 + bas). Uber K (Ca,,) ist o diagonalisierbar, mit
geeigneten Koordinaten 2| und a} gilt also azy + bzy = ¢’z + 'z, mit ¢’,b" € K({2,) und
o' (axy+bag) = G, (a'zh +52 -bah). Bis auf Konstante ist p, , damit gleich a2/ — bz,
also 0(pap) = —pap, und p,p hat keine mehrfachen Faktoren. Durch ¢, 5 = pop+1~" 7 (pap)
erhalten wir nun Pseudo-Invarianten vom Grad n zum Gewicht yo. Wir wihlen py = p1 o
und tl = tl,O-

Es gibt a,b € K, so daB p,; teilerfremd zu py ist. Sonst wiirde ndmlich |[PY{(K)| = n
folgen, also |K| = n — 1. Dann wire (3, ¢ K, also [K((2,,) : K] = 2, und Gal (K ((2n)/K)
wiirde durch (o, — an_l erzeugt. Es folgte an_l = C;nl, also 2n | n, ein Widerspruch.
Durch geeignete Wahl von a und b erhalten wir also ein py = p,, und t3 = t,, so dafl p;
und py teilerfremd sind.

Betrachtet man die ¢; nun als Funktionen in /x4, 29/24 und x3/24, so ist zu zeigen,
dafi die Jacobi-Determinante [J der ¢; nicht verschwindet. Dann folgt die algebraische
Unabhingigkeit nach BENsoN [3, Prop. 5.4.2], da man im Falle endlicher Charakteristik
annehmen kann, daf§ K ein endlicher Kérper und damit vollkommen ist.

Oy,
Mit V = [ 8., | ist
Oy,

1
j = ( . ‘ngsl - 81V837 83V82 - 82V837t2vt1 - t1Vt2D

1’4:1
1
= (— . ‘53V81 — $1Vs3, Vg, 12Vig — t1Vt2‘ )
=T

1’4:1

Wir spezialisieren 21 = 23 = 0 und erhalten t; = 0, {3 # 0, 0,,t1 = ¢~ wg_l mit ¢ € K*,
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Op,t1 = 0 und 0yt =177 - ¢, also

—T9 Qg cwg_l
jo = tg 0 2$2 0 =
1’121’3:0, 1’4:1 1’1:753:0, 1’4:1 2 —n
-3 —Q 1 c

2cx3(xh — i) # 0.

Tr1=x3 :07 1’4:1

= 19

Damit ist gezeigt, dafl das Noethersche Problem auch fiir die vierdimensionale Darstellung
eine positive Antwort hat.

W. GROBNER hat in [22] fiir n = 2 auf anderem Wege eine Minimalbasis gefunden und
das zugehorige generische Polynom berechnet. Es eriibrigt sich daher, dies hier anzugeben.
Die erzeugenden Invarianten ji,...,Jjs aus [22] lassen sich leicht als rationale Funktionen
in unseren ¢; (mit einer Invariante vom Grad 2 als ¢4) darstellen und umgekehrt.

Grenzen der Strategie.

Es diirfte anhand der Beispiele klar geworden sein, wie schwierig die Anwendung unserer
Strategie im Einzelfall ist. s iiberrascht daher nicht, dafi das Verfahren schon bei relativ
kleinen Graden an seine Grenzen stofit. Ein Beispiel hierfiir ist die einfache Gruppe As
mit ihrer natiirlichen Permutationsdarstellung, fiir die das Noethersche Problem nach MA-
EDA [34] eine positive Antwort iiber K = Q hat. Esist jedoch trotz langen Versuchens nicht
gelungen, mit Hilfe unserer Strategie eine Minimalbasis zu finden. Selbst die Verifikation
der in [34] angegebenen Minimalbasis mit Algorithmus 3.6 scheitert an der Schwierigkeit
der Grobnerbasisberechnung.

Auf der anderen Seite werden wir im folgenden Abschnitt sehen, daf sich fiir modulare
Darstellungen mit der Strategie sehr viel erreichen 148t.

3.3 Modulare Anwendungen

Wihrend wir im letzten Abschnitt stets char(K') t |G| vorausgesetzt haben, betrachten
wir nun Félle von ,schlechter® Charakteristik (modulare Darstellungen). Obwohl hier die
Invariantentheorie generell schwieriger wird, treten einige Darstellungen niedrigen Grades
auf, die es in allgemeiner Charakteristik gar nicht gibt. Daher hat man fiir diese gute
Chancen, positive Antworten auf das Noethersche Problem zu finden. Durch den direkten
Ubersetzungsmechanismus aus Satz 1.11 lassen sich in vielen Fillen dann sofort generische
Polynome angeben.

In Abschnitt 1.4.3 haben wir schon die metazyklischen Gruppen mit Normalteiler 7, als
Beispiel kennengelernt. Hier werden nun zunéchst einige Beispiele aus der Literatur zusam-
mengestellt, und die Frage nach den zugehérigen generischen Polynomen wird untersucht.
Danach werden fiir die konformen symplektischen Gruppen CSp,, (¢), fiir die einfachen
Gruppen ,(¢) (n ungerade), fiir weitere Untergruppen der orthogonalen Gruppen und fiir
die speziellen unitiren Gruppen SU, (¢*) Minimalbasen konstruiert. Damit ist das Feld der
klassischen Gruppen weitgehend abgedeckt.
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3.3.1 Lineare Gruppen und p-Gruppen
p-Gruppen.

Es sei K ein Koérper der Charakteristik p, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und G <
GL(V) eine p-Gruppe. Nach MivaTa [38] ist dann K (V)% rein transzendent iiber K.
Satz 1.11 liefert also, daf jede p-Gruppe ein generisches Polynom iiber F, besitzt.

Im Beweis zeigt MIYATA zunichst, dafl man eine K-Basis finden kann, so daf jedes
o € (G als obere Dreiecksmatrix mit Einsen in der Diagonale operiert. Ist G speziell die
Gruppe aller solcher Matrizen und K = F,, so liefern die Produkte iiber die Bahnen

5; 1= H /= H (i + @ip1 241 + -+ apy)
fe{o(z;)|ceG} @ig1seean €K

eine Minimalbasis (siehe WILKERSON [55]), und es gilt sogar fiir den Invariantenring
K[V]Y = K[s1,...,s,].

Fiir das M C V* aus Satz 1.11 kann man die Bahn von 21 nehmen und erhilt so ein

"=1in n oder nach Zusatz 1.12 sogar in n — 1 Parametern.

generisches Polynom vom Grad ¢
Fiir n = 2, also

_ I a "~ Tt
G_{<0 1)|a€[§}_Fq,
haben wir

I (X =21 —azs) = (X —21)! = (X —2)2d ' = X7 —s] - X — 5y,
a€ly

was nach Zusatz 1.12 zu dem generischen Polynom
g(X)=X1-X -t

fiilhrt, eine weitere Verallgemeinerung der Artin-Schreier Polynome (siehe auch Ab-
schnitt 1.4.3).
Fiir n = 3, also

1 a b
G={[0 1 ¢ ||abce K},
0 01

ergibt sich aus einer etwas lingeren Rechnung
gX)= X —(1+87Y X 47 X 4ty
als generisches Polynom fiir ¢ iiber K = F,.

GL,(¢) und SL,(¢q).

Es ist schon seit DIcKsoNs Arbeit [17] aus dem Jahre 1911 bekannt, daf§ fiir V' = Fy die
Invariantenringe F,[V]52(9) und F,[V]3#(9) Polynomringe sind. Daraus erhalten wir
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Satz 3.12. Sei n > 2 eine natiirliche Zahl, q eine Primzahlpotenz und K = F,. Dann
gelten:

(a) Das Polynom

n—l_l

gX) = Xt X et X

ist ein generisches Polynom fiir die Gruppe GL,(q) iiber K.
(b) Das Polynom

g(X)= X" gy X T g X g
ist ein generisches Polynom fiir die Gruppe SL,(q) iiber K.

Insbesondere haben die Gruppen GL;,(¢), SL,(¢), PGL,(¢) und PSL,, (¢) Galoisrealisierun-
gen iiber dem Kérper F,(t).

Beweis. Wir lassen G = GL,,(¢) in natiirlicher Weise auf V' = K" operieren. Nach WIL-
KERSON [55] gilt dann

[T X-9)=X" 4o - X" 4+t XT4¢- X,
yeV*

und die ¢; erzeugen K[V]9. Mit M = V*\ {0} folgt dann aus Satz 1.11 sofort Teil (a).
Die ¢; sind die sogenannten Dickson-Invarianten.

Weiter gibt es nach WILKERSON [55] fiir G’ = SL,(q) ein v € K[V]¥ mit w9~ = ¢, so
daB ¢1,...,c,—y und u ganz K[V]% erzeugen. Hieraus folgt Teil (b).

Die Galoisrealisierungen der projektiven Gruppen erhdlt man, indem man den
Fixkorper des Zentrums von & bzw. von G’ nimmt. Da F, (¢) nach FRIED und JARDEN [19,
Theorem 12.10] ein Hilbertkorper ist, erhalten wir auch Erweiterungen iiber F,(¢) mit den
angegebenen Galoisgruppen. a

Mit n = 3 und ¢ = 2 ergibt sich beispielsweise
9(X) = X"+ 46X+ 1,X 4 1y

als generisches Polynom fiir GL3(2) = PSLy(7) iiber Fy, wobel wir wegen deg (2—2) =1
Zusatz 1.12 benutzen konnten.

ABHYANKAR untersucht in [1] die in Satz 3.12 angegebenen Polynome. Demnach 148t
sich das ¢, aus Teil (b) zu einem Element aus F, spezialisieren, und man erh&lt immer noch
ein SL, (¢)-Polynom. Es werden auch die entsprechenden PGL,, (¢)- und PSL,, (¢)-Polynome
angegeben (welche selbstverstdndlich nicht generisch sind).

3.3.2 Symplektische Gruppen und konforme symplektische Gruppen

D. CarruistE und P. H. KROPHOLLER haben fiir einige klassische Gruppen (mit ihrer
natiirlichen Darstellung) Invariantenringe beziehungsweise -korper untersucht. Wir begin-
nen mit ihrem Ergebnis iiber die symplektischen Invarianten und geben dann mit Hilfe
unserer Methoden Minimalbasen fiir die konformen symplektischen Gruppen an.
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Die Sp2n (q) *

Sei V' ein 2n-dimensionaler, nicht ausgearteter symplektischer Vektorraum iiber K = F,
mit einer Primzahlpotenz ¢ und GG = Sp(V) die symplektische Gruppe von V. CARLISLE
und KrROPHOLLER haben den Invariantenring K[V]“ untersucht (siche BENsON [3]) und
dabei unter anderem gezeigt, dafi K (V)< rein transzendent iiber K ist (siche den Beweis
zu Theorem 8.3.4 in [loc. cit.]). Im Beweis werden Invarianten sy,...,sq, € K[V]9 vom
Grad deg(s;) = ¢' 4+ 1 angegeben, die direkt von der symplektischen Form her kommen.
Diese sind gegeben durch

si(v) = (v, F'(v))

fir v € K @x V, wobei (-,-) die symplektische Form, F der Frobenius-Automorphismus
und K ein algebraischer Abschluff von K sind. Wegen des Nichtverschwindens der Jacobi-
Determinante der s; sind diese nach BENsSON [3, Prop. 5.4.2] algebraisch unabh&ngig. Nun
werden explizite Formeln hergeleitet, nach denen sich die Dickson-Invarianten ¢; (siehe der
Beweis zu Satz 3.12) als rationale Funktionen in den s; darstellen lassen. Hierin steckt die
Hauptarbeit des Beweises. Es folgt

K(V) > K(s1,...,80) > K(V)Glen(a)
und ein einfaches galoistheoretisches Argument liefert nun
K(V)% = K(s1,...,5). (3.3)

Bei der Frage nach den entsprechenden generischen Polynomen geht es nun darum, eine
moglichst kurze G-Bahn M in V*\ {0} zu finden. Da die symplektische Form einen mit
G vertriglichen Isomorphismus zwischen V und V* liefert, kbnnen wir diese Bahn in V
suchen. G operiert jedoch nach HUPPERT [23, Kap. II, Satz 9.15] transitiv auf V' \ {0},
also ist das f(X) aus Satz 1.11

2n—1 -1

f(X): H (X—y):Xq2n_1—|—Czn_1-Xq —|—"'—|—Cl'Xq_1—|—Co.

yeV*\{o}

Um das generische Polynom ¢(.X) fiir G zu erhalten, mufl man also nur die ¢; als rationale
Funktionen in den s; darstellen, was durch die Formeln von CARLISLE und KROPHOLLER
bewerkstelligt wird. Diese Formeln lassen sich zwar fiir einzelne n leicht auswerten, ihre
allgemeine Darstellung ist jedoch recht kompliziert. Deshalb soll hier auf die Wiedergabe
verzichtet werden.

Anmerkung. Der Nachweis von Gleichung (3.3) lieSe sich fiir ¢ > 3 auch durch einfache
Gradabschidtzung nach Korollar 3.11 durchfiihren. Es gilt ndmlich

[ deg(si) _ T2 +1)  _ MZwnle' +1)
|G| ¢ Tl (@ = 1) ¢ Tl (d' = 1)

wobei die letzte Abschdtzung aus Lemma 3.13 folgt. Die Formal fiir |G| ist dabei JAcoOB-
SON [24, 6.10] entnommen. <

<2,
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Die CSan (q) *

Es sei nun G = CSp(V') die konforme symplektische Gruppe, d.h.
G= {U € GL(V) ‘ dx(o) € K: (o(v),0(w)) = x(0) - (v,w) Yv,w € V}.

Dann ist x: G — K* ein Homomorphismus, der sich als surjektiv herausstellt. Die exakten

Sequenzen
1 - Sp(V) - G — K~ — 1 und

1 - K* — G — PCSp(V) — 1

liefern | PCSp(V')| = | Sp(V)|, wobei PCSp(V') die Faktorgruppe nach den in GG enthaltenen
skalaren Matrizen bezeichnet. Fiir die s; von CARLISLE und KROPHOLLER gilt o(s;) =
x(c7Y) - s; (0 € G). Die folgenden rationalen Funktionen sind also G-Invarianten vom

Grad 0:

g +1 , ,
5 o 52141 S 52142 T 1
Y1 = Sq+1 y P2 = g2 g2l . g1 Pi+1 = 2l 21 g3 g2 (l =L...,n = )
2 s s - 89
Es gilt K(s1,01,9% . 08T ) = K(sq, 87,0 )| wobei der zweite Kérper iiber

K den Transzendenzgrad 2n hat, also sind die ¢; algebraisch unabhéngig. Wir haben die
Gradabschitzung

n—1

s (779 T (st i)
i=1 = =1

| PCSp(V)| 0 T (P - 1)

Fiir ¢ > 3 ist dies nach dem nachfolgenden Lemma 3.13 echt kleiner als 2. Dann folgt nach
Lemma 3.10, daf§

K(V)e ™) = K(o1,..., 02n-1),
nach Proposition 3.3(a) und 3.1(a) ist also auch K (V)% rein transzendent iiber K. Fiir
q = 2 gilt dies sowieso, da dann G = Sp(V) ist.
Es fehlt noch das folgende

Lemma 3.13. Es seien q, n und m € Ny nicht negative ganze Zahlen, so dafl ¢ > 4 oder
g=3 und m > 2, oder g =3, m=1und n < 2. Dann ist

pi= H?;T;nﬂ(qi + 1)
g - Tl (g = 1)

Beweis. Wir betrachten zunachst den Fall n = 1. Dann ist

m4]
ﬁ<2 <~ qm(q_2)>1

< 2.

p=1+

Dies ist fiir ¢ > 4 oder ¢ = 3 und m > 1 erfiillt.
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Nun sei n > 1. Dann gilt

(@ D" DT + ™) (@ D™+ 1) ﬁ (q + 1)
(¢ - -Vl =) @@ -D(*-1) 25\d—-1)"

=0 = pa

p<

Dabei ist wegen In(1 4+ ) < z fiir 2 > 0

DS S Sl T P )

el e q/q

und

g+’ +1) _ ¢ +1
p1 < 3 = 7
(¢=D(?=1) (¢-1)
Fiir ¢ > 4 ergibt sich die Abschitzung

17
Py /189 ~ 1.970558113 < 2.

Fiir ¢ = 3 und m > 2 erhalten wir fiir p; die bessere Abschitzung

(®+D(¢"+1) _ 287
qg—1)(¢*—1) 162

p1 <

und damit

2
p < 127 /%6 ~ 1.988281098 < 2.
Schlieilich verifizieren wir die Ungleichung fiir ¢ = 3, m = 1 und n = 2 durch direktes
Nachrechnen. a

3.3.3 Orthogonale Gruppen

CARLISLE und KROPHOLLER geben in [11] Minimalbasen fiir alle orthogonalen Gruppen
O, (q) (wobei g eine ungerade Primzahlpotenz ist) mit ihrer natiirlichen Darstellung iiber
F, an. Von grofiem Interesse sind auch die Kommutatorgruppen €,(¢) der orthogona-
len Gruppen, deren Faktorgruppen P, (¢) nach den Untergruppen der skalaren Matrizen
bis auf einige Ausnahmen (siehe z.B. im ATrAs [14]) einfach sind. Fiir ungerades n ist
PQ,.(q) = Q.(q), und dies ist einfach, wenn nicht n = ¢ = 3. Auflerdem sind die Zwischen-
gruppen interessant, von denen es wegen

q)/Qn(q) = 7y x Zy (fiir n > 3)
drei echte gibt. Die SO, (¢) ist eine davon.

Satz 3.14. Es seien q eine ungerade Primzahlpotenz, K = F, und V ein n-dimensionaler,
nicht ausgearteter orthogonaler Raum iiber K, n > 3. Mit O(V), Q(V) bzw. SO(V)
bezeichnen wir die orthogonale Gruppe von V, deren Kommutatorgruppe bzw. die spezielle
orthogonale Gruppe. Dann gelten:



62 3. INVARIANTENKORPER

(a) Sei n ungerade. Dann ist K (V) fiir alle fiinf Zwischengruppen Q(V) < G < O(V)
rein transzendent iiber K.

(b) Sei n gerade. Dann ist K (V)9 fiir alle Zwischengruppen Q(V) < G < O(V) auBer
G =Q(V) und G = SO(V) rein transzendent iiber K.

(c) Sei n = 3. Ist dann o € Q(V) eine Spiegelung entlang einem Vektor v € V mit
Skalarprodukt (v,v) = —1 (Ein solcher existiert immer!) und G = (Q(V), o), so sind
K[V]% und K[V]°Y) Polynomringe iiber K. Fiir ¢ =1 mod 4 ist G = Q(V) x {£1}.

Anmerkung. Nach Nakajima [39] ist K[V]9 fiir keine Zwischengruppe Q(V) < G <
O(V) (mit den Bezeichnungen von Satz 3.14) ein Polynomring iiber K, falls n > 4. Die
Aussage in Satz 3.14(c) gilt also fiir kein anderes n auer n = 3. Es ist mir nicht bekannt,
ob diese Aussage in der Literatur schon zu finden ist. <

Beweis zu Satz 3.14. Is seien eq,...,e, € V eine Orthogonalbasis, z1,...,2, € V* die
Dualbasis und A; = (e;, €;) die Skalarprodukte. Dann bilden

si:Z/\j-x?iH (t=0,...,n—1)
i=1

die von CARLISLE und KROPHOLLER angegebene Minimalbasis. (Es ist unmittelbar einzu-
sehen, daB die s; Invarianten unter der O(V) sind, da s;(v) = (v, F*(v)) fiir v € K @k V,
wobei F' der Frobenius und K ein algebraischer Abschluff von K sind.) Die Idee ist nun,
$,—1 durch eine Invariante ¢ von kleinerem Grad zu ersetzen.

Es sei b € K* und V3, :={v € V| (v,v) = b}. (Nach JacoBsoN [24, 6.10] gilt immer
Vi # 0, und V} ist nach dem Wittschen Fortsetzungssatz genau eine Bahn unter Q(V).)
Mit einem v liegt auch —v in V3, wir konnen also ein Vertretersystem V,' von V,/{£1}
wiahlen. Fiir v € V/ ist dann v* := (v,-) € V* eine Linearform, und wir bilden

ty=[[ v* € K[V,
veV)
welches bis auf Vorzeichen eindeutig durch b bestimmt ist. Fiir o € O(V) ist o () = £1-43,
also definiert o — o (tp)/ty einen linearen Charakter von Q(V'), der auf Q(V) = O(V)’ trivial
sein muf, d.h. t, € K[V]*(V),
Wir zeigen nun, daf§ die Jacobi-Determinante J von (s, ..., Sy,—2, %) nicht verschwin-
det, so dafl nach BENSON [3, Prop. 5.4.2] die algebraische Unabhingigkeit dieser Invarianten

folgt. Wir haben

Jsg Js; g
und ¢, = v* - g mit irgendeinem v € V3, und g € K[V]. Dabei gilt v* { g, weil —v das einzige
skalare Vielfache von v in V; ist. Wir konnen J auch beziiglich einer Orthogonalbasis
berechnen, die v enthélt, und somit ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, daf§

v = ey und v* = xy ist. Wir spezialisieren 1 = 0 und erhalten

0 A2$2 Anwn

j|l’1=0 =2 : :n—2
0 /\Qx% I

n

G |1=0 0 0

#0,

n—2
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da xy 1 ¢g. Damit sind die sg,...,s,_2,# tatsichlich algebraisch unabhingig iiber K,
und die Voraussetzungen fiir die Anwendung von Korollar 3.11 sind gegeben. Nun geht
es darum, in den einzelnen Fillen durch entsprechende Wahl des b € K* eine giinstige
Gradabschidtzung zu erreichen.

(a) Es gilt n = 2m + 1, und nach JacoBsoN [24, 6.10] ist

Vil = ¢*" + ¢, (3.4)

wobei das ,,4“ hier davon abhiingt, ob b in (K *)? liegt oder nicht. Wir kénnen also b
so wihlen, daB der Grad von ¢ := t;, gerade wird. Dann gilt ¢ € K[V]*V)*{#1} | Die

Ordnung der Q(V) entnehmen wir [loc. cit.] und erhalten

1727 deg(s;) - deg(2) _ 5@ +1) g™ (¢" £1)/2 < (3.5)
V) x {£1}] ¢ T2 (g% — 1) B '
(¢"+1) - T (' + 1)
gm0 Ty (g - 1)

Der letzte Ausdruck ist aber nach dem folgenden Lemma 3.13 echt kleiner als 2, aus-
genommen der Fall m =1 und ¢ = 3. In allen anderen Fillen folgt mit Korollar 3.11

K(V)SVPAELY = K(sg, ..., 85_0,1) (3.6)
und mit derselben Gradabschédtzung
K(V)OW K (s0,..., 8p_2,1%), (3.7)

da t? eine O(V)-Invariante ist. Fiir m = 1 und ¢ = 3 ist der Quotient in (3.5) genau
2, es geniigt also nach Lemma 3.10, gemeinsame projektive Nullstellen von sg, s und
t nachzuweisen. Nach JACOBsON [24, 6.10] kann man Ay = 1 und Ay = A3 = —1
annehmen und dann b = —1 wéhlen. Dann liegt (0,0,1) € V}, also t(£1,&2,0) = 0 mit
irgendwelchen &;. Also liefert beispielsweise s;(1,1,0) = 0 eine gemeinsame projektive
Nullstelle, und damit gelten (3.6) und (3.7) auch fiir m =1 und ¢ = 3.

Korollar 3.4 liefert jetzt sofort, daf auch K (V)*V) rein transzendent iiber K ist. Fiir
die verbleibenden zwei Zwischengruppen G gilt

{1} -G =0(V)

wegen O(V)/Q(V) 2 Zy X Zy, also folgt auch hier, da K (V) rein transzendent
iiber K ist.

Es sei nun n = 2m. Nach JacoBsoN [24, 6.10] gilt immer
Vil = ¢*" 7t — e g™ (3.8)

wobei € = 1 bzw. —1 ist, falls wir es bei O(V) mit dem Typ 03F,(¢q) bzw. O3, (q)
zu tun haben. Der Grad von ?; ist also unabhéngig von der Wahl von b. Wir
wollen untersuchen, ob man durch diese Wahl immerhin die genaue Zwischengruppe

QV) <G <0O(V), die ty festldBt, steuern kann.
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Es sei o € O(V) die Spiegelung entlang einem Vektor v; € V. Wir ergénzen vy zu
einer Orthogonalbasis vq,...,v, von V. Beziiglich dieser Basis bedeutet die Anwen-
dung von o also das Umdrehen der ersten Koordinate. Wihlt man nun ein Vertre-
tersystem B von K*/{£1} und dann das Vertretersystem V; von V;/{£1} so, dal
die vi-Koordinate jedes Vektors v € V}/ Null ist oder in B liegt, so ist die Anzahl der
Elemente aus V/, die bei Anwendung von ¢ auf ein —v mit v € V}/ gehen, gerade

I =|{v e V; | die v;-Koordinate von v ist # 0}| = [Vj| — |W3]/2,

wobei W = vt der von vy,..., v, aufgespannte orthogonale Raum ist und W, die
Menge der darin enthaltenen Vektoren der Norm b. Aber die Restklasse von |W;|/2
modulo 2 1&6t sich nach Formel (3.4) durch die Wahl von b steuern, und damit
auch a(t)/ty = (—1)!. Man kann also fiir jede Spiegelung o das b so wihlen, daf
t =1t € K[V]9 mit G = (Q(V),0). Auf diese Weise erreicht man beide in der
Behauptung (b) nicht ausgeschlossenen echten Zwischengruppen G.

Wir haben die Gradabschitzung

[T;=) deg(si) -deg(t) " '(¢™ = o) - TIE*(¢" + 1)

[T [P By i P R
nach Lemma 3.13, Korollar 3.11 liefert also
K(V)Y = K(s0,...,8,_2,t),
und mit derselben Abschitzung
KW)OW) = K(sq,...,8,_9,1%).
Nach JacoBsoN [24, 6.10] konnen wir wieder Ay = 1 und Ay = A3 = —1 annehmen.

Wir wihlen b so, da§ —b ¢ (K*)?. Essei v € V mit (v,0) = —1 und o die Spiegelung
entlang v. Dann hat der orthogonale Raum W = vt die Diskriminante —1, W, hat
also nach Formel (3.8) genau ¢ — 1 Elemente. Wie im Beweis zu Teil (b) haben wir
jetzt o(ty)/ty = (—1)! mit

L= (Vo] = IW,)/2= (¢° —2¢+1)/2 = 0 mod 2,
also ist ¢t := t; tatsédchlich invariant unter . Die Gradabschétzung liefert hier sogar
deg(so) - deg(s1) - deg(t) = |G,

nach Korollar 3.11 ist also K (V)% = K (sq, s1,¢) und K (V)OV) = K(sg, s1,12).

Wir zeigen nun, dafi sg,s; und ¢ nur den Nullvektor 0 als gemeinsame Nullstelle in
K™ haben. Dann bilden diese Invarianten ein homogenes Parametersystem (siehe
Abschnitt 2.2.3), K[V]% ist also ganz iiber R := K[sq, s1,¢]. Damit liegt jede Invari-
ante f € K[V]“ in Quot(R) und ist ganz iiber R, also f € R, da R als Polynomring
ganz abgeschlossen ist. Dieselbe Argumentation gilt dann fiir K[V]O(V),

Nach einem Basiswechsel kénnen wir annehmen, dafl das Skalarprodukt die Gestalt

((€1562,83), (M1, m2,m3)) = E1ma + Eam — Eama
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hat. Dann liegt v = (b,1/2,0) in V3. Es sei nun (§) (€1,&2,83) € K3 eine gemein-
same Nullstelle von sg, s; und ¢. Dann existiert ein w € V, mit (w, (§)) = 0. Nach
dem Wittschen Fortsetzungssatz gibt es 0 € O(V) mit o(w) = v, also (v,o(§)) = 0.

Da auch o(§) eine gemeinsame Nullstelle ist, kénnen wir

&/240-&=(v,(§)=0

annehmen. Nun folgt
g% + 4b€§ = _80(§) = 07
(€) # 0 impliziert also ohne Einschrinkung & = 1 und dann & = —2b und &5 = —4b
Aus
0= —s1(&) = 20+ 2b+ (—4b) T

folgt nun (—ZLI))qT_1 =1, im Widerspruch zu —b ¢ (K*)2. o

Anmerkung. Die hier verwendete Methode fiihrt auch zu einer einfachen Verifikation
der von CARLISLE und KROPHOLLER [11] angegebenen Minimalbasen fiir O,(¢). Das
Nichtverschwinden der Jacobi-Determinante ist hier sofort klar, und die Gradabschétzung
lautet im Falle n = 2m + 1

75 deg(s) _ (e + 1)

Ol o I )
und im Falle n = 2m
[Tig deg(si) [T +1) -y
[On(@)l = gmtm=l) - (gm = 1) TTZ (g = 1)
jeweils nach Lemma 3.13. <

Die generischen Polynome.

Aus Satz 3.14 erhalten wir nun natiirlich auch die entsprechenden generischen Polynome.

Korollar 3.15. Fiir die in Satz 3.14(a) und (b) genannten Zwischengruppen Q(V) < G <
O(V) existieren generische Polynome ¢(X) in n Parametern (bzw. n — 1, falls -1 ¢ G)
fiir G iiber Fy. Firn = 3 und G = Q(V) = PSLy(q) kann man g(X) so wéhlen, daf§
deg(g) = (¢* — 1)/2. Fiir die ersten drei q erhalten wir

=3, also G = Ay:
g(X) =X —u - X7+ X — (L + )u?
mit
— 42 2
U—t2—|—(t1—|—1)(t1—1) s

q =25, also G = As:

g(X)= X" —2u? X34+ 2(t1 4+ Dut - X* +28u° - X7 + (1 — 2)%u®
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mit
u=12+(t; — 2)% (t1 +2)°,
q =71, also G =2 PSLy(7):

g(X) = X* -3 X4 (¢ + D’ X2 -
37+t — Du? - X+ utt X3 — (4 —2)%ut?

mit
w=13+(t; —2)° (1 +2)*.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt mit Satz 1.11 bzw. Zusatz 1.12 aus Satz 3.14. Nur
im Fall n = 3 und G = Q(V) miissen wir zeigen, daB es eine G-stabile Teilmenge M C V*
mit (¢? — 1)/2 Elementen gibt, die ganz V* aufspannt. Da V* 2V (G-isomorph), kénnen
wir M in V suchen. Um einen genauen Uberblick iiber Q(V') zu bekommen, benutzen wir
den Isomorphismus Q(V') = PSLz(g). Durch

a? 2ab b2
] "

a b

¢: PSLy(¢) — GLs(q), [c d ac ad+bc bd

2 2¢cd d>

wird ein Monomorphismus gegeben, und man sieht durch Nachrechnen, daf3 die Bilder
unter ® die quadratische Form 23 — z723 festlassen und die Determinante 1 haben, also
ist Bild(®) eine Untergruppe der SO3(¢) vom Index 2 und mufl damit = Q3(g) sein. Nun
sieht man aber sofort, daf der erste Standardbasisvektor e; eine Fixgruppe der Ordnung ¢
hat, und daf seine Bahn ganz K> aufspannt. Die Bahnlinge ist also genau (¢* —1)/2. O

3.3.4 Unitare Gruppen

In der oben genannten Arbeit [11] geben CARLISLE und KROPHOLLER auch Minimalbasen
fiir die unitdren Gruppen U, (¢?) mit ihrer natiirlichen linearen Darstellung an. Mit densel-
ben Ideen wie im letzten Abschnitt erhalten wir nun auch Minimalbasen fiir die Gruppen

SU,(¢%).

Satz 3.16. FEs sei q eine Primzahlpotenz, K = Fp. und V ein n-dimensionaler, nicht
ausgearteter unitirer Raum iiber K, n > 2, wobei wir die Félle (n,q) = (2,2), (2,3) oder
(3,2) ausschlieBen. Dann ist K(V)SU(V) rein transzendent iiber K.

Fiir n = 2 sind sogar K[V]9(Y) und K[V]®YV) Polynomringe.

Anmerkung. Die letzte Aussage ist fiir char(K') # 2,3 ein Spezialfall von NakAJIMA [39,
Theorem 5.1]. Aus [loc. cit., Theorem 5.2] geht hervor, dafl n = 2 das einzige n ist, fiir das
diese Aussage gilt. <

Beweis zu Satz 3.16. FEs seien eq,...,e, eine Basis von V und z1,...,z, die Dualbasis.
Wir kénnen annehmen, daf§ die hermitesche Form auf V die Gestalt

< Zn:&enznzmei > = Zn:& o
=1 =1 =1
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hat. CARLISLE und KROPHOLLER geben die Invarianten

an® und zeigen, dafl diese eine Minimalbasis von K (V)U(V) bilden. Wir ersetzen s, wieder
durch eine SU(V)-Invariante kleineren Grades, die wir durch Produktbildung iiber die Bahn
einer Linearform modulo Konstanten konstruieren.

Es sei Vi ={o(ey) | 0 € U(V)} die Bahn von e1. Dann gilt

[U(WV)] = [Wa] - [Stab(e)],
wobei Stab(e) den Stabilisator bezeichnet. Aber Stab(e1) = U(et) = U,—1(q?), wegen

n(n—1)

vuta))] = 5 TT0 - (1)

(siehe z.B. Arras [14]) folgt also [Vy] = ¢" 1 (¢" — (=1)"). Mit Z = {z € K | 24t =1}
ist S ={z-idy | z € Z} die Untergruppe der skalaren Matrizen in U(V), und fiir v € V}
ist {z-v |z € Z} genau die Menge der skalaren Vielfachen von v, die auch in V; liegen.
Wir wihlen also ein Vertretersystem V{ von V;/Z und setzen

t=]J v e K[V],
veVy

wobei zu v € V die Linearform v* € V* durch w — (w, v) gegeben sei. Fiir o € U(V) folgt
o(t)/t € K*, und wegen U(V)" = SU(V) (Theorem 10.9, 4.4 und die Beweise zu Theorem
10.15 und 10.20 in TAYLOR [52]) ist ¢ invariant unter SU (V).

Wegen |Z| = ¢+ 1 gilt deg(t) = w, und wir erhalten die Gradabschéitzung

g+
[T deg(s) deg(t) _ IS¢ +1)
[SUMI TET NS 6 - (1)

Fiir n = 2m ist dies

D2+ 2@+ 1)
gD TS @ = 1) T 0 [T (e - )

1=

<2,

und firn=2m+1

[T (1) T+ 1)
gD I (g% = 1) gD T (g% - 1)
jeweils nach Lemma 3.13.

Es fehlt jetzt nur noch der Nachweis, daf die Jacobi-Determinante 7 von (s1,...,S,-1,1)
nicht verschwindet. Dieser verliuft ganz analog zum entsprechenden Nachweis bei

<2,

®Hier liegt in [11] ein Druckfehler vor.
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Satz 3.14. Wir haben hier t = zy - g mit 2y { ¢, die spezialisierte Jacobi-Determinante
ergibt sich also zu

w%g x4
x3 27
Tlo=o =| i : L | #£0.
0 x%Qn_S R
9 ey =0 0 ... 0

Es gilt also tatsdchlich K (V)SU(Y) = K(sy,...,5,_1,t), und mit derselben Gradabschit-
zung wie oben folgt auch K(V)UY) = K (sy,... 5, 1,t9").

Fiir n = 2 haben s; und ¢ nur den Nullvektor als gemeinsame Nullstelle in K?2: Jede
gemeinsame Nullstelle (&1,&3) 18t sich ndmlich mit einem ¢ € U(V') so transformieren, daf
& = 0 gilt, also auch EgH = 51(£1,&2) = 0. Nun folgt wie im Beweis zu Satz 3.14(c), dafl
K[V]PYWY) = K[s1,t] und K[V]VY) = K[s, t911]. m

3.4 Treue Faktormoduln

In diesem Abschnitt, der im Grunde einen Anhang zu den vorherigen darstellt, geht es
um den Zusammenhang zwischen dem Noetherschen Problem fiir K (V)¢ und K(W)©,
wobei W ein epimorphes Bild des KG-Moduls V ist, auf dem G treu operiert. Im Falle
char(K) 1 |G| ist ein solches W nach dem Satz von Maschke isomorph zu einem direkten
Summanden von V. Der oben genannte Zusammenhang wird als Anwendung dann positive
Antworten auf das klassische Noethersche Problem fiir die Gruppen As und PSLy(7) liefern,
allerdings nicht iiber K = Q. Siehe dazu auch KEMPER [26].

Proposition 3.17. Sei L ein Korper, G < Aut(L) endlich und K < LY ein G-invarianter
Unterkorper. Ist dann V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum mit einer linearen G-
Operation, Vi, = L @, V, so sind die Kérper L(V)Y und L(VL)§ (mit der Bezeichnung
aus Abschnitt 3.1.1) rein transzendent iiber L.

Beweis. Nach LENSTRA [33, Prop. 1.3] enthilt L(VL,) eine L-Basis 1, ...,2, von V}, also
L(VL) = L(z1,...,2,) und L(VL)Y = L9 (2y,...,2,), L(VLD)§ = L (x2/21, ..., 2n/21). O

Ist beispielsweise W ein treuer KG-Modul und V' wie in Proposition 3.17, so folgt, daf§
K(V @ W)Y rein transzendent iiber K (W) ist. Die folgende Proposition ist also im Falle
char(K) t |G| eine Folge von Proposition 3.17.

Proposition 3.18 (Miyatra [38]). Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, G <
GL(V) endlich und w: V—W ein Epimorphismus von KG-Moduln, wobei G treu auf W
operiere. Dann ist K (V)% eine rein transzendente Erweiterung von K (W)Y, wobei die
Inklusion durch 7*: K(W) — K (V) gegeben ist.

Der Unterschied zu MivaTta [38, Remark 3] riihrt daher, dal bei Mivata K(V) =
Quot(S(V)), wihrend in dieser Arbeit K(V) = Quot(S(V*)) (sieche Abschnitt 1.1). Epi-

morphismen von V auf W entsprechen aber genau Monomorphismen W* — V*,



3.4 Treue Faktormoduln 69

Beispiel 3.19 (Diedergruppen). Essei G = D,, die Diedergruppe der Ordnung 2n, und wir
setzen char(K) {2n und ¢, +¢;! € K mit einer primitiven n-ten Einheitswurzel ¢, voraus.
Mit den Erzeugern o und 7 aus Beispiel 2.5 erhalten wir eine treue Permutationsdarstellung
vom Grad n auf den Nebenklassen nach H = (7). Ist x3 der Charakter der zweidimensio-
nalen linearen Darstellung G — GL(W) von G aus Beispiel 2.5, so folgt 3y x(p) = 2,
also ist y2 nach Frobeniusreziprozitit in der Permutationsdarstellung enthalten.

Nach Beispiel 2.5 ist jedoch K(W)G rein transzendent iiber K, also liefert Proposi-
tion 3.18 auch eine positive Antwort auf das Noethersche Problem fiir die Permutations-
darstellung. <

MaEDAs Idee.

Nach einer Idee von MAEDA lassen sich nun die Propositionen 3.17 und 3.18 mit Hilfe
einer ,Ziehharmonikatechnik® auch dann anwenden, wenn kein direkter Zusammenhang
zwischen V und W besteht ([34]). Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 3.20. Es sei K ein Kérper, G eine endliche Gruppe, V ein endlich erzeugter KG-
Modul und V—=V' ein Epimorphismus von KG-Moduln, so da8 die Operation von GG auf
V' treu sei. W sei ein weiterer treuer KG-Modul mit

dimy (W) < dimg (V) — dimg (V) + 2. (3.9)
Ist dann K (W)§ rein transzendent iiber K, so auch K (V)%.

Beweis. Der Korper L(V])o mit L = K(W)o werde mit K (V' W) bezeichnet. Es ist klar,
daf diese Bildung symmetrisch in V' und W ist. Nach den Propositionen 3.1(a), 3.17 und
3.18 und wegen der Voraussetzung sind sdmtliche Erweiterungen in folgendem Diagramm
rein transzendent.

K(W)©

N

K(Vh© KV, W)§,

NN

K(VH§ K(W)§

N

K
Fiir die Transzendenzgrade gilt

deg,, (K(V)G/K(V)§) = dimg(V) = (dimg (V) = 1) >

v

dimc (W) = 1 = deg,, (K(V',W)G0/K(V)§).
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Man kann daher die algebraisch unabhéngigen Erzeuger von K (V/,W)§, iiber K (V')§ auf
solche von K (V) iiber K(V')§ abbilden und erhilt so einen K-Isomorphismus zwischen
K(V',W)§, und einem Kérper, iiber dem K (V)Y rein transzendent ist. Nun folgt die
Behauptung. a

Anmerkung. Eine Kérpererweiterung L /K heifit stabil rational, falls es eine rein trans-
zendente Erweiterung N von L gibt, so dafi N/K rein transzendent ist. Rein transzendente
Erweiterungen sind demnach stabil rational. Lange Zeit war es unklar, ob auch die umge-
kehrte Inklusion gilt. Wire dies der Fall, so kénnte man in Satz 3.20 die Bedingung (3.9)
weglassen, und es wiirde aus dem Diagramm

KV aow)©

7N

K(W)% K(WV)¢

N

folgen, daf} eine positive Antwort auf das Noethersche Problem fiir eine treue lineare Dar-
stellung eine solche fiir sdmtliche treue lineare Darstellungen impliziert. Einer Bemerkung
in BocoMoLov und KATsyLo [5] ist jedoch zu entnehmen, daf fiir diese umgekehrte Im-
plikation inzwischen Gegenbeispiele gefunden wurden. <

Beispiel 3.21 (As und PSLy(7)). Es sei (¢ eine der Gruppen As oder PSLy(7) und K ein
Koérper mit

char(K) #2,3,5 und 5 € (K*)? im Falle G = As,
char(K) #2,3,7 und —7 € (K*)? im Falle G = PSLy(7).

Dann hat das Noethersche Problem fiir jede treue Permutationsdarstellung von G eine po-
sitive Antwort. Es sei ndmlich V' der K-Vektorraum, auf dem G durch Vertauschungen der
Basisvektoren eq, ..., e, operiert. Dann hat der durch e; + --- + €, aufgespannte Unter-
raum ein G-Komplement V', welches als direkter Summand ein epimorphes Bild von V ist.
AuBerdem ist dimg (V) — dimg (V') = 1, und G operiert treu auf V’. Fiir die dreidimen-
sionale Darstellungen G'— GL(W) aus Beispiel 3.5 ist also die Dimensionsbedingung (3.9)
erfiillt. Nach Beispiel 3.5 ist K (W)§ rein transzendent iiber K, und Satz 3.20 liefert nun
die Behauptung. <
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A Zusammenfassung der Ergebnisse

Um dem Leser einen einfachen Uberblick iiber die in dieser Arbeit verstreuten Anwendun-
gen zu ermoglichen, geben wir eine tabellarische Ubersicht iiber die Gruppen, fiir die hier
Minimalbasen und/oder generische Polynome gefunden wurden.

generisches
Gruppe G Grundkérper K Darstellung Polynom Referenz
berechnet?
. linear vom ja, n — 2 .
', T > har( K ’

Sp,n >3 char(K) {n Grad n— 1t Pavarmetor Abschnitt 1.4.1
G abelsch vom char(K) t m, ) . .
Exponenten m Cm cK linear! Ja Abschnitt 1.4.2

. . SEIDELMANN
A | g | Pt | e, |G
& re Abschnitt 2.4.1
Vi, Dy char(K) # 2 linear vom ja, 2 Parameter, Beispicl 2.5
’ Grad 27 Grad 4
7 char(K) # 2 linear vom ja, 2 Parameter, Abschnitt 3.2 1
Grad 2 Grad 4 o
. Permutations- . NOETHER [41]
A har( £ 2,3 ’
4 char(K) # 2, darstellung nem Abschnitt 3.2.3
. . BREUER [8, 9]
D [ — ” bl bl
i v=0 pem Abschnitt 3.2.2
0 char(K) { 2n, linear vom | €72 Abschnitt 3.2.4,
4n CZ@ + ng , Grad 4 1mensionale GROBNER [22]
mne K Darstellung
har(K) # 2,3 linear vom ja, 2 Parameter o
SLs(3 ¢ s : » | Beispiel 2.6
2(3) Vv=3€K Grad 21 Grad 8 cpie
N - Permutations- .
As beheblg darstellung nein MAEDA [34]
char(K) # linear vom ja, 2 Parameter o
” ' ' B 135
2,3,5, V5 € K Grad 3 Grad 12 cpie
char(K) # nein, 2
PSLo(7)* 2,3,7, ” Parameter, 7
Vv-TeK Grad 42
" " Permutations- ) .
darstellung nein Beispiel 3.21

Tabelle 1. Anwendungen in nicht singuldrer Charakteristik

*Die Gruppe ist einfach

TSpiegelungsdarstellung
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A, ZUSAMMENFASSUNG DER ERGEBNISSE

*Die Gruppe ist einfach

"Der Invariantenring ist ein Polynomring

generisches
Gruppe G Grundkérper K Darstellung Polynom Referenz
berechnet?
p-Gruppe F, beliebig nein MryaTa [38]
G=12, % Zp F linear vom Ja, 2 Parameter, | SarTMan [42],
metazyklisch r Grad 27 Grad p Abschnitt 1.4.3
GL,(¢q) und F natiirliche ja, n Parameter, | \wiLkprsoN [55],
SLy(q) 7 Darstellung! Grad ¢" — 1 Abschnitt 3.3.1
- nein, 2n CARLISLE und
natiirliche
Span(q) ” Darstellun Parameter, KROPHOLLER,
& Grad ¢*" — 1 siehe [3]
CSpan(9) ” ” nein Abschnitt 3.3.2
CARLISLE und
On(Q),dq » » » KROPHOL-
ungerade LER [11]
Q.(¢9)", ¢und n " ” nur fiir n = 3,
ungerade (<7 Satz 3.14
O3(¢) und eine ” natiirliche ) \
Untergruppe Darstellung? e
Einige weitere natiicliche
Untergruppen ’ Darstellun ’ ’
der On(q) s
CARLISLE und
Un(q?) Fy2 ” ” KropPHOL-
LER [11]
SUA(¢%),
(n,q) # (2,2), 7 i 7 Satz 3.16
(2,3),(3,2)
ja, 2 Parameter
As” As=Q % ’
5 IFs 5 3(5) Cirad 12 Korollar 3.15
PSLy(7) = ja, 2 Parameter .
P L * ) )
SLy(7) [Fy GL3(2) Grad 7 Abschnitt 3.3.1
PSLy(7) = Jja, 2 Parameter
” F bl bl
7 Qa(7) Grad 24 Korollar 3.15
Tabelle 2. Modulare Anwendungen
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