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2 EINLEITUNGEinleitungProblemstellung.Das klassische Noethersche Problem stellt die Frage, ob der Invariantenk�orper einer Per-mutationsgruppe G, die auf einem rationalen Funktionenk�orper durch Vertauschungen derUnbestimmten operiert, wieder rein transzendent �uber dem Grundk�orper ist. Ist dies derFall, so bekommt man nach Noether [41] eine Parameterdarstellung f�ur s�amtliche Poly-nome mit Galoisgruppe G. Das Noethersche Problem stellt sich jedoch auch, wenn G alsendliche lineare Gruppe auf einem m-dimensionalen K-Vektorraum operiert. Eine zentraleIdee der vorliegenden Arbeit ist, da� man dann aus einer positiven Antwort immerhin eingenerisches Polynom g(t1; : : : ; tm; X) in m Parametern f�ur G erh�alt. Dies bedeutet, da�g(X) als Polynom �uber K(t1; : : : ; tm) die Galoisgruppe G hat und da� man alle galoisschenK�orpererweiterungen N=L mit der Gruppe G und unendlichem K�orper L � K bekom-men kann, indem man in g(X) die Parameter ti zu Werten aus L spezialisiert und dannden Zerf�allungsk�orper �uber L nimmt. Da generische Polynome somit einen �Uberblick �ubers�amtliche Galoiserweiterungen mit einer vorgegebenen Gruppe gew�ahren, sind sie nat�urlichsehr begehrt, allerdings auch sehr rar. Der oben genannte Zusammenhang zum Noether-schen Problem f�ur lineare Gruppen erweist sich nun als eine Quelle besonders einfachergenerischer Polynome, wie in dieser Arbeit demonstriert werden soll.Der wesentliche Schritt besteht darin, f�ur vorgegebene lineare Gruppen G eine positiveAntwort auf das Noethersche Problem nachzuweisen. Ein weiteres Hauptanliegen dieserArbeit ist daher, Methoden und Algorithmen zu entwickeln, mit deren Hilfe diese Frageangegangen werden kann. Eine wichtige Zwischenstation ist hierbei die Berechnung desInvariantenrings , die weitgehend algorithmisierbar ist. Dies funktioniert allerdings nichtim modularen Fall, d.h. wenn die Gruppenordnung jGj ein Vielfaches der Charakteristik desGrundk�orpers K ist. Gerade dieser Fall ist aber besonders interessant, da es zu gegebenerGruppe oft modulare Darstellungen besonders niedrigen Grades gibt, die in allgemeinerCharakteristik nicht vorhanden sind. Man hat dann gute Chancen, f�ur diese Darstellungenpositive Antworten auf das Noethersche Problem zu �nden.Der Wissensstand.Zun�achst ist klar, da� die Antwort auf das Noethersche Problem positiv ist, falls schon derInvariantenring isomorph zu einem Polynomring ist. Dies ist nach einem Satz von Che-valley und Shephard-Todd im nicht modularen Fall genau f�ur die Spiegelungsgruppen(siehe Abschnitt 2.1) der Fall. F�ur die Mehrzahl der mathematisch relevanten Gruppen istdie Antwort bisher jedoch nicht bekannt. Von einem einigerma�en umfassenden �Uberblickist man noch weit entfernt.Schon als E. Noether die Frage 1918 formulierte [41], war bekannt, da� sie f�ur eineabelsche Gruppe vom Exponenten m eine positive Antwort hat, sofern der Grundk�orper Keine primitive m-te Einheitswurzel enth�alt (Fischer [18]). Noether [41] wies mit Hilfezweier Reduktionsschritte und mit S�atzen von L�uroth und Castelnuovo eine positiveAntwort f�ur alle Permutationsgruppen vom Grad � 4 nach. S. Breuer hat in [7, 8, 9]positive Antworten auf das Noethersche Problem f�ur einige zyklische und metazyklischeGruppen �uber dem Grundk�orper K = Q gegeben. Die Frage, ob dies f�ur s�amtliche zyklischeGruppen m�oglich ist, f�uhrte �uber Arbeiten vonMasuda [35] und Charnow [13] zum ersten



EINLEITUNG 3Gegenbeispiel, das 1969 von Swan [50] gegeben wurde: F�ur G = Z47 ist die Antwort �uberdem Grundk�orper K = Q negativ! 1974 f�uhrte Lenstra [33] das Noethersche Problem f�urabelsche Gruppen auf ein rein zahlentheoretisches Kriterium zur�uck. Abgesehen von denSpiegelungsgruppen bilden die abelschen Gruppen damit die einzige Klasse von Gruppen,f�ur die man einen �Uberblick �uber das Verhalten beim Noetherschen Problem hat. W�ahrenddas Hindernis bei den abelschen Gruppen nur im Fehlen gen�ugend vieler Einheitswurzelnim Grundk�orper liegt, hat Saltman [43] im Jahre 1984 auch Gegenbeispiele �uber einemalgebraisch abgeschlossenen Grundk�orper gefunden.Im �ubrigen gibt es einige sporadische Beispiele von Gruppen, f�ur die eine posi-tive Antwort auf das Noethersche Problem bekannt ist, so die Quaternionengruppe Q8(Gr�obner [22]) und die alternierende Gruppe A5 (Maeda [34]). Zu den Ergebnissen immodularen Fall siehe Abschnitt 3.3.Der Begri� der generischen Erweiterung , der unserem Begri� des generischen Polynomszugrunde liegt, wurde von Saltman eingef�uhrt. Die wesentlichen bisherigen Ergebnisse zudiesem Thema �nden sich in seiner Arbeit [42]. Dort werden (neben einigen anderen Bei-spielen) generische Erweiterungen f�ur abelsche Gruppen vom Exponenten m mit 8 -m �uberdem Grundk�orper K = Q konstruiert. Au�erdem gibt Saltman einige Reduktionss�atzean: So gewinnt man aus generischen Erweiterungen f�ur die Gruppen G und H auch einesolche f�ur das Kranzprodukt H o G. Entsprechendes gilt f�ur direkte Produkte und untergewissen Zusatzvoraussetzungen auch f�ur semidirekte Produkte und f�ur Faktorgruppen.Weiter �nden wir in Saltmans Arbeit einige Ergebnisse im modularen Fall, und es wirdvermerkt, da� es f�ur alle Gruppen, bei denen das klassische Noethersche Problem einepositive Antwort hat, eine generische Erweiterung gibt.Aufbau der Arbeit.Im ersten Abschnitt dieser Arbeit wird zun�achst in die Thematik des Noetherschen Pro-blems und der generischen Polynome eingef�uhrt. Dann wird der Hauptsatz �uber den Zu-sammenhang zwischen dem Noetherschen Problem f�ur lineare Gruppen und generischenPolynomen in mehreren Schritten bewiesen. Ohne weitere Hilfsmittel lassen sich damitschon die "klassischen\ Beispiele f�ur generische Polynome (Polynome mit der vollen sym-metrischen Gruppe, reine Polynome und Artin-Schreier Polynome) gewinnen.Der Invariantenk�orper einer endlichen Gruppe ist der Quotientenk�orper des Invarian-tenrings. Daher liegt es nahe, zun�achst den Invariantenring zu studieren. Damit besch�aftigtsich Abschnitt 2 der vorliegenden Arbeit. Hier wird die Theorie der Invariantenringe end-licher Gruppen dargestellt und daraus ein Algorithmus zur Berechnung einer Pr�asentationdes Invariantenrings entwickelt. Daneben wird in die Theorie der Spiegelungsgruppen ein-gef�uhrt, die f�ur das Noethersche Problem nat�urlich von gro�er Wichtigkeit sind.Erst im dritten und letzten Abschnitt wenden wir uns wieder dem Invariantenk�orperzu. Es geht hierbei um die Entwicklung einer Strategie zum Auf�nden von Minimalbasen.Diese Strategie wird allerdings nicht algorithmisierbar sein, und es gibt keine Garantie,da� sie tats�achlich eine Minimalbasis liefert, falls das Noethersche Problem eine positiveAntwort hat. Es werden dann einige Anwendungen im nicht modularen und im modularenFall zusammengestellt. Zum Schlu� stellen wir einen Reduktionssatz vor, der sich nunwieder auf das klassische Noethersche Problem anwenden l�a�t.



4 EINLEITUNGErgebnisse.Mit dem Hauptsatz (Satz 1.11) erhalten wir aus bisher schon bekannten L�osungen desNoetherschen Problems eine Reihe einfacher, bisher unbekannter generischer Polynome f�urverschiedene Gruppen. Dazu geh�oren die V4, die D4, die Z4, die SL2(3) und die A5. Auchf�ur die verallgemeinerten Quaternionengruppen Q4n f�uhrt der Nachweis einer positivenAntwort auf das Noethersche Problem zu generischen Polynomen.Die Existenz von generischen Polynomen �uber K = Fq kann so auch f�ur alle p-Gruppen(wobei q = p), f�ur die Gruppen GLn(q), SLn(q), Sp2n(q), On(q) (mit ungeradem q) undUn(q) (mit q quadratisch) nachgewiesen werden. Mit den Methoden aus Abschnitt 3.1 wer-den Minimalbasen f�ur die konformen symplektischen Gruppen CSp2n(q), f�ur die einfachenGruppen 
n(q) (mit q und n ungerade), f�ur einige Untergruppen der On(q) (mit n gerade)und f�ur die speziellen unit�aren Gruppen SUn(q) gefunden. Als "Nebenprodukt\ ergibt sichdabei, da� der Invariantenring der orthogonalen Gruppen O3(q) mit der nat�urlichen Dar-stellung ein Polynomring ist. Damit sind die klassischen Gruppen weitgehend abgedeckt.Die Betrachtungen in Abschnitt 3.4 erm�oglichen eine positive Antwort auf das Noether-sche Problem f�ur PSL2(7) mit einer beliebigen Permutationsdarstellung, wobei derGrundk�orper K = Q(p�7) ist.Schlie�lich sei noch erw�ahnt, da� im Rahmen dieses Dissertationsprojekts zwei Pro-grammpakete entstanden sind (zur Berechnung von Invariantenringen und von K�orper-graden; siehe Kemper [27] und Kemper [28]), die in die Maple Share Library aufgenom-men wurden.Dank.An erster Stelle m�ochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. B. H. Matzat bedanken, der michzu dieser Arbeit anregte und sie in allen Phasen tatkr�aftig unterst�utzte. Ihm verdankeich unter anderem die Idee, mich �uberhaupt mit dem modularen Fall zu besch�aftigen.Mein Dank gilt auch Frank L�ubeck, Gunter Malle und Gerhard Hi� f�ur viele wertvolleGespr�ache. Viel M�uhe haben sich Ralf Dentzer und meine Eltern mit dem Durchlesender Arbeitsversion gemacht. F�ur ihre Korrekturen und Anregungen bin ich besondersdankbar. Schlie�lich bedanke ich mich beim Graduiertenkolleg "Modellierung und wissen-schaftliches Rechnen in Mathematik und Naturwissenschaften\, das mich w�ahrend meinerArbeit �nanziell unterst�utzt hat.



51 Von Minimalbasen zu generischen PolynomenIn diesem einf�uhrenden Abschnitt geht es darum, den Zusammenhang zwischen generischenPolynomen und dem Noetherschen Problem f�ur lineare Gruppen herzustellen. F�ur einigeBeispiele, in denen das Noethersche Problem ohne weitere Hilfsmittel l�osbar ist, geben wirdann die entsprechenden generischen Polynome an.1.1 Das Noethersche ProblemIn diesem Abschnitt soll das Noethersche Problem vorgestellt werden. Au�erdem legen wireinige grundlegende Bezeichnungen fest.Invariantenringe und Invariantenk�orper.Ist K ein beliebiger K�orper und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, so bezeichnen wirmit V � = HomK(V;K) seinen Dualraum. F�ur die symmetrische Algebra S(V �) (sieheetwa Lang [32]) schreiben wir dann K[V ]. Diese ist isomorph zur Polynomalgebra in nUnbestimmten �uber K, und ist zudem K ein unendlicher K�orper, so identi�ziert sich K[V ]mit einer Algebra von K-wertigen Funktionen auf V . Weiter seiK(V ) = Quot(K[V ])der rationale Funktionenk�orper.Sei nun G � GL(V ) eine endliche Untergruppe der linearen Gruppe von V . Dannoperiert G auf V � verm�oge �(f) = f � ��1 f�ur � 2 G; f 2 V �:Durch homomorphe Fortsetzung wird G zu einer Gruppe von K-Automorphismen vonK[V ] bzw. K(V ). Dann hei�tK[V ]G = ff 2 K[V ] j �(f) = f 8� 2 Ggbzw. K(V )G = ff 2 K(V ) j �(f) = f 8� 2 Ggder Invariantenring bzw. der Invariantenk�orper von G.Ein Polynom f 2 K[V ] hei�t Pseudo-Invariante (zum Gewicht �), falls�(f) = �(�) � f 8� 2 Gmit �(�) 2 K. Es folgt dann, da� � ein Homomorphismus von G in K� ist.�Uber das Verh�altnis zwischen dem Invariantenring und dem Invariantenk�orper l�a�t sichfolgendes sagen:Proposition 1.1. Mit den obigen Bezeichnungen gelten:(a) K(V )G = Quot�K[V ]G�.



6 1. VON MINIMALBASEN ZU GENERISCHEN POLYNOMEN(b) F�ur teilerfremde f; g 2 K[V ] liegt f=g genau dann in K(V )G, wenn f und g Pseudo-Invarianten zum gleichen Gewicht � sind.Beweis.(a) F�ur f=g 2 K(V )G mit f; g 2 K[V ] erh�alt man durch Erweiterung des Bruchs mit demProdukt aller �(g); � 6= � 2 G, eine Darstellung mit Z�ahler und Nenner in K[V ]G.(b) Die Implikation "(\ ist klar.Es sei also f=g 2 K(V )G. F�ur � 2 G folgt dannf � �(g) = �(f) � g;also wegen der Teilerfremdheit f = �(�) � �(f) und g = �(�) � �(g) mit �(�) 2 K[V ].Da f und �(f) aber denselben Grad haben, mu� �(�) eine Konstante sein. 2Noethersches Problem.Als das Noethersche Problem (f�ur G) bezeichnen wir die Frage, ob K(V )G eine reintranszendente K�orpererweiterung von K ist. Hierf�ur ist es zwar hinreichend, aber kei-neswegs notwendig, da� K[V ]G isomorph zu einer Polynomalgebra ist (siehe z.B. Ab-schnitt 2.4.1). Hat das Noethersche Problem f�ur G eine positive Antwort, so hei�t einalgebraisch unabh�angiges Erzeugendensystem von K(V )G �uber K eine Minimalbasis.Proposition 1.2. In der obigen Situation gelten:(a) K(V ) ist endlich �uber K(V )G, und es gilthK(V ) : K(V )Gi = jGj:(b) Ein Erzeugendensystem von K(V )G �uber K hat mindestens n = dimK(V ) Elemente.(c) Hat K die Charakteristik 0, so gibt es ein Erzeugendensystem von K(V )G, welchesaus n+ 1 Elementen besteht.(d) Ein Erzeugendensystem von K(V )G ist genau dann eine Minimalbasis, wenn es nElemente hat.(e) Sind '1; : : : ; 'n 2 K(V )G Invarianten, so bilden sie genau dann eine Minimalbasis,wenn [K(V ) : K('1; : : : ; 'n)] < 2jGj gilt.Beweis. Teil (a) folgt sofort nach Galoistheorie, da G eine endliche Gruppe von K-Automorphismen von K(V ) ist. Insbesondere haben K(V ) und K(V )G denselben Trans-zendenzgrad �uber K, n�amlich n, woraus (b) und (d) folgen. Teil (e) ergibt sich nun aus(a) und (d).F�ur (c) sei t1; : : : ; tn eine Transzendenzbasis von K(V )G und L = K(t1; : : : ; tn). Dannist K(V ) endlich erzeugt und algebraisch �uber L, also endlich. Dies gilt dann auch f�urK(V )G, und nach dem Satz vom primitiven Element folgt K(V )G = K(t1; : : : ; tn; #). 2



1.2 Generische Polynome 7Der klassische Fall.Den von Noether [41] betrachteten Spezialfall, da� G als Permutationsgruppe auf einerBasis e1; : : : ; en von V operiert, wollen wir als das klassische Noethersche Problembezeichnen. Ist dann x1; : : : ; xn 2 V � die Dualbasis, also xi(�1e1 + � � � + �nen) = �i f�ur�i 2 K, so gilt �(xi): nXj=1 �jej 7! xi0@ nXj=1 �je��1(j)1A = ��(i);also �(xi) = x�(i).Die Koe�zienten des Polynomsf(X) = nYi=1(X � xi) 2 K[V ][X ]sind dann Invarianten, und falls es eine Minimalbasis '1; : : : ; 'n gibt, so folgt f(X) =g('1; : : : ; 'n; X) mit g(t1; : : : ; tn; X) 2 K(t1; : : : ; tn)[X ].Noether hat nun gezeigt, da� g(X) eine Parameterdarstellung f�ur die G-Polynomeist. Dies bedeutet, da� g(X) als Polynom �uber K(t1; : : : ; tn) selbst die Galoisgruppe Ghat, und da� s�amtliche Polynome mit der Galoisgruppe G durch Spezialisierung aus g(X)hervorgehen, genauer: Es gibt ein Polynom 0 6= p 2 K[x1; : : : ; xn], so da� f�ur alle K�orperL � K und alle Polynome h(X) 2 L[X ] mit Gal (h(X)) �= G (als Permutationsgruppe)gilt: Ist p(#1; : : : ; #n) 6= 0 f�ur die Nullstellen #1; : : : ; #n von h(X), so gibt es Elemente�1; : : : ; �n 2 L, so da� h(X) = g(�1; : : : ; �n; X) ist. Kuyk [31] hat gezeigt, da� man trotzder Einschr�ankung p(#1; : : : ; #n) 6= 0 jedenfalls f�ur alle Galoiserweiterungen N=L mit derGruppe G durch geeignetes Spezialisieren von g(X) ein erzeugendes Polynom h(X) erh�alt.Dies wird ein Spezialfall unseres Satzes 1.11 (auf S. 16) sein und f�uhrt uns nun zun�achstauf den Begri� des generischen Polynoms, der eine Abschw�achung der obigen Eigenschaftvon g(X) darstellt.1.2 Generische PolynomeUm einen direkten Bezug zum Begri� der generischen Erweiterung von Saltman zu erhal-ten, wollen wir diesen bei unserer De�nition eines generischen Polynoms zugrunde legen.Man k�onnte den Begri� des generischen Polynoms auch durch die Haupteigenschaft (Pro-position 1.5) de�nieren, die wesentlich intuitiver ist.Die De�nition.Saltmans Theorie der generischen Erweiterungen spielt sich im Bereich der Ringe ab.Bevor wir seine De�nition bringen, f�uhren wir den Begri� einer galoisschen Ringerweiterungein.De�nition 1.3 (DeMeyer und Ingraham [16, S. 81]). Sei S ein kommutativer Ring,R � S ein Unterring und G eine endliche Gruppe von Automorphismen von S. Dannhei�t S=R eine galoissche Ringerweiterung mit der Gruppe G, falls gelten:(a) SG = R.



8 1. VON MINIMALBASEN ZU GENERISCHEN POLYNOMEN(b) Ist M � S ein maximales Ideal und id 6= � 2 G, so existiert ein x 2 S mit(�(x)� x) =2M .De�nition 1.4. Es sei K ein K�orper und G eine endliche Gruppe.(a) Eine Erweiterung S=R von kommutativen K-Algebren hei�t generische Erweite-rung f�ur G �uber K, falls folgende Bedingungen gelten:(i) R = K[t1; : : : ; tm; 1=s] mit Unbestimmten t1; : : : ; tm und 0 6= s 2 K[t1; : : : ; tm].(ii) S=R ist galoissch mit der Gruppe G.(iii) Sei L ein unendlicher K�orper, der K enth�alt, und N=L eine galoissche Ringer-weiterung mit der Gruppe G. Dann gibt es einen K-Algebren-Homomorphismus': R! L, so da� N �= L
R S;wobei der Isomorphismus die Operation von G respektiert. Dabei werden L undN als R-Algebren via ' betrachtet.(b) Seien t1; : : : ; tm Unbestimmte, und sei g(X) 2 K(t1; : : : ; tm)[X ] ein separa-bles Polynom mit h�ochstem Koe�zienten 1 und Nullstellen #1; : : : ; #n in einemZerf�allungsk�orper N �uber K(t1; : : : ; tm). Dann hei�t g(X) ein generisches Po-lynom (in m Parametern) f�ur G �uber K, falls es ein 0 6= s 2 K[t1; : : : ; tm] gibt, soda� durch R = K[t1; : : : ; tm; 1=s] � K(t1; : : : ; tm) und S = R[#1; : : : ; #n] � N einegenerische Erweiterung S=R f�ur G �uber K gegeben wird.Anmerkung. In der De�nition von Saltman [42] wird bei (iii) nicht vorausgesetzt, da�L ein unendlicher K�orper ist. F�ur jKj < 1 weicht unsere De�nition also von der vonSaltman ab. Dadurch lassen sich einige unserer Resultate leichter formulieren, in denender Grundk�orper K ein endlicher K�orper Fq ist (siehe Abschnitt 1.4.3 und 3.3). Mitder urspr�unglichen De�nition von Saltman w�urden sich n�amlich an den entsprechendenStellen Polynome ergeben, die �uber jedem unendlichen K�orper K mit Fq � K generischsind, w�ahrend wir nun einfach von generischen Polynomen �uber Fq reden k�onnen. Auf deranderen Seite ist diese �Anderung der De�nition nicht einschneidend, da der Fall endlicherK�orper L als hinreichend gekl�art gelten darf.Vermutlich kann man (auch unter Vergr�o�erung von s) nicht jede generische Erwei-terung aus einem generischen Polynom nach der in De�nition 1.4(b) angegebenen Artgewinnen. Es ist mir jedoch kein Gegenbeispiel bekannt, welches dies belegt. /Eigenschaften.Es folgt nun die Haupteigenschaft von generischen Polynomen.Proposition 1.5. Sei K ein K�orper, G eine endliche Gruppe und g(t1; : : : ; tm; X) 2K(t1; : : : ; tm)[X ] ein generisches Polynom f�ur G �uber K. Dann gelten:(a) Gal�g(X)��= G.



1.2 Generische Polynome 9(b) Sei L ein unendlicher K�orper mit K � L und N=L eine galoissche K�orpererweiterungmit der Gruppe G. Dann gibt es �1; : : : ; �m 2 L, so da� N ein Zerf�allungsk�orper von�g(X) = g(�1; : : : ; �m; X) ist.Beweis. Es seien #1; : : : ; #n, s, R und S wie in De�nition 1.4(b).(a) K(t1; : : : ; tm) ist eine kommutative R-Algebra, nach DeMeyer und Ingraham [16,S. 85] ist also K(t1; : : : ; tm) 
R S galoissch �uber K(t1; : : : ; tm) mit der Gruppe G.Aber K(t1; : : : ; tm)
R S �= K(t1; : : : ; tm; #1; : : : ; #n), also folgt Gal�g(X)� �= G.(b) Wir haben ': R! L, so da� N �= L
R S:Seien �i = '(ti) 2 L und �i = 1
 #i 2 N . Dann gilt N = L(�1; : : : ; �n).Ist g(X) = Pni=1 aiX i, so liegen die ai im Quotientenk�orper Quot(R). Nach De-Meyer und Ingraham [16, S. 81] ist S ein endlich erzeugter R-Modul, also sind die#i und damit die ai ganz �uber R. R ist aber als Ring mit eindeutiger Primzerlegungganz abgeschlossen (Lang [32, Ch. II, Ex. 5 und Ch. IX, x 1, Prop. 6]), also ai 2 R.Es folgt nYi=1(X � �i) = 1
 g(X) = nXi=1(1L 
 ai � 1S)X i == nXi=1(ai � 1L 
 1S)X i = nXi=1 �'(ai)
 1S�X i = �g(X);N ist also in der Tat ein Zerf�allungsk�orper von �g(X). 2Wir zeigen noch einige weitere Eigenschaften von generischen Polynomen.Proposition 1.6. Es sei g(t1; : : : ; tm;X) 2 K(t1; : : : ; tm)[X ] ein generisches Polynom f�urG �uber K. Dann gelten:(a) g(X) ist generisch f�ur G �uber jeder K�orpererweiterung L von K (�uber der die tiweiterhin algebraisch unabh�angig sind).(b) g(X) de�niert eine geometrische Erweiterung vonK(t1; : : : ; tm), d.h.K ist algebraischabgeschlossen im Zerf�allungsk�orper von g(X) �uber K(t1; : : : ; tm).(c) Ist L � K ein Hilbertk�orper, so bleibt die Galoisgruppe von �g(X) = g(�1; : : : ; �m; X)�uber L f�ur unendlich viele m-Tupel (�1; : : : ; �m) 2 Lm isomorph zu G.Beweis.(a) Seien #1; : : : ; #n, s, R und S wie in De�nition 1.4(b). Nach Saltman [42] ist S 0=R0 mitS0 = L
K S und R0 = L
KR generisch f�ur G �uber L. Es gilt R0 = L[t1; : : : ; tm; 1=s],wir m�ussen also nur noch S 0 �= R0[#1; : : : ; #n] zeigen. Dies ist dann richtig, wenng(X) �uber L(t1; : : : ; tm) die volle Galoisgruppe G hat, Gal �g(X)=L(t1; : : : ; tm)� �=G. Dann hat R0[#1; : : : ; #n] n�amlich den Rang jGj �uber R0, und S 0 zerf�allt nicht inKomponenten.



10 1. VON MINIMALBASEN ZU GENERISCHEN POLYNOMENF�ur den Nachweis nehmen wir eine treue Permutationsdarstellung G ,! Sr. Dannoperiert G auf dem rationalen Funktionenk�orper L(x1; : : : ; xr), und mit M =L(x1; : : : ; xr)G gilt Gal (L(x1; : : : ; xr)=M) �= G. Nach Proposition 1.5(b) existie-ren also �1; : : : ; �m 2 M , so da� L(x1; : : : ; xr) der Zerf�allungsk�orper von �g(X) =g(�1; : : : ; �m; X) ist, insbesondere also Gal (�g(X)=M) �= G. Die Galoisgruppe vong(X) wird durch Spezialisieren allenfalls verkleinert (siehe van der Waerden [54,x66] oder Matzat [36, S. 127]), alsoG � Gal �g(X)=M(t1; : : : ; tm)�: (1.1)Die Restriktionen von M(t1; : : : ; tm; #1; : : : ; #n) auf L(t1; : : : ; tm; #1; : : : ; #n) und vonL(t1; : : : ; tm; #1; : : : ; #n) auf K(t1; : : : ; tm; #1; : : : ; #n) liefern MonomorphismenGal�g(X)=M(t1; : : : ; tm)� ,! Gal �g(X)=L(t1; : : : ; tm)� ,!,! Gal �g(X)=K(t1; : : : ; tm)�;wobei die letzte Gruppe nach Proposition 1.5(a) isomorph zu G ist. Mit der Unglei-chung (1.1) ergibt sich hierausG � Gal�g(X)=M(t1; : : : ; tm)� � Gal �g(X)=L(t1; : : : ; tm)� � G;also Gal�g(X)=L(t1; : : : ; tm)� �= G.(b) Sei N der Zerf�allungsk�orper von g(X) �uber K(t1; : : : ; tm) und L ein K�orper zwischenK und N , der �uber K algebraisch ist. Nach Teil (a) ist dann g(X) generisch f�ur G�uber L, wir erhalten nach Proposition 1.5(a) also Gal�N=L(t1; : : : ; tm)� �= G. NachGaloistheorie folgt L(t1; : : : ; tm) = K(t1; : : : ; tm), also L = K.(c) Nach Teil (a) und Proposition 1.5(a) gilt Gal �g(X)=L(t1; : : : ; tm)� �= G. Die Be-hauptung ist somit die De�nition eines Hilbertk�orpers. 21.3 Der HauptsatzDas Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des Satzes 1.11 (auf S. 16). Hierzu betrachtenwir zun�achst die speziellere Situation, da� G auf einem Vektorraum operiert, der in einemPermutationsmodul liegt, und f�uhren den Beweis hierf�ur durch. Dann zeigen wir, da� mandie Voraussetzungen abschw�achen kann (Zusatz 1.10), und schlie�lich, da� eine Einbettungin einen Permutationsmodul immer m�oglich ist.1.3.1 Beweis in einer speziellen SituationWir betrachten die folgende Situation:Es sei K ein K�orper und G � Sn eine Permutationsgruppe. G operiere auf V = Kndurch Vertauschung der Standardbasisvektoren ei, und x1; : : : ; xn 2 K[V ] sei die Dualbasiszu e1; : : : ; en. Weiter sei W � V ein m-dimensionaler, G-invarianter Unterraum mit treuerOperation von G.



1.3 Der Hauptsatz 11Die Einschr�ankungen xijW der xi auf W m�ussen nicht paarweise verschieden sein, aberG operiert treu auf der Menge M = fxijW j i = 1; : : : ; ng, da die Operation auf W � treuist. Setze f(X) = Yy2M(X � y) 2 K[W ]G[X ]:Wir nehmen nun an, da� das Noethersche Problem f�ur die Darstellung G ,! GL(W ) einepositive Antwort habe, es gebe also eine Minimalbasis '1; : : : ; 'm 2 K(W )G. Dann kannman f(X) schreiben als f(X) = g('1; : : : ; 'm; X)mit g(t1; : : : ; tm; X) 2 K(t1; : : : ; tm) [X ].Satz 1.7. Mit den oben eingef�uhrten Bezeichnungen gebe es zus�atzlich einen KG-Epimorphismus �: V ! W , wobei KG den Gruppenring bezeichne. Dann ist g(X) eingenerisches Polynom f�ur G �uber K.Beweis. Da die 'i algebraisch unabh�angig �uber K sind, k�onnen wir sie anstelle der ti inDe�nition 1.4(b) nehmen und m�ussen nun zeigen, da� f(X) ein generisches Polynom f�ur G�uber K ist. Wir nehmen also R = K['1; : : : ; 'm; 1=s] mit einem noch zu spezi�zierenden0 6= s 2 K['1; : : : ; 'm]. IstM = fy1; : : : ; yrg mit paarweise verschiedenen yi, so setzen wirS = R[y1; : : : ; yr] und m�ussen nun (ii) und (iii) aus De�nition 1.4(a) f�ur S=R nachweisen.Wegen der Injektivit�at von G ! GL(W ) gilt Gal�K(W )=K(W )G� = G, und da dieyi ganz K(W ) erzeugen, wird G durch die Restriktion von K(W ) auf S isomorph zu einerGruppe von Automorphismen von S=R. Wir nehmen f�ur s einen gemeinsamen Nenner derKoe�zienten von f(X), wodurch S=R ganz wird. SG liegt nun im Quotientenk�orper von Rund ist als Teilring von S ganz �uber R. R ist aber als Ring mit eindeutiger Primzerlegungganz abgeschlossen (Lang [32, Ch. II, Ex. 5 und Ch. IX, x 1, Prop. 6]), also folgt derTeil (a) von De�nition 1.3.Nach dem Satz vom primitiven Element gibt es # 2 K(W ), f�ur welches s�amtliche �(#),� 2 G, verschieden sind, und wir k�onnen durch Hinzumultiplizieren eines Elements vonK['1; : : : ; 'm] erreichen, da� # in S liegt und ganz �uber K['1; : : : ; 'm] ist. Wir nehmen nunnoch die Diskriminante von # als weiteren Faktor zu s hinzu. F�ur id 6= � 2 G gibt es dannein zu # konjugiertes Element #0 2 S, so da� �(#0) 6= #0, und es folgt (�(#0)� #0)��� s 2 R�,also liegt die Di�erenz in S�. Damit ist (b) aus De�nition 1.3 erf�ullt.Es steht noch der Nachweis der Haupteigenschaft (iii) aus De�nition 1.4(a) aus.Es sei q1 2 K[W ] ein gemeinsamer Nenner der 'i. Weiter sei d der Maximalgrad (d.h.der gr�o�te Totalgrad der Monome in den Unbestimmten '1; : : : ; 'm) von s. Dann liegtq2 = discrX(f) � qd1s('1; : : : ; 'm) 6= 0in K[W ]. Da �: V ! W als surjektiv vorausgesetzt war, ist der funktorielle Homomor-phismus ��: K[W ]! K[V ] injektiv, also gilth = ��(q1 � q2) 6= 0:Sei jetzt L � K ein unendlicher K�orper und N=L eine galoissche Ringerweiterung mitder Gruppe G, und zwar operiere G durch �: G �! Gal (N=L). Gem�a� dem nachfolgenden



12 1. VON MINIMALBASEN ZU GENERISCHEN POLYNOMENLemma 1.8 existieren �1; : : : ; �n 2 N mit �(�)(�i) = ��(i) und h(�1; : : : ; �n) 2 N�. DieIdee ist nun, aus den �i Linearkombinationen #i zu bilden, die genau die Nullstellen einerSpezialisierung von f(X) sind.Wir bezeichnen den tensorierten HomomorphismusN 
K �: Nn = N 
K V ! N 
K W � Nnauch mit � und setzenv = �0B@ �1...�n 1CA und #i = yi(v) 2 N (i = 1; : : : ; r): (1.2)F�ur � 2 G sei die Anwendung von �(�) auf Nn komponentenweise de�niert. Dann gilt�(�)(v) = �0B@ �(�)(�1)...�(�)(�n) 1CA = �0BB@ ��(1)...��(n) 1CCA = � � ��10B@ �1...�n 1CA � = ��1(v); (1.3)da � G-invariant ist.Wegen h(�1; : : : ; �n) 2 N� ist q1(v) 2 N�, also sind die �i = 'i(v) de�niert, undwegen q2(v) 2 N� liegt auch s(v) in N�. Man kann also alle Elemente von S � K(W ) beiv auswerten und erh�alt so einen Homomorphismus': S ! N:Nach Gleichung (1.3) gilt�(�)(�i) = 'i ��(�)(v)� = 'i ���1(v)� = �('i)(v) = �i;da 'i 2 K(W )G. Damit liegen die �i in NG = L. Weiter haben wir�(�)�xi(v)� = xi ��(�)(v)� = xi ���1(v)� = �(xi)(v);also ist ' ein KG-Homomorphismus.Wegen q2(v) 6= 0 wird durch ' eine mit der Operation von G vertr�agliche Bijektionzwischen M und der Menge f#1; : : : ; #rg (mit #i = '(yi) aus (1.2)) gegeben. Damitoperiert G treu auf dieser Menge, f�ur � 6= id gibt es also ein #i mit �(#i) = #j , j 6= i. Esfolgt (�(#i) � #i) ���q2(v) 2 N� , also �(#i) � #i 2 N�. Damit ist N 0 := L[#1; : : : ; #r] einegaloissche Erweiterung �uber L mit der Gruppe G, es folgt also dimL(N 0) = jGj = dimL(N)nach DeMeyer und Ingraham [16, S. 85]. Dies zeigt N = L[#1; : : : ; #r].Es seien T1; : : : ; Tr Unbestimmte und I � R[T1; : : : ; Tr] der Kern vonR[T1; : : : ; Tr]! S; Ti 7! yi:Die koe�zientenweise Anwendung von ' auf R[T1; : : : ; Tr] ergibt einen Homomorphismus : R[T1; : : : ; Tr] ! L[T1; : : : ; Tr]. Weiter sei J � L[T1; : : : ; Tr] das Erzeugnis von  (I).Mit der Abbildung L[T1; : : : ; Tr]! N , Ti 7! #i erhalten wir dann folgendes kommutativesDiagramm:



1.3 Der Hauptsatz 131 - I -R[T1; : : : ; Tr] - S - 1? jI ? ?'1 - J -L[T1; : : : ; Tr] - N - 1Die obere Zeile ist exakt, und ebenso die untere an den Stellen J und N . Wir weisennun die Exaktheit bei L[T1; : : : ; Tr] nach. Aus der Kommutativit�at des Diagramms folgt,da� J im Kern von L[T1; : : : ; Tr] ! N liegt. Nun enth�alt I Polynome gi 2 R[T1; : : : ; Ti](i = 1; : : : ; r) mit Qri=1 degTi(gi) = jGj, wo degTi(gi) den Grad in Ti bezeichnet. Dabeikommt gi n�amlich vom Minimalpolynom von yi �uber R[y1; : : : ; yi�1]. Durch Anwendungvon  folgt dimL �L[T1; : : : ; Tr].J� � jGj:(Sollte es dabei Probleme geben, weil Koe�zienten der gi unter ' zu 0 spezialisieren, sonehme man diese zu s hinzu.) Da andererseits dimL(N) = jGj gilt, mu� J der volle Kernsein, womit die Exaktheit der unteren Zeile des Diagramms bewiesen ist. Die IsomorphieN �= L
R Sfolgt nun nach Lemma 1.9. Da� der im Beweis zu Lemma 1.9 konstruierte Isomorphismusdie Operation von G respektiert, liegt daran, da� das dortige '2 unserem ': S ! Nentspricht, welches ein G-Homomorphismus ist. 2Zwei Lemmata.In dem Beweis wurde auf zwei Lemmata vorverwiesen, die jetzt bewiesen werden sollen.Das erste �ndet sich im wesentlichen (und f�ur den Spezialfall transitiver Gruppen G) schonbei Kuyk [31]; siehe auch Saltman [42].Lemma 1.8. Sei L ein unendlicher K�orper, G � Sn eine Permutationsgruppe, N=L einegaloissche Ringerweiterung mit der Gruppe G und 0 6= f 2 L[x1; : : : ; xn] ein Polynom.Dann existieren �1; : : : ; �n 2 N mit(a) �(�i) = ��(i) f�ur alle � 2 G,(b) f(�1; : : : ; �n) 2 N�.Beweis. Nach Saltman [42] gibt es eine Normalbasis f#� j � 2 Gg � N von N=L. Wirkonstruieren paarweise verschiedene �1; : : : ; �n 2 N mit �(�i) = ��(i) auf folgende Weise.Seien B1; : : : ; Br � f1; : : : ; ng die Bahnen von G, mi 2 Bi jeweils irgendein Elementund Hi = f� 2 G j �(mi) = mig � G die Fixgruppe. Wir setzen��(mi) = X�2Hi #��:



14 1. VON MINIMALBASEN ZU GENERISCHEN POLYNOMENWegen X�2Hi #�� = X�2Hi #�� () ��1� 2 Hi () �(mi) = �(mi)sind die ��(mi) dadurch wohlde�niert und verschieden. Wir haben au�erdem �(�j) = ��(j).Die Gleichungen �j0 = �j + 
i mit j 2 Bi; j 0 2 Bi0 ; i0 < if�ur ein 
i 2 L bilden nur endlich viele Bedingungen, und jede wird h�ochstens von einem
i erf�ullt. Da L unendlich ist, kann man 
i so w�ahlen, da� keine der Gleichungen gilt.Geht man die Bi nacheinender durch, so kann man also die �j durch Hinzuaddieren vonKonstanten aus L paarweise verschieden w�ahlen.Es sei eL = L(x1; : : : ; xn), eN = N(x1; : : : ; xn) und e�i = Pnj=1 xj � �j�1i 2 eN . Dann gilt�(e�i) = e��(i), wobei G auf den xi trivial operiere. Die �Ubergangsdeterminante von den xizu den e�i ist D = Qi<j(�i � �j) 2 N . D teilt Qi 6=j(�i � �j) 2 L�, liegt also selbst in N�.Damit sind die e�i algebraisch unabh�angig �uber L. Mitf�(x1; : : : ; xn) = Y�2G f(x�(1); : : : ; x�(n)) 6= 0folgt dann f�(e�1; : : : ; e�n) 6= 0. Aber f�(e�1; : : : ; e�n) ist ein Polynom in den xi �uber N , undnach Konstruktion von f� invariant unter allen � 2 G, also f�(e�1; : : : ; e�n) = g(x1; : : : ; xn) 2L[x1; : : : ; xn]. Da L unendlich ist, existieren �1; : : : ; �n 2 L mit g(�1; : : : ; �n) 2 L�. Die�i =Pnj=1 �j ��j�1i erf�ullen dann die Behauptung (a) und f�(�1; : : : ; �n) 2 L�, woraus (b)folgt. 2Lemma 1.9. Es seien R und L kommutative Ringe, und L werde durch einen Homomor-phismus ': R! L zur R-Algebra. Weiter seien T1; : : : ; Tr Unbestimmte, I � R[T1; : : : ; Tr]ein Ideal und S = R[T1; : : : ; Tr]. I . Sei J � L[T1; : : : ; Tr] das Erzeugnis von '(I). Danngilt L
R S �= L[T1; : : : ; Tr].J:Beweis. Sei N = L[T1; : : : ; Tr].J . Nach Lang [32, Ch. XVI, x 4] m�ussen wir zeigen, da�N die universelle Abbildungseigenschaft von Koprodukten von kommutativen R-Algebrenerf�ullt. Wir haben R-Homomorphismen'1: L! N; l 7! l + J;'2: S ! N; f + I 7! '(f) + J:Dabei ist '2 wohlde�niert.Sei nun A irgendeine kommutative R-Algebra mit R-Homomorphismen  1: L! A und 2: S ! A. Zu zeigen ist, da� es genau einen R-Homomorphismus � gibt, so da� folgendesDiagramm kommutiert:



1.3 Der Hauptsatz 15N����'1 @@@I '2L ppppppppppppppppppppp?� S@@@R 1 ���	  2ADie Eindeutigkeit ist klar: Es mu� �(l+ J) =  1(l) f�ur l 2 L und �(Ti + J) =  2(Ti + I)sein, also ��f(T1; : : : ; Tr) + J� =  1(f)� 2(T1 + I); : : : ;  2(Tr + I)�f�ur f 2 L[T1; : : : ; Tr].Wenn gezeigt ist, da� das � dadurch eindeutig de�niert ist, so folgen die gew�unschtenEigenschaften sofort. Es sei also f 2 J . Dann existieren gi 2 I und hi 2 L[T1; : : : ; Tr](i = 1; : : : ; s), so da� f = sXi=1 hi � '(gi) = sXi=1 gi � hi;da gi 2 R[T1; : : : ; Tr]. Es folgt  1(f) =Psi=1 gi �  1(hi), abergi � 2(T1 + I); : : : ;  2(Tr + I)� =  2 �gi(T1; : : : ; Tr) + I� = 0;also �(f) = 0. 21.3.2 Beweis des allgemeinen FallesAbschw�achung der Voraussetzungen.Die in Satz 1.7 vorausgesetzte Existenz eines KG-Epimorphismus �: V ! W ist nachdem Satz von Maschke immer gew�ahrleistet, falls die Charakteristik von K kein Teilerder Gruppenordnung jGj ist. Sie ist trivialerweise gew�ahrleistet, falls V = W , womitder klassische Fall des Noetherschen Problems also schon erledigt w�are. Ist allerdingsdie Charakteristik des Grundk�orpers ein Teiler der Gruppenordnung, so existiert � imallgemeinen nicht. Es lohnt sich also, die Voraussetzung in Satz 1.7 loszuwerden.Zusatz 1.10. Satz 1.7 gilt auch ohne die Existenz von �.Beweis. Die Idee ist, V in einen gr�o�eren Permutationsmodul einzubetten.Wir haben G � Sn, und m1; : : : ;ms 2 f1; : : : ; ng seien Vertreter der G-Bahnen. DieFixgruppe von mi bezeichnen wir mit Hi � G. Weiter sei v1; : : : ; vr ein Erzeugendensystemvon W als KG-Modul. Wir machen nun Gebrauch von der nat�urlichen Operation von Gauf seine r � s-fache disjunkte VereinigungM = s[i=1 r[j=1 �fig � fjg �G� :



16 1. VON MINIMALBASEN ZU GENERISCHEN POLYNOMENDazu geh�ort der PermutationsmoduleV = M(i;j;�)2MKeei;j;� mit �(eei;j;�) = eei;j;�� :Die Vorschrift �: V ! eV ; e�(mi) 7! rXj=1 X�2Hi eei;j;��liefert nun einen (wohlde�nierten) KG-Monomorphismus. Es sei fW = �(W ), und	: K(W ) �! K(fW ) sei die Inverse von (�jW )�. Dann ist 	('1); : : : ;	('m) eine Mini-malbasis von K(fW )G, und wir erhaltenef(X) := Yy2fexi;j;� jeW �� (i;j;�)2Mg�X � y� = eg �	('1); : : : ;	('m); X�mit eg(t1; : : : ; tm; X) 2 K(t1; : : : ; tm)[X ], wobei fexi;j;� j (i; j; �) 2 Mg � K[ eV ] die Dualbasiszu feei;j;� j (i; j; �) 2 Mg sei.Als zweiten wichtigen Bestandteil des Beweises liefert�: eV ! fW; eei;j;� 7! ���(vj)�einen KG-Epimorphismus. Die Voraussetzung in Satz 1.7 ist also f�ur die Permutationsdar-stellung von G auf M erf�ullt, also ist eg(X) generisch f�ur G. Wir zeigen jetzt eg = g.Dazu berechnen wirexi;j;� ��(e�(mk))� = rXl=1 X�2Hi exi;j;�(eek;l;��) = 8<: 0; i 6= kX�2Hi exi;j;�(eei;j;��); i = k 9=;= ( 1; i = k und � 2 �Hi0; sonst ) = ( 1; �(mi) = �(mk)0; sonst ;also exi;j;� � � = x�(mi) und daraus exi;j;�jeW = 	(x�(mi)jW ). Die meisten der exi;j;�jeW sindalso gleich!Wir erhalten aus der De�nition von f(X) und ef(X) nun	 �f(X)� = ef(X);also in der Tat eg = g. 2Einbettung in eine Permutationsdarstellung.Nun sind wir in der Lage, den Hauptsatz zu beweisen.Satz 1.11. Eine positive Antwort auf das Noethersche Problem f�ur eine treue lineare Dar-stellung einer endlichen Gruppe G f�uhrt zu einem generischen Polynom f�ur G.Genauer: Es sei K ein K�orper, V ein m-dimensionaler K-Vektorraum und G �GL(V ) eine endliche Gruppe von regul�aren linearen Abbildungen von V . Weiter gebe



1.3 Der Hauptsatz 17es '1; : : : ; 'm 2 K(V )G, so da� K(V )G = K('1; : : : ; 'm) gilt. Ist dann M � V � eineendliche, G-stabile Teilmenge des Dualraums V � � K[V ], die ganz V � als K-Vektorraumerzeugt, so sei f(X) = Yy2M (X � y) 2 K[V ]G[X ];also f(X) = g('1; : : : ; 'm; X) mit g(t1; : : : ; tm; X) 2 K(t1; : : : ; tm)[X ]. Dann ist g(X) eingenerisches Polynom f�ur G �uber K.Beweis. G operiert als Permutationsgruppe auf M. Um zu der Situation von Ab-schnitt 1.3.1 zu gelangen, bilden wir eV = Ly2MKey mit formalen Basisvektoren ey undde�nieren �: V ! eV ; v 7! Xy2M y(v) � ey :Man �uberzeugt sich leicht, da� dies ein KG-Monomorphismus ist.Es seien fW = �(V ) und 	: K[V ] �! K[fW ] die Inverse von ��. Ist fxy jy 2 Mg � eV �die Dualbasis zu feyjy 2 Mg, so gilt f�ur v 2 V und y 2 Mxy ��(v)� = y(v);also xy jeW = 	(y).Aus Zusatz 1.10 erhalten wir ein generisches Polynom eg(X), und es folgt nun wie imobigen Beweis, da� g = eg gilt. 2Anmerkung.(a) Die Frage, ob mit Satz 1.11 s�amtliche generische Erweiterungen gewonnen werdenk�onnen, mu� zumindest f�ur den Grundk�orper K = Q negativ beantwortet werden,denn f�ur die zyklische Gruppe Z47 der Ordnung 47 gibt es nach Saltman [42] einegenerische Erweiterung, nach Swan [50] und Lenstra [33] hat jedoch das Noether-sche Problem f�ur jede treue lineare Darstellung von Z47 eine negative Antwort. Diesist auch kaum zu erwarten, da im Beweis zu Satz 1.7 die #i durch eine lineare Trans-formation aus den �i gewonnen werden. Im allgemeinen ist f�ur einen solchen Norma-lisierungsproze� jedoch irgendeine rationale Transformation m�oglich.(b) Hat man f�ur eine treue, endlich dimensionale lineare Darstellung G ,! GL(V ) einerendlichen Gruppe G eine Minimalbasis des Invariantenk�orpers gefunden, so stellt sichdie Aufgabe, Vektoren 0 6= v 2 V � mit m�oglichst kurzen Bahnen oder, �aquivalent, mitm�oglichst gro�en Fixgruppen H � G zu �nden. Dann bekommt man n�amlich eineertr�aglich kleine Menge M � V � und damit ein generisches Polynom von geringemGrad. Im Falle char(K) - jGj l�a�t eine Untergruppe H � G genau dann einennichttrivialen Vektor fest, wenn f�ur den zu der Darstellung G! GL(V ) geh�orendenCharakter � gilt: X�2H �(�) > 0: (1.4)Die Suche nach Vektoren mit kurzer Bahn reduziert sich also auf die Suche nachm�oglichst gro�en Untergruppen H mit der Eigenschaft (1.4). /



18 1. VON MINIMALBASEN ZU GENERISCHEN POLYNOMENEin Zusatz.Wir nennen eine rationale Funktion f homogen, falls sie Quotient von homogenen Po-lynomen ist. Ihr Grad deg(f) ist dann die Di�erenz aus Z�ahlergrad und Nennergrad. InAbschnitt 3.1.1 werden wir zeigen, da� f�ur endliche G � GL(V ) folgendes gilt: Falls esein homogenes Erzeugendensystem '1; : : : ; 'r von K(V )G gibt, so kann man dieses auchso w�ahlen, da� deg('1) = e und deg('2) = : : : = deg('r) = 0 gilt, wo e die Anzahlder skalaren � 2 G ist, also der Elemente von G, die auf V als Multiplikation mit ei-nem K�orperelement aus K wirken. In diesem Lichte erscheinen die Voraussetzungen desfolgenden Zusatzes durchaus nicht exotisch.Zusatz 1.12. Es seien die Voraussetzungen von Satz 1.11 gegeben, und zudem seien'1; : : : ; 'm homogen mitdeg('1) = 1 und deg('2) = : : : = deg('m) = 0:Dann ist g(1; t2; : : : ; tm; X)(d.h. in g wird t1 = 1 gesetzt) ein generisches Polynom in m� 1 Parametern f�ur G �uber K.Beweis. Sei h(X) = t�n1 � g(t1 � X), wobei n der Grad von g(X), also n = jMj sei. Wirhaben also h('1; : : : ; 'm; X) = Yy2M�X � y'1� 2 K(V )G0 [X ];wobeiK(V )G0 den K�orper aller Invarianten vom Grad 0 bezeichne. Wenn wir zeigen k�onnen,da� K(V )G0 = K('2; : : : ; 'm) gilt, so folgt, da� t1 in h(X) nicht vorkommt, insbesonderealso h(X) = g(1; t2; : : : ; tm; X).Wir schreiben N1 = K('2; : : : ; 'm) und N2 = K(V )G0 . Dann gilt N1 � N2. DasElement '1 ist jedoch transzendent �uber N2, und andererseits hat K(V )G=N1 den Trans-zendenzgrad 1, also ist N2=N1 algebraisch. N2 liegt aber in K(V )G, welches eine reintranszendente Erweiterung von N1 ist, also N2 = N1.Nach Satz 1.11 gibt es ein 0 6= s 2 K[t1; : : : ; tm], so da� R = K[t1; : : : ; tm; 1=s] undS = R[#1; : : : ; #n] eine generische Erweiterung f�ur G liefert, wobei #1; : : : ; #n die Nullstellenvon g(X) sind. Ein Blick in den Beweis zu Satz 1.7 zeigt, da� sich s aus dem Nenner vong(X) und der Diskriminante eines Elements # 2 K(V ) (�= Quot(S)) zusammensetzt. Wegender speziellen Gestalt von g(X) liegt sein Nenner in K[t2; : : : ; tm], und au�erdem kann man# aus K(V )0 w�ahlen, da G treu auf diesem K�orper operiert. F�ur unsere Zwecke ist es nochbesser, t1 zu # hinzuzumultiplizieren. Es gilt dann s = tjGj(jGj�1)1 s0 mit s0 2 K[t2; : : : ; tm].Insbesondere folgt 1=t1 2 R, also S = R[#01; : : : ; #0n] mit #0i = #i=t1, die Nullstellen vonh(X). Man pr�uft nun leicht nach, da� auch R0 = K[t2; : : : ; tm; 1=s0] und S 0 = R0[#01; : : : ; #0n]die Eigenschaften einer generischen Erweiterung f�ur G �uber K erf�ullen. 21.4 Erste AnwendungenIn diesem Abschnitt sollen einige Anwendungsbeispiele zusammengestellt werden, bei de-nen das Aufstellen einer Minimalbasis leicht ohne zus�atzliche Hilfsmittel m�oglich ist. Die



1.4 Erste Anwendungen 19Abschnitte 1.4.2 und 1.4.3 liefern dabei die seit langem bekannten klassischen Beispielef�ur generische Polynome. Wir �ubernehmen die Notation von Satz 1.11. Die Vektoren derDualbasis zur Standardbasis des Kn werden mit x1; : : : ; xn bezeichnet.1.4.1 Symmetrische GruppenDie symmetrische Gruppe G = Sn (wobei n � 3) operiere durch Vertauschungen derStandardbasisvektoren auf V = Kn, und wir setzen char(K) - n voraus. Es seiens1; : : : ; sn 2 K[V ] die elementarsymmetrischen Polynome undW = fv 2 V j s1(v) = 0g � V:Dann liefert �: V ! W; v 7! v � 1ns1(v) eine KG-Projektion, und G operiert treu aufW . F�ur f 2 K[W ] ist ��(f) 2 K[V ] und ��(f)jW = f . Ist f 2 K[W ]G, so folgt ��(f) 2K[V ]G = K[s1; : : : ; sn], alsof 2 K[s1jW ; : : : ; snjW ] = K[f2; : : : ; fn]mit fi = sijW , da s1jW = 0. Die fi erzeugen also K[W ]G. Um Zusatz 1.12 anwenden zuk�onnen, nehmen wir '0 = f3f2 und 'i�2 = (�1)i fi'i0 (i = 3; : : : ; n)als Minimalbasis von K(W )G. Mit M = fx1jW ; : : : ; xnjW g ergibt sichg(X) = Xn � t1 �Xn�2 + t1 �Xn�3 + t2 �Xn�4 + � � �+ tn�2als generisches Polynom f�ur G in n� 2 Parametern.1.4.2 Kummer-TheorieEs sei G eine endliche abelsche Gruppe vom Exponenten m, und der Grundk�orper Kenthalte m verschiedene m-te Einheitswurzeln, also G �= Hom(G;K�). IstHom(G;K�) �= h 1i � � � � � h rieine Darstellung der dualen Gruppe als direktes Produkt von zyklischen Untergruppen, sowird durch G! GLr(K); � 7! 0B@  1(�) . ..  r(�) 1CAeine treue Darstellung gegeben. Die Invarianten 'i = xmii mit mi = ord( i) bilden nachProposition 1.2(e) eine Minimalbasis von K(x1; : : : ; xr)G. Die MengeM = f i(�) �xi j i =1; : : : ; r; � 2 Gg erf�ullt die Voraussetzungen von Satz 1.11, und es giltf(X) := Yy2M(X � y) = rYi=1(Xmi � 'i):



20 1. VON MINIMALBASEN ZU GENERISCHEN POLYNOMENWir erhalten also g(X) = rYi=1(Xmi � ti)als generisches Polynom f�ur G. Somit ergibt sich die Theorie der Kummer-Erweiterungenals einfache Anwendung von Satz 1.11.1.4.3 Verallgemeinerte Artin-Schreier PolynomeWir konstruieren generische Polynome f�ur metazyklische Erweiterungen der zyklischenGruppe Zp �uber K�orpern der Charakteristik p. Dies Resultat �ndet sich schon (in we-niger expliziter Form) bei Saltman [42].Es sei also p eine Primzahl, K = Fp, m ein Teiler von p� 1 undG = h�; � j �p = �m = �; ��1�� = �wimit einem Element w von K� der Ordnung m. Durch� 7! �1 10 1�; � 7! �1 00 w�wird eine Darstellung auf V = K2 de�niert. Sie ist treu, denn �k�i(e2) = i � e1 + wk � e2.Wir haben Invarianten'1 = xm2 und '2 = Yi2Fp(x1 � i � x2) = xp1 � x1xp�12 ;und es gilthK(V ) : K('1; '2)i = hK(V ) : K('2; x2)i � hK('2; x2) : K('1; '2)i �� degx1('2) � degx2('1) = p �m = jGj;also K(V )G = K('1; '2) nach Proposition 1.2(e).1F�ur M nehmen wir fx1 � ix2ji 2 Kg und erhaltenf(X) = Yy2M(X � y) = Xp � xp1 � (X � x1)xp�12 = Xp � 'k1 �X � '2mit k = p�1m . Damit ist schon ein generisches Polynom in zwei Parametern gefunden. Umden Zusatz 1.12 anwenden zu k�onnen, benutzen wir die neue Minimalbasis 1 = '2'k1 und  2 = 'p1'm2 ;also '1 =  m1  2 und '2 =  p1 k2 :Es gilt deg( 1) = 1 und deg( 2) = 0, also erhalten wir nach Zusatz 1.12g(X) = Xp � tkX � tk (k = p�1m )als generisches Polynom f�ur G.Im Falle m = 1 sei # eine Nullstelle von g(X). Dann hat #=t das MinimalpolynomXp �X � t�1, wir kommen also bei den Artin-Schreier Polynomen an.1Es folgt nun sogar K[V ]G = R mit R = K['1; '2]: Jede Invariante aus K[V ] liegt im Quotientenk�orpervon R, ist aber als Element von K[V ] auch ganz �uber R. R ist jedoch als Polynomring ganz abgeschlossen.



212 InvariantenringeIn diesem Abschnitt soll der Invariantenring untersucht werden, bevor wir uns dann imn�achsten wieder seinem Quotientenk�orper zuwenden.Die Invariantentheorie endlicher Gruppen erweist sich als sehr viel einfacher als dieInvariantentheorie allgemeiner reduktiver Gruppen, wie schon der elementare Beweis derendlichen Erzeugung von Noether [40] zeigt. Einf�uhrende Darstellungen �ndet man inBenson [3], Stanley [47], Sturmfels [49] oder McShane und Grove [37]. Ziel desAbschnitts ist die Entwicklung eines Algorithmus, mit dem man f�ur den Invariantenringeiner endlichen Gruppe eine Pr�asentation als K-Algebra berechnen kann. Dazu tragen wirin Abschnitt 2.2 die Grundlagen der Theorie zusammen. Daraus wird dann der Algorithmusformuliert. Zun�achst behandeln wir jedoch die Frage, wann schon der Invariantenringisomorph zu einer Polynomalgebra ist.2.1 SpiegelungsgruppenDie Frage, unter welchen Bedingungen der Invariantenring polynomial ist, f�uhrt in dieTheorie der Spiegelungsgruppen, auf die in diesem Abschnitt kurz eingegangen werdensoll. Hieraus ergeben sich dann einige direkte Anwendungen.De�nition und Haupteigenschaft.Wir f�uhren zun�achst den Begri� einer Spiegelungsgruppe ein.De�nition 2.1 (Bourbaki [6]). Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum �uber einemK�orper K. Ein Endomorphismus ' von V hei�t Spiegelung (in der �alteren Literatur"Pseudo-Spiegelung\), falls 1� ' den Rang 1 hat.Eine endliche Untergruppe G � GL(V ) hei�t Spiegelungsgruppe, falls sie von Spie-gelungen erzeugt wird.Der Zusammenhang zur Invariantentheorie wird gegeben durchSatz 2.2 (Chevalley-Shephard-Todd-Bourbaki). Sei K ein K�orper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und G � GL(V ) eine endliche lineare Gruppe. Dann gelten:(a) Ist K[V ]G isomorph zu einer Polynomalgebra �uber K, so ist G eine Spiegelungs-gruppe.(b) Ist G eine Spiegelungsgruppe und char(K) - jGj, so ist K[V ]G isomorph zu einerPolynomalgebra. Dabei k�onnen f�ur die algebraisch unabh�angigen Erzeuger homogenePolynome gew�ahlt werden.(c) Falls K[V ]G = K[f1; : : : ; fn] isomorph ist zu einer Polynomalgebra in homogenen,algebraisch unabh�angige Erzeugern fi vom Grade di, so folgtnYi=1 di = jGj:Die di aus (c) hei�en die Grade von G.



22 2. INVARIANTENRINGEBeweis. Teil (a) �ndet sich in Benson [3, Theorem 7.2.1]2. Teil (b) ist Bourbaki [6, Chap.V, x5, Th�eor�eme 4], und (c) wird in [loc. cit., Chap. V, ex. 5 zu x5] gezeigt. 2Im Abschnitt 1.4.3 haben wir ein Beispiel kennengelernt, in dem der Invariantenring ei-ne Polynomalgebra war, obwohl die Voraussetzung char(K) - jGj in Satz 2.2(b) fehlte.Da� diese Voraussetzung dennoch nicht �uber
�ussig ist, zeigt die Arbeit von Toda [53],in der bewiesen wird, da� der Invariantenring der Weylgruppe W (F4) zur exzeptionellenLiegruppe F4 �uber K = F3 keine Polynomalgebra ist. Weitere Gegenbeispiele liefern dieorthogonalen Gruppen On(q) f�ur n � 4, deren Invariantenringe (bez�uglich der nat�urlichenDarstellung �uber Fq) nach Nakajima [39] nicht polynomial sind.Klassi�kation.Die Klassi�kation von Shephard und Todd [45] gibt einen vollst�andigen �Uberblick �uberdie irreduziblen Spiegelungsgruppen �uber K = C . Demnach gliedern sich diese Gruppenin drei unendliche Serien (die zyklischen, eindimensionalen Gruppen, die vollen symmetri-schen Gruppen und eine weitere Serie, welche die Diedergruppen einschlie�t) und zus�atz-lich 34 "sporadische\ Spiegelungsgruppen. Aus der Arbeit von Benard [2] gewinnt manzus�atzliche Informationen �uber die Isomorphieklassen einiger Spiegelungsgruppen. Zu denSpiegelungsgruppen �uber K = Qp und K = Fp siehe au�erdem Kane [25].In unserem Zusammenhang sind in erster Linie Spiegelungsgruppen �uber wesentlichkleineren K�orpern als C (sogar �uber K�orpern mit endlicher Charakteristik) interessant.Die folgende Proposition, die ich in der Literatur nirgends gefunden habe, stellt den Zu-sammenhang mit den komplexen Spiegelungsgruppen her.Proposition 2.3. Es sei G eine komplexe Spiegelungsgruppe, � der zugeh�orige Charakterund I die Maximalordnung in dem von allen �(�); � 2 G, erzeugten Zahlk�orper. Ist Kdann ein K�orper mit char(K) - jGj, so da� es einen Homomorphismus ': I ! K gibt,so existiert eine �uber K de�nierte Spiegelungsgruppe �G, welche (als abstrakte Gruppe)isomorph zu G ist. Au�erdem haben die G und �G zugrunde liegenden Vektorr�aume �uberK bzw. C dieselbe Dimension, und die Grade von G und �G sind gleich.Beweis. Nach Benson [3, Prop. 7.1.1] kann man ohne Einschr�ankung annehmen, da�die Matrixeintr�age der Matrizendarstellung von G in L = Q (�(�) j � 2 G) liegen. NachHuppert [23, Kap. V, 12.5] liegen sie nach Wahl einer passenden Basis sogar in I . Wirgewinnen die Gruppe �G nun, indem wir ' auf alle Matrixeintr�age anwenden. Wir m�ussenzeigen, da� dabei ein Spiegelung von G auf eine solche von �G �ubergeht, und da� nur dasEinselement von G auf die identische Matrix in �G geht.Es sei jGj = m und �m eine primitive m-te Einheitswurzel �uber L. Dann liegt dasMinimalpolynom g(X) von �m �uber L in I [X ], wir k�onnen also '(g) 2 K[X ] bilden unddavon eine Nullstelle ��m �uber K nehmen. Dann liefertI [�m]! K(��m); f(�m) 7! '(f)(��m)2Der dortige Beweis geht in allgemeiner Charakteristik.



2.1 Spiegelungsgruppen 23eine Fortsetzung von ', die wir auch mit ' bezeichnen. Ist p der Kern von ' und p =char(K), so folgt (p) = p \Z. Es giltm�1Yk=1 (1� �km) = m;wegen p - m liegt das Produkt also nicht in p und damit auch keiner der Faktoren. Wirhaben also '(�km) = 1 nur f�ur �km = 1. Ist nun f(X) = Qni=1(X � �kim ) das charakteristischePolynom zu einem � 2 G, so hat das entsprechende Element �� 2 �G das charakteristischePolynom '(f) = Qni=1(X � ��kim). Nun folgt, da� �� genau dann eine Spiegelung bzw. dieidentische Matrix ist, wenn dies f�ur � der Fall ist.Das �Ubereinstimmen der Grade von G und �G beweisen wir durch einen Vorgri� aufAbschnitt 2.2.2. Die Molien-Reihen von G und �G stimmen n�amlich nach Satz 2.12 undnach Konstruktion �uberein. Nach Proposition 2.11 gilt jedochPG(�) = 1(1� �d1) � � � (1� �dn) ;wobei d1; : : : ; dn die Grade von G sind, und entsprechend f�ur �G. 2Permutationsgruppen als Spiegelungsgruppen.Die folgende Proposition zeigt, da� der Invariantenring einer Permutationsgruppe nur intrivialen F�allen eine Polynomalgebra ist.Proposition 2.4. Es sei K ein K�orper, und die transitive Permutationsgruppe G � Snoperiere auf V = Kn durch Vertauschung der Standardbasisvektoren. Dann ist G genaudann eine Spiegelungsgruppe, falls G = Sn.Beweis. Aus der Zerlegung in elementfremde Zyklen folgt sofort, da� eine Permutationgenau dann eine Spiegelung ist, wenn sie eine Transposition ist. Die volle Sn ist damiteine Spiegelungsgruppe. Ist umgekehrt G eine Spiegelungsgruppe, so wird G durch seineTranspositionen erzeugt.Seien k; l 2 f1; : : : ; ng verschieden. Wegen der Transitivit�at von G gibt es Transposi-tionen �1; : : : ; �m 2 G mit � = �1 � : : :� �m: k 7! l. Wir sind fertig, wenn wir zeigen k�onnen,da� man im Falle m > 1 auch mit h�ochstensm�1 Transpositionen aus G auskommt. Dannfolgt n�amlich per Induktion (k; l) 2 G.Ist �m = (i; j) mit i; j 6= k, so folgt �1 � : : : � �m�1: k 7! l. Es sei also �m = (i; k)mit i 6= k. Im Falle i = l ist �m: k 7! l. Ist jedoch i 6= l, so folgt �m � �: k 7! l, aber�m � � = � �m1 � : : : � � �mm�1 und � �mi 2 G. 2Es wird sich in Abschnitt 3.4 zeigen, da� man aus der Theorie der Spiegelungsgruppendennoch auch f�ur das klassische Noethersche Problem Nutzen ziehen kann.Anwendungen.Wir wollen nun als Anwendung aus den in Shephard und Todd [45] erhaltenen Spie-gelungsgruppen zwei Beispiele herausgreifen und f�ur diese das generische Polynom nachSatz 1.11 berechnen.



24 2. INVARIANTENRINGEBeispiel 2.5 (Diedergruppen). Es sei G = h�; � j�n = �2 = (��)2 = �i f�ur n � 2 dieDiedergruppe Dn der Ordnung 2n. F�ur K setzen wirchar(K) - 2n und �n + ��1n 2 Kvoraus, wo �n eine primitive n-te Einheitswurzel sei. Dann wird durch� 7! 8>>><>>>: ��1 00 �1�; n = 2� 0 1�1 �n + ��1n �; sonst ; � 7! �0 11 0�eine treue Darstellung von G auf V = K2 gegeben, so da�G als Spiegelungsgruppe operiert.Nach Satz 2.2(b) wird daher schon K[V ]G durch zwei homogene Invarianten erzeugt, nachSatz 1.11 existiert also ein generisches Polynom vom Grad n (bzw. 2n f�ur n = 2) in zweiParametern f�ur G �uber K, da die Bahn von x1 die L�ange n (bzw. 2n) hat. Explizit erhaltenwir eine Invariante s2 = x21 � (�n + ��1n )x1x2 + x22vom Grad 2. Die andere erzeugende Invariante sn mu� also vom Grad n sein. Hierf�urk�onnen wir im Fall n 6= 2 das Produkt �uber die Bahn von x1 nehmen. Da n�amlich dieExistenz eines s0n 2 K[V ]G vom Grad n mit K[V ]G = K[s2; s0n] durch Satz 2.2 gesichertist, mu� unser sn eine Linearkombination von s0n und einer Potenz von s2 sein, also in derTat K[V ]G = K[s2; sn], falls nicht sn eine Potenz von s2 ist, was o�enkundig nicht der Fallist. Speziell ergibt sich:(a) F�ur n = 2 kann man s1 = �x21 � x22 und s2 = x1x2 als Erzeuger von K[V ]G nehmenund erh�alt g(X) = X4 + t1 �X2 + t22als generisches Polynom f�ur D2 = V4. Dieses Polynom ist im Gegensatz zu demgenerischen Polynom (X2 � t1)(X2 � t2) f�ur V4 aus Abschnitt 1.4.2 irreduzibel. Esgeh�ort zu einer anderen Permutationsdarstellung der V4.(b) F�ur n = 4 sind die oben angegebenen Invarianten s2 = x21 + x22 und s4 = x21x22, undman erh�alt g(X) = X4 + t1 �X2 + t2als generisches Polynom f�ur D4.Man kann nun f�ur beliebiges n das generische Polynom ausrechnen; es sieht jedoch nichtso aus, als ob sich s�amtliche generische Polynome in einer Formel geschlossen darstellenlie�en.Zum Noetherschen Problem f�ur Dn siehe auch Kemper [26]. /Beispiel 2.6 (Die SL2(3)). Nach Benard [2] hat G = SL2(3) eine zweidimensionale Spiege-lungsdarstellung. Der zugeh�orige Charakter � ist genau einmal im Permutationscharaktervom Grad 8 (siehe Butler und McKay [10]) enthalten. Da bei den Werten von � dritteEinheitswurzeln vorkommen, setzen wir f�ur den Grundk�orper K folgendes voraus:char(K) 6= 2; 3 und �3 2 K



2.2 Die Struktur der Invariantenringe 25mit einer primitiven dritten Einheitswurzel �3. Nach Proposition 2.3 und Satz 2.2(b) wirdder Invariantenring als Polynomalgebra �uber K von zwei Invarianten von den Graden 4 und6 erzeugt, da dies die Grade von G sind. Explizit erh�alt man die Spiegelungsdarstellungauf folgende Weise: Ist  : G! GL8(K) die Permutationsdarstellung vom Grad 8, so liefertnach Huppert [23, Kap. V, 5.15]� = �(�)jGj X�2G�(��1) �  eine G-Projektion auf einen zweidimensionalen Unterraum V � K8, der � realisiert. Wirberechnen die erzeugenden Invarianten und nehmen f�ur die Menge M aus Satz 1.11 dieEinschr�ankungen der x1; : : : ; x8 auf V . Es ergibt sichg(X) = X8 + 6t1 �X4 + t2 �X2 � 3t21als generisches Polynom f�ur SL2(3). Die Rechnungen hierzu wurden mit Maple unterVerwendung des Invar -Pakets (siehe Abschnitt 2.3) durchgef�uhrt.Schreibt man g(X) als h(X2), so ergibt sich die Diskriminante von h zu �27(64t31 +t22)2. Man erh�alt also durch keine Spezialisierung von g(X) ein SL2(3)-Polynom �uber Q ;dann m�u�te das entsprechende h n�amlich die Galoisgruppe A4 haben. Die K�orper K =Fq(t) mit q � 1 mod 3 erf�ullen jedoch die Voraussetzungen, und sie sind nach Fried undJarden [19, Theorem 12.10] auch Hilbertk�orper. �Uber diesen K�orpern erh�alt man alsonach Proposition 1.6(c) Polynome mit der Galoisgruppe SL2(3). /Anmerkung. Zum Charakter � + � aus dem letzten Beispiel geh�ort eine treue lineareDarstellung vom Grad 4 �uber Q, f�ur die eine Antwort auf das Noethersche Problem nochaussteht. /2.2 Die Struktur der InvariantenringeGrundlegend f�ur das Studium des Invariantenrings ist seine graduierte Struktur, von derwir auch in Abschnitt 2.3 starken Gebrauch machen werden.2.2.1 Graduierte Algebren und ModulnDe�nition 2.7. Es sei K ein K�orper. Eine graduierte Algebra �uber K ist eine kom-mutative K-Algebra mit Eins, zusammen mit einer direkten Zerlegung A = Mi2N0Ai inK-Vektorr�aume A0;A1; : : :, so da� gelten:(a) A0 = K,(b) Ai �Aj � Ai+j f�ur i; j 2 N0.Sei A eine graduierte K-Algebra. Dann ist ein graduierter Modul �uber A ein A-Modulmit einer Zerlegung M = Mi2N0Mi in K-Vektorr�aume Mi, so da�Ai �Mj �Mi+j



26 2. INVARIANTENRINGEf�ur i; j 2 N0.Ein Element 0 6= f 2 Mi bzw. Ai hei�t homogen vom Grad i. Wir schreibendeg(f) = i.Ist V ein K-Vektorraum, so tr�agt K[V ] als symmetrische Algebra von V � eine nat�urlicheStruktur als graduierte Algebra. Es ergibt sich unmittelbar, da� der Invariantenring K[V ]Gzu einer Gruppe G � GL(V ) auch eine graduierte Algebra mit K[V ]Gi = K[V ]G \ K[V ]iist.Homogene Erzeugung.In der Literatur ist st�andig von homogenen Erzeugern des Invariantenrings die Rede. Es�ndet sich jedoch nirgends der Beweis, da� dies keine Einschr�ankung ist, wenn es um dieAnzahl der Erzeuger geht.Proposition 2.8. Sei M ein durch n Elemente erzeugter graduierter Modul �uber einergraduierten K-Algebra A. Dann l�a�t sich M auch durch h�ochstens n homogene Elementeerzeugen.Beweis. W�ahrend dieses Beweises bezeichne hXi das Erzeugnis von X � M als A-Modul.Ist f 2M bzw. A, so sei f (i) 2Mi bzw. Ai die homogene Komponente vom Grad i.Sind f1; : : : ; fn die Erzeuger von M , so setze X�1 = ff1; : : : ; fng. F�ur d = 0; 1; 2; : : :konstruieren wir Teilmengen Xd und Yd von M , die folgende Bedingungen erf�ullen:(a) Yd � Xd�1,(b) jXdj � jXd�1j � jYdj,(c) f (i) = 0 f�ur f 2 Xd und i � d,(d) Mit Zd = ff (d) j f 2 Ydg gilt: Zd ist modulo hZ0[ : : :[Zd�1i\Md linear unabh�angig�uber K,(e) Md � hZ0 [ : : : [ Zdi,(f) hY0 [ : : : [ Yd [Xdi =M .Dann folgt die Behauptung. Es gilt n�amlich M = hf (j)i j i = 1; : : : ; n; j 2 N0i, f�urd0 = maxfd 2 N0 j f (d)i 6= 0 f�ur ein ig impliziert (e) also M = hZ0 [ : : : [ Zd0i, aberjZ0 [ : : : [ Zd0 j � jX�1j � jXd0 j � n nach (b).Die Xi und Yi seien f�ur i < d konstruiert. F�ur Yd nehmen wir nun eine minimaleTeilmenge von Xd�1, so da� das in (d) de�nierte Zd zusammen mit hZ0 [ : : :[Zd�1i \Mdden von ff (d) j f 2 Xd�1g und hZ0 [ : : :[Zd�1i \Md erzeugten K-Vektorraum aufspannt.Dann folgen (a) und (d). Nach Konstruktion und nach (c) l�a�t sich jedes f 2 Xd�1nYd durchSubtraktion eines Elements von hY0 [ : : : [ Ydi zu einem ef mit ef (i) = 0 f�ur i � d machen.Mit Xd = f ef j f 2 Xd�1nXdg folgen (b) und (c) und wegenM = hY0[: : :[Yd[(Xd�1nYd)iauch (f).



2.2 Die Struktur der Invariantenringe 27Wir m�ussen nur noch die Eigenschaft (e) zeigen. Es sei also f 2Md. Wegen (f) giltf = Xg2Y0 ag � g + � � �+ Xg2Yd�1 ag � g + Xg2Xd�1 ag � g; (2.1)jeweils mit ag 2 A. F�ur g 2 Xd�1 ist dabei wegen (c) und nach Konstruktion(ag � g)(d) = a(0)g � g(d) 2 hZ0 [ : : : [ Zdi:Weiter zeigen wir per Induktion nach i, da� a(0)g = 0 f�ur g 2 Yi, i < d gilt. Dies sei f�urj < i richtig. Dann lautet die homogene Komponente von Grad i der Formel (2.1)0 = Xg2Y0 iXj=1 a(j)g g(i�j) + Xg2Y1 i�1Xj=1 a(j)g g(i�j) + � � �+ Xg2Yi�1 a(1)g g(i�1) + Xg2Yi a(0)g g(i);da g(j) = 0 f�ur g 2 Yk mit k > j. In der Formel liegen wegen (e) alle a(j)g(i�j) mitAusnahme derjenigen in der letzten Summe in hZ0 [ : : :[Zi�1i \Mi, wegen (d) folgt also,wie behauptet, a(0)g = 0 f�ur g 2 Yi.F�ur g 2 Yi mit i < d folgt also mit (e)(ag � g)(d) = dXj=1 a(j)g g(d�j) 2 hZ0 [ : : : [ Zd�1i;insgesamt liefert Formel (2.1) also f 2 hZ0 [ : : : [ Zdi. 2Korollar 2.9. Es sei A eine durch n Elemente erzeugte graduierte K-Algebra. Dann l�a�tsich A auch durch h�ochstens n homogene Elemente erzeugen.Beweis. Es sei A = K[f1; : : : ; fn]. Durch Subtraktion der f (0)i 2 K kann man erreichen, da�die fi in A+ = L1i=1Ai liegen. A+ ist dann ein graduierter A-Modul, der von f1; : : : ; fnerzeugt wird. Nach Proposition 2.8 wird A+ also von homogenen Elementen g1; : : : ; gm(m � n) als A-Modul erzeugt.Wir zeigen durch Induktion nach i, da� Ai in K[g1; : : : ; gm] liegt. F�ur i = 0 ist diesrichtig. Sei f 2 Ai f�ur i > 0. Dann existieren aj 2 A mitf = mXj=1aj � gj = mXj=1 a(i�dj)j � gjmit dj = deg(gj) > 0 und a(k)j = 0 f�ur k < 0. Nach der Induktionsannahme ist abera(i�dj)j 2 K[g1; : : : ; gm], also in der Tat Ai 2 K[g1; : : : ; gm]. 22.2.2 Poincar�e-ReihenDe�nition 2.10. Sei M ein graduierter Modul �uber einer graduierten K-Algebra A mitendlich dimensionalen homogenen Teilr�aumen Mi. Dann hei�t die formale PotenzreihePM(�) = 1Xi=0 dimK(Mi) � �idie Poincar�e-Reihe (auch Hilbert-Reihe) von M . Die Poincar�e-Reihe von A erh�alt man,indem man A als graduierten Modul �uber sich selbst auffa�t.



28 2. INVARIANTENRINGESind M und N graduierte Moduln �uber einer graduierten K-Algebra A, so werden auchM �N und M 
K N auf nat�urliche Weise zu graduierten A-Moduln. Wir haben folgendeRechenregeln.Proposition 2.11. Seien M und N graduierte A-Moduln mit endlich dimensionalen ho-mogenen Teilr�aumen. Dann gelten:(a) PM�N(�) = PM(�) + PN (�).(b) PM
KN (�) = PM (�) � PN(�).(c) Ist A = K[f ] mit f transzendent �uber K und homogen vom Grad d, so giltPA(�) = 11� �d :Beweis. Wir f�uhren nur den Beweis zu Teil (b).Der i-te homogene Teilraum von M 
K N wird erzeugt von allen v 
 w mit v 2 M ,w 2 N homogen vom Grad j bzw. k mit j + k = i, also(M 
K N)i = Mj+k=iMj 
K Nk:Hieraus ergibt sich die Behauptung. 2Zerlegung von K[V ].Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum �uber einem K�orper K, R = K[V ] undG � GL(V ) endlich. Wir setzen voraus, da� die Charakteristik von K kein Teiler derGruppenordnung jGj ist. Dann haben wir die gew�ohnliche Darstellungstheorie �uber einemalgebraischen Abschlu� �K von K (siehe z.B. Huppert [23, Kap. V]). Es sei also X(G)die Menge der irreduziblen Charaktere von G (mit Werten in �K). Konjugiertheit �uber Kist eine �Aquivalenzrelation auf X(G). Mit XK(G) bezeichnen wir die Menge der Summen�uber jeweils eine solche �Aquivalenzklasse. Zu  2 XK(G) ist dann� = �(�)jGj X�2G (��1) � �ein Element aus dem Gruppenring KG, wobei � 2 X(G) einer der Summanden von  ist.Nach Huppert [23, Kap. V, 5.15] sind die � orthogonale Idempotente, deren Summe 1ergibt. Mit R = � (R) erhalten wir also eine direkte Zerlegung von R. Der Einscharakter1 liegt in XK(G), und es gilt R1 = RG. Man nennt �1 auch den Reynolds-Operator.O�ensichtlich sind alle R graduierte Moduln �uber RG. Es stellt sich heraus, da� diehomogenen Komponenten von R direkte Summen von KG-Moduln mit dem Charakter sind. Ist speziell  ein linearer Charakter, so ist R demnach der Modul der Pseudo-Invarianten zum Gewicht  .Die Poincar�e-Reihe PR (�) (jetzt wieder f�ur beliebiges  2 XK(G)) wird auchMolien-Reihe genannt und mit PG; (�) bezeichnet, f�ur  = 1 auch PG(�). Ihr i-ter Koe�zient,dividiert durch deg( ), gibt an, wie oft die Darstellung mit dem Charakter  als direkterSummand im i-ten homogenen Teilraum Ri von R steckt, wobei deg( ) der Grad dieserDarstellung ist.



2.2 Die Struktur der Invariantenringe 29Die Moliensche Formel.Der folgende, bemerkenswerte Satz erlaubt die einfache Berechnung der Molien-Reihe.Satz 2.12 (Molien). Mit den obigen Bezeichnungen gilt im Falle char(K) = 0PG; = �(�)jGj �X�2G  (��1)det(idV �� � �) ;wo � 2 X(G) einer der Summanden von  ist.Ist char(K) = p 6= 0 (mit p - m := jGj), so w�ahle man je eine feste primitive m-teEinheitswurzel �m bzw. ��m �uber Q bzw. K und einen KG-Modul W mit Charakter  .Weiter sei g(X) = Qri=1(X � ��kim ) das charakteristische Polynom eines � 2 G, aufgefa�t alsElement von GL(W ). Dann de�niert Br(�) = rXi=1 �kimden Brauer-Charakter zu  (n�aheres hierzu siehe in Curtis und Reiner [15, x17]).Ebenso setzen wir ��(�) = nYi=1(1� � � �lim);falls f(X) = Qni=1(X � ��lim) das charakteristische Polynom von � als Element von GL(V )ist. Dann gilt PG; = djGj �X�2G  Br(��1)��(�) ;wobei d der Grad eines irreduziblen Summanden � 2 X(G) von  ist.Der Beweis ist erstaunlich einfach und �ndet sich beispielsweise in Stanley [47] oder Ben-son [3].Im n�achsten Abschnitt werden wir sehen, wie man aus der Molien-Reihe "fast alles\�uber die Struktur der Moduln R , insbesondere also des Invariantenrings, ablesen kann.Es ist also ein gro�er Vorteil, da� diese sich mit Satz 2.12 leicht ausrechnen l�a�t.2.2.3 Die Cohen-Macaulay EigenschaftParametersysteme.Sei A eine endlich erzeugte graduierte Algebra �uber einem K�orper K. Dann gibt es nachdem Noetherschen Normalisierungssatz (siehe z.B. Benson [3, Theorem 2.2.7]) algebraischunabh�angige, homogene Elemente f1; : : : ; fn, so da� A ganz ist �uber K[f1; : : : ; fn].De�nition 2.13. Sei A eine endlich erzeugte graduierte K-Algebra undM ein graduierterA-Modul.(a) Sind f1; : : : ; fn 2 A homogen und algebraisch unabh�angig �uber K, so da� A ganz ist�uber K[f1; : : : ; fn], so hei�t f1; : : : ; fn ein homogenes Parametersystem von A.



30 2. INVARIANTENRINGE(b) M hei�t ein Cohen-Macaulay-Modul, falls f�ur ein homogenes Parametersystemf1; : : : ; fn von A gilt: M ein freier Modul �uber K[f1; : : : ; fn] mit einer endlichen, aushomogenen Elementen bestehenden Basis. (Es stellt sich heraus, da� dies dann f�urjedes homogene Parametersystem gilt.)A hei�t Cohen-Macaulay-Algebra, falls A als Modul �uber sich selbst ein Cohen-Macaulay-Modul ist.Der Hauptsatz.Wir wollen diese Begri�e nun auf die Invariantenringe anwenden. Es sei also V ein n-dimensionaler Vektorraum �uber einem K�orper K und G � GL(V ) endlich. Dann bildenhomogene Invarianten f1; : : : ; fn 2 K[V ]G genau dann ein Parametersystem von K[V ]G,wenn das durch f1; : : : ; fn gegebene Nullstellengebilde �uber dem algebraischen Abschlu��K von K genau der Nullpunkt ist (siehe z.B. McShane und Grove [37]). Die Elementef1; : : : ; fn eines homogenen Parametersystems hei�en auch prim�are Invarianten.Im Falle char(K) - jGj gilt nunSatz 2.14 (Hochster-Eagon). Mit den Bezeichnungen von Seite 28 ist R f�ur  2 XK(G)ein Cohen-Macaulay-Modul �uber RG. Insbesondere ist der Invariantenring selbst eineCohen-Macaulay-Algebra.Der Hauptteil des Beweises besteht in dem Nachweis, da� es gleichbedeutend ist, in De�-nition 2.13(b) "f�ur ein homogenes Parametersystem\ oder "f�ur jedes homogene Parame-tersystem\ zu schreiben. R ist n�amlich ein freier Modul (mit 1 als einzigem Erzeuger!)�uber K[x1; : : : ; xn], wo x1; : : : ; xn eine Basis von V � ist, und wir erhalten dann, da� Rauch ein freier Modul mit endlicher, homogener Basis �uber K[f1; : : : ; fn] f�ur ein homogenesParametersystem f1; : : : ; fn von RG ist. Mit Hilfe der Projektionen � von Seite 28 kannman nun Basen f�ur die R "isolieren\.Ohne die Voraussetzung char(K) - jGj ist RG im allgemeinen keine Cohen-Macaulay-Algebra. Ein Gegenbeispiel wird schon durch R = F2[x1; x2; x3; x4] und G = Z4 (mitzyklischer Vertauschung der xi) geliefert (siehe Bertin [4]). Nach Benson [3, Theorem1.3.1] ist RG jedoch f�ur endliche G immer eine endlich erzeugte K-Algebra.Nach Satz 2.14 gibt es zu einem homogenen Parametersystem f1; : : : ; fn von RG homo-gene g1; : : : ; gm 2 R , so da� gilt R = mMi=1A � gi (2.2)mit A = K[f1; : : : ; fn]. Die gi hei�en sekund�are Invarianten. Es seien di = deg(fi)und ei = deg(gi). Da die fi algebraisch unabh�angig �uber K sind, haben wir A �=K[f1] 
K � � � 
K K[fn], nach Proposition 2.11(b) und (c) also PA(�) = 1(1��d1)���(1��dn) .Aus Gleichung (2.2) folgt nun mit Proposition 2.11(a) f�ur die Molien-ReihePG; (�) = �e1 + � � �+ �em(1� �d1) � � � (1� �dn) : (2.3)Die aus Satz 2.12 gewonnene Molien-Reihe l�a�t sich also auf wundersame Weise stets indie Form (2.3) mit di 2 N und ei 2 N0 bringen!



2.2 Die Struktur der Invariantenringe 31Uneindeutigkeit der Molien-Reihe.Eine solche Darstellung ist nat�urlich auf verschiedene Weisen m�oglich (man erweitere nurmit einem (1+�di)), und es stellt sich die Frage, ob es zu gegebener Darstellung der Molien-Reihe in der Form (2.3) tats�achlich prim�are Invarianten f1; : : : ; fn mit deg(fi) = di gibt.Dann kann man an der Molien-Reihe auch die Grade der sekund�aren Invarianten ablesen.Dabei ist es nat�urlich w�unschenswert, dies f�ur Darstellungen mit m�oglichst kleinen di zubekommen, weil dann auch die Anzahl und die Grade der sekund�aren Invarianten kleinwerden. Es ist gar nicht leicht, ein Beispiel anzugeben, bei dem es zu einer Darstellung derForm (2.3) keine entsprechenden prim�aren Invarianten gibt, aber solche Beispiele existieren.In dieser Unsicherheit liegt gewisserma�en die Crux beim Berechnen von Invariantenringen.Beispiel 2.15 (Stanley, zu �nden in Sloane [46]). Es sei char(K) 6= 2, i = p�1 2 K,und G � GL3(K) werde von� = 0B@ �1 �1 �1 1CA und � = 0B@ 1 1 i 1CAerzeugt, also G �= Z2 � Z4. Die Molien-Reihe istPG(�) = 1(1� �2)3 ;aber der K-Vektorraum der Invarianten vom Grad 2 wird erzeugt von x21, x22 und x1x2.Es gibt also kein homogenes Parametersystem aus drei Invarianten vom Grad 2. DieDarstellung PG(�) = 1 + �2(1� �2)2(1� �4)spiegelt jedoch einen tats�achlich existierenden Satz von prim�aren und sekund�aren Invari-anten wider.Da� die erste Darstellung der Molien-Reihe nicht die richtige war, kann man auch schonerkennen, indem man die Molien-Reihe zu dem durch � 7! �1, � 7! 1 gegebenen Charakter� berechnet: PG;�(�) = 2�(1� �2)2(1� �4) :Hierf�ur gibt es keine Darstellung der Form (2.3) mit dem Nenner (1� �2)3.Es stellt sich hier also die Aufgabe, eine endliche Gruppe G � GLn(K) und Exponentend1; : : : ; dn anzugeben, so da� die Molienreihe PG;�(�) f�ur alle irreduziblen Charaktere � vonG eine Darstellung in der Form (2.3) mit dem Nenner (1 � �d1) � � � (1 � �dn) hat, da� esaber kein Parametersystem aus Invarianten der Grade d1; : : : ; dn gibt. /Zusammenfassung.Wir fassen die Ergebnisse �uber die Invariantenringe endlicher Gruppen zusammen.



32 2. INVARIANTENRINGESatz 2.16 (Struktur der Invariantenringe endlicher Gruppen). Es sei K ein K�orper, V einn-dimensionaler K-Vektorraum und G � GL(V ) eine endliche lineare Gruppe, deren Ord-nung kein Vielfaches der Charakteristik von K sei. Es sei R = K[V ], und XK(G) und R f�ur  2 XK(G) seien wie auf Seite 28, insbesondere also RG = R1. Dann gelten:(a) Es gibt homogene Invarianten f1; : : : ; fn 2 RG, so da� f�ur �1; : : : ; �n 2 �K, demalgebraischen Abschlu� von K, gilt:fi(�1; : : : ; �n) = 0 8i () �1 = : : : = �n = 0:Diese Bedingung ist gleichbedeutend damit, da� f1; : : : ; fn ein homogenes Parame-tersystem von RG ist.(b) Homogene Invarianten f1; : : : ; fn sind genau dann ein Parametersystem von RG, wennf�ur ein und damit f�ur alle  2 XK(G) gilt, da� R ein freier Modul mit einer endli-chen, homogenen Basis �uber K[f1; : : : ; fn] ist.(c) Es seien f1; : : : ; fn ein homogenes Parametersystem f�ur RG, A = K[f1; : : : ; fn] undR = �mi=1A �gi mit homogenen gi 2 R . Mit di = deg(fi) und ei = deg(gi) gilt danndie Formel (2.3) f�ur die Molien-Reihe PG; (�) von R .Die fi aus (c) hei�en prim�are Invarianten, und die gi sekund�are Invarianten|letzteresnur im Falle  = 1. Zusammen bilden sie eine Cohen-Macaulay-Basis (auch Hironaka-Zerlegung) von R .Auch f�ur unendliche, reduktive Gruppen G ist der Invariantenring eine Cohen-Macaulay-Algebra. Der Beweis ist hier jedoch wesentlich schwieriger und wurde 1974 von Hochsterund Roberts erbracht. F�ur endliche G beruht der einfachere Beweis auf der Tatsache, da�ein homogenes Parametersystem f�ur K[V ]G auch ein solches f�ur K[V ] ist. Im allgemeinenFall ist jedoch das Kriterium f�ur ein homogenes Parametersystem, da� das von ihm erzeugteNullstellengebilde gerade der sogenannte null cone von G ist, welcher eben im allgemeinennicht nur aus dem Nullpunkt besteht. N�aheres hierzu und zum Beweis von Hochsterund Roberts �ndet man bei Kempf [29]. Selbstverst�andlich hat man f�ur unendlicheGruppen auch keine Moliensche Formel und keine einfache obere Schranke f�ur die Gradeder erzeugenden Invarianten.2.3 Der AlgorithmusAus den Ergebnissen �uber die Struktur der Moduln R (insbesondere also des Invarian-tenrings) kann man nun leicht einen Algorithmus ableiten, der eine Cohen-Macaulay-Basisvon R liefert. Werden au�erdem im Falle  = 1 noch die Relationen zwischen den se-kund�aren Invarianten berechnet, so erh�alt man eine Pr�asentation des Invariantenrings alskommutative K-Algebra.Im folgenden sollen die einzelnen Schritte des Algorithmus dargestellt werden. Teil-algorithmen werden dabei entweder in Worten oder durch eine Pseudo-Programmiersprachebeschrieben. Die Generalvoraussetzungen seien wie in Satz 2.16, es sei also V ein n-dimensionaler Vektorraum �uber einem K�orper K und G � GL(V ) eine endliche lineare



2.3 Der Algorithmus 33Gruppe, so da� char(K) - jGj. Wir schreiben R = K[V ] und �ubernehmen die Bezeichnun-gen R von Seite 28.W�ahrend der Arbeiten zur vorliegenden Dissertation wurde der Algorithmus in der Pro-grammiersprache Maple implementiert. Das dabei entstandene Programmpaket "Invar\wurde in der Maple Share Library ver�o�entlicht und damit allgemein zug�anglich gemacht.Invar funktioniert f�ur  = 1 (also Berechnung des Invariantenrings) und K = Q oder einalgebraischer Zahlk�orper. Bez�uglich detaillierter Informationen zu dem Programmpaketsei auf die Beschreibung in Kemper [27] verwiesen.2.3.1 Abspalten des FixraumsDieser erste, vorbereitende Schritt dient lediglich der Vereinfachung der weiteren Rechnun-gen.Ist W � V der Unterraum derjenigen Vektoren, die unter der Operation von G festblei-ben, so gibt es nach dem Satz von Maschke ein G-Komplement V 0 von W . Mit R0 = K[V 0]gilt dann R �= K[W ]
K R0:F�ur f 
 g 2 K[W ]
R0 und  2 XK(G) ist � (f 
 g) = � (f)
 � (g) = f 
 � (g), alsoR �= K[W ]
K R0 :Hat man eine Cohen-Macaulay-Basis von R0 , so ergibt sich durch Hinzunahme einer Basisvon W � zu den prim�aren Invarianten eine Cohen-Macaulay-Basis von R . Das Rechnenin R0 ist jedoch wesentlich weniger aufwendig: Zum einen verringert sich die Anzahl derVariablen, zum anderen treten die Invarianten vom Grad 1 nicht mehr in Relationen auf.Beide Aspekte k�onnen zu immensen Einsparungen an Rechenzeit f�uhren. Der �Ubergangvon R zu R0 ist eine Verallgemeinerung der "ersten Reduktion\ bei Noether [41], wo Gals Permutationsgruppe auf einer Basis e1; : : : ; en von V operiert, so da� durch Pni=1 ei aufjeden Fall ein nicht triviales Element von W gegeben ist.Der erste Schritt des Algorithmus besteht also darin, den Fixraum W und ein G-Komplement V 0 auszurechnen und f�ur die weitere Rechnung V durch V 0 zu ersetzen. Inden folgenden Abschnitten werden wir weiterhin V statt V 0 schreiben und annehmen, da�die Abspaltung des Fixraums bereits erfolgt ist.2.3.2 Berechnen von prim�aren InvariantenAus der Molien-Reihe PG(�) erh�alt man nach Satz 2.16(c) zwar m�ogliche Gradverteilungend1; : : : ; dn eines homogenen Parametersystems, man wei� jedoch nicht, ob ein solches zugegebenen di tats�achlich existiert, geschweige denn, wie die prim�aren Invarianten dann zukonstruieren sind. Hier ist das Verfahren auf Strategien des Ausprobierens angewiesen, dieallerdings in der praktischen Erfahrung sehr gute Ergebnisse liefern.Als erstes stellt sich die Aufgabe, die homogenen Invarianten von einem vorgegebenenGrad d zu berechnen. Hierf�ur bieten sich zwei einfache Methoden an.



34 2. INVARIANTENRINGEAlgorithmus 2.17 (Homogene Teilr�aume von R ,  linear).Eingabe: Ein endliches Erzeugendensystem �1; : : : ; �r von G � GL(V ) und die Werte (�i) eines linearen Charakters  2 XK(G).Ausgabe: Eine K-Basis des homogenen Teilraums (R )d vom Grad d von R .Ablauf: Setze ein allgemeines Polynom f in R vom Grad d mit unbestimmten Koe�zi-enten �1; : : : ; �m (mit m =� n+ d� 1d �) an. Die Bedingungen �i(f) =  (�i) � f f�uhrendann auf ein lineares Gleichungssystem in den �i �uber K. Aus der L�osung erh�alt maneine K-Basis von (R )d.Algorithmus 2.18 (Homogene Teilr�aume von R ).Eingabe: Alle Elemente von G � GL(V ) und  2 XK(G).Ausgabe: Eine K-Basis des homogenen Teilraums (R )d vom Grad d von R .Ablauf: Wende den Reynolds-Operator � auf s�amtliche Monome in R �= K[x1; : : : ; xn]vom Grad d an und suche unter den erhaltenen Elementen von (R )d eine K-Basisaus.Der Algorithmus 2.17 erweist sich in den meisten Situationen als schneller, w�ahrend Algo-rithmus 2.18 allgemeiner ist.Als n�achste Teilaufgabe brauchen wir einen Test, der entscheidet, ob ein System vonPolynomen aus R ein homogenes Parametersystem von R und damit auch von RG ist odernicht.Algorithmus 2.19 (Test auf Parametersystem).Input: Homogene Polynome f1; : : : ; fn 2 K[x1; : : : ; xn].Output: True, falls die fi ein homogenes Parametersystem von K[x1; : : : ; xn] bilden,sonst False.BeginFor i = 1; : : : ; n Do fBerechne eine Gr�obnerbasis B von ffj jxi=1 j j = 1; : : : ; ng bez�uglich irgendeinerTermordnung ;IF B 6= f1g Then Return False(Es gibt eine Nullstelle mit xi 6= 0.)Else f For j = 1; : : : ; n Do fj := fj jxi=0 g(Alle Nullstellen haben xi = 0.)gReturn TrueEnd.Die G�ultigkeit des Algorithmus geht aus den eingeklammerten Kommentaren hervor. Erbietet den Vorteil, da� die zu berechnenden Gr�obnerbasen nur n�1; n�2 usw. Unbestimmtehaben.Wir kommen nun zum Hauptalgorithmus f�ur die Berechnung eines Parametersystems,den wir wegen der oben angef�uhrten Schwierigkeiten zun�achst nicht vollst�andig spezi�zie-ren.



2.3 Der Algorithmus 35Algorithmus 2.20 (Prim�are Invarianten).Input: Eine endliche Gruppe G � GL(V ).Output: Ein homogenes Parametersystem f1; : : : ; fn von RG.BeginBerechne die Molien-Reihe PG(�) nach Satz 2.12;For (d1; : : : ; dn) 2 Nn Do f(Die Vektoren aus Nn werden der Reihe nach durchgegangen, beginnend mit nie-drigen di.)If Not Qni=1(1� �di) � PG(�) =Pmi=1 �ei mit m 2 N, ei 2 N0,Then Next (d1; : : : ; dn);Berechne mit Algorithmus 2.17 oder 2.18 K-Basen f�ur die homogenen Teilr�aume(RG)di ;For (f1; : : : ; fn) mit fi 2 (RG)di Do f(In einer noch zu spezi�zierenden Reihenfolge werden Invarianten fi als Line-arkombinationen der Basiselemente gebildet.)If � (f1; : : : ; fn) bildet ein Parametersystem (Algorithmus 2.19)�Then Return (f1; : : : ; fn)Else If (Abbruchbedingung) Then Next (d1; : : : ; dn)(Es ist noch zu spezi�zieren, wann ein Exponentenvektor (d1; : : : ; dn) "auf-gegeben\ werden soll.)ggEnd.F�ur die noch o�enen Stellen in diesem Algorithmus konnten keine vollst�andig befriedigendenL�osungen gefunden werden. In der Implementierung werden zwei Varianten angeboten:(a) Die automatische Variante:Die fi aus Algorithmus 2.20 sind von der Formfi = mdiXj=1�i;j � b(di)j ;wobei fb(di)1 ; : : : ; b(di)mdig die berechnete K-Basis von (RG)di ist. Nun werden die Vek-toren (�i;j) 2 Zm (m = Pni=1mdi) der Reihe nach durchgegangen, beginnend mitkleinen j�i;j j. Dabei werden solche (�i;j) �ubergangen, bei denen die zugeh�origen fiLinearkombinationen aus bereits getesteten fi sind.Die Abbruchbedingung ergibt sich in dieser Variante dadurch, da� die Suche nachzehn Versuchen (zugunsten des n�achsten Exponentenvektors (d1; : : : ; dn)) aufgegebenwird.(b) Die interaktive Variante:Nach jedem erfolglosen Versuch fragt das System den Benutzer, welche Linearkombi-nationen der b(di)j als n�achstes getestet werden sollen, oder ob die Suche aufgegebenwerden soll.Es ist mir kein Beispiel bekannt, in dem nicht eine der beiden Varianten (in der Regelschon (a)) zum Ziel f�uhrte.



36 2. INVARIANTENRINGE2.3.3 Berechnen der sekund�aren InvariantenNachdem prim�are Invarianten f1; : : : ; fn gefunden sind, geht es nun um die Berechnungeiner Basis des Moduls R �uber A = K[f1; : : : ; fn]. Das folgende Lemma erlaubt es, einenAlgorithmus hierf�ur anzugeben.Lemma 2.21. Sei M ein endlich erzeugter graduierter Modul �uber einer graduierten K-Algebra A, M = Pmi=1Afi mit homogenen fi, so da� deg(fi) � deg(fj) f�ur i � j gilt.Sind dann g1; : : : ; gm 2 M homogen mit deg(gi) = deg(fi) und gi =2 Pi�1j=1Agj , so folgtM =Pmi=1Agi.Beweis. Wir f�uhren den Beweis durch Induktion nach d = deg(fm).Die fi mit deg(fi) = d seien genau fk; : : : ; fm. Die Induktionsannahme liefertk�1Xi=1 Afi = k�1Xi=1 Agi:Seien V = (Pmi=1Agi)d und W = (Pk�1i=1 Afi)d � V die homogenen Teilr�aume vom Grad d.Aus gi =2 Pi�1j=1Agj folgt dann dimK(V=W ) � m� k + 1. Wegen Md = W +Pmi=kKfi istandererseits dimK(Md=W ) � m� k + 1, also Md = V . Dies war zu zeigen. 2Der folgende Algorithmus berechnet im Falle  = 1 au�er den sekund�aren Invarianten nochein minimales Erzeugendensystem von RG als A-Algebra.Algorithmus 2.22 (Sekund�are Invarianten).Input: Eine endliche Gruppe G � GL(V ),  2 XK(G) und prim�are Invariantenf1; : : : ; fn 2 RG.Output: Eine Modulbasis g1; : : : ; gm von R als Modul �uber A = K[f1; : : : ; fn].Falls  = 1, zus�atzlich ein minimales Erzeugendensystem h1; : : : ; hr von R = RG alsA-Algebra. Dabei sind alle gi Potenzprodukte von hj 's.BeginBerechne die Molien-Reihe PG; (�) mit Satz 2.12;Erhalte Grade e1 � : : : � em aus PG; (�) �Qni=1 �1� �deg(fi)� =Pmi=1 �ei ;r:=0;For i = 1; : : : ;m Do fIf  = 1 Then fFor P 2 fPotenzprodukte von h1; : : : ; hr vom Grad eig Do fIf P =2Pi�1j=1Agj Then f(Der obige Test auf Mitgliedschaft l�auft auf das L�osen eines linearenGleichungssystems �uber K hinaus.)gi := P ;Next igggBerechne mit Algorithmus 2.17 oder 2.18 eine K-Basis B von (R )d;



2.3 Der Algorithmus 37For b 2 B Do fIf b =2Pi=1j=1Agj Then fr := r + 1;hr := b;gi := b;Next igggEnd.Der Algorithmus liefert deshalb (im Falle  = 1) ein minimales Erzeugendensystemh1; : : : ; hr von RG als A-Algebra, weil es bei der Frage nach einem Erzeugendensystemnur darauf ankommt, f�ur jeden Grad d den K-Vektorraum �A[Pi<d(RG)i]�d (d.h. denGrad-d-Anteil der von den Invarianten vom Grad < d erzeugten A-Algebra) zu (RG)d zuerg�anzen.2.3.4 Berechnen der RelationenIm Falle  = 1 liefert Algorithmus 2.22 ein Erzeugendensystem f1; : : : ; fn; h1; : : : ; hr vonRG als K-Algebra. Im letzten Schritt sollen in diesem Fall noch die Relationen zwischenden hi ("Syzygien erster Art\) berechnet werden, so da� man eine Pr�asentation des In-variantenrings als kommutative K-Algebra erh�alt. Dazu mu� f�ur alle Produkte hi � gj dieDarstellung mit Hilfe der Cohen-Macaulay-Basis f1; : : : ; fn; g1; : : : ; gm bekannt sein. Umnun ein minimales System von Relationen zu bekommen, stellen wir folgende Betrachtungan. Es seien X1; : : : ;Xn; T1; : : : ; Tr Unbestimmte, denen wir Grade deg(Xi) = deg(fi),deg(Ti) = deg(hi) zuweisen. Dann ist S = K[X1; : : : ; Xn; T1; : : : ; Tr] eine graduierte K-Algebra, und der Kern I des HomomorphismusS ! RG; Xi 7! fi; Ti 7! hiist ein endlich erzeugter graduierter S-Modul. Nach Proposition 2.8 gibt es ein minimalesErzeugendensystem aus homogenen Elementen, und man bekommt ein solches, indem manf�ur d = 1; : : : ; deg(hr � gm) den K-Vektorraum (Pi<d S � Ii)d zu Id erg�anzt. Es ergibt sichder folgende Algorithmus.Algorithmus 2.23 (Relationen).Input: Prim�are Invarianten f1; : : : ; fn, homogene Erzeuger h1; : : : ; hr von RG alsK[f1; : : : ; fn]-Algebra und Potenzprodukte G1; : : : ;Gm 2 K[T1; : : : ; Tr], so da� gi =Gi(h1; : : : ; hr) sekund�are Invarianten sind.Output: Ein minimales Erzeugendensystem r1; : : : ; rs des Kerns von S ! RG; Xi 7!fi; Ti 7! hi (siehe obige Notation).Begins := 0;For d = 1; : : : ;deg(hr � gm) Do f



38 2. INVARIANTENRINGEFor f 2 fTi �Gj(T1; : : : ; Tr) j 1 � i � r; 1 � j � m; deg(hi � gj) = dg Do fM = fr 2 (r1; : : : ; rs) � S j deg(r) = d; r enth�alt den Term f , und alle andereMonome von r sind von der Form m(X1; : : : ;Xn) �Gi, m ein Monomg;(Die Berechnung von M f�uhrt auf ein lineares Gleichungssystem �uber K. IstM 6= ;, so enth�alt (r1; : : : ; rs) schon eine Relation, welche die Darstellung vonf(h1; : : : ; hr) mit Hilfe der Cohen-Macaulay-Basis liefert.)If M = ; Then fStelle f(h1; : : : ; hr) als Element r0(f1; : : : ; fn; h1; : : : ; hr) vonPmi=1K[f1; : : : ; fn] � gi dar;(Dies l�auft wie in Algorithmus 2.22 auf die L�osung eines linearen Glei-chungssystems hinaus.)s := s + 1;rs := f � r0(X1; : : : ;Xn; T1; : : : ; Tr)gggEnd.2.4 AnwendungenEs gibt nur wenige Beispiele, in denen man aus der Pr�asentation des Invariantenrings schon"mit blo�em Auge\ eine Minimalbasis f�ur den Invariantenk�orper ablesen kann.2.4.1 Die Z3Es sei char(K) 6= 2; 3, und G �= Z3 operiere durch Permutation der Unbestimmten aufK[x1; x2; x3]. Mit der Technik des Abspaltens des Fixraums erhalten wir ein homogenesParametersystemf1 = s1(x1; x2; x3); f2 = s2(y1; y2; y3); f3 = s3(y1; y2; y3);wobei si die elementarsymmetrischen Polynome sind und yi = xi � f1=3. Sekund�are Inva-rianten sind 1 und g = Qi<j(xi � xj), und es gilt die Diskriminantenrelationg2 + 4f32 + 27f23 = 0:Mit '1 = f3=f2 und '2 = g=f2 folgt'22 + 4f2 + 27'21 = 0;also liegen f2 und damit auch f3 und g in K('1; '2). Es gilt3Yi=1(X � yi) = X3 + f2 �X � f3;wir erhalten also das generische Polynomg(X) = X3 � 14 �27t21 + t22� �X + t14 �27t21 + t22� :



2.4 Anwendungen 39Mit p = 32t1 und q = 16 t2 ergibt sich das Polynom von Seidelmann [44]:g(X) = X3 � 3 �p2 + 3q2� �X + 2p�p2 + 3q2� :Dabei kann man nach Zusatz 1.12 noch p oder q gleich 1 setzen und erh�alt dann immernoch ein generisches Polynom.In diesem Beispiel ist der Invariantenring nicht polynomial; erst sein Quotientenk�orperwird rein transzendent �uber K.2.4.2 Die D4Die Diedergruppe G = D4 der Ordnung 8 operiere durch Vertauschungen der xi aufK[x1; : : : ; x4], char(K) 6= 2. Die Rechnung mit Hilfe des Invar -Programmpakets liefertprim�are Invarianten f1; : : : ; f4 der Grade 1,2,2,4 und eine weitere erzeugende Invariante gvom Grad 3. Die einzige Relation istg2 + 4f3f4 � f3(f2 + f3)2 = 0;aus der man sofort K(x1; : : : ; x4)G = K(f1; f2; f3; g)sieht. Als generisches Polynom erh�alt mang(X) = X4 + 2t1 �X2 � 4t2t3 �X + �(t1 + t2)2 � 2t2t23� ;woraus sich mit e = 12t3 , f = 2t2t23 und g = �t1 � t22 die Seidelmannsche Form ergibt.



40 3. INVARIANTENK �ORPER3 Invariantenk�orperNun kommen wir zum eigentlichen Objekt unseres Interesses, dem Invariantenk�orper. Indiesem Abschnitt wird eine Strategie entwickelt, mit deren Hilfe man in vielen F�allen Mi-nimalbasen �nden kann. Es gibt jedoch keinerlei Garantie, da� diese Strategie tats�achlicheine Minimalbasis liefert, falls eine solche existiert. Daher mu� sich die Strategie in denAnwendungen bew�ahren, um die es in den Abschnitten 3.2 und 3.3 geht. Zum Schlu�besch�aftigen wir uns mit einem Reduktionssatz, der Anwendungen im Bereich des klassi-schen Noetherschen Problems erlaubt.3.1 Konstruktion von MinimalbasenDer erste Schritt der hier zu entwickelnden Strategie beruht auf der Reduktion des Ratio-nalit�atsproblems auf rationale Invarianten vom Grad 0. Dieser Schritt allein liefert schoneinige interessante Anwendungen (siehe Beispiel 3.5). In Abschnitt 3.1.3 wird dann dieStrategie zur Konstruktion einer Minimalbasis des K�orpers dieser Invarianten formuliert.Au�erdem ben�otigen wir ein Verfahren zur Veri�kation von Kandidaten f�ur eine Minimal-basis. Dies bringen wir aus beweistechnischen Gr�unden schon vor der Strategie.3.1.1 Reduktion auf Invarianten vom Grad 0Es sei K ein K�orper, A 6= K eine nullteilerfreie graduierte K-Algebra und L = Quot(A)ihr Quotientenk�orper. Ein Element f 2 L hei�t homogen vom Grad d, falls es sich alsf = p=q mit p; q 2 A homogen mit deg(p)� deg(q) = d schreiben l�a�t. Wir schreibenL0 = ff 2 L j f ist homogen vom Grad 0g [ f0g;also K � L0 � L.Proposition 3.1. In der obigen Situation gelten:(a) Ist g 2 L homogen von minimalem positiven Grad e, so folgt L = L0(g), und g isttranszendent �uber L0. Insbesondere ist L eine rein transzendente Erweiterung vonL0 vom Transzendenzgrad 1.(b) Gilt L = K(f1; : : : ; fr) mit homogenen fi 2 L, so gibt es g1; : : : ; gr�1 2 L0, so da�L0 = K(g1; : : : ; gr�1):Au�erdem gilt ggT (deg(f1); : : : ;deg(fr)) = e.Beweis.(a) Die Transzendenz von g �uber L0 folgt aus deg(g) > 0.Es gen�ugt nun zu zeigen, da� jedes homogene Element f von A in L0(g) liegt. Dazusei deg(f) = k � e+ rmit k; r 2Zund 0 � r < e. Dann hat f � g�k den Grad r, wegen der Minimalit�at vone also r = 0, d.h. f � g�k 2 L0.



3.1 Konstruktion von Minimalbasen 41(b) Es sei di = deg(fi) und d = ggT(d1; : : : ; dr). Es gibt ganze Zahlen k1; : : : ; kr mitPri=1 ki � di = d. Wir haben ggT(k1; : : : ; kr) = 1, denn jeder gemeinsame Teiler x derki erf�ullt d � x j ki � di, also d � x j d.Das folgende Lemma liefert eine ganzzahlige Matrix A = (ci;j)1�i;j�r mit c1;i = kiund det(A) = �1, so da� also auch A�1 =: (ai;j) ganzzahlig ist. Wir bilden'i = rYj=1 f ci;jj :Dann folgt fi = Qrj=1 'ai;jj , also K('1; : : : ; 'r) = L. Nun seigi�1 = 'i � '�deg('i)=d1 2 L0 (i = 2; : : : ; r):Es folgt L = K(g1; : : : ; gr�1; '1);also L0 = K(g1; : : : ; gr�1), da '1 transzendent �uber L0 ist.Nun folgt auch L = L0('1), insbesondere ist das g aus Teil (a) eine rationale Funktionin '1. Es folgt d j e, wegen der Minimalit�at von e also d = e. 2Es fehlt noch das im Beweis benutzteLemma 3.2. Zu vorgegebenen c1;1; : : : ; c1;r 2 Zexistiert eine ganzzahlige Matrix A =(ci;j)1�i;j�r mit det(A) = � ggT(c1;1; : : : ; c1;r).Beweis. F�ur r = 1 ist nichts zu zeigen, und wir k�onnen au�erdem annehmen, da� allec1;i 6= 0 seien.Das Lemma sei schon f�ur r� 1 bewiesen, es existiert also A0 = (ci;j)1�i;j<r mit ci;j 2Zund det(A0) = ggT(c1;1; : : : ; c1;r�1)=:e'. Es gilt e := ggT(c1;1; : : : ; c1;r) = x � c1;r + y � e0 mitx; y 2Z. Setze cr;r = ee0 � xe0 � c1;r; und cr;j = � xe0 � c1;j (j < r)Dann ist cr;r = y 2 Z, und die anderen cr;j sind wegen e0 j c1;j ganz. Die ci;r (1 < i < r)kann man beliebig w�ahlen.Um die Determinante von A = (ci;j)1�i;j�r zu berechnen, addieren wir das xe0 -fache derersten Zeile zur r-ten Zeile und erhaltendet(A) = ������������ c1;1 � � � c1;r�1 c1;rc2;1 � � � c2;r�1 c2;r... ... ...cr�1;1 � � � cr�1;r�1 cr�1;r�10 � � � 0 e=e0 ������������ = � ee0 � det(A0) = �e: 2Anmerkung. Proposition 3.1(a) verallgemeinert die "zweite Reduktion\ bei Noether [41]./



42 3. INVARIANTENK �ORPERWir betrachten nun die speziellere Situation, da� A ein Invariantenring ist.Proposition 3.3. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, G � GL(V ) eine endli-che lineare Gruppe und S = f� � idV 2 G j � 2 Kg die Untergruppe der skalaren Matrizenin G. Dann gelten:(a) Der Kern der Operation von G auf K(V )0 ist genau S.(b) Es gilt jSj = e mit dem e aus Proposition 3.1(a).Beweis.(a) Alle � 2 S liegen im Kern der Operation von G auf K(V )0. Umgekehrt operiere� 2 G trivial auf K(V )0. F�ur linear unabh�angige Linearformen �1; �2 2 V � � K[V ]gilt �1�2 2 K(V )h�i, nach Proposition 1.1(b) folgt also �(�i) = � � �i mit � 2 K�(i=1,2). Damit operiert � als Skalar auf V � und damit auf V .(b) Mit einem 0 6= x 2 V � und g wie in Proposition 3.1(a) haben wirjGj = hK(V ) : K(V )Gi = hK(V ) : �K(V )0� (xe)i � h�K(V )0� (xe) : K(V )Gi= e � h�K(V )0� (g) : �K(V )G0 � (g)i= e � hK(V )0 : K(V )G0 i = e � jGjjSj ;wobei die letzte Gleichheit aus Teil (a) folgt. Es ergibt sich jSj = e. 2Korollar 3.4. Es seien G und S wie in Proposition 3.3. Au�erdem sei H � G eineUntergruppe mit S�H = G. Ist dannK(V )G rein transzendent �uber K mit einer homogenenMinimalbasis, so auch K(V )H .Beweis. Nach Voraussetzung gilt H /(S \H) �= G=S, nach Proposition 3.3(a) alsoK(V )G0 = K(V )H0 . Nach Proposition 3.1(b) ist aber K(V )G0 rein transzendent �uber K.Nun ist aber K(V )H nach Proposition 3.1(a) wiederum rein transzendent �uber K(V )H0 .Damit ergibt sich die Behauptung. 2Als einfache Anwendung erhalten wirBeispiel 3.5. Einige der Spiegelungsgruppen (siehe Abschnitt 2.1) entstehen als direktesProdukt einer Gruppe G0 mit einer Gruppe von skalaren Matrizen. Nach Korollar 3.4 istdamit auch K(V )G0 rein transzendent �uber K. Unter den Beispielen �nden sich einigeeinfache Gruppen G0. Wir haben (in der Nomenklatur von Shephard und Todd [45]):(a) G23 �= f�1g �A5 mit dim(V ) = 3 und De�nitionsk�orper Q(p5).Hier gen�ugt es nach Proposition 2.3, char(K) 6= 2; 3; 5 und 5 2 (K�)2 vorauszusetzen.Nach Korollar 3.4 ist dann K(V )A5 rein transzendent �uber K.Wir m�ochten f�ur dieses Beispiel explizit eine Minimalbasis ausrechnen. Aus den Gra-den von G23 sieht man, da� es homogene Invarianten s2, s6 und s10 vom Grad 2,6 und



3.1 Konstruktion von Minimalbasen 4310 gibt, die K[V ]G23 erzeugen. Wir brauchen noch eine Invariante ungeraden Gra-des und nehmen hierf�ur beispielsweise die Jacobi-Determinante s15 von (s2; s6; s10).Dann liefert '0 = s15s82 ; '1 = s6s32 ; '2 = s10s52eine Minimalbasis f�ur K(V )A5 . Um aus dieser ein generisches Polynom zu gewinnen,suchen wir nach der in der Anmerkung nach Satz 1.11 angegebenen Methode einem�oglichst kleine G-stabile Menge M � V �. Es stellt sich heraus, da� die gr�o�teUntergruppe H , die die dortige Bedingung (1.4) erf�ullt, eine Z5 ist. So erh�alt mannach Zusatz 1.12 ein generisches Polynom vom Grad 12 in zwei Parametern. DieRechnungen wurden mitMaple unter Einsatz des Invar -Pakets (siehe Kemper [27])f�ur K = Q(p5) durchgef�uhrt. Das generische Polynom lautetg(X) = X12 + 2p5u �X10 + 7u2 �X8 + 2p5 (1 + t1)u3 �X6 ++(6t1 + 1)u4 �X4 + �p5 t1 + (682 + 305p5)t2�u5 �X2 + t21u6mit u = (682 + 305p5)�25p5(682 + 305p5)t32 + (325 t1 � 4) t22���(682� 305p5) �1728 t51 � 688 t41 + 91 t31 � 4 t21���p5 t1t2 �720 t21 � 159 t1 + 8� :(b) G24 �= f�1g � PSL2(7) mit dim(V ) = 3 und De�nitionsk�orper Q(p�7).Es sei char(K) 6= 2; 3; 7 und �7 2 (K�)2. Auch hier liefert Korollar 3.4, da�K(V )PSL2(7) rein transzendent �uber K ist. Will man mit demselben Verfahren wieoben ein zugeh�origes generisches Polynom von minimalem Grad konstruieren, soerh�alt man als gr�o�te Untergruppe H mit der Eigenschaft (1.4) diesmal eine Z4.Das generische Polynom ist also vom Grad 42 und lie�e sich wohl kaum auf einerDruckseite wiedergeben!Zum Noetherschen Problem f�ur die PSL2(7) siehe auch Kemper [26] wo eine Mini-malbasis von K(V )PSL2(7) f�ur K = Q(p�7) explizit berechnet wird.(c) G33 �= f�1g � PSp4(3) mit dim(V ) = 5 und De�nitionsk�orper Q(p�3).Hier mu� man char(K) 6= 2; 3; 5 und �3 2 (K�)2 voraussetzen.Ist man etwas bescheidener und betrachtet auch solche Untergruppen G0 einer Spiege-lungsgruppe, die noch skalare Matrizen enthalten, so erh�alt man f�ur eine Reihe weiterer"spiegelungsnaher\ Gruppen eine positive Antwort auf das Noethersche Problem. Bei-spielsweise ist G20 �= h�3i � SL2(5) und G27 �= f�1g � fA6, wobei fA6 eine nicht zerfallendeErweiterung der A6 mit dem Kern Z3 ist. Die Angaben �uber die Isomorphietypen derSpiegelungsgruppen sind hierbei Benard [2] entnommen. /3.1.2 Veri�kation von MinimalbasenUnsere Strategie (Abschnitt 3.1.3) wird unter Umst�anden nur Kandidaten f�ur eine Mini-malbasis liefern. Zur Veri�kation solcher Kandidaten dient ein Algorithmus, der im wesent-lichen auf M. Sweedler zur�uckgeht. Dieses Verfahren besprechen wir schon hier, da das



44 3. INVARIANTENK �ORPERKorollar 3.8 in den Beweis zu Lemma 3.10 im n�achsten Abschnitt eingeht. Wir verwendendie Abk�urzungen X f�ur X1; : : : ; Xm, T f�ur T1; : : : ; Tn u.s.w.Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und G � GL(V ) endlich, so liefert derAlgorithmus aus Abschnitt 2.3 eine Pr�asentation des Invariantenrings:K[V ]G = K[#1; : : : ; #m] �= K[X1; : : : ;Xm]. (r1; : : : ; rs)mit erzeugenden Invarianten #i. Seien nun '1; : : : ; 'n 2 K(V )G gegeben, also 'i = fi(#)mit fi 2 K(X). Mit N = K(V )G und L = K(#) soll nun der Grad [N : L] bestimmtwerden. Die Grundidee ist, die Gleichungenri = 0 (i = 1; : : : ; s) und fi = Ti (i = 1; : : : ; n)mit zus�atzlichen Unbestimmten Ti nach den Xi aufzul�osen.Der Algorithmus funktioniert in folgender, allgemeinerer Situation.Der Algorithmus.Es seien K � L � N K�orper, so da� N �uber K endlich erzeugt ist, N = K(#1; : : : ; #m).Dann ist auch L=K endlich erzeugt (siehe z.B. Kemper [28]), etwa L = K('1; : : : ; 'n).Wir haben 'i = gi(#)hi(#) mit gi; hi 2 K[X1; : : : ;Xm];wobei die Xi Unbestimmte seien. Nach dem Hilbertschen Basissatz ist der Kern vonK[X]! N; Xi 7! #iendlich erzeugt. Eine Idealbasis sei durch r1; : : : ; rs 2 K[X] gegeben.Man f�uhre nun folgenden Algorithmus aus:Algorithmus 3.6 (Berechnen von K�orpergraden).Eingabe: Polynome gi, hi und ri wie oben.Ausgabe: Der Transzendenzgrad von N=L und der Grad [N : L], falls endlich.Ablauf:1) W�ahle Polynome p1; : : : ; pk 2 K[X], so da� f�ur das Produkt d = p1 � � � pk ein e 2 Nexistiert mit hi j de 8i. (Man kann f�ur die pi beispielsweise die Primteiler vonh1 � � �hn nehmen, oder auch k = 1 und p1 = h1 � � �hn.)2) BildeI = (p1U1 � 1; : : : ; pkUk � 1; r1; : : : ; rs; g1 � T1h1; : : : ; gn � Tnhn) � K[T ;X;U ]mit weiteren Unbestimmten U1; : : : ; Uk und T1; : : : ; Tn.3) W�ahle eine Termordnung � auf K[T;X;U ], so da�Ui � (jedes Monom in T und X) undXi � (jedes Monom in T und X1; : : : ;Xi�1) :



3.1 Konstruktion von Minimalbasen 454) Berechne eine minimale Gr�obnerbasis G von I bez�uglich �.5) Auswertung: SetzeGT = G \K[T ];Gi = G \K[T; X1; : : : ;Xi] nK[T; X1; : : : ;Xi�1] (i = 1; : : : ;m):Die Anzahl der leeren Gi sei t, und f�ur Gi 6= ; sei fi ein minimales Element vonGi (bez�uglich �), di = degXi(fi) sein Xi-Grad.Die Ausgabewerte siehe Satz 3.7.Satz 3.7. Mit den Bezeichnungen von Algorithmus 3.6 gelten:(a) GT erzeugt den Kern von K[T ]! L; Ti 7! 'i.(b) Der Transzendenzgrad von N=L ist gleich t.(c) Es seien alle Gi 6= ;. Dann enth�alt das Leitmonom von fi keines der Xj , j < i, undersetzt man Tj = 'j (j = 1; : : : ; n) und Xj = #j (j = 1; : : : ; i�1) in fi, so erh�alt manein (im allgemeinen nicht normiertes) Minimalpolynom von #i �uber L(#1; : : : ; #i�1).Insbesondere folgt [N : L] = mYi=1 di:Beweis. Die Beweise der Aussagen (a) und (b) und der Gradformel in (c) �nden sich beiSweedler [51]. Die entscheidende Beobachtung ist, da� I der Kern vonK[T;X;U ]! N; Ti 7! 'i; Xi 7! #i; Ui 7! 1pi(#)ist [loc. cit., Lemma 3.1]. Unter der Voraussetzung von Teil (c) ist N=L algebraisch, alsoL(#1; : : : ; #i) = L[#1; : : : ; #i] f�ur alle i. Wir �xieren ein i. Es folgt, da� das Minimal-polynom g(Xi) von #i �uber L(#1; : : : ; #i�1) in L[#1; : : : ; #i�1][Xi] liegt. Nach Multipli-kation mit einem Element von K['] k�onnen wir ohne Beschr�ankung der Allgemeinheitg(Xi) 2 K[';#1; : : : ; #i�1][Xi] annehmen, wobei g(Xi) nicht mehr normiert ist. Wir neh-men ein f 2 K[T;X1; : : : ; Xi], das unter Tj 7! 'j und Xj 7! #j (j < i) auf g(Xi) abgebildetwird und schon modulo GT reduziert ist. Dann liegt f in I , hat also den G-Rest 0. Ausder speziellen Wahl der Termordnung � ergibt sich nun, da� das Leitmonom LM(f) von fdurch das Leitmonom eines h 2 G teilbar sein mu�, und nach Konstruktion enth�alt LM(f)keines der Xj (j < i). Also liegt h in Gi und f�uhrt umgekehrt wieder zu einem Polynomf�ur #i �uber L(#1; : : : ; #i�1). Nun folgt h = fi (mit fi aus Schritt 5 des Algorithmus), undauch Teil (c) ist vollst�andig bewiesen. 2Ein Beweis zu Satz 3.7 be�ndet sich auch in Kemper [28]. Dieser Artikel ist gleich-zeitig eine Programmbeschreibung zu einer Implementierung von Algorithmus 3.6 in derMaple-Programmiersprache. Es handelt sich dabei um das Programmpaket "Fields\, wel-ches in der Maple Share Library verf�ugbar gemacht wurde. Dabei kann als Grundk�orperK = Q oder ein algebraische Zahlk�orper gew�ahlt werden. Der rechnerisch aufwendige Teildes Algorithmus ist das Berechnen der Gr�obnerbasis in Schritt 4. Hier erh�alt man gute



46 3. INVARIANTENK �ORPERprobabilistische Ergebnisse, indem man die Ti zu zuf�alligen Werten spezialisiert und mo-dulo einer (gro�en) Primzahl p rechnet. Dadurch verringert sich die Rechenzeit nat�urlicherheblich. Um diese Option m�oglich zu machen, wurde ein partielles Interface zu demspeziellen Computeralgebrasystem Macaulay (siehe [48]) eingebaut.Eine Folgerung.Korollar 3.8. Mit den Bezeichnungen aus Satz 3.7 sei zus�atzlich der Transzendenzgradvon N=K gerade gleich n, und wir fassen I als Ideal in K(T )[X; U ] auf. Dann gelten:(a) Es ist I = (1) genau dann, wenn die 'i algebraisch abh�angig sind �uber K.(b) Sind die 'i algebraisch unabh�angig �uber K, so folgtdimK(T ) �K(T)[X;U ]. I� = [N : L]:Beweis.(a) Die 'i sind nach Satz 3.7(a) genau dann algebraisch abh�angig, wenn GT 6= ;, unddies ist gleichbedeutend mit I = (1), da die Ti nun im Konstantenk�orper K(T) liegen.(b) Wegen der Voraussetzung an den Transzendenzgrad von N=L sind alle Gi 6= ;. Esgilt 1=pi(#) 2 L[#], also enth�alt die Gr�obnerbasis G Polynome der Form�Ui minus ein Polynom in den Xi �uber K(T)� :Diese bilden zusammen mit den fi (i = 1; : : : ;m) aus Satz 3.7(c) eine Gr�obnerbasisvon I als Ideal in K(T )[X;U ]. (Dies folgt aus der besonderen Gestalt der fi.) Wirerhalten dimK(T) �K(T )[X;U ]. I� = mYi=1 di = [N : L]: 23.1.3 Die StrategieDas Lemma 3.10 beruht in erster Linie auf dem Satz von B�ezout, den wir in der folgendenForm ben�otigen.Satz 3.9 (Satz von B�ezout). Es seien K ein algebraisch abgeschlossener K�orper, f1; : : : ; fn2 K[x0; : : : ; xn] homogene Polynome mit deg(fi) = di, Vi = V(fi) 2 Pn(K) die projektivenNullstellengebilde der fi undM� V1\ : : :\Vn eine Menge isolierter Schnittpunkte. Weitersei iP = dimK �OP (Pn(K)). (f1; : : : ; fn)�die Schnittvielfachheit von V1; : : : ;Vn bei P , wobei OP (Pn(K)) den Ring der regul�arenFunktionskeime bei P bezeichnet. Dann gelten:(a) XP2M iP � nYi=1di.



3.1 Konstruktion von Minimalbasen 47(b) Gilt M = V1 \ : : : \ Vn, so gilt in obiger Formel "=\.Insbesondere ist jMj � Qni=1 di.Beweis. Alle Vi sind nach Fulton [21, S. 145] Cohen-Macaulay, nach [loc. cit., S. 226] alsoXP2M l �OP (Tni=1 Vi)� � deg(P ) � nXi=1 dimit den dortigen Bezeichnungen. In [loc. cit., S. 145] �nden wir nun wiederuml �OP (Tni=1 Vi)� � deg(P ) = iP :Dies liefert Teil (a), und (b) folgt direkt nach Formel (3) in [loc. cit., S. 145]. 2Nun k�onnen wir das f�ur unsere Strategie entscheidende Lemma beweisen, welches schon(in speziellerer Form) von Kervaire und Vust [30] implizit verwendet wird.Lemma 3.10 ("Strategielemma\). Sei K ein K�orper, x0; : : : ; xn Unbestimmte, 'i = figi 2K(x0; : : : ; xn) f�ur i = 1; : : : ; n mit homogenen fi, gi 2 K[x0; : : : ; xn], deg(fi) = deg(gi) =:di. Au�erdem seien T1; : : : ; Tn weitere Unbestimmte und fK der algebraische Abschlu� vonK(T1; : : : ; Tn). F�ur P 2 Pn(fK) bezeichne iP die Schnittvielfachheit der durch fi � Ti � gigegebenen projektiven Kurven Vi in P .Weiter sei h = Qni=1 gi, M� Pn(fK) eine Menge isolierter Schnittpunkte P der Vi mith(P ) = 0 (M = ; zugelassen) und d = nYi=1di � XP2M iP :Dann gelten:(a) Ist V1 \ : : :\ Vn endlich und enth�alt M alle Schnittpunkte P mit h(P ) = 0, so folgt:(i) Die 'i sind genau dann algebraisch unabh�angig �uber K, wenn d > 0 gilt.(ii) Sind die 'i algebraisch unabh�angig �uber K, so isthK(x0; : : : ; xn)0 : K('1; : : : ; 'n)i = d:(b) Es sei bekannt, da� die 'i algebraisch unabh�angig �uber K sind. Dann folgthK(x0; : : : ; xn)0 : K('1; : : : ; 'n)i � d:Beweis. Sind die 'i algebraisch unabh�angig �uber K, so erf�ullen alle xi=xj eine Gleichungfi;j �uber L := K('1; : : : ; 'n): fi;j(xi=xj ; '1; : : : ; 'n) = 0:Mit M0 := fP 2 V1 \ : : : \ Vn j h(P ) 6= 0g gilt f�ur jedes P = [�0; : : : ; �n] 2 M0'i(�0; : : : ; �n) = Ti;



48 3. INVARIANTENK �ORPERalso fi;j(�i=�j ; T1; : : : ; Tn) = 0. Damit ist M0 eine endliche Menge, falls die 'i algebraischunabh�angig sind. Im Falle (a) gilt dies sowieso nach Voraussetzung. Satz 3.9 liefert nunXP2M0 iP � d;wobei im Falle (a) Gleichheit gilt.DaM[M0 endlich ist, k�onnen wir durch eine lineare Transformation der xi erreichen,da� alle P 2 M[M0 von der Form P = [1; �1; : : : ; �n] sind. Mit yi = xi=x0 gilt danniP = dim eK �O(�1;:::;�n)(A n(fK)).� 1; : : : ;  n��mit  i = fi(1; y1; : : : ; yn) � Ti � gi(1; y1; : : : ; yn). Dabei bezeichnet A n(fK) den n-dimensionalen a�nen Raum.Wir f�uhren eine zus�atzliche Unbestimmte u ein und setzenI = � 1; : : : ;  n; u � h(1; y1; : : : ; yn)� 1� � K(T1; : : : ; Tn) hy1; : : : ; yn; ui :Zu P = [1; �1; : : : ; �n] 2 M0 existiert genau ein � 2 fK mit � � h(1; �1; : : : ; �n) � 1 = 0, undes gilt iP = dim eK �O(�1;:::;�n;�)(A n+1(fK)). I� :Nach Fulton [20, Ch. II.9, Proposition 6] ist aberX(�1;:::;�n;�)2V(I)dim eK �O(�1;:::�n;�)(A n+1(fK)).I� = dim eK �fK[y1; : : : ; yn; u]. I� :Wir setzen alles zusammen und erhaltend � dim eK �fK[y1; : : : ; yn; u]. I� == dimK(T1;:::;Tn) (K(T1; : : : ; Tn) [y1; : : : ; yn; u]/ I)mit "=\ im Falle (a).Nun folgen beide Behauptungen mit Korollar 3.8. 2Korollar 3.11. Es sei K ein K�orper, x1; : : : ; xn Unbestimmte und f1; : : : ; fn 2K[x1; : : : ; xn] algebraisch unabh�angige, homogene Polynome. Dann gilthK(x1; : : : ; xn) : K(f1; : : : ; fn)i � nYi=1 deg(fi):Beweis. Sei x0 eine weitere Unbestimmte und di = deg(fi). Dann sind'i = fixdi0algebraisch unabh�angig, nach Lemma 3.10(b) folgt alsohK(x0; : : : ; xn)0 : K('1; : : : ; 'n)i � nYi=1 di:Aber xi 7! xi=x0 liefert einen Isomorphismus K(x1; : : : ; xn)! K(x0; : : : ; xn)0 mit fi 7! 'i.2



3.1 Konstruktion von Minimalbasen 49Formulierung der Strategie.Unsere Strategie zum Au�nden einer Minimalbasis ergibt sich nun direkt aus Lemma 3.10.Es sei also V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, G � GL(V ) endlich und S die Unter-gruppe der skalaren Matrizen in G (siehe Proposition 3.3). Dann schlagen wir folgendeVorgehensweise vor:(1) Als optionale Vorbereitung berechne im Falle char(K) - jGj mit dem Algorithmus ausAbschnitt 2.3 eine Pr�asentation des Invariantenrings K[V ]G.Dieser Schritt wird nicht immer notwendig sein.(2) Suche homogene g1; : : : ; gn�1 und h1; : : : ; hn�1 2 K[V ] von m�oglichst kleinen Gra-den di := deg(gi) = deg(hi), so da� jeweils gi und hi Invarianten bzw. Pseudo-Invarianten zum selben Gewicht sind, und vermeide dabei, da� die 'i := gi=hi alge-braisch abh�angig �uber K werden. Im Falle char(K) - jGj kann man sich mit Hilfe derMolien-Reihe PG;�(�) (die sich nach Satz 2.12 berechnen l�a�t) einen �Uberblick �uberdie Invarianten bzw. Pseudo-Invarianten verscha�en. Gibt es beispielsweise zwei line-ar unabh�angige Pseudo-Invarianten g� und h� zum Gewicht � und von einem gewissenGrad, so kann man diese nur f�ur ein 'i benutzen, da g�h� und �g�+�h�
g�+�h� (�;�; 
; � 2 Kschon algebraisch abh�angig sind.(3) Falls nicht schon n�1Yi=1 di < 2 � jGjjSj ;so versuche, die gi und hi so zu w�ahlen, da� das d aus Lemma 3.10 kleiner als 2�jGj=jSjwird. Es ist also das Ziel, f�ur m�oglichst viele gemeinsame Nullstellen der gi und hizu sorgen.(4) Oft wird man die Voraussetzungen in Lemma 3.10 nicht nachweisen oder die Schnitt-vielfachheiten nicht genau berechnen k�onnen. Dann bietet sich Algorithmus 3.6 zurVeri�kation einer Minimalbasis an. Wir haben zwei Varianten:(a) Falls eine Pr�asentation des Invariantenrings berechnet wurde, so stelle die 'i alsrationale Funktionen in den erzeugenden Invarianten dar und verfahre nach derzu Beginn von Abschnitt 3.1.2 angegebenen Methode.(b) Setze N = K(V )0 (n � 1 Erzeuger ohne Relationen) und pr�ufe mit Algorith-mus 3.6, ob [N : K('1; : : : ; 'n�1)] = jGjjSj .In einigen F�allen kann es nat�urlich auch m�oglich sein, algebraisch unabh�angige Invariantenf1; : : : ; fn 2 K[V ]G mit Qni=1 deg(fi) < 2 � jGj zu �nden, die dann nach Korollar 3.11 eineMinimalbasis liefern.Insbesondere im Schritt (3) k�onnen erhebliche Schwierigkeiten auftreten, die in derRegel mit wachsendem n steigen werden. Es sei an dieser Stelle noch einmal betont,da� die oben beschriebene Strategie noch weit davon entfernt ist, automatisierbar zu sein.Noch weniger kann garantiert werden, da� tats�achlich eine Minimalbasis gefunden wird,falls das Noethersche Problem eine positive Antwort hat. Auf der anderen Seite haben diemit obiger Strategie gewonnenen Minimalbasen gegen�uber denjenigen aus anderen Quellen



50 3. INVARIANTENK �ORPER(z.B. der Theorie des Noetherschen Problems abelscher Gruppen, siehe Lenstra [33])den Vorteil, da� sie aus Invarianten kleiner Grade bestehen und somit besser handhabbarsind und zu wesentlich einfacheren generischen Polynomen f�uhren. Der Wert der Strategiemu� sich jedoch an seiner Anwendbarkeit messen, die im folgenden Abschnitt anhandeiniger Beispiele belegt werden soll. Weitere Anwendungen aus dem Bereich der modularenDarstellungen werden dann in Abschnitt 3.3 folgen.3.2 Anwendungen in nicht singul�arer CharakteristikBevor wir zu einigen neuen Beispielen kommen, sei erw�ahnt, da� s�amtliche bisher in dieserArbeit vorgef�uhrte L�osungen des Noetherschen Problems auch mit unserer Strategie zugewinnen gewesen w�aren.3.2.1 Die Z4F�ur die Z4 haben wir schon in Abschnitt 1.4.2 unter der Voraussetzung �4 2 K eine positiveAntwort auf das Noethersche Problem gefunden. Nun setzen wir nur char(K) 6= 2 vorausund betrachten G = D � = � 0 1�1 0� E �= Z4:Die Molien-Reihe ergibt sich nach Satz 2.12 zuPG(�) = 1 + �4(1� �2)(1� �4) = 1 + �2 + 3�4 + 3�6 + � � � ;und mit dem linearen Charakter �: � 7! �1PG;�(�) = 2�2(1� �2)(1� �4) = 2�2 + 2�4 + 4�6 + � � � ;man kann also f�ur '1 den Quotienten zweier linear unabh�angiger Pseudo-Invarianten vomGrad 2 zum Gewicht � nehmen. Dann ist '1 =2 K, also algebraisch unabh�angig, und nachLemma 3.10(b) und Proposition 3.3(a) folgt[K(V )0 : K('1)] � 2 = jGjjf�1gj = hK(V )0 : K(V )G0 i ;womit nach Proposition 3.1(a) eine positive Antwort auf das Noethersche Problem gefundenw�are.Explizit erh�alt man '0 = x21 + x22 und '1 = x21 � x22x1x2als Minimalbasis, und mit M = f�x1;�x2g (in der Notation von Satz 1.11) wirdg(X) = X4 � t1 �X2 + t21t22 + 4ein generisches Polynom f�ur Z4.



3.2 Anwendungen in nicht singul�arer Charakteristik 51Etwas komplizierter wird es, wenn man die vierdimensionale Permutationsdarstellungder Z4 zugrunde legt. Dann nimmt man zun�achst x1 + + � � � + x4 als prim�are Invarianteund spaltet den Fixraum ab (siehe Abschnitt 2.3.1). Nun kann man f�ur '1 den Quotien-ten zweier linear unabh�angiger Invarianten vom Grad 2 und f�ur '2 den Quotienten zweierPseudo-Invarianten zum Gewicht �, auch vom Grad 2, nehmen. Diesmal ist die Untergrup-pe S der skalaren Matrizen trivial, und man veri�ziert mit Algorithmus 3.6, da� man aufdiese Weise in der Tat eine Minimalbasis bekommt. Das entsprechende generische Polynomf�ullt allerdings eine komplette Druckseite!3.2.2 Die D5Die D5 ist unter der Voraussetzung p5 2 K schon durch Beispiel 2.5 abgedeckt. Hier sollnun eine Minimalbasis f�ur die Permutationsdarstellung vom Grad 5 mit K = Q gefundenwerden.Nach Abspalten des Fixraums brauchen wir noch drei algebraisch unabh�angige Erzeugervon K(V )G0 . Es stellt sich heraus, da� es jeweils zwei linear unabh�angige Invarianten vonden Graden 2 und 3 und zwei linear unabh�angige Pseudo-Invarianten vom Grad 3 zumnicht trivialen linearen Charakter �: G! f�1g gibt. Die Absch�atzung2 � 3 � 3 < 2 � jGjgibt Anla� zu der Erwartung, da� die drei Quotienten '1; '2 und '3 eine Minimalbasis vonK(V )G0 liefern. Die 'i sind jedoch so un�ubersichtlich, da� man kaum die Voraussetzungenzu Lemma 3.10(a) oder (b) nachweisen kann. Eine Veri�kation mit Verfahren (b) aus demVeri�kationsschritt (4) unserer Strategie scheitert an der Schwierigkeit der Gr�obnerbasis-berechnung. Aber man kann mit dem Algorithmus aus Abschnitt 2.3 eine Pr�asentation desInvariantenrings berechnen und erh�alt dann nach dem Verfahren (a) den Nachweis, da� die'i ganz K(V )G0 erzeugen.3.2.3 Die A4Bei den bisherigen Beispielen war es nicht n�otig, gem�a� Schritt (3) in der Strategie bei dengi und hi f�ur gemeinsame Nullstellen zu sorgen. In diesem Beispiel werden wir es nichtganz so leicht haben.Wir betrachten G = A4 mit der dreidimensionalen Darstellung, die sich aus dernat�urlichen Permutationsdarstellung durch Abspalten des Fixraums ergibt, und es seichar(K) 6= 2;3. Der Invariantenring istK[V ]G = K[s2; s3; s4; d]mit der Relation d2 = discrX(X4+ s2X2 � s3X + s4):Dabei kommen die si von den elementarsymmetrischen Polynomen und d vom Produkt derxi � xj (i < j), insbesondere also deg(si) = i und deg(d) = 6.



52 3. INVARIANTENK �ORPERDie L�osung von Kervaire und Vust.Wir folgen zun�achst Kervaire und Vust [30] und versuchen, eine Minimalbasis vonK(V )G0 von der Form '1 = s4s22 und '2 = d+ �s23s32mit einem noch zu spezi�zierenden � 2 K zu �nden. Die Gradabsch�atzung liefert hier4 � 6 = 2 � jGj, was nicht ganz ausreicht. Wir brauchen also gemeinsame Nullstellen vons2, s4 und d+ �s23. Man sieht leicht, da� die gemeinsamen projektiven Nullstellen von s2und s4 genau durch die G-Bahn von [1; �3; 0] mit einer primitiven dritten Einheitswurzel�3 gegeben werden. Wir haben d(1; �3; 0) = 3p�3;s3(1; �3; 0) = 1;also f�uhrt � = �3p�3 zu einer gemeinsamen Nullstelle, wobei man zus�atzlich p�3 2 Kvoraussetzen mu�.Nun kann man K(V )G0 = K('1; '2) entweder direkt mit Algorithmus 3.6 veri�zierenoder nachrechnen, da� die Jacobi-Determinante von s2, s4 und d � 3p�3s23 ungleich 0ist. Dann folgt nach Benson [3, Prop. 5.4.2] die algebraische Unabh�angigkeit dieser dreiPolynome, also auch der 'i, und wir k�onnen Lemma 3.10(b) anwenden.Dasselbe Ziel l�a�t sich einfacher erreichen, indem man Pseudo-Invarianten zum (bis aufKonjugation eindeutig bestimmten) nicht trivialen linearen Charakter � der A4 betrachtet.Vom Grad 4 gibt es davon n�amlich gerade zwei linear unabh�angige, was sofort zur g�unsti-geren Gradabsch�atzung 4 � 4 < 2 � jGj f�uhrt. Nun wird auch klarer, weshalb die Bedingungp�3 2 K ins Spiel kam: Sie sorgt daf�ur, da� � Werte in K hat.Minimalbasis �uber K = Q.Nun wissen wir aber aus Noether [41], da� es auch �uber K = Q eine Minimalbasisgibt. Wir m�ochten eine solche mit unserer Strategie �nden und kommen (nach einigemProbieren) zu dem Ansatz '1 = s2s4 + �s32d ; '2 = s23 + �s32dmit �; � 2 K. Statt nun zu versuchen, � und � so zu legen, da� viele gemeinsame Nullstel-len m�oglichst hoher Vielfachheit entstehen, gehen wir direkt in das Veri�kationsverfahren(Schritt 4(a) der Strategie). Wir habenK(V )G0 = K  s32s23 ; s4s42s43 ; s62ds63 ! �= K(X;Y;Z)mit Z2 = 16Y X4 � 4X5 � 128Y 2X2 + 144Y X3 � 27X4 + 256Y 3: (3.1)Au�erdem haben wir aus dem Ansatz die GleichungenZ � T1 = X(Y + �X2) und Z � T2 = X2(1 + �X) (3.2)



3.2 Anwendungen in nicht singul�arer Charakteristik 53mit zus�atzlichen Unbestimmten T1 und T2 (siehe Abschnitt 3.1.2), die man sofort nach Zund Y au
�osen kann. Einsetzen der erhaltenen Werte f�ur Z und Y in (3.1) ergibt eineGleichung f f�ur X , die nun eindeutig l�osbar sein mu�. Diese Gleichung ist l�anglich undsoll hier nicht wiedergegeben werden; man sieht ihr jedoch nicht unmittelbar an, wie dieParameter � und � zu legen sind, damit sie nur eine L�osung X hat. Bringt man jedochdie Nebenbedingung X;Z 6= 0 ins Spiel, so kann man zun�achst X3 von f abdividieren underh�alt nun ein Polynom vom Grad 3 in X . WegenZ = X2(1 + �X)T2mu� man nun erreichen, da� (1 + �X)2��� f=X3:Dies f�uhrt auf ein algebraischen Gleichungssystem in � und �, das durch� = 112 und � = 827gel�ost wird. Bis hierhin haben wir mehr oder minder "auf Verdacht\ gerechnet. Veri�kationunseres Ergebnisses mit Algorithmus 3.6 liefert nunX = 6912T 31729T 32 � 3888T 22T1 + 5184T2T 21 � 2048T 31 + 27T2 ;woraus mit (3.2) die Darstellungen von Y und Z als rationale Funktionen in T1 und T2folgen.Es bleibt die Frage, welche Bedeutung die Konstanten 1/12 und 8/27 haben.3.2.4 Verallgemeinerte QuaternionengruppenEs sei n > 1 und G = h�; � j �n = �2; �4 = �; ��1�� = ��1i �= Q4ndie verallgemeinerte Quaternionengruppe der Ordnung 4n.Die zweidimensionale Darstellung.Es sei K ein K�orper mit char(K) - 2n und �2n; i 2 K, wobei �2n eine primitive 2n-teEinheitswurzel ist und i2 = �1. Eine durch� 7! ��2n 00 ��12n �; � 7! �0 ii 0�gegebene zweidimensionale Darstellung von G �uber K �nden wir in Benson [3, App. A].Dort sind auch Invarianten s1, s2 und s3 von den Graden 4, 2n und 2n+ 2 angegeben, dieden Invariantenring erzeugen.Mit '1 = s2sn=21 f�ur n gerade bzw. '1 = s3s(n+1)=21 f�ur n ungerade gilt K(x1; x2)G0 = K('1),da deg(s2);deg(s3) � 2n + 2 < 2 � jGjjf�1gj :



54 3. INVARIANTENK �ORPERDamit ist das Noethersche Problem f�ur diese Darstellung positiv beantwortet.Indem wir '1 durch eine rationale Invariante vom Grad 2 zu einer Minimalbasiserg�anzen und die in [3] angegebene Relation zwischen den si benutzen, erhalten wirg(X) = 8><>: X4n � tn1 t2(t22 � 4)n2 �X2n + t2n1 (t22 � 4)n; n geradeX4n � tn1 (t22 � 4)n+12 �X2n � t2n1 (t22 � 4)n; n ungeradeals generisches Polynom f�ur G �uber K.Hierf�ur mu�ten wir �2n und i 2 K voraussetzen. Da der Charakter  zu der zweidimen-sionalen Darstellung die Schur-Invariante -1 hat, ist es auch nicht m�oglich, eine Darstellungzu  �uber einem reellen K�orper zu �nden. Hierzu m�ussen wir zum Charakter 2 �  vomGrad 4 �ubergehen.Die vierdimensionale Darstellung.Der Charakter  ist zweimal in der regul�aren Darstellung von G enthalten, also gibt eseine Darstellung mit dem Charakter 2 � , die �uber einem K�orper K mit  (�) 2 K 8� 2 Gde�niert ist. Unter den schw�acheren Voraussetzungenchar(K) - 2n; �2n + ��12n 2 K und in 2 Km�ochten wir jetzt f�ur diese vierdimensionale Darstellung eine Minimalbasis �nden. Durch�1 : � 7! �1; � 7! 1 und�2 : � 7! in; � 7! �1werden zwei lineare Charaktere von G de�niert. Wir werden sehen, da� es drei linear un-abh�angige Pseudo-Invarianten s1, s2 und s3 vom Grad 2 zum Gewicht �1 und (mindestens)zwei linear unabh�angige Pseudo-Invarianten t1 und t2 vom Grad n zu �2 gibt. Mit'1 = s1s3 ; '2 = s2s3 und '3 = t1t2erhalten wir dann die Gradabsch�atzung2 � 2 � n = 2 � jGjjf�1gj ;was nicht ganz ausreicht. Die Polynomefi := si � Ti � s3 (i = 1; 2) und f3 := t1 � T3 � t2(siehe Lemma 3.10) haben jedoch gemeinsame projektive Nullstellen P mit s3(P ) = 0,ohne da� wir uns um die Wahl der si weiter k�ummern m�u�ten! In der vierdimensionalenDarstellung hat � n�amlich jeweils ��12n als doppelten Eigenwert. Ist W der Eigenraum zu�2n, so folgt f�ur w 2 W�22n � si(w) = si(�2nw) = si(�(w)) = �1(��1) � si(w) = si(w);



3.2 Anwendungen in nicht singul�arer Charakteristik 55also sijW = 0. Nun ist f3jW ein homogenes Polynom in zwei Unbestimmten, hat alsoprojektive Nullstellen.Nach Lemma 3.10 folgt K(V )G0 = K('1; '2; '3), wenn die Existenz der si und ti unddie algebraische Unabh�angigkeit der 'i gezeigt ist. Die Existenz k�onnte man schon anhandder Molien-Reihen (und sogar ohne genaue Angabe der Darstellung) nachweisen. F�ur diealgebraische Unabh�angigkeit m�ussen wir jedoch expliziter rechnen.Die Darstellung wir durch� 7! 0BBB@ 0 �1 0 01 � 0 00 0 � 10 0 �1 0 1CCCA ; � 7! 0BBB@ 0 0 1 00 0 0 1�1 0 0 00 �1 0 0 1CCCAmit � = �2n + ��12n gegeben. F�ur die si k�onnen wirs1 = x1x4 + x2x3 + �x2x4;s2 = x21 + x22 + �x1x2 � �x23 + x24 + �x3x4� ;s3 = x1x3 � x2x4nehmen. Die ti konstruieren wir auf folgende Weise:Zu a; b 2 K sei pa;b = Qn�1i=0 �i(ax1 + bx2). �Uber K(�2n) ist � diagonalisierbar, mitgeeigneten Koordinaten x01 und x02 gilt also ax1+ bx2 = a0x01+ b0x02 mit a0; b0 2 K(�2n) und�i(ax1+bx2) = �i2n(a0x01+��2i2n �b0x02). Bis auf Konstante ist pa;b damit gleich a0nx0n1 �b0nx0n2 ,also �(pa;b) = �pa;b, und pa;b hat keine mehrfachen Faktoren. Durch ta;b = pa;b+i�n ��(pa;b)erhalten wir nun Pseudo-Invarianten vom Grad n zum Gewicht �2. Wir w�ahlen p1 = p1;0und t1 = t1;0.Es gibt a; b 2 K, so da� pa;b teilerfremd zu p1 ist. Sonst w�urde n�amlich jP1(K)j = nfolgen, also jKj = n � 1. Dann w�are �2n =2 K, also [K(�2n) : K] = 2, und Gal (K(�2n)=K)w�urde durch �2n 7! �n�12n erzeugt. Es folgte �n�12n = ��12n , also 2n j n, ein Widerspruch.Durch geeignete Wahl von a und b erhalten wir also ein p2 = pa;b und t2 = ta;b, so da� p1und p2 teilerfremd sind.Betrachtet man die 'i nun als Funktionen in x1=x4, x2=x4 und x3=x4, so ist zu zeigen,da� die Jacobi-Determinante J der 'i nicht verschwindet. Dann folgt die algebraischeUnabh�angigkeit nach Benson [3, Prop. 5.4.2], da man im Falle endlicher Charakteristikannehmen kann, da� K ein endlicher K�orper und damit vollkommen ist.Mit r = 0@ @x1@x2@x3 1A istJ = � 1s123 t62 � ���s3rs1 � s1rs3; s3rs2 � s2rs3; t2rt1 � t1rt2��������x4=1 == � 1s93t62 � ���s3rs1 � s1rs3;rs2; t2rt1 � t1rt2���| {z }:= J0 �����x4=1 :Wir spezialisieren x1 = x3 = 0 und erhalten t1 = 0, t2 6= 0, @x1t1 = c � xn�12 mit c 2 K�,



56 3. INVARIANTENK �ORPER@x2t1 = 0 und @x3t1 = i�n � c, alsoJ0���x1=x3=0; x4=1 = t2���x1=x3=0; x4=1 � ������� �x2 �x2 cxn�120 2x2 0�x22 �� i�nc ������� == t2���x1=x3=0; x4=1 � 2cx22(xn2 � i�n) 6= 0:Damit ist gezeigt, da� das Noethersche Problem auch f�ur die vierdimensionale Darstellungeine positive Antwort hat.W. Gr�obner hat in [22] f�ur n = 2 auf anderem Wege eine Minimalbasis gefunden unddas zugeh�orige generische Polynom berechnet. Es er�ubrigt sich daher, dies hier anzugeben.Die erzeugenden Invarianten j1; : : : ; j4 aus [22] lassen sich leicht als rationale Funktionenin unseren 'i (mit einer Invariante vom Grad 2 als '4) darstellen und umgekehrt.Grenzen der Strategie.Es d�urfte anhand der Beispiele klar geworden sein, wie schwierig die Anwendung unsererStrategie im Einzelfall ist. Es �uberrascht daher nicht, da� das Verfahren schon bei relativkleinen Graden an seine Grenzen st�o�t. Ein Beispiel hierf�ur ist die einfache Gruppe A5mit ihrer nat�urlichen Permutationsdarstellung, f�ur die das Noethersche Problem nachMa-eda [34] eine positive Antwort �uber K = Q hat. Es ist jedoch trotz langen Versuchens nichtgelungen, mit Hilfe unserer Strategie eine Minimalbasis zu �nden. Selbst die Veri�kationder in [34] angegebenen Minimalbasis mit Algorithmus 3.6 scheitert an der Schwierigkeitder Gr�obnerbasisberechnung.Auf der anderen Seite werden wir im folgenden Abschnitt sehen, da� sich f�ur modulareDarstellungen mit der Strategie sehr viel erreichen l�a�t.3.3 Modulare AnwendungenW�ahrend wir im letzten Abschnitt stets char(K) - jGj vorausgesetzt haben, betrachtenwir nun F�alle von "schlechter\ Charakteristik (modulare Darstellungen). Obwohl hier dieInvariantentheorie generell schwieriger wird, treten einige Darstellungen niedrigen Gradesauf, die es in allgemeiner Charakteristik gar nicht gibt. Daher hat man f�ur diese guteChancen, positive Antworten auf das Noethersche Problem zu �nden. Durch den direkten�Ubersetzungsmechanismus aus Satz 1.11 lassen sich in vielen F�allen dann sofort generischePolynome angeben.In Abschnitt 1.4.3 haben wir schon die metazyklischen Gruppen mit Normalteiler Zp alsBeispiel kennengelernt. Hier werden nun zun�achst einige Beispiele aus der Literatur zusam-mengestellt, und die Frage nach den zugeh�origen generischen Polynomen wird untersucht.Danach werden f�ur die konformen symplektischen Gruppen CSp2n(q), f�ur die einfachenGruppen 
n(q) (n ungerade), f�ur weitere Untergruppen der orthogonalen Gruppen und f�urdie speziellen unit�aren Gruppen SUn(q2) Minimalbasen konstruiert. Damit ist das Feld derklassischen Gruppen weitgehend abgedeckt.



3.3 Modulare Anwendungen 573.3.1 Lineare Gruppen und p-Gruppenp-Gruppen.Es sei K ein K�orper der Charakteristik p, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und G �GL(V ) eine p-Gruppe. Nach Miyata [38] ist dann K(V )G rein transzendent �uber K.Satz 1.11 liefert also, da� jede p-Gruppe ein generisches Polynom �uber Fp besitzt.Im Beweis zeigt Miyata zun�achst, da� man eine K-Basis �nden kann, so da� jedes� 2 G als obere Dreiecksmatrix mit Einsen in der Diagonale operiert. Ist G speziell dieGruppe aller solcher Matrizen und K = Fq , so liefern die Produkte �uber die Bahnensi := Yf2f�(xi)j�2Ggf = Yai+1;:::;an2K(xi + ai+1xi+1 + � � �+ anxn)eine Minimalbasis (siehe Wilkerson [55]), und es gilt sogar f�ur den InvariantenringK[V ]G = K[s1; : : : ; sn]:F�ur das M � V � aus Satz 1.11 kann man die Bahn von x1 nehmen und erh�alt so eingenerisches Polynom vom Grad qn�1 in n oder nach Zusatz 1.12 sogar in n�1 Parametern.F�ur n = 2, also G = f�1 a0 1� j a 2 Kg �= F+q ;haben wirYa2Fq(X � x1 � ax2) = (X � x1)q � (X � x1)xq�12 = Xq � sq�12 �X � s1;was nach Zusatz 1.12 zu dem generischen Polynomg(X) = Xq �X � tf�uhrt, eine weitere Verallgemeinerung der Artin-Schreier Polynome (siehe auch Ab-schnitt 1.4.3).F�ur n = 3, also G = f0B@ 1 a b0 1 c0 0 1 1CA j a; b; c 2 Kg;ergibt sich aus einer etwas l�angeren Rechnungg(X) = Xq2 � (1 + tq�11 ) �Xq + tq�11 �X + t2als generisches Polynom f�ur G �uber K = Fq .GLn(q) und SLn(q).Es ist schon seit Dicksons Arbeit [17] aus dem Jahre 1911 bekannt, da� f�ur V = Fnq dieInvariantenringe Fq [V ]GLn(q) und Fq [V ]SLn(q) Polynomringe sind. Daraus erhalten wir



58 3. INVARIANTENK �ORPERSatz 3.12. Sei n � 2 eine nat�urliche Zahl, q eine Primzahlpotenz und K = Fq . Danngelten:(a) Das Polynom g(X) = Xqn�1 + t1 �Xqn�1�1 + � � �+ tn�1 �Xq�1 + tnist ein generisches Polynom f�ur die Gruppe GLn(q) �uber K.(b) Das Polynom g(X) = Xqn�1 + t1 �Xqn�1�1 + � � �+ tn�1 �Xq�1 + tq�1nist ein generisches Polynom f�ur die Gruppe SLn(q) �uber K.Insbesondere haben die Gruppen GLn(q), SLn(q), PGLn(q) und PSLn(q) Galoisrealisierun-gen �uber dem K�orper Fq(t).Beweis. Wir lassen G = GLn(q) in nat�urlicher Weise auf V = Kn operieren. Nach Wil-kerson [55] gilt dannYy2V �(X � y) = Xqn + cn�1 �Xqn�1 + � � �+ c1 �Xq + c0 �X;und die ci erzeugen K[V ]G. Mit M = V � n f0g folgt dann aus Satz 1.11 sofort Teil (a).Die ci sind die sogenannten Dickson-Invarianten.Weiter gibt es nach Wilkerson [55] f�ur G0 = SLn(q) ein u 2 K[V ]G0 mit uq�1 = c0, soda� c1; : : : ; cn�1 und u ganz K[V ]G0 erzeugen. Hieraus folgt Teil (b).Die Galoisrealisierungen der projektiven Gruppen erh�alt man, indem man denFixk�orper des Zentrums von G bzw. von G0 nimmt. Da Fq(t) nach Fried und Jarden [19,Theorem 12.10] ein Hilbertk�orper ist, erhalten wir auch Erweiterungen �uber Fq(t) mit denangegebenen Galoisgruppen. 2Mit n = 3 und q = 2 ergibt sich beispielsweiseg(X) = X7 + t1X3 + t2X + t2als generisches Polynom f�ur GL3(2) �= PSL2(7) �uber F2 , wobei wir wegen deg � c0c1� = 1Zusatz 1.12 benutzen konnten.Abhyankar untersucht in [1] die in Satz 3.12 angegebenen Polynome. Demnach l�a�tsich das tn aus Teil (b) zu einem Element aus Fq spezialisieren, und man erh�alt immer nochein SLn(q)-Polynom. Es werden auch die entsprechenden PGLn(q)- und PSLn(q)-Polynomeangegeben (welche selbstverst�andlich nicht generisch sind).3.3.2 Symplektische Gruppen und konforme symplektische GruppenD. Carlisle und P. H. Kropholler haben f�ur einige klassische Gruppen (mit ihrernat�urlichen Darstellung) Invariantenringe beziehungsweise -k�orper untersucht. Wir begin-nen mit ihrem Ergebnis �uber die symplektischen Invarianten und geben dann mit Hilfeunserer Methoden Minimalbasen f�ur die konformen symplektischen Gruppen an.



3.3 Modulare Anwendungen 59Die Sp2n(q).Sei V ein 2n-dimensionaler, nicht ausgearteter symplektischer Vektorraum �uber K = Fqmit einer Primzahlpotenz q und G = Sp(V ) die symplektische Gruppe von V . Carlisleund Kropholler haben den Invariantenring K[V ]G untersucht (siehe Benson [3]) unddabei unter anderem gezeigt, da� K(V )G rein transzendent �uber K ist (siehe den Beweiszu Theorem 8.3.4 in [loc. cit.]). Im Beweis werden Invarianten s1; : : : ; s2n 2 K[V ]G vomGrad deg(si) = qi + 1 angegeben, die direkt von der symplektischen Form her kommen.Diese sind gegeben durch si(v) = hv; F i(v)if�ur v 2 �K 
K V , wobei h�; �i die symplektische Form, F der Frobenius-Automorphismusund �K ein algebraischer Abschlu� von K sind. Wegen des Nichtverschwindens der Jacobi-Determinante der si sind diese nach Benson [3, Prop. 5.4.2] algebraisch unabh�angig. Nunwerden explizite Formeln hergeleitet, nach denen sich die Dickson-Invarianten ci (siehe derBeweis zu Satz 3.12) als rationale Funktionen in den si darstellen lassen. Hierin steckt dieHauptarbeit des Beweises. Es folgtK(V ) � K(s1; : : : ; s2n) � K(V )GL2n(q);und ein einfaches galoistheoretisches Argument liefert nunK(V )G = K(s1; : : : ; s2n): (3.3)Bei der Frage nach den entsprechenden generischen Polynomen geht es nun darum, einem�oglichst kurze G-Bahn M in V � n f0g zu �nden. Da die symplektische Form einen mitG vertr�aglichen Isomorphismus zwischen V und V � liefert, k�onnen wir diese Bahn in Vsuchen. G operiert jedoch nach Huppert [23, Kap. II, Satz 9.15] transitiv auf V n f0g,also ist das f(X) aus Satz 1.11f(X) = Yy2V �nf0g(X � y) = Xq2n�1 + c2n�1 �Xq2n�1�1 + � � �+ c1 �Xq�1 + c0:Um das generische Polynom g(X) f�ur G zu erhalten, mu� man also nur die ci als rationaleFunktionen in den si darstellen, was durch die Formeln von Carlisle und Krophollerbewerkstelligt wird. Diese Formeln lassen sich zwar f�ur einzelne n leicht auswerten, ihreallgemeine Darstellung ist jedoch recht kompliziert. Deshalb soll hier auf die Wiedergabeverzichtet werden.Anmerkung. Der Nachweis von Gleichung (3.3) lie�e sich f�ur q � 3 auch durch einfacheGradabsch�atzung nach Korollar 3.11 durchf�uhren. Es gilt n�amlichQ2ni=1 deg(si)jGj = Q2ni=1(qi + 1)qn2 Qni=1(q2i � 1) = Q2ni=n+1(qi + 1)qn2 Qni=1(qi � 1) < 2;wobei die letzte Absch�atzung aus Lemma 3.13 folgt. Die Formal f�ur jGj ist dabei Jacob-son [24, 6.10] entnommen. /



60 3. INVARIANTENK �ORPERDie CSp2n(q).Es sei nun G = CSp(V ) die konforme symplektische Gruppe, d.h.G = n� 2 GL(V ) ��� 9�(�) 2 K: h�(v);�(w)i = �(�) � hv;wi 8v; w 2 V o :Dann ist �: G! K� ein Homomorphismus, der sich als surjektiv herausstellt. Die exaktenSequenzen 1 ! Sp(V ) ! G ! K� ! 1 und1 ! K� ! G ! PCSp(V ) ! 1liefern jPCSp(V )j = jSp(V )j, wobei PCSp(V ) die Faktorgruppe nach den in G enthaltenenskalaren Matrizen bezeichnet. F�ur die si von Carlisle und Kropholler gilt �(si) =�(��1) � si (� 2 G). Die folgenden rationalen Funktionen sind also G-Invarianten vomGrad 0:'1 = sq2+11sq+12 ; '2i = s2i+1sq2i�q2i�1+�����q+11 ; '2i+1 = s2i+2sq2i+1�q2i+����+q3�q21 � s2 (i = 1; : : : ; n � 1):Es gilt K(s1; '1; 'q+12 ; : : : ; 'q+12n�1) = K(s1; sq+12 ; : : : ; sq+12n ), wobei der zweite K�orper �uberK den Transzendenzgrad 2n hat, also sind die 'i algebraisch unabh�angig. Wir haben dieGradabsch�atzungdeg �sq2+11 � � n�1Yi=1 �deg(s2i+1) � deg(s2i+2)�jPCSp(V )j = Q2ni=1(qi + 1)qn2 �Qni=1(q2i � 1) :F�ur q � 3 ist dies nach dem nachfolgenden Lemma 3.13 echt kleiner als 2. Dann folgt nachLemma 3.10, da� K(V )PCSp(V )0 = K('1; : : : ; '2n�1);nach Proposition 3.3(a) und 3.1(a) ist also auch K(V )G rein transzendent �uber K. F�urq = 2 gilt dies sowieso, da dann G = Sp(V ) ist.Es fehlt noch das folgendeLemma 3.13. Es seien q, n und m 2 N0 nicht negative ganze Zahlen, so da� q � 4 oderq = 3 und m � 2, oder q = 3, m = 1 und n � 2. Dann ist� := Qn+mi=m+1(qi + 1)qnm �Qni=1(qi � 1) < 2:Beweis. Wir betrachten zun�achst den Fall n = 1. Dann ist� = 1 + qm + 1qm+1 � qm < 2 , qm(q � 2) > 1:Dies ist f�ur q � 4 oder q = 3 und m � 1 erf�ullt.



3.3 Modulare Anwendungen 61Nun sei n > 1. Dann gilt� � (qm+1 + 1)(qm+2 + 1)Qn+mi=m+3(qi + qm)qnm(q � 1)(q2 � 1)Qni=3(qi � 1) = (qm+1 + 1)(qm+2 + 1)q2m(q � 1)(q2 � 1)| {z }:= �1 � nYi=3 qi + 1qi � 1!| {z }:= �2 :Dabei ist wegen ln(1 + x) � x f�ur x > 0ln(�2) � 1Xi=3 2qi � 1 � 1Xi=3 2qi � qi=q3 = 2q(q3 � 1)(q � 1)und �1 � (q + 1)(q2 + 1)(q � 1)(q2 � 1) = q2 + 1(q � 1)2 :F�ur q � 4 ergibt sich die Absch�atzung� � 179 � e8=189 � 1:970558113< 2:F�ur q = 3 und m � 2 erhalten wir f�ur �1 die bessere Absch�atzung�1 � (q3 + 1)(q4+ 1)q4(q � 1)(q2� 1) = 287162und damit � � 287162 � e3=26 � 1:988281098< 2:Schlie�lich veri�zieren wir die Ungleichung f�ur q = 3, m = 1 und n = 2 durch direktesNachrechnen. 23.3.3 Orthogonale GruppenCarlisle und Kropholler geben in [11] Minimalbasen f�ur alle orthogonalen GruppenOn(q) (wobei q eine ungerade Primzahlpotenz ist) mit ihrer nat�urlichen Darstellung �uberFq an. Von gro�em Interesse sind auch die Kommutatorgruppen 
n(q) der orthogona-len Gruppen, deren Faktorgruppen P
n(q) nach den Untergruppen der skalaren Matrizenbis auf einige Ausnahmen (siehe z.B. im Atlas [14]) einfach sind. F�ur ungerades n istP
n(q) = 
n(q), und dies ist einfach, wenn nicht n = q = 3. Au�erdem sind die Zwischen-gruppen interessant, von denen es wegenOn(q).
n(q) �= Z2 � Z2 (f�ur n � 3)drei echte gibt. Die SOn(q) ist eine davon.Satz 3.14. Es seien q eine ungerade Primzahlpotenz, K = Fq und V ein n-dimensionaler,nicht ausgearteter orthogonaler Raum �uber K, n � 3. Mit O(V ), 
(V ) bzw. SO(V )bezeichnen wir die orthogonale Gruppe von V , deren Kommutatorgruppe bzw. die spezielleorthogonale Gruppe. Dann gelten:



62 3. INVARIANTENK �ORPER(a) Sei n ungerade. Dann ist K(V )G f�ur alle f�unf Zwischengruppen 
(V ) � G � O(V )rein transzendent �uber K.(b) Sei n gerade. Dann ist K(V )G f�ur alle Zwischengruppen 
(V ) � G � O(V ) au�erG = 
(V ) und G = SO(V ) rein transzendent �uber K.(c) Sei n = 3. Ist dann � 2 O(V ) eine Spiegelung entlang einem Vektor v 2 V mitSkalarprodukt hv; vi = �1 (Ein solcher existiert immer!) und G = h
(V ); �i, so sindK[V ]G und K[V ]O(V ) Polynomringe �uber K. F�ur q � 1 mod 4 ist G = 
(V )�f�1g.Anmerkung. Nach Nakajima [39] ist K[V ]G f�ur keine Zwischengruppe 
(V ) � G �O(V ) (mit den Bezeichnungen von Satz 3.14) ein Polynomring �uber K, falls n � 4. DieAussage in Satz 3.14(c) gilt also f�ur kein anderes n au�er n = 3. Es ist mir nicht bekannt,ob diese Aussage in der Literatur schon zu �nden ist. /Beweis zu Satz 3.14. Es seien e1; : : : ; en 2 V eine Orthogonalbasis, x1; : : : ; xn 2 V � dieDualbasis und �i = hei; eii die Skalarprodukte. Dann bildensi = nXj=1�j � xqi+1j (i = 0; : : : ; n � 1)die von Carlisle und Kropholler angegebene Minimalbasis. (Es ist unmittelbar einzu-sehen, da� die si Invarianten unter der O(V ) sind, da si(v) = hv; F i(v)i f�ur v 2 �K 
K V ,wobei F der Frobenius und �K ein algebraischer Abschlu� von K sind.) Die Idee ist nun,sn�1 durch eine Invariante t von kleinerem Grad zu ersetzen.Es sei b 2 K� und Vb := fv 2 V j hv; vi = bg. (Nach Jacobson [24, 6.10] gilt immerVb 6= ;, und Vb ist nach dem Wittschen Fortsetzungssatz genau eine Bahn unter O(V ).)Mit einem v liegt auch �v in Vb, wir k�onnen also ein Vertretersystem V 0b von Vb=f�1gw�ahlen. F�ur v 2 V 0b ist dann v� := hv; �i 2 V � eine Linearform, und wir bildentb = Yv2V 0b v� 2 K[V ];welches bis auf Vorzeichen eindeutig durch b bestimmt ist. F�ur � 2 O(V ) ist �(tb) = �1 �tb,also de�niert � 7! �(tb)=tb einen linearen Charakter von O(V ), der auf 
(V ) = O(V )0 trivialsein mu�, d.h. tb 2 K[V ]
(V ).Wir zeigen nun, da� die Jacobi-Determinante J von (s0; : : : ; sn�2; tb) nicht verschwin-det, so da� nach Benson [3, Prop. 5.4.2] die algebraische Unabh�angigkeit dieser Invariantenfolgt. Wir haben @s0@xj = 2�jxj ; @si@xj = �jxqij (i � 1)und tb = v� � g mit irgendeinem v 2 Vb und g 2 K[V ]. Dabei gilt v� - g, weil �v das einzigeskalare Vielfache von v in Vb ist. Wir k�onnen J auch bez�uglich einer Orthogonalbasisberechnen, die v enth�alt, und somit ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit annehmen, da�v = e1 und v� = x1 ist. Wir spezialisieren x1 = 0 und erhaltenJ jx1=0 = 2 � ���������� 0 �2x2 � � � �nxn... ... ...0 �2xqn�22 � � � �nxqn�2ng jx1=0 0 � � � 0 ���������� 6= 0;



3.3 Modulare Anwendungen 63da x1 - g. Damit sind die s0; : : : ; sn�2; tb tats�achlich algebraisch unabh�angig �uber K,und die Voraussetzungen f�ur die Anwendung von Korollar 3.11 sind gegeben. Nun gehtes darum, in den einzelnen F�allen durch entsprechende Wahl des b 2 K� eine g�unstigeGradabsch�atzung zu erreichen.(a) Es gilt n = 2m+ 1, und nach Jacobson [24, 6.10] istjVbj = q2m � qm; (3.4)wobei das "�\ hier davon abh�angt, ob b in (K�)2 liegt oder nicht. Wir k�onnen also bso w�ahlen, da� der Grad von t := tb gerade wird. Dann gilt t 2 K[V ]
(V )�f�1g. DieOrdnung der 
(V ) entnehmen wir [loc. cit.] und erhaltenQn�2i=0 deg(si) � deg(t)j
(V )� f�1gj = Qn�2i=0 (qi + 1) � qm � (qm � 1)=2qm2 �Qmi=1(q2i � 1) � (3.5)� (qm + 1) �Q2m�1i=m+1(qi + 1)qm(m�1) �Qmi=1(qi � 1) :Der letzte Ausdruck ist aber nach dem folgenden Lemma 3.13 echt kleiner als 2, aus-genommen der Fall m = 1 und q = 3. In allen anderen F�allen folgt mit Korollar 3.11K(V )
(V )�f�1g = K(s0; : : : ; sn�2; t) (3.6)und mit derselben Gradabsch�atzungK(V )O(V )K(s0; : : : ; sn�2; t2); (3.7)da t2 eine O(V )-Invariante ist. F�ur m = 1 und q = 3 ist der Quotient in (3.5) genau2, es gen�ugt also nach Lemma 3.10, gemeinsame projektive Nullstellen von s0, s1 undt nachzuweisen. Nach Jacobson [24, 6.10] kann man �1 = 1 und �2 = �3 = �1annehmen und dann b = �1 w�ahlen. Dann liegt (0;0; 1) 2 Vb, also t(�1; �2; 0) = 0 mitirgendwelchen �i. Also liefert beispielsweise si(1;1; 0) = 0 eine gemeinsame projektiveNullstelle, und damit gelten (3.6) und (3.7) auch f�ur m = 1 und q = 3.Korollar 3.4 liefert jetzt sofort, da� auch K(V )
(V ) rein transzendent �uber K ist. F�urdie verbleibenden zwei Zwischengruppen G giltf�1g �G = O(V )wegen O(V )=
(V ) �= Z2 � Z2, also folgt auch hier, da� K(V )G rein transzendent�uber K ist.(b) Es sei nun n = 2m. Nach Jacobson [24, 6.10] gilt immerjVbj = q2m�1 � � � qm�1; (3.8)wobei � = 1 bzw. �1 ist, falls wir es bei O(V ) mit dem Typ O+2m(q) bzw. O�2m(q)zu tun haben. Der Grad von tb ist also unabh�angig von der Wahl von b. Wirwollen untersuchen, ob man durch diese Wahl immerhin die genaue Zwischengruppe
(V ) � G � O(V ), die tb festl�a�t, steuern kann.



64 3. INVARIANTENK �ORPEREs sei � 2 O(V ) die Spiegelung entlang einem Vektor v1 2 V . Wir erg�anzen v1 zueiner Orthogonalbasis v1; : : : ; vn von V . Bez�uglich dieser Basis bedeutet die Anwen-dung von � also das Umdrehen der ersten Koordinate. W�ahlt man nun ein Vertre-tersystem B von K�=f�1g und dann das Vertretersystem V 0b von Vb=f�1g so, da�die v1-Koordinate jedes Vektors v 2 V 0b Null ist oder in B liegt, so ist die Anzahl derElemente aus V 0b , die bei Anwendung von � auf ein �v mit v 2 V 0b gehen, geradel = ��fv 2 V 0b j die v1-Koordinate von v ist 6= 0g�� = jV 0b j � jWbj=2;wobei W = v?1 der von v2; : : : ; vn aufgespannte orthogonale Raum ist und Wb dieMenge der darin enthaltenen Vektoren der Norm b. Aber die Restklasse von jWbj=2modulo 2 l�a�t sich nach Formel (3.4) durch die Wahl von b steuern, und damitauch �(tb)=tb = (�1)l. Man kann also f�ur jede Spiegelung � das b so w�ahlen, da�t := tb 2 K[V ]G mit G = h
(V ); �i. Auf diese Weise erreicht man beide in derBehauptung (b) nicht ausgeschlossenen echten Zwischengruppen G.Wir haben die Gradabsch�atzungQn�2i=1 deg(si) � deg(t)jGj = qm�1(qm � �) �Q2m�2i=1 (qi + 1)qm(m�1)(qm � �) �Qm�1i=1 (q2i � 1) < 2nach Lemma 3.13, Korollar 3.11 liefert alsoK(V )G = K(s0; : : : ; sn�2; t);und mit derselben Absch�atzungK(V )O(V ) = K(s0; : : : ; sn�2; t2):(c) Nach Jacobson [24, 6.10] k�onnen wir wieder �1 = 1 und �2 = �3 = �1 annehmen.Wir w�ahlen b so, da� �b =2 (K�)2. Es sei v 2 V mit hv; vi = �1 und � die Spiegelungentlang v. Dann hat der orthogonale Raum W = v? die Diskriminante �1, Wb hatalso nach Formel (3.8) genau q � 1 Elemente. Wie im Beweis zu Teil (b) haben wirjetzt �(tb)=tb = (�1)l mitl = (jVpj � jWpj)=2 � (q2 � 2q + 1)=2 � 0 mod 2;also ist t := tb tats�achlich invariant unter �. Die Gradabsch�atzung liefert hier sogardeg(s0) � deg(s1) � deg(t) = jGj;nach Korollar 3.11 ist also K(V )G = K(s0; s1; t) und K(V )O(V ) = K(s0; s1; t2).Wir zeigen nun, da� s0; s1 und t nur den Nullvektor 0 als gemeinsame Nullstelle in�Kn haben. Dann bilden diese Invarianten ein homogenes Parametersystem (sieheAbschnitt 2.2.3), K[V ]G ist also ganz �uber R := K[s0; s1; t]. Damit liegt jede Invari-ante f 2 K[V ]G in Quot(R) und ist ganz �uber R, also f 2 R, da R als Polynomringganz abgeschlossen ist. Dieselbe Argumentation gilt dann f�ur K[V ]O(V ).Nach einem Basiswechsel k�onnen wir annehmen, da� das Skalarprodukt die Gestalth(�1; �2; �3); (�1; �2; �3)i = �1�2 + �2�1 � �3�3



3.3 Modulare Anwendungen 65hat. Dann liegt v = (b;1=2; 0) in Vb. Es sei nun (�) = (�1; �2; �3) 2 �K3 eine gemein-same Nullstelle von s0, s1 und t. Dann existiert ein w 2 Vb mit hw; (�)i = 0. Nachdem Wittschen Fortsetzungssatz gibt es � 2 O(V ) mit �(w) = v, also hv;�(�)i = 0.Da auch �(�) eine gemeinsame Nullstelle ist, k�onnen wir�1=2 + b � �2 = hv; (�)i = 0annehmen. Nun folgt �23 + 4b�22 = �s0(�) = 0;(�) 6= 0 impliziert also ohne Einschr�ankung �2 = 1 und dann �1 = �2b und �23 = �4b.Aus 0 = �s1(�) = 2b+ 2b+ (�4b) q+12folgt nun (�4b) q�12 = 1, im Widerspruch zu �b =2 (K�)2. 2Anmerkung. Die hier verwendete Methode f�uhrt auch zu einer einfachen Veri�kationder von Carlisle und Kropholler [11] angegebenen Minimalbasen f�ur On(q). DasNichtverschwinden der Jacobi-Determinante ist hier sofort klar, und die Gradabsch�atzunglautet im Falle n = 2m+ 1Qn�1i=0 deg(si)jOn(q)j = Q2mi=m+1(qi + 1)qm2 �Qmi=1(qi � 1) < 2und im Falle n = 2mQn�1i=0 deg(si)jOn(q)j � Q2m�1i=1 (qi + 1)qm(m�1) � (qm � 1) �Qm�1i=1 (q2i � 1) < 2;jeweils nach Lemma 3.13. /Die generischen Polynome.Aus Satz 3.14 erhalten wir nun nat�urlich auch die entsprechenden generischen Polynome.Korollar 3.15. F�ur die in Satz 3.14(a) und (b) genannten Zwischengruppen 
(V ) � G �O(V ) existieren generische Polynome g(X) in n Parametern (bzw. n � 1, falls �1 =2 G)f�ur G �uber Fq . F�ur n = 3 und G = 
(V ) �= PSL2(q) kann man g(X) so w�ahlen, da�deg(g) = (q2 � 1)=2. F�ur die ersten drei q erhalten wirq = 3, also G �= A4: g(X) = X4 � u �X2 + u2 �X � (t1 + 1)u2mitu = t22 + (t1 + 1) (t1 � 1)2;q = 5, also G �= A5:g(X) = X12 � 2u2 �X8 + 2 (t1 + 1)u4 �X4 + 2 t2 u5 �X2 + (t1 � 2)2u6



66 3. INVARIANTENK �ORPERmitu = t22 + (t1 � 2)2 (t1 + 2)3;q = 7, also G �= PSL2(7):g(X) = X24 � 3u3 �X18 + (t1 + 1)u6 �X12 ��3 (t21 + t1 � 1)u9 �X6 + u11 �X3 � (t1 � 2)3u12mitu = t22 + (t1 � 2)3 (t1 + 2)4:Beweis. Die Behauptung folgt direkt mit Satz 1.11 bzw. Zusatz 1.12 aus Satz 3.14. Nurim Fall n = 3 und G = 
(V ) m�ussen wir zeigen, da� es eine G-stabile Teilmenge M� V �mit (q2 � 1)=2 Elementen gibt, die ganz V � aufspannt. Da V � �= V (G-isomorph), k�onnenwir M in V suchen. Um einen genauen �Uberblick �uber 
(V ) zu bekommen, benutzen wirden Isomorphismus 
(V ) �= PSL2(q). Durch�: PSL2(q)! GL3(q); " a bc d # 7! 0B@ a2 2ab b2ac ad+ bc bdc2 2cd d2 1CAwird ein Monomorphismus gegeben, und man sieht durch Nachrechnen, da� die Bilderunter � die quadratische Form x22 � x1x3 festlassen und die Determinante 1 haben, alsoist Bild(�) eine Untergruppe der SO3(q) vom Index 2 und mu� damit = 
3(q) sein. Nunsieht man aber sofort, da� der erste Standardbasisvektor e1 eine Fixgruppe der Ordnung qhat, und da� seine Bahn ganz K3 aufspannt. Die Bahnl�ange ist also genau (q2 � 1)=2. 23.3.4 Unit�are GruppenIn der oben genannten Arbeit [11] geben Carlisle und Kropholler auch Minimalbasenf�ur die unit�aren Gruppen Un(q2) mit ihrer nat�urlichen linearen Darstellung an. Mit densel-ben Ideen wie im letzten Abschnitt erhalten wir nun auch Minimalbasen f�ur die GruppenSUn(q2).Satz 3.16. Es sei q eine Primzahlpotenz, K = Fq2 und V ein n-dimensionaler, nichtausgearteter unit�arer Raum �uber K, n � 2, wobei wir die F�alle (n; q) = (2;2), (2;3) oder(3; 2) ausschlie�en. Dann ist K(V )SU(V ) rein transzendent �uber K.F�ur n = 2 sind sogar K[V ]U(V ) und K[V ]SU(V ) Polynomringe.Anmerkung. Die letzte Aussage ist f�ur char(K) 6= 2; 3 ein Spezialfall von Nakajima [39,Theorem 5.1]. Aus [loc. cit., Theorem 5.2] geht hervor, da� n = 2 das einzige n ist, f�ur dasdiese Aussage gilt. /Beweis zu Satz 3.16. Es seien e1; : : : ; en eine Basis von V und x1; : : : ; xn die Dualbasis.Wir k�onnen annehmen, da� die hermitesche Form auf V die GestaltD nXi=1 �iei; nXj=1 �iei E = nXi=1 �i � �qi



3.3 Modulare Anwendungen 67hat. Carlisle und Kropholler geben die Invariantensi = nXj=1 xq2i�1+1j (i = 1; : : : ; n)an3 und zeigen, da� diese eine Minimalbasis von K(V )U(V ) bilden. Wir ersetzen sn wiederdurch eine SU(V )-Invariante kleineren Grades, die wir durch Produktbildung �uber die Bahneiner Linearform modulo Konstanten konstruieren.Es sei V1 = f�(e1) j � 2 U(V )g die Bahn von e1. Dann giltjU(V )j = jV1j � jStab(e1)j ;wobei Stab(e1) den Stabilisator bezeichnet. Aber Stab(e1) = U(e?1 ) �= Un�1(q2), wegen���Un(q2)��� = q n(n�1)2 � nYi=1(qi � (�1)i)(siehe z.B. Atlas [14]) folgt also jV1j = qn�1 � (qn � (�1)n). Mit Z = fz 2 K j zq+1 = 1gist S = fz � idV j z 2 Zg die Untergruppe der skalaren Matrizen in U(V ), und f�ur v 2 V1ist fz � v j z 2 Zg genau die Menge der skalaren Vielfachen von v, die auch in V1 liegen.Wir w�ahlen also ein Vertretersystem V 01 von V1=Z und setzent = Yv2V 01 v� 2 K[V ];wobei zu v 2 V die Linearform v� 2 V � durch w 7! hw; vi gegeben sei. F�ur � 2 U(V ) folgt�(t)=t 2 K�, und wegen U(V )0 = SU(V ) (Theorem 10.9, 4.4 und die Beweise zu Theorem10.15 und 10.20 in Taylor [52]) ist t invariant unter SU(V ).Wegen jZj = q + 1 gilt deg(t) = qn�1(qn�(�1)n)q+1 , und wir erhalten die Gradabsch�atzungQn�1i=1 deg(si) � deg(t)jSU(V )j = Qn�1i=1 (q2i�1 + 1)q (n�1)(n�2)2 �Qn�1i=1 (qi � (�1)i) :F�ur n = 2m ist diesQ2m�1i=m+1(q2i�1 + 1)q(n�1)(m�1) �Qm�1i=1 (q2i � 1) � Q2m�2i=m (q2i + 1)q2(m�1)2 �Qm�1i=1 (q2i � 1) < 2;und f�ur n = 2m+ 1Q2mi=m+1(q2i�1 + 1)qm(n�2) �Qmi=1(q2i � 1) � Q2m�1i=m (q2i + 1)q2m(m�1) �Qmi=1(q2i � 1) < 2;jeweils nach Lemma 3.13.Es fehlt jetzt nur noch der Nachweis, da� die Jacobi-Determinante J von (s1; : : : ; sn�1; t)nicht verschwindet. Dieser verl�auft ganz analog zum entsprechenden Nachweis bei3Hier liegt in [11] ein Druckfehler vor.



68 3. INVARIANTENK �ORPERSatz 3.14. Wir haben hier t = x1 � g mit x1 - g, die spezialisierte Jacobi-Determinanteergibt sich also zu J jx1=0 = ������������� 0 xq2 � � � xqn0 xq32 � � � xq3n... ... ...0 xq2n�32 � � � xq2n�3ng jx1=0 0 � � � 0 ������������� 6= 0:Es gilt also tats�achlich K(V )SU(V ) = K(s1; : : : ; sn�1; t), und mit derselben Gradabsch�at-zung wie oben folgt auch K(V )U(V ) = K(s1; : : : ; sn�1; tq+1).F�ur n = 2 haben s1 und t nur den Nullvektor als gemeinsame Nullstelle in �K2: Jedegemeinsame Nullstelle (�1; �2) l�a�t sich n�amlich mit einem � 2 U(V ) so transformieren, da��1 = 0 gilt, also auch �q+12 = s1(�1; �2) = 0. Nun folgt wie im Beweis zu Satz 3.14(c), da�K[V ]SU(V ) = K[s1; t] und K[V ]U(V ) = K[s1; tq+1]. 23.4 Treue FaktormodulnIn diesem Abschnitt, der im Grunde einen Anhang zu den vorherigen darstellt, geht esum den Zusammenhang zwischen dem Noetherschen Problem f�ur K(V )G und K(W )G,wobei W ein epimorphes Bild des KG-Moduls V ist, auf dem G treu operiert. Im Fallechar(K) - jGj ist ein solches W nach dem Satz von Maschke isomorph zu einem direktenSummanden von V . Der oben genannte Zusammenhang wird als Anwendung dann positiveAntworten auf das klassische Noethersche Problem f�ur die Gruppen A5 und PSL2(7) liefern,allerdings nicht �uber K = Q. Siehe dazu auch Kemper [26].Proposition 3.17. Sei L ein K�orper, G � Aut(L) endlich und K � LG ein G-invarianterUnterk�orper. Ist dann V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum mit einer linearen G-Operation, VL = L 
K V , so sind die K�orper L(VL)G und L(VL)G0 (mit der Bezeichnungaus Abschnitt 3.1.1) rein transzendent �uber LG.Beweis. Nach Lenstra [33, Prop. 1.3] enth�alt L(VL)G eine L-Basis x1; : : : ; xn von V �L , alsoL(VL) = L(x1; : : : ; xn) und L(VL)G = LG(x1; : : : ; xn), L(VL)G0 = LG(x2=x1; : : : ; xn=x1). 2Ist beispielsweise W ein treuer KG-Modul und V wie in Proposition 3.17, so folgt, da�K(V �W )G rein transzendent �uber K(W )G ist. Die folgende Proposition ist also im Fallechar(K) - jGj eine Folge von Proposition 3.17.Proposition 3.18 (Miyata [38]). Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, G �GL(V ) endlich und �: V!!W ein Epimorphismus von KG-Moduln, wobei G treu auf Woperiere. Dann ist K(V )G eine rein transzendente Erweiterung von K(W )G, wobei dieInklusion durch ��: K(W ) ,! K(V ) gegeben ist.Der Unterschied zu Miyata [38, Remark 3] r�uhrt daher, da� bei Miyata K(V ) =Quot(S(V )), w�ahrend in dieser Arbeit K(V ) = Quot(S(V �)) (siehe Abschnitt 1.1). Epi-morphismen von V auf W entsprechen aber genau Monomorphismen W � ,! V �.



3.4 Treue Faktormoduln 69Beispiel 3.19 (Diedergruppen). Es sei G = Dn die Diedergruppe der Ordnung 2n, und wirsetzen char(K) - 2n und �n+��1n 2 K mit einer primitiven n-ten Einheitswurzel �n voraus.Mit den Erzeugern � und � aus Beispiel 2.5 erhalten wir eine treue Permutationsdarstellungvom Grad n auf den Nebenklassen nach H = h�i. Ist �2 der Charakter der zweidimensio-nalen linearen Darstellung G ! GL(W ) von G aus Beispiel 2.5, so folgt P�2H �(�) = 2,also ist �2 nach Frobeniusreziprozit�at in der Permutationsdarstellung enthalten.Nach Beispiel 2.5 ist jedoch K(W )G rein transzendent �uber K, also liefert Proposi-tion 3.18 auch eine positive Antwort auf das Noethersche Problem f�ur die Permutations-darstellung. /Maedas Idee.Nach einer Idee von Maeda lassen sich nun die Propositionen 3.17 und 3.18 mit Hilfeeiner "Ziehharmonikatechnik\ auch dann anwenden, wenn kein direkter Zusammenhangzwischen V und W besteht ([34]). Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes.Satz 3.20. Es sei K ein K�orper, G eine endliche Gruppe, V ein endlich erzeugter KG-Modul und V!!V 0 ein Epimorphismus von KG-Moduln, so da� die Operation von G aufV 0 treu sei. W sei ein weiterer treuer KG-Modul mitdimK(W ) � dimK(V )� dimK(V 0) + 2: (3.9)Ist dann K(W )G0 rein transzendent �uber K, so auch K(V )G.Beweis. Der K�orper L(V 0L)0 mit L = K(W )0 werde mit K(V 0;W )00 bezeichnet. Es ist klar,da� diese Bildung symmetrisch in V 0 und W ist. Nach den Propositionen 3.1(a), 3.17 und3.18 und wegen der Voraussetzung sind s�amtliche Erweiterungen in folgendem Diagrammrein transzendent.K(V )G@@@@K(V 0)G K(V 0;W )G00@@@@ ���� @@@@K(V 0)G0 K(W )G0@@@@KF�ur die Transzendenzgrade giltdegtr �K(V )G=K(V 0)G0 � = dimK(V )� (dimK(V 0)� 1) �� dimK(W )� 1 = degtr �K(V 0;W )G00=K(V 0)G0 � :



70 3. INVARIANTENK �ORPERMan kann daher die algebraisch unabh�angigen Erzeuger von K(V 0;W )G00 �uber K(V 0)G0 aufsolche von K(V ) �uber K(V 0)G0 abbilden und erh�alt so einen K-Isomorphismus zwischenK(V 0;W )G00 und einem K�orper, �uber dem K(V )G rein transzendent ist. Nun folgt dieBehauptung. 2Anmerkung. Eine K�orpererweiterung L=K hei�t stabil rational, falls es eine rein trans-zendente Erweiterung N von L gibt, so da� N=K rein transzendent ist. Rein transzendenteErweiterungen sind demnach stabil rational. Lange Zeit war es unklar, ob auch die umge-kehrte Inklusion gilt. W�are dies der Fall, so k�onnte man in Satz 3.20 die Bedingung (3.9)weglassen, und es w�urde aus dem DiagrammK(V �W )G���� @@@@K(W )G K(V )G@@@@ ����Kfolgen, da� eine positive Antwort auf das Noethersche Problem f�ur eine treue lineare Dar-stellung eine solche f�ur s�amtliche treue lineare Darstellungen impliziert. Einer Bemerkungin Bogomolov und Katsylo [5] ist jedoch zu entnehmen, da� f�ur diese umgekehrte Im-plikation inzwischen Gegenbeispiele gefunden wurden. /Beispiel 3.21 (A5 und PSL2(7)). Es sei G eine der Gruppen A5 oder PSL2(7) und K einK�orper mit char(K) 6= 2; 3; 5 und 5 2 (K�)2 im Falle G = A5;char(K) 6= 2; 3; 7 und � 7 2 (K�)2 im Falle G = PSL2(7):Dann hat das Noethersche Problem f�ur jede treue Permutationsdarstellung von G eine po-sitive Antwort. Es sei n�amlich V der K-Vektorraum, auf dem G durch Vertauschungen derBasisvektoren e1; : : : ; en operiert. Dann hat der durch e1 + � � � + en aufgespannte Unter-raum ein G-Komplement V 0, welches als direkter Summand ein epimorphes Bild von V ist.Au�erdem ist dimK(V ) � dimK(V 0) = 1, und G operiert treu auf V 0. F�ur die dreidimen-sionale Darstellungen G! GL(W ) aus Beispiel 3.5 ist also die Dimensionsbedingung (3.9)erf�ullt. Nach Beispiel 3.5 ist K(W )G0 rein transzendent �uber K, und Satz 3.20 liefert nundie Behauptung. /



71A Zusammenfassung der ErgebnisseUm dem Leser einen einfachen �Uberblick �uber die in dieser Arbeit verstreuten Anwendun-gen zu erm�oglichen, geben wir eine tabellarische �Ubersicht �uber die Gruppen, f�ur die hierMinimalbasen und/oder generische Polynome gefunden wurden.Gruppe G Grundk�orper K Darstellung generischesPolynomberechnet? ReferenzSn, n � 3 char(K) - n linear vomGrad n � 1y ja, n� 2Parameter Abschnitt 1.4.1G abelsch vomExponenten m char(K) - m,�m 2 K lineary ja Abschnitt 1.4.2Z3 char(K) 6= 2; 3 Permutations-darstellung ja, 1 Parameter,Grad 3 Seidelmann[44],Abschnitt 2.4.1V4, D4 char(K) 6= 2 linear vomGrad 2y ja, 2 Parameter,Grad 4 Beispiel 2.5Z4 char(K) 6= 2 linear vomGrad 2 ja, 2 Parameter,Grad 4 Abschnitt 3.2.1A4 char(K) 6= 2; 3 Permutations-darstellung nein Noether [41],Abschnitt 3.2.3D5 K = Q " nein Breuer [8, 9],Abschnitt 3.2.2Q4n char(K) - 2n,�2n + ��12n ;in 2 K linear vomGrad 4 f�ur eine zwei-dimensionaleDarstellung Abschnitt 3.2.4,Gr�obner [22]SL2(3) char(K) 6= 2; 3,p�3 2 K linear vomGrad 2y ja, 2 Parameter,Grad 8 Beispiel 2.6A5� beliebig Permutations-darstellung nein Maeda [34]" char(K) 6=2; 3; 5, p5 2 K linear vomGrad 3 ja, 2 Parameter,Grad 12 Beispiel 3.5PSL2(7)� char(K) 6=2; 3; 7,p�7 2 K " nein, 2Parameter,Grad 42 "" " Permutations-darstellung nein Beispiel 3.21Tabelle 1. Anwendungen in nicht singul�arer Charakteristik�Die Gruppe ist einfachySpiegelungsdarstellung



72 A. ZUSAMMENFASSUNG DER ERGEBNISSEGruppe G Grundk�orper K Darstellung generischesPolynomberechnet? Referenzp-Gruppe Fp beliebig nein Miyata [38]G = Zp o Zmmetazyklisch Fp linear vomGrad 2y ja, 2 Parameter,Grad p Saltman [42],Abschnitt 1.4.3GLn(q) undSLn(q) Fq nat�urlicheDarstellungy ja, n Parameter,Grad qn � 1 Wilkerson [55],Abschnitt 3.3.1Sp2n(q) " nat�urlicheDarstellung nein, 2nParameter,Grad q2n � 1 Carlisle undKropholler,siehe [3]CSp2n(q) " " nein Abschnitt 3.3.2On(q), qungerade " " " Carlisle undKrophol-ler [11]
n(q)�, q und nungerade " " nur f�ur n = 3,q � 7 Satz 3.14O3(q) und eineUntergruppe " nat�urlicheDarstellungy nein "Einige weitereUntergruppender On(q) " nat�urlicheDarstellung " "Un(q2) Fq2 " " Carlisle undKrophol-ler [11]SUn(q2),(n; q) 6= (2; 2);(2; 3); (3; 2) " " " Satz 3.16A5� F5 A5 �= 
3(5) ja, 2 Parameter,Grad 12 Korollar 3.15PSL2(7)� F2 PSL2(7) �=GL3(2) ja, 2 Parameter,Grad 7 Abschnitt 3.3.1" F7 PSL2(7) �=
3(7) ja, 2 Parameter,Grad 24 Korollar 3.15Tabelle 2. Modulare Anwendungen�Die Gruppe ist einfachyDer Invariantenring ist ein Polynomring
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ection Groups, J. ofAlgebra 38 (1976), 318{342[3] D. J. Benson, Polynomial Invariants of Finite Groups, Lond. Math. Soc. Lecture NoteSer. 190, Cambridge Univ. Press 1993[4] M.-J. Bertin, Anneaux d'invariants d'anneaux de polynômes, en caract�eristique p,C. R. Acad. Sci. Paris 264 (S�erie A) (1967), 653{656[5] F. A. Bogomolov, P. I. Katsylo, Rationality of Some Quotient Varieties, Math. USSR,Sb. 54 (1986), 571{576[6] N. Bourbaki, Groupes et alg�ebres de Lie, Chap. IV,V,VI, Hermann, Paris 1968[7] S. Breuer, Zyklische Gleichungen 6. Grades und Minimalbasis, Math. Ann. 86 (1922),108{113[8] S. Breuer, Zur Bestimmung der metazyklischen Minimalbasis von Primzahlgrad, Math.Ann. 92 (1924), 126{144[9] S. Breuer, Metazyklische Minimalbasis und komplexe Primzahlen, J. Reine Angew.Math. 156 (1927), 13{42[10] G. Butler, K. McKay, The Transitive Groups of Degree up to Eleven, Comm. in Algebra11(8) (1983), 863{911[11] D. Carlisle, P. H. Kropholler, Rational Invariants of Certain Orthogonal and UnitaryGroups, Bull. London Math. Soc. 24 (1992), 57{60[12] B. Char, K. Geddes, G. Gonnet, M. Monagan and S. Watt, Maple Reference Manual(5th Edn.), Waterloo Maple Publishing, Waterloo, Ontario 1990[13] A. Charnow, On the Fixed Field of a Linear Abelian Group, J. London Math. Soc. (2)1 (1969), 348{350[14] J. H. Conway, R. T. Curtis, S. P. Norton, R. A. Parker, R. A. Wilson, Atlas of FiniteGroups, Clarendon Press, Oxford 1985[15] C. W. Curtis, I. Reiner, Methods of Representation Theory, Vol. I, Wiley & Sons, NewYork 1981[16] F. DeMeyer, E. Ingraham, Separable Algebras Over Commutative Rings, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York 1971[17] L. E. Dickson, A Fundamental System of Invariants of the General Modular LinearGroup with a Solution of the Form Problem, Trans. Amer. Math. Soc. 12 (1911), 75{98



74 LITERATUR[18] E. Fischer, Die Isomorphie der Invariantenk�orper der endlichen Abelschen Gruppenlinearer Transformationen, Nachr. K�onigl. Ges. Wiss. G�ottigen (1915), 77{80[19] M. D. Fried, M. Jarden, Field Arithmetic, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg 1986[20] W. Fulton, Algebraic Curves, Benjamin, New York 1969[21] W. Fulton, Intersection Theory, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg 1984[22] W. Gr�obner, Minimalbasis der Quaternionengruppe, Monatshefte f. Math. und Physik41 (1934), 78{84[23] B. Huppert, Endliche Gruppen I, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York 1967[24] N. Jacobson, Basic Algebra I, Freeman, New York 1985[25] R. M. Kane, The Homology of Hopf Spaces, Elsevier Science Publishers B.V., Amster-dam 1988[26] G. Kemper, Das Noethersche Problem f�ur L2(7), IWR Preprint 93-26, Heidelberg1993[27] G. Kemper, The Invar Package for Calculating Rings of Invariants, IWR Preprint93-34, Heidelberg 1993[28] G. Kemper, An Algorithm to Determine Properties of Field Extensions Lying over aGround Field, IWR Preprint 93-58, Heidelberg 1993[29] G. R. Kempf, Computing Invariants, in: S. S. Koh (Ed.), Invariant Theory, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg 1987[30] M. Kervaire, T. Vust, Fractions rationelles invariantes par un groupe �ni: quelquesexemples, in: H. Kraft et al. (Eds.), Algebraische Transformationsgruppen und Inva-riantentheorie, DMV Seminar 13, Birkh�auser, Basel 1989[31] W. Kuyk, On a Theorem of E. Noether, Nederl. Akad. Wetensch. Proc. Ser. A 67(1964), 32{39[32] S. Lang, Algebra, Addison-Wesley, Reading, Massachusetts 1965[33] H. W. Lenstra, Rational Functions Invariant under a Finite Abelian Group, Invent.Math. 25 (1974), 299{325[34] T. Maeda, Noether's Problem for A5, J. of Algebra 125 (1989), 418-430[35] K. Masuda, On a Problem of Chevalley, Nagoya Math. J. 8 (1955), 59{63[36] B. H. Matzat, Konstruktive Galoistheorie, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg 1987[37] J. M. McShane, L. C. Grove, Polynomial Invariants of Finite Groups, in: Algebras,Groups and Geometries, Vol. 10, No. 1 (1993), 1{12[38] T. Miyata, Invariants of Certain Groups I , Nagoya Math. J. 41 (1971), 69{73



LITERATUR 75[39] H. Nakajima, Invariants of Finite Groups Generated by Pseudo-Re
ections in PositiveCharacteristic, Tsukuba J. Math. 3 (1979), 109{122[40] E. Noether, Der Endlichkeitssatz der Invarianten endlicher Gruppen, Math. Ann. 77(1916), 89{92[41] E. Noether, Gleichungen mit vorgeschriebener Gruppe, Math. Ann. 78 (1918), 221{229[42] D. J. Saltman, Generic Galois Extensions and Problems in Field Theory, Adv. inMath. 43 (1982), 250{283[43] D. J. Saltman, Noether's Problem over an Algebraically Closed Field, Invent. Math.77 (1984), 71{84[44] F. Seidelmann, Die Gesamtheit der kubischen und biquadratischen Gleichungen mitA�ekt bei beliebigem Rationalit�atsbereich, Math. Ann. 78 (1918), 230{233[45] G. C. Shephard, J. A. Todd, Finite Unitary Re
ection Groups, Canad. J. Math. 6(1954), 274{304[46] N. J. A. Sloane, Error-Correcting Codes and Invariant Theory: New Applications ofa Nineteenth-Century Technique, Amer. Math. Monthly 84 (1977), 82{107[47] R. P. Stanley, Invariants of Finite Groups and their Applications to Combinatorics,Bull. Amer. Math. Soc. 1, no. 3 (1979), 475{511[48] Maureen Stillman, Michael Stillman, Dave Bayer, Macaulay User Manual, 1989[49] B. Sturmfels, Algorithms in Invariant Theory, Springer-Verlag, Wien, New York 1993[50] R. Swan, Invariant Rational Functions and a Problem of Steenrod, Invent. Math. 7(1969), 148{158[51] M. Sweedler, Using Gr�obner Bases to Determine the Algebraic and TranscendentalNature of Field Extensions: Return of the Killer Tag Variables, in: G�erard Cohen,Teo Mora, Oscar Moreno (Eds.), Applied Algebra, Algebraic Algorithms and Error-Correcting Codes, Springer-Verlag LNCS 673 (1993), 66{75[52] D. E. Taylor, The Geometry of the Classical Groups, Heldermann, Berlin 1992[53] H. Toda, Cohomology mod 3 of the Classifying Space BF4 of the Exceptional GroupF4, J. Math. Kyoto Univ. 13 (1972), 97{115[54] B. L. van der Waerden, Algebra I, siebente Au
age, Springer-Verlag, Berlin, Heidel-berg, New York 1966[55] C. Wilkerson, A Primer on the Dickson Invariants, Amer. Math. Soc. Contemp. Math.Series 19 (1983), 421{434


