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Zusammenfassung

Der Satz von Hochster und Roberts besagt, daß Invariantenringe von linear reduktiven
Gruppen Cohen-Macaulay sind. In der vorliegenden Arbeit geht es zunächst um die Frage,
in wieweit eine Umkehrung dieses Satzes gilt. Als Verallgemeinerung von Invarianten von
Gruppen werden hierbei auch Invarianten von Hopf-Algebren betrachtet. Die Verwendung
kohomologischer Methoden erweist sich als das wesentliche Hilfsmittel. Als erstes Hauptresultat
ergibt sich: Falls für eine geometrisch reduktive Hopf-Algebra Λ der Invariantenring bezüglich
jeder linearen Darstellung Cohen-Macaulay ist, so ist Λ linear reduktiv. Für den Spezialfall
von Gruppenoperationen liefert dies eine teilweise Umkehrung des Satzes von Hochster und
Roberts, und zusammen mit Sätzen von Nagata und Popov eine Charakterisierung von linear
reduktiven Gruppen durch ihre Invarianten. Für Lie-Algebren ergibt sich, daß jede modulare
Lie-Algebra g 6= 0 lineare Darstellungen besitzt, deren Invariantenring nicht Cohen-Macaulay
ist.

Für Operationen endlicher Gruppen werden weitergehende Resultate erzielt. Diese bein-
halten eine Klassifikation der endlichen Gruppen, so daß der Invariantenring bezüglich der
regulären Darstellung Cohen-Macaulay ist, sowie das Ergebnis, daß der Invariantenring einer
p-Gruppe G nur Cohen-Macaulay sein kann, falls G durch Bireflexionen erzeugt wird, wobei p
die Charakteristik des Grundkörpers bezeichnet. Schließlich wird der Nicht-Cohen-Macaulay
Ort von Invariantenringen untersucht. Neben der expliziten Bestimmung für einige Klassen
von Gruppen ergibt sich durch Benutzung des Scheibensatzes von Luna, daß der Nicht-Cohen-
Macaulay Ort mindestens die Dimension 1 und die Kodimension 3 besitzt, falls er nicht leer
ist.
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1.1 Reguläre Sequenzen und Tiefe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2 Homologische Kriterien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3 Endliche Erweiterungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2 Reduktive Gruppen und Hopf-Algebren 19
2.1 Lineare und geometrische Reduktivität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.2 Der Charakterisierungssatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3 Lie-Algebren und Koordinatenringe algebraischer Gruppen . . . . . . . . . . . . . . 26

3 Endliche Gruppenoperationen 31
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2 EINLEITUNG

Einleitung

Das Anliegen der Invariantentheorie ist die Untersuchung von Invarianten und Äquivarianten unter
der Operation einer Gruppe G. In der klassischen Situation operiert G als lineare Gruppe auf einem
endlich dimensionalen Vektorraum V und damit auch auf der symmetrischen Algebra R = S(V ∗),
also dem Polynomring mit Basisvektoren des Dualraums V ∗ als Unbestimmten. Der Invariantenring
ist

RG = {f ∈ R | σ(f) = f ∀σ ∈ G}.

Ist W eine weitere lineare Darstellung von G, so können wir auch den Modul (R ⊗ W )G der
Äquivarianten (auch ”Kovarianten“) betrachten. Ist der Grundkörper K unendlich, so lassen sich
die Elemente von (R⊗W )G als polynomiale Funktionen von V nachW deuten, die mit der Operation
von G vertauschen. Interessant sind strukturelle Aussagen über RG und (R ⊗ W )G, aber auch
rechnerische Daten, wie zum Beispiel endliche Erzeugendensysteme.

Der berühmte Satz von Hochster und Roberts [29] besagt, daß RG Cohen-Macaulay ist, sofern
G eine linear reduktive Gruppe ist. Für die Zwecke dieser Einleitung soll es genügen, die Cohen-
Macaulay-Eigenschaft wie folgt zu charakterisieren: RG ist genau dann Cohen-Macaulay, wenn es
algebraisch unabhängige, homogene Invarianten f1, . . . , fn gibt, so daß RG ein endlich erzeugter frei-
er Modul über der von den fi erzeugten Unteralgebra K[f1, . . . , fn] ist. Somit liefert der Satz von
Hochster und Roberts eine wichtige Strukturaussage: Alle Invariantenringe von linear reduktiven
Gruppen sind endlich erzeugte freie Moduln über einer Polynomalgebra. Für endliche Gruppen G
war dieser Satz schon länger bekannt (Hochster und Eagon [28]). Eine endliche Gruppe G ist genau
dann linear reduktiv, wenn die Charakteristik von K kein Teiler der Gruppenordnung ist. In diesem
Fall ist nicht nur RG, sondern auch jeder Modul (R ⊗W )G von Äquivarianten Cohen-Macaulay
(was interessanterweise für linear reduktive Gruppen im allgemeinen falsch ist, siehe Van den
Bergh [6]). Dieses Resultat vereinfacht das Berechnen von Erzeugern für die Invarianten oder Äqui-
varianten einer endlichen Gruppe G mit char(K) - |G| erheblich. Man konstruiert als ersten Schritt
ein homogenes Parametersystem f1, . . . , fn ∈ RG (siehe hierzu Sturmfels [70, Abschnitt 2.5] oder
Kemper [38]). Das Berechnen von Erzeugern von RG oder (R ⊗W )G über K[f1, . . . , fn] reduziert
sich dann wegen der Cohen-Macaulay-Eigenschaft auf das Lösen von linearen Gleichungssystemen
über K. Einzelheiten hierzu finden sich in Kemper [35] oder [37], wo auch ein wesentlich aufwen-
digerer Algorithmus für den Fall, daß die Charakteristik von K die Gruppenordnung teilt, gegeben
wird. Damit dürfte klar geworden sein, daß die Cohen-Macaulay-Eigenschaft von großem Interesse
in der Invariantentheorie ist.

Für nicht linear reduktive GruppenG, also insbesondere für endliche Gruppen mit durch char(K)
teilbarer Ordnung, ist der Invariantenring RG im allgemeinen nicht Cohen-Macaulay. Trotzdem gibt
es Beispiele, in denen die Cohen-Macaulay-Eigenschaft auch in diesem Fall zutrifft, wie etwa bei
den symmetrischen und alternierenden Gruppen in ihrer definierenden Darstellung. Es erhebt sich
also die Frage, ob es eine einfache Charakterisierung von linearen Gruppen G ≤ GL(V ) gibt, so daß
RG Cohen-Macaulay ist.

Der Wissensstand. Obwohl es zur Frage nach der Cohen-Macaulay-Eigenschaft in der modula-
ren Invariantentheorie einige Arbeiten gibt, ist der bisherige Kenntnisstand relativ bruchstückhaft.
Das erste Beispiel eines Invariantenrings, der nicht Cohen-Macaulay ist, taucht meines Wissens bei
Bertin [7] auf. Es handelt sich dabei um die zyklische Gruppe der Ordnung 4 mit der regulären
Darstellung über K = F2. In der Arbeit von Fossum und Griffith [23] erscheinen weitere Fälle,
in denen die Invariantenringe von zyklischen p-Gruppen nicht Cohen-Macaulay sind. Die Frage
nach der Cohen-Macaulay-Eigenschaft für zyklische p-Gruppen (p = char(K)) wurde dann von
Ellingsrud und Skjelbred [19] gelöst: RG ist in diesem Fall genau dann Cohen-Macaulay, wenn
dim(V G) ≥ dim(V ) − 2 gilt. Ellingsrud und Skjelbred gaben darüber hinaus eine Formel für die
Tiefe der Invariantenringe an. Außerdem lieferten sie eine untere Schranke für die Tiefe von RG

im Fall von p-Gruppen G. Kombiniert man diese mit dem Resultat von Campbell et al. [12], daß
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für eine endliche Gruppe G mit einer p-Sylowgruppe P die Cohen-Macaulay-Eigenschaft von RG

aus der von RP folgt, so ergibt sich, daß RG Cohen-Macaulay ist, falls dim(V ) ≤ 3 (siehe auch
Smith [65]). Ein weiteres Ergebnis für p-Gruppen stammt von Campbell et al. [14]. Es besagt, daß
für eine p-Gruppe G mit einer treuen Darstellung auf V der Invariantenring S(V n)G für n ≥ 3 nicht
Cohen-Macaulay ist, wobei V n die direkte Summe von n Kopien von V bezeichnet. Es ist bekannt,
daß der Invariantenring einer Spiegelungsgruppe in positiver Charakteristik im allgemeinen kein Po-
lynomring ist (siehe Nakajima [53], Kemper und Malle [42]). Wie ”schlecht“ die Eigenschaften von
modularen Invariantenringen von Spiegelungsgruppen sein können, zeigt eine von Nakajima [54]
angegebene Serie abelscher Transvektionsgruppen, deren Invariantenringe nicht Cohen-Macaulay
sind. Smith [66] benutzte die Kohomologie von G mit Werten in einem gewissen Koszul-Komplex
für die Untersuchung der Tiefe und der Cohen-Macaulay-Eigenschaft. Er erhielt dadurch einen neu-
en Beweis der Tiefen-Formel von Ellingsrud und Skjelbred in dem Fall von Gruppen der Ordnung p
mit Permutationsdarstellungen.

Methoden und Ergebnisse der Arbeit. In der vorliegenden Arbeit wird die Kohomologie
Hi(G,R) mit Werten im Polynomring R benutzt, um die Cohen-Macaulay-Eigenschaft von In-
variantenringen zu untersuchen. Hi(G,R) ist ein Modul über dem Invariantenring, und es stellt
sich heraus, daß Annullatoren von Elementen in Hi(G,R) von entscheidender Bedeutung für die
Cohen-Macaulay-Eigenschaft sind. Solche Annullatoren sind Ideale im Invariantenring, und die Un-
tersuchung der Geometrie dieser Ideale erweist sich als wichtiges Hilfsmittel zur Analyse der Cohen-
Macaulay-Eigenschaft. So gelingt es in vielen Fällen, durch das Erzeugen von genügend großen
Annullatoren das Fehlen der Cohen-Macaulay-Eigenschaft nachzuweisen. Unter der Beschränkung
auf H1(G,K) ist eine exakte Bestimmung der durch einen Annullator gegebenen Varietät in V //G
möglich, was zu weiteren Ergebnissen führt. Methodisch ist die Arbeit also an dem Schnittpunkt
der kommutativen Algebra und algebraischen Geometrie mit der modularen Darstellungstheorie und
Kohomologietheorie angesiedelt. Außerdem werden Ergebnisse und Methoden aus der Theorie der
Hopf-Algebren, der Lie-Algebren und der algebraischen Gruppen, sowie aus der Computeralgebra
und natürlich der Invariantentheorie benutzt. Um eine möglichst hohe Allgemeinheit zu erreichen,
ist für R an vielen Stellen eine endlich erzeugte K-Algebra zugelassen, d.h. wir betrachten Ope-
rationen auf affinen Schemata, und als Verallgemeinerung von Gruppenoperationen betrachten wir
Operationen von Hopf-Algebren. Die Hauptergebnisse sind die folgenden:

(1) Ist G eine endliche Gruppe und K ein Körper, so ist S(V )G genau dann Cohen-Macaulay für
alle endlich erzeugten KG-Moduln V , wenn char(K) - |G| (Korollar 2.14). Dies stellt eine
Umkehrung des oben genannten Satzes von Hochster und Eagon dar.

(2) Allgemeiner gilt: Eine reduktive lineare algebraische Gruppe G ist genau dann linear reduktiv,
falls S(V )G für alle G-Moduln V Cohen-Macaulay ist (Satz 2.15). Zusammen mit Sätzen von
Nagata und Popov ergibt sich hieraus eine Charakterisierung von linear reduktiven Gruppen
innerhalb der linearen algebraischen Gruppen durch ihre Invariantenringe (Korollar 2.17).

(3) Wir formulieren das obige Resultat allgemeiner für Invarianten von Hopf-Algebren (Satz 2.13).
Für die Spezialfälle von universell Einhüllenden von Lie-Algebren und Koordinatenringen von
abelschen linearen algebraischen Gruppen liefert Satz 2.13 folgende Aussagen: Ist g 6= 0
eine Lie-Algebra über einem Körper positiver Charakteristik, so existiert eine endlich dimen-
sionale Darstellung V , so daß S(V )g nicht Cohen-Macaulay ist (Korollar 2.19). Ist K[G]
der Koordinatenring einer abelschen linearen algebraischen Gruppe G mit char(K) > 0, so
sind genau dann alle Invariantenringe S(V )K[G] von endlich dimensionalen K[G]-Moduln V
Cohen-Macaulay, wenn G endlich ist (Korollar 2.21).

(4) Für eine endliche Gruppe G sei MG Cohen-Macaulay, wobei M = S(V ∗) ⊗W mit endlich
erzeugten KG-Moduln V und W . Ist dann Hr(G,M) 6= 0 für ein r > 0, so muß ein σ ∈ G
mit ord(σ) = char(K) und rkV (σ − 1) ≤ r + 1 existieren (Korollar 3.7). Dies liefert starke
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Einschränkungen für lineare Gruppen, deren Invariantenring bzw. Modul von Äquivarianten
Cohen-Macaulay ist.

(5) Damit gelingt es, die Paare (G,K) von endlichen Gruppen G und Körpern K, für die S(Vreg)G

Cohen-Macaulay ist, zu klassifizieren (Satz 3.14). Dabei bezeichnet Vreg die reguläre Darstel-
lung von G über K.

(6) Ist V eine treue Darstellung einer endlichen Gruppe G, deren Ordnung ein Vielfaches von
char(K) ist, so existiert ein m > 0, so daß S(V n)G für n ≥ m nicht Cohen-Macaulay ist.
Dies wird unter relativ schwachen Zusatzvoraussetzungen für Operationen von G auf endlich
erzeugten Algebren R gezeigt (Satz 3.9).

(7) Ist G = Sn die symmetrische Gruppe mit n > 5 und 5 ≤ char(K) =: p ein Teiler von n, so gilt
für die irreduzible, (n− 2)-dimensionale Spiegelungsdarstellung V von G über K, daß S(V )G

nicht Cohen-Macaulay ist (Beispiel 3.17).

(8) Falls G endlich und S(V )G Cohen-Macaulay ist, so gilt: Ist G nilpotent, so wird die p-
Sylowgruppe von G durch Bireflexionen erzeugt, also durch Elemente, die einen Unterraum
der Kodimension 2 von V punktweise festlassen. Haben alle maximalen Normalteiler von G
den Index p, so wird G durch Bireflexionen erzeugt. Auch dies wird allgemeiner für Operatio-
nen auf endlich erzeugten Algebren gezeigt (Korollar 4.11). Hieraus folgt der Spezialfall von
p-Gruppen eines Satzes von Kac und Watanabe [34], aber unter viel schwächeren Vorausset-
zungen (siehe Anmerkung 4.12).

(9) Wir geben eine einfache Beschreibung des Nicht-Cohen-Macaulay Orts, also der Menge aller
P ∈ Spec(RG), so daß die Lokalisierung (RG)P nicht Cohen-Macaulay ist (siehe Satz 5.12).
Aus dieser folgt, daß der Nicht-Cohen-Macaulay Ort mindestens die Dimension 1 und höch-
stens die Dimension n− 3 mit n := dim(V ) hat, falls er nicht leer ist. Im Gegensatz dazu ist
für die Dimension des singulären Orts die obere Schranke n − 2 bekannt. Außerdem gelingt
es, für einige Klassen von Gruppen den Nicht-Cohen-Macaulay Ort explizit zu bestimmen
(siehe Satz 5.16 und Beispiel 5.17). Darunter ist auch die von Nakajima [54] angegebene Serie
abelscher Transvektionsgruppen.

Aufbau der Arbeit. Im ersten Abschnitt der vorliegenden Arbeit geht es um die Frage, unter
welchen Bedingungen eine R-reguläre Sequenz mit Elementen im Invariantenring RG auch RG-
regulär ist. Die Beobachtung, daß sich hierfür ein homologisches Kriterium angeben läßt, ist der
Ausgangspunkt für die weiteren Überlegungen. Dieses Kriterium wird zunächst für erste Kohomo-
logiegruppen formuliert und dann mit Hilfe des Koszul-Komplexes auf höhere Kohomologiegruppen

”hochgezogen“. Für den Fall endlicher Gruppen bekommen wir als notwendige Bedingung für
die Cohen-Macaulay-Eigenschaft von RG eine obere Schranke für die Höhen der Annullatoren von
Elementen von H1(G,R) (siehe Korollar 1.18, wo die Formulierung allgemeiner ist). Die Untersu-
chungen werden für Hopf-Algebren (als Verallgemeinerung von Gruppenringen KG) durchgeführt.

Abschnitt 2 ist unendlichen Gruppenoperationen gewidmet. Allgemeiner betrachten wir Ope-
rationen von Hopf-Algebren auf Ringen und führen Begriffe von linearer- bzw. geometrischer
Reduktivität von Hopf-Algebren ein. Für eine Hopf-Algebra Λ, die geometrisch reduktiv, aber
nicht linear reduktiv ist, konstruieren wir einen Modul V mit einem 0 6= α ∈ Ext1

Λ(K,S(V )) und
einem genügend großen Annullator von α, um das Fehlen der Cohen-Macaulay-Eigenschaft von
S(V )Λ nachzuweisen. Dies führt zu der oben angegebenen Charakterisierung von linear redukti-
ven Gruppen. Entscheidend ist die Konstruktion von Moduln mit Annullatoren für ein gegebenes
α ∈ Ext1

Λ(K,V ) (Lemma 2.12). Die Analyse der Reduktivitätsbegriffe für universell Einhüllende
von Lie-Algebren und Koordinatenringe abelscher linearer algebraischer Gruppen führt zu den in (3)
genannten Ergebnissen.

Für endliche Gruppen liefert der reguläre Modul Annullatoren von Elementen in Hi(G,V ). Da-
her wird in Abschnitt 3 versucht, möglichst viele Kopien des regulären Moduls in R einzubetten, um
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einen Annullator von genügender Höhe zu erzeugen. Dies liefert die in (4) genannte notwendige Be-
dingung für die Cohen-Macaulay-Eigenschaft. Die Ergebnisse über Vektorinvarianten, Invarianten
der regulären Darstellung und Invarianten von irreduziblen Spiegelungsdarstellungen der symmetri-
schen Gruppe sind unmittelbare Anwendungen. Man kann die Bedingung in (4) auch ”rückwärts“
lesen und erhält aus einfachen Tatsachen aus der Invariantentheorie nicht-triviale Aussagen über
Gruppenkohomologie (Beispiel 3.18).

Im vierten Abschnitt betrachten wir nur Elemente aus H1(G,K). Dies ist eine drastische Ein-
schränkung der in Abschnitt 1 gegebenen Möglichkeiten, liefert aber den entscheidenden Vorteil,
daß eine exakte Bestimmung des Annullators (oder genauer dessen Varietät in Spec(RG)) möglich
wird. Wir benutzen hierzu die relative Spurabbildung (auch ”Transfer“), und zeigen, daß der re-
lative Spurort, der wilde Verzweigungsort und die Varietät des Annullators übereinstimmen (siehe
Abschnitt 4.1 für die Definitionen). Als Anwendungen ergeben sich der in (8) genannte Satz über
Bireflexionen und ein neuer Beweis für die Nicht-Cohen-Macaulay-Eigenschaft bei der von Nakajima
angegebenen Serie von abelschen Transvektionsgruppen.

Die Bestimmung der Varietät von Annullatoren aus Abschnitt 4 wird im fünften Abschnitt be-
nutzt, um untere Schranken für den Nicht-Cohen-Macaulay Ort von Invariantenringen endlicher
Gruppen zu erhalten. Andererseits ergeben sich obere Schranken aus einer Verallgemeinerung eines
Ergebnisses von Broer [10]. Auch hier spielt die relative Spurabbildung eine wichtige Rolle. In der
spezielleren Situation einer Operation von G auf einem Vektorraum V liefert der Scheibensatz von
Luna eine sehr einfache Beschreibung des Nicht-Cohen-Macaulay Orts: Grob gesagt liegt ein Punkt
x ∈ V genau dann im Nicht-Cohen-Macaulay Ort, wenn der Invariantenring des Stabilisators Gx
nicht Cohen-Macaulay ist. Dies ermöglicht es, aus Resultaten über die ”globale“ Cohen-Macaulay-
Eigenschaft aus den vorherigen Abschnitten lokale Aussagen zu gewinnen. Von einigen Klassen von
Gruppen läßt sich der Nicht-Cohen-Macaulay Ort exakt bestimmen. Dazu gehören die direkten
Produkte G = N × Z, wobei N eine endliche Gruppe mit char(K) =: p - |N | und Z eine zyklische
p-Gruppe ist.

Einige der Resultate aus den Abschnitten 1 bis 4 sind schon zur Publikation eingereicht [41]
oder erscheinen demnächst [40].

Als Standardliteratur zur kommutativen Algebra bzw. zur Kohomologietheorie benutzen wir die
Bücher von Eisenbud [18] bzw. Benson [3]. Als Einführungen in die Invariantentheorie endlicher
bzw. algebraischer Gruppen sei auf Benson [5] bzw. Popov und Vinberg [58] verwiesen. Für die
Theorie der Cohen-Macaulay-Eigenschaft dient in erster Linie das Buch von Bruns und Herzog [11]
als Referenz.

Ausblick. In dieser Arbeit werden die endlichen Gruppen klassifiziert, für die alle Invarianten-
ringe linearer Darstellungen Cohen-Macaulay sind. Trotzdem ist die Frage, wann für eine gegebene
lineare Gruppe (also eine Gruppe mit einer Darstellung) der Invariantenring Cohen-Macaulay ist,
im allgemeinen noch offen. Hier wird nur für einige Klassen von Darstellungen eine Antwort gege-
ben. Die zur Verfügung gestellten Methoden deuten aber darauf hin, daß sich mit einer genaueren
geometrischen Untersuchung der Kohomologiegruppen Hi(G,R) (d.h. der assoziierten Primideale
dieser Gruppen als Moduln über dem Invariantenring) weitere Ergebnisse erzielen lassen. Abge-
sehen von dem Fall H1(G,K) fehlt eine solche geometrische Beschreibung zur Zeit noch. Über
die Cohen-Macaulay-Eigenschaft hinaus ist die Tiefe von Invariantenringen interessant. Mit ihr
läßt sich die Abweichung von der Cohen-Macaulay-Eigenschaft messen. Für eine explizit gegebene
endliche lineare Gruppe läßt sich die Tiefe algorithmisch berechnen (siehe Kemper [37]). Was die
Bestimmung der Tiefe für gewisse Klassen von Gruppen betrifft, wurden die ersten (und lange Zeit
einzigen) Ergebnisse durch die wichtige Arbeit von Ellingsrud und Skjelbred [19] erzielt. An diese
Arbeit knüpften Campbell et al. [15] und kürzlich Shank und Wehlau [61] an.

Darüber hinaus sind weitere Fragen nach strukturellen Eigenschaften von (modularen) Invari-
antenringen nicht oder nur teilweise gelöst. Wann ist ein Invariantenring Gorenstein, vollständiger
Durchschnitt oder ein Polynomring? Einzelheiten zu diesen Fragen finden sich in dem Übersichts-
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artikel von Kemper und Malle [44]. Von großem geometrischen Interesse sind außerdem die Orte in
der Quotientenvarietät V //G = Spec(RG), wo die entsprechenden Eigenschaften gelten. Beispiels-
weise ist der Invariantenring genau dann ein Polynomring, wenn er überall glatt ist. Die in dieser
Arbeit enthaltenen Ergebnisse zum Nicht-Cohen-Macaulay Ort könnten weitere Untersuchungen zu
diesen Fragen anregen.

Dank. An erster Stelle möchte ich mich bei Herrn Professor B. Heinrich Matzat für seine Un-
terstützung und für zahlreiche Anregungen bedanken. Er ist der Leiter der Arbeitsgruppe ”Compu-
tergestützte Algebra“ am Interdisziplinären Zentrum für Wissenschaftliches Rechnen in Heidelberg,
der ich angehöre. Wichtige Teile dieser Arbeit entstanden während eines Gastaufenthalts an der
Queen’s University in Kingston (Kanada). Ich danke Ian Hughes, Eddy Campbell, Jim Shank und
David Wehlau für ihre Gastfreundschaft und für zahlreiche Anregungen, die sie mir gaben. Die
Arbeit hat von vielen weiteren interessanten Gesprächen oder Korrespondenzen mit verschiedenen
Mathematikern profitiert. Erwähnt seien hier David Benson, Winfried Bruns, Peter Fleischmann,
Hanspeter Kraft, Kay Magaard, Jürgen Müller, Vladimir Popov, Jean-Pierre Serre und Jacques
Thévenaz. Ihnen gilt mein Dank. Wertvolle Hinweise und Korrekturen zu einer ersten Version ver-
danke ich Gunter Malle. Schließlich bedanke ich mich bei der Deutschen Forschungsgemeinschaft
für finanzielle Unterstützung.



7

1 Die Cohen-Macaulay-Eigenschaft und Kohomologie

In diesem Abschnitt führen wir kohomologische Methoden für das Studium der Cohen-Macaulay-
Eigenschaft ein. Zunächst klären wir einige Konventionen und Notationen.

1.1 Reguläre Sequenzen und Tiefe

In dieser Arbeit sind alle Algebren (außer Hopf-Algebren, Lie-Algebren und Gruppenalgebren)
assoziativ, kommutativ und mit Eins, und alle Ringe sind kommutativ mit Eins, wenn nichts anderes
gesagt wird. Moduln schreiben wir immer als Links-Moduln. Für einen Ring R und einen R-Modul
M benutzen wir die folgenden Schreibweisen:

• Für f ∈M ist Ann(f) = AnnR(f) = {a ∈ R | af = 0} der Annullator von f .

• Ann(M) = AnnR(M) =
⋂
f∈M Ann(f) ist der Annullator von M .

• Die Krull-Dimension von R wird mit dim(R) bezeichnet.

• Die Dimension von M ist dim(M) = dim(R/Ann(M)). Für M = 0 setzen wir dim(M) :=
−1.

• Spec(R) ist die Menge aller Primideale in R, und Specmax(R) die Menge aller maximalen
Ideale. Dabei sind Primideale und maximale Ideale immer echt in R enthalten.

• Supp(M) = SuppR(M) = {P ∈ Spec(R) | Ann(M) ⊆ P} ist der Träger von M .

• Für ein Primideal P ∈ Spec(R) ist RP bzw. MP die Lokalisierung von R bzw. M bei P .

• Für ein Ideal I $ R ist

ht(I,M) = inf{dim(MP ) | P ∈ Spec(R) mit I ⊆ P}

die Höhe von I bezüglich M . Wir setzen ht(R,M) := dim(M) + 1 und ht(I) := ht(I,R).

• Für a1, . . . , am ∈ R ist

(a1, . . . , am)M = {a1f1 + · · ·+ amfm | f1, . . . , fm ∈M}.

• R heißt graduierter Ring, falls es Untergruppen R0, R1, R2, . . . der additiven Gruppe von R
gibt, so daß R =

⊕
d≥0Rd und RiRj ⊆ Ri+j für i, j ≥ 0 gelten. Dann ist R+ :=

⊕
d>0Rd $ R

ein Ideal. M heißt graduierter R-Modul, falls M =
⊕

d∈ZMd mit Untergruppen Md von M ,
so daß RiMj ⊆Mi+j für i, j ∈ Z, i ≥ 0 gilt.

Definition 1.1. Es seien R ein Ring und M ein R-Modul.

(a) Eine Sequenz a1, . . . , am ∈ R heißt M-regulär, falls für 1 ≤ i ≤ m die Multiplikation mit ai
auf M/(a1, . . . , ai−1)M eine injektive Abbildung ist, und außerdem (a1, . . . , am)M 6= M gilt.

(b) Für ein Ideal I ⊆ R ist die Tiefe von I auf M die maximale Länge einer M -regulären Sequenz
mit Elementen aus I:

depth(I,M) = sup{m | es gibt eine M -reguläre Sequenz a1, . . . , am ∈ I}.

Falls M = 0, so setzen wir depth(I,M) = −1. Ist R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal P ,
so schreiben wir depth(M) := depth(P,M) für die Tiefe von M . Sind R und M graduiert,
so setzen wir depth(M) := depth(R+,M).
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(c) Ist R ein lokaler Ring, so heißt M Cohen-Macaulay, falls depth(M) = dim(M). Allgemein
heißt M Cohen-Macaulay, falls für jedes maximale Ideal P ∈ Spec(R) die Lokalisierung
MP Cohen-Macaulay (über RP ) ist. R heißt Cohen-Macaulay, falls R als Modul über sich
selbst Cohen-Macaulay ist.

Sind R eine graduierte Algebra über einem Körper K = R0 und M ein graduierter R Modul (z.B.
M = (S(V ∗)⊗W )G mit G einer Gruppe und V und W endlich dimensionalen Darstellungen), so ist
M genau dann Cohen-Macaulay, wenn M ein endlich erzeugter freier Modul über einer Unteralgebra
von R ist, welche isomorph zu einer Polynomalgebra ist (siehe Benson [5, Theorem 4.3.5]). Dieser
Zusammenhang wurde in der Einleitung erwähnt. Eine weitere zur Cohen-Macaulay-Eigenschaft
äquivalente Bedingung ist, daß depth(M) = dim(M) gilt (siehe Bruns und Herzog [11, Exerci-
se 2.1.27]). Wir stellen einige wichtige Tatsachen über Tiefe und die Cohen-Macaulay-Eigenschaft
zusammen.

Proposition 1.2. Es seien R ein Noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann
gelten:

(a) Es sei I $ R ein Ideal mit Ann(M) ⊆
√
I. Dann haben alle maximalen (d.h. nicht verlänger-

baren) M -regulären Sequenzen in I dieselbe Länge.

(b) Es sei I $ R ein Ideal mit Ann(M) ⊆
√
I. Dann gilt

depth(I,M) ≤ ht(I,M).

(c) M ist genau dann Cohen-Macaulay, wenn für alle Ideale I $ R mit Ann(M) ⊆
√
I gilt:

depth(I,M) = ht(I,M).

Beweis. Sei I $ R ein Ideal mit Ann(M) ⊆
√
I. Dann gilt IM 6= M , denn sonst gäbe es ein

maximales Ideal P ∈ Supp(M) mit PM = M , also nach dem Lemma von Nakayama MP = 0, ein
Widerspruch. Die Behauptung (a) folgt nun nach Bruns und Herzog [11, Theorem 1.2.5]. Weiter
gilt nach Bruns und Herzog [11, Proposition 1.2.10 und 1.2.12]

depth(I,M) = min{depth(MP ) | P ∈ Spec(R) mit I ⊆ P} ≤
≤ min{dim(MP ) | P ∈ Spec(R) mit I ⊆ P} = ht(I,M),

also Behauptung (b).
Es gelte nun depth(I,M) = ht(I,M) für alle Ideale I $ R mit Ann(M) ⊆

√
I. Insbesondere

gilt für maximale Ideale P ∈ Supp(M)

depth(P,M) = ht(P,M) = dim(MP ),

also existiert eine M -reguläre Sequenz der Länge dim(MP ) in P , die nach Bruns und Herzog [11,
Corollary 1.1.3] auch MP -regulär ist. Es folgt depth(MP ) = dim(MP ), und die eine Richtung
von (c) ist gezeigt.

Für die andere Richtung gehen wir durch Induktion nach depth(I,M) vor. Ist depth(I,M) = 0,
so gilt nach Bruns und Herzog [11, Proposition 1.2.10 und 2.1.3]

0 = min{depth(MP ) | P ∈ Spec(R) mit I ⊆ P} = ht(I,M),

wie behauptet. Sei nun depth(I,M) > 0. Dann existiert a ∈ I so daß a eine M -reguläre Sequenz
bildet, und nach Bruns und Herzog [11, Theorem 2.1.3] ist mit M auch M/aM Cohen-Macaulay.
Nach (a) und Induktion folgt

depth(I,M)− 1 = depth(I,M/aM) = ht(I,M/aM).
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Für P ∈ Spec(R) mit I ⊆ P gilt

dim ((M/aM)P ) = dim(MP /aMP ) = dim(MP )− 1,

da a auch MP -regulär und damit nach Bruns und Herzog [11, Proposition 1.2.12] Teil eines Pa-
rametersystems von MP ist. Es folgt ht(I,M/aM) = ht(I,M) − 1, ingesamt also wie behauptet
depth(I,M) = ht(I,M).

1.2 Homologische Kriterien

Hopf-Algebren. Nun bringen wir eine Operation einer Hopf-Algebra (z.B. einer Gruppenalgebra)
ins Spiel.

Definition 1.3. Es sei Λ eine Hopf-Algebra über einem Ring K (siehe Benson [3, Definition 3.1.4]).
∆: Λ → Λ ⊗ Λ sei die Komultiplikation und ε: Λ → K die Koeinheit, wobei alle Tensorprodukte
über K sind. Für einen Λ-Modul V heißt

V Λ = {v ∈ V | λv = ε(λ)v ∀λ ∈ Λ}

der Invariantenmodul (siehe Montgomery [49, S. 13]). Eine K-Algebra R heißt Λ-Algebra, falls
R eine Struktur als Λ-Modul hat, so daß die Abbildung

R⊗K R→ R, a⊗ b 7→ ab

ein Homomorphismus von Λ-Moduln ist und 1R ∈ RΛ gilt. Ein Modul M über einer Λ-Algebra R
heißt (R#Λ)-Modul, falls er eine Struktur als Λ-Modul hat, so daß

R⊗K M →M, a⊗ f 7→ af

ein Homomorphismus von Λ-Moduln wird.

Anmerkung 1.4. Montgomery [49, Definition 4.1.1] nennt eine Λ-Algebra Modul-Algebra. Be-
zeichnet man das Smash-Produkt einer Λ-Algebra R und Λ mit R#Λ (siehe Montgomery [49,
Definition 4.1.3]), so ist ein (R#Λ)-Modul dasselbe wie ein Modul über R#Λ.

Es seien R eine Algebra über einer Hopf-Algebra Λ und M ein (R#Λ)-Modul. Dann ist RΛ

eine K-Unteralgebra von R, die wir auch Invariantenring nennen. Die Multiplikation mit einem
a ∈ RΛ ergibt einen Λ-Endomorphismus von M . Dadurch werden M , MΛ und auch alle ExtrΛ(K,M)
zu Moduln über RΛ.

Beispiel 1.5. Das für uns wichtigste Beispiel einer Hopf-Algebra ist die Gruppenalgebra KG einer
(beliebigen) Gruppe G. Hierfür sind die Komultiplikation und Koeinheit durch ∆(σ) = σ ⊗ σ und
ε(σ) = 1 für σ ∈ G gegeben. Λ = KG ist kokommutativ, und eine Antipode ist gegeben durch
η(σ) = σ−1 (siehe Benson [3, Definition 3.1.4 und 3.1.7]). Eine Λ-Algebra ist nichts anderes als eine
K-Algebra mit einer Operation von G durch Automorphismen. Zu einem Λ-Modul V ist

V Λ = V G := {v ∈ V | σ(v) = v ∀σ ∈ G}.

Also ist RΛ = RG der Invariantenring im herkömmlichen Sinn.
Wir spezialisieren die Situation noch weiter, indem wir K als einen Körper voraussetzen und zwei

über K endlich dimensionale Λ-Moduln V und W wählen. Dann ist R = S(V ∗), die symmetrische
Algebra des Duals von V , eine Noethersche Λ-Algebra, und M = R⊗KW ist ein (R#Λ)-Modul. G
operiert auch auf dem K-Vektorraum Fun(V,W ) der Funktionen V →W durch σ(f) = σ ◦ f ◦σ−1,
und wir erhalten einen Homomorphismus von Λ-Moduln durch

M → Fun(V,W ), l1 · · · lr ⊗ w 7→ (v 7→ l1(v) · · · lr(v) · w) für l1, . . . , lr ∈ V ∗, w ∈W.

Dieser ist injektiv, falls K unendlich ist. In diesem Fall liegt ein f ∈ M genau dann in MΛ,
falls es auf eine G-kompatible Funktion abgebildet wird. Wir können MΛ also als den Modul der
Äquivarianten interpretieren.
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Beispiel 1.6. Wir stellen einige weitere Beispiele für Hopf-Algebren zusammen.

(a) Es seien g eine Lie-Algebra und Λ := U(g) die universell Einhüllende. Dann wird Λ zu einer
kokommutativen Hopf-Algebra mit Antipode durch ∆(x) = x ⊗ 1 + 1 ⊗ x, ε(x) = 0 und
η(x) = −x für x ∈ g (siehe Montgomery [49, Example 1.3.3]). Die Definition von ∆ bedeutet,
daß g auf einer Λ-Algebra durch Derivationen operiert. Die Modulkategorien von g und von
Λ sind äquivalent. Für einen Λ-Modul V ist

V Λ = {v ∈ V | xv = 0 ∀x ∈ g}.

(b) Es sei Λ eine kommutative Hopf-Algebra mit Antipode. Dann läßt sich Λ interpretieren als der
Koordinatenring eines affinen Gruppenschemas über K (siehe Waterhouse [73, Theorem 1.4]).
In der Tat werden für G := Spec(Λ) durch die funktoriellen Morphismen ∆∗: G × G → G
eine Multiplikation, durch ε∗: Spec(K) → G ein Einselement und durch η∗: G → G eine
Inversenabbildung gegeben. Wir schreiben auch Λ = K[G]. Λ ist genau dann kokommutativ,
falls G abelsch ist. Nach Hartshorne [27, Kap. I, Corollary 5.5] ist die Modulkategorie von Λ
äquivalent zur Kategorie der quasi-kohärenten OG-Garben, wobei OG die Strukturgarbe von
G ist.

Eine besonders einfache Interpretation hat die Kategorie Λ-Moduln, falls G als endliche Grup-
pe vorgegeben ist, und K ein Körper ist. Wir setzen Λ := Fun(G,K), die Menge aller Funk-
tionen von G nach K mit punktweise Addition und Multiplikation. Aus der Gruppenstruktur
von G erhalten wir eine Struktur als Hopf-Algebra auf Λ. Es folgt G = Spec(Λ) (als Mengen).
Für σ ∈ G bezeichnen wir die Abbildung G → K, τ 7→ δσ,τ mit δσ ∈ Λ, wobei δσ,τ das
Kronecker-Symbol ist. Die δσ ∈ Λ sind orthogonale Idempotente. Es sei V ein Λ-Modul.
Dann liefert Vσ := δσ · V die Struktur

V =
⊕
σ∈G

Vσ

eines G-graduierten Vektorraums. Umgekehrt wird jeder G-graduierte R-Modul zu einem Λ-
Modul, indem wir f · v = f(σ)v für f ∈ Λ und v ∈ Vσ setzen. Wir haben V Λ = V1 (siehe
Cohen und Fishman [17]). Entsprechend sind die Λ-Algebren die G-graduierten Algebren.

(c) Über einem endlichen Körper K = Fq sei Λ := P∗ die Steenrod-Algebra. Für die genaue
Definition verweisen wir auf Smith [64, Abschnitt 11.1]. P∗ wird erzeugt durch die Steen-
rod Operationen Pk. Eine Struktur als kokommutative Hopf-Algebra wird gegeben durch
∆(Pk) =

∑k
i=0 Pi ⊗ Pk−i und ε(Pk) = δk,0. Eine Λ-Algebra ist genau das, was Smith eine

Algebra über der Steenrod-Algebra nennt.

Für den Rest des Abschnitts machen wir folgende Voraussetzungen:

Notation 1.7. Ab jetzt seien Λ eine Hopf-Algebra über einem Ring K, R eine Noethersche Λ-
Algebra und M ein über R endlich erzeugter (R#Λ)-Modul.

Ein Kriterium für reguläre Sequenzen. Wir stellen die Frage, unter welchen Bedingungen
eine M -reguläre Sequenz mit Elementen aus RΛ auch MΛ-regulär ist. Um hierfür ein homologisches
Kriterium angeben zu können, benötigen wir noch den Koszul-Komplex (siehe Eisenbud [18,
Abschnitt 17]). Zu einer gegebenen Sequenz a1, . . . , ak ∈ R hat dieser die Form

K(a1, . . . , ak;M): 0 −→M
∂k−1−→ Mk ∂k−2−→ M( k

k−2) ∂k−3−→ · · ·

· · · ∂3−→M(k3) ∂2−→M(k2) ∂1−→Mk ∂0−→M −→M/(a1, . . . , ak)M −→ 0,
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wobei Mk die direkte Summe von k Kopien von M bezeichnet. Ist ei: M →Mk die i-te Einbettung,
so ist ∂0 gegeben durch ∂0(ei(f)) = aif . Sind weiter ei,j : M →M(k2) die Einbettungen (1 ≤ i < j ≤
k), so ist ∂1(ei,j(f)) = ajei(f)− aiej(f), und außerdem ∂k−1(f) = ε1a1e1(f) + · · ·+ εkakek(f) mit
εi ∈ {±1}. Die explizite Form der weiteren ∂i braucht uns hier nicht zu interessieren. Die folgende
Proposition ist Ausgangspunkt der weiteren Untersuchungen in diesem Abschnitt.

Proposition 1.8. Unter den Voraussetzungen 1.7 sei a1, . . . , am ∈ RΛ eine M -reguläre Sequenz,
und Ek ⊆ M(k2) sei der Kern der Abbildung ∂1 in K(a1, . . . , ak;M). Dann ist a1, . . . , am genau
dann MΛ-regulär, wenn (a1, . . . , am)MΛ 6= MΛ, und die Abbildungen

Ext1
Λ(K,Ek) −→ Ext1

Λ

(
K,M(k2)

)
(k = 1, . . . ,m) (1.1)

injektiv sind.

Beweis. Nach Eisenbud [18, Corollary 17.5] ist K(a1, . . . , ak;M) exakt. Entsprechend ist
K(a1, . . . , ak;MΛ) exakt, falls a1, . . . , am eine MΛ-reguläre Sequenz ist. Insbesondere ist dann
das Zwischenstück

(MΛ)(
k
2) −→ (MΛ)k −→ MΛ (1.2)

exakt. Umgekehrt gelte (a1, . . . , am)MΛ 6= MΛ, und (1.2) sei für k = 1, . . . ,m exakt. Aus akfk ∈
MΛ/(a1, . . . , ak−1)MΛ für fk ∈ MΛ folgt dann ∂0(e1(f1) + · · · + ek(fk)) = 0 mit fi ∈ MΛ, also
existieren fi,j ∈MΛ, so daß

e1(f1) + · · ·+ ek(fk) = ∂1

( ∑
1≤i<j≤k

ei,j(fi,j)
)

=
∑

1≤i<j≤k

(
ajei(fi,j)− aiej(fi,j)

)
.

Die k-te Komponente liefert fk = −
∑k−1
i=1 aifi,k ∈ (a1, . . . , ak−1)MΛ. Also ist die Multiplikation

mit ak auf MΛ/(a1, . . . , ak−1)MΛ injektiv, und a1, . . . , am ist MΛ-regulär. Damit ist zu zeigen,
daß (1.2) genau dann exakt ist, wenn alle Abbildungen (1.1) injektiv sind.

Wir schreiben Nk ⊆Mk für den Kern von ∂0: Mk →M aus K(a1, . . . , ak;M), und erhalten die
exakte Sequenz

0 −→ NΛ
k −→ (MΛ)k −→ MΛ.

Da Nk außerdem das Bild von ∂1: M(k2) →Mk ist, erhalten wir ein kommutatives Diagramm

NΛ
k

�
��� @

@@R

(MΛ)(
k
2) - (MΛ)k - MΛ.

Damit ist (1.2) genau dann exakt, wenn (MΛ)(
k
2) → NΛ

k surjektiv ist. Die exakte Sequenz 0 →
Ek →M(k2) → Nk → 0 führt nach Benson [3, Proposition 2.5.3] zu der langen exakten Sequenz

0 −→ EΛ
k −→ (MΛ)(

k
2) −→ NΛ

k −→ Ext1
Λ(K,Ek) −→ Ext1

Λ(K,M(k2)).

Diese liefert, daß (1.2) genau dann exakt ist, wenn (1.1) injektiv ist, wie behauptet.
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Höhere Ext-Moduln. Die Abbildungen (1.1) aus Proposition 1.8 sind wenig zugänglich. Wir
können jedoch unter zusätzlichen Voraussetzungen aus Proposition 1.8 ein brauchbares Kriterium
gewinnen.

Satz 1.9. Unter den Voraussetzungen 1.7 gelte für ein r ≥ 0, daß ExtiΛ(K,M) = 0 für 0 < i <
r. (Diese Bedingung ist leer, falls r ≤ 1.) Dann ist jede M -reguläre Sequenz a1, . . . , am ∈ RΛ

der Länge m ≤ r + 1 mit (a1, . . . , am)MΛ 6= MΛ auch MΛ-regulär. Weiter ist eine M -reguläre
Sequenz a1, . . . , ar+2 ∈ RΛ genau dann MΛ-regulär, wenn (a1, . . . , ar+2)MΛ 6= MΛ und die durch
Multiplikation mit a1, . . . , ar+2 induzierte Abbildung

ExtrΛ(K,M) −→ ExtrΛ(K,Mr+2) (1.3)

injektiv ist.

Beweis. Es sei a1, . . . , am ∈ RΛ eine M -reguläre Sequenz mit (a1, . . . , am)MΛ 6= MΛ, 1 ≤ m ≤ r+2.
Wir behandeln zunächst einige Spezialfälle. Ist m = 1, so ist a1 offensichtlich auch MΛ-regulär.
Ist m = 2, so sind die Moduln Ek aus Proposition 1.8 für k ≤ m Nullmoduln, also folgt die MΛ-
Regularität von a1, a2 aus Proposition 1.8. Sind m = 2 und r = 0, so ist die Abbildung (1.3) wegen
der Linksexaktheit von HomΛ(K, ·) injektiv, also gilt Satz 1.9 in diesem Fall. Seien jetzt m = 3
und r = 1. Dann ist Em das Bild von M unter ∂2 = ∂m−1, und damit sind die Abbildungen (1.1)
und (1.3) bis auf Vorzeichen identisch. Dies reduziert Satz 1.9 auf Proposition 1.8.

Nach diesen Vorbereitungen können wir r > 1 annehmen. Dann ist nach Voraussetzung
Ext1

Λ(K,M) = 0, also sind die Abbildungen (1.1) genau dann injektiv, wenn Ext1
Λ(K,Ek) = 0

für 1 ≤ k ≤ m gilt. Es ist also zu zeigen, daß Ext1
Λ(K,Em) = 0 für 1 ≤ m ≤ r + 1 gilt, und

Ext1
Λ(K,Er+2) = 0 genau dann, wenn (1.3) injektiv ist.
Wir zeigen zunächst

ExtkΛ(K,Kern(∂k)) ∼= Ext1
Λ(K,Em)

für 1 ≤ k ≤ min{r − 1,m − 1}, wobei ∂k aus K(a1, . . . , am;M) kommt. Für k = 1 gilt dies wegen
Em = Kern(∂1). Für k > 1 haben wir die kurze exakte Sequenz

0 −→ Kern(∂k) −→M( m
k+1) ∂k−→ Kern(∂k−1) −→ 0

und daraus die lange exakte Sequenz

0 = Extk−1
Λ (K,M( m

k+1)) −→ Extk−1
Λ (K,Kern(∂k−1)) −→

−→ ExtkΛ(K,Kern(∂k)) −→ ExtkΛ(K,M( m
k+1)) = 0.

Diese liefert die behauptete Isomorphie per Induktion nach k.
Für den Fall m ≤ r haben wir Ext1

Λ(K,Em) ∼= Extm−1
Λ (K,Kern(∂m−1)) gezeigt, aber

Kern(∂m−1) = 0. Also gilt in diesem Fall Ext1
Λ(K,Em) = 0, wie zu zeigen war. Für m = r+1 haben

wir Ext1
Λ(K,Em) ∼= Extr−1

Λ (K,Kern(∂m−2)) ∼= Extr−1
Λ (K,M) = 0, wie behauptet. Sei schließlich

m = r + 2. Dann ist Ext1
Λ(K,Em) ∼= Extr−1

Λ (K,Kern(∂m−3)), und die kurze exakte Sequenz

0 −→M
∂m−1−→ Mm ∂m−2−→ Kern(∂m−3) −→ 0

führt zu der langen exakten Sequenz

0 = Extr−1
Λ (K,Mm) −→ Extr−1

Λ (K,Kern(∂m−3)) −→ ExtrΛ(K,M)
ϕ−→ ExtrΛ(K,Mm),

wobei ϕ bis auf Vorzeichen durch die Multiplikation mit a1, . . . , am induziert wird. Also ist
Ext1

Λ(K,Em) = 0 genau dann, wenn die Abbildung (1.3) injektiv ist, was zu zeigen war.

Satz 1.9 wird durch das folgende Beispiel illustriert.



1.3 Endliche Erweiterungen 13

Beispiel 1.10. Es sei G 6= {0} eine Untergruppe der additiven Gruppe K+ von K. Wir betrachten
die Operation von G auf dem Polynomring R := K[x1, y1, x2, y2, x3, y3] durch

a(xi) = xi und a(yi) = a · xi + yi (i = 1, 2, 3) für a ∈ G.

Durch die Einbettung ϕ: G→ K+ ⊂ RG wird ein Homomorphismus von G in die additive Gruppe
von RG gegeben, also ein Element α ∈ H1(G,R) mit α 6= 0. Es gilt jedoch

xi · ϕ(a) = a · xi = (a− 1)(yi)

für a ∈ G, also ist xi · ϕ ein 1-Korand, und es gilt xi · α = 0. Die Multiplikation mit x1, x2, x3

induziert also eine nicht-injektive Abbildung H1(G,R) → H1(G,R3). Da x1, x2, x3 offenbar eine
R-reguläre Sequenz bilden, folgt aus Satz 1.9, daß x1, x2, x3 nicht RG-regulär ist. In der Tat liegen
die Polynome ui,j := xiyj − xjyi in RG, und die Relation

x1u2,3 + x2u3,1 + x3u1,2 =

∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣ = 0 (1.4)

zeigt, daß x3 ein Nullteiler in RG/(x1, x2)RG ist.
Durch konsequentes Nachvollziehen der Beweise zu Proposition 1.8 und Satz 1.9 gelangt man

von dieser Relation direkt zu dem 1-Kozyklus α und seinen Annullatoren, und zurück. Tatsächlich
war die Analyse dieses und ähnlicher Beispiele der Ausgangspunkt für die Untersuchungen dieses
Abschnitts.

1.3 Endliche Erweiterungen

Falls R endlich erzeugt ist als RΛ-Modul, so ist M auch ein endlicher Modul über RΛ. Durch An-
wendung von Proposition 1.2 erhalten wir in diesem Fall einige wichtige Konsequenzen aus Satz 1.9
und Proposition 1.8.

Korollar 1.11. Unter den Voraussetzungen 1.7 sei zusätzlich R endlich erzeugt als RΛ-Modul.
Für ein r ≥ 0 gelte ExtiΛ(K,M) = 0 für 0 < i < r. Weiter seien 0 6= α ∈ ExtrΛ(K,M) und
I = AnnRΛ(α), und wir setzen AnnRΛ(MΛ) ⊆

√
I und depth(I,M) ≥ min{r + 2,ht(I,MΛ)}

voraus. Dann gilt
depth(I,MΛ) = min{r + 1,ht(I,MΛ)}.

Anmerkung 1.12. Falls Λ endlich dimensional und kokommutativ ist, so folgt die Ganzheit von
R über RΛ (siehe Ferrer Santos [20], Montgomery [49, Theorem 4.2.1]). Ist R zusätzlich endlich
erzeugt als RΛ-Algebra, so folgt die in Korollar 1.11 verlangte endliche Erzeugung als RΛ-Modul.

Beweis. Zunächst existiert eine M -reguläre Sequenz a1, . . . , am ∈ I mit m = min{r+1,ht(I,MΛ)}.
Nach Satz 1.9 ist a1, . . . , am auch MΛ-regulär, also

depth(I,MΛ) ≥ min{r + 1,ht(I,MΛ)}.

Nun sei a1, . . . , am ∈ I eine maximale Sequenz, die M -regulär und MΛ-regulär ist. Nach Propo-
sition 1.2(b) folgt m ≤ ht(I,MΛ). Wegen ai ∈ Ann(α) ist die durch Multiplikation mit a1, . . . , am
induzierte Abbildung ExtrΛ(K,M) → ExtrΛ(K,Mm) nicht injektiv, also m < r + 2 nach Satz 1.9.
Wir erhalten also

m ≤ min{r + 1,ht(I,MΛ)}.

Nach Eisenbud [18, Theorem 3.1] liegt jedes Element von I in einem assoziierten Primideal zu
M/(a1, . . . , am)M oder zu MΛ/(a1, . . . , am)MΛ, wegen des Primvermeidungslemmas (”prime avoi-
dance“, siehe Eisenbud [18, Lemma 3.3]) liegt also ganz I in einem solchen Primideal. Das bedeutet,
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daß a1, . . . , am ∈ I eine maximale M - oder MΛ-reguläre Sequenz ist. Im ersten Fall erhalten wir
die Ungleichungskette

min{r + 2,ht(I,MΛ)} ≤ depth(I,M) = m ≤ min{r + 1,ht(I,MΛ)},

also m = ht(I,MΛ). Nach Proposition 1.2(b) ist a1, . . . , am also auch maximale MΛ-reguläre
Sequenz in I. In jedem Fall erhalten wir also

depth(I,MΛ) = m ≤ min{r + 1,ht(I,MΛ)}.

Dies war noch zu zeigen.

Erweiterungen mit Abstiegseigenschaft. Um weitere Folgerungen zu beweisen, benötigen wir
Resultate zum Verhalten von Tiefe bei ganzen Erweiterungen. Eine Erweiterung A ⊆ R von Ringen
heißt Erweiterung mit Abstiegseigenschaft, falls R ganz ist über A und außerdem folgendes
gilt: Zu Primidealen Q ∈ Spec(R) und P ∈ Spec(A) mit P ⊆ Q existiert ein Q′ ∈ Spec(R) mit
A ∩Q′ = P und Q′ ⊆ Q. Die folgende Proposition enthält einige Beispiele von Erweiterungen mit
Abstiegseigenschaft.

Proposition 1.13. A ⊆ R sei eine ganze Erweiterung von Ringen, und es gelte mindestens eine
der folgenden Bedingungen:

(a) R ist ein Integritätsbereich und A ist normal (d.h. ganz abgeschlossen in seinem Quotien-
tenkörper);

(b) R ist ein flacher A-Modul;

(c) es gibt eine endliche Gruppe G von Automorphismen von R, so daß A = RG ist.

Dann hat die Erweiterung A ⊆ R die Abstiegseigenschaft.

Beweis. Die Behauptung unter der Voraussetzung (a) bzw. (b) findet sich in Eisenbud [18, Theo-
rem 13.9 bzw. Lemma 10.11]. Es seien nun A = RG, Q ∈ Spec(R) und P ∈ Spec(A) mit
P ⊆ Q. Wegen des Aufstiegslemmas (”going up“, siehe Eisenbud [18, Proposition 4.15]) existieren
Q′, Q′′ ∈ Spec(R) mit A ∩ Q′ = P , A ∩ Q′′ = A ∩ Q und Q′ ⊆ Q′′. Gemäß dem nachfolgendem
Lemma 1.14 gilt Q = σ(Q′′) mit σ ∈ G, also hat σ(Q′) die gewünschten Eigenschaften.

Lemma 1.14. Es seien R ein Ring, G eine endliche Gruppe von Automorphismen von R, A = RG

und P ∈ Spec(A). Dann operiert G transitiv auf der Menge aller Q ∈ Spec(R) mit A ∩Q = P .

Beweis. Es sei Q ∈ Spec(R) mit A∩Q = P . Dann ist auch A∩σ(Q) = P für σ ∈ G. Sei umgekehrt
Q′ ∈ Spec(R) ein weiteres Primideal mit A ∩Q′ = P . Dann gilt für f ∈ Q′∏

σ∈G
σ(f) ∈ Q′ ∩A ⊆ Q,

also f ∈ σ(Q) für ein σ ∈ G. Damit liegt Q′ in der Vereinigung aller σ(Q), wegen des Primvermei-
dungslemmas also in einem der σ(Q). Wegen der Unvergleichbarkeit von Primidealen über P (siehe
Eisenbud [18, Corollary 4.18]) folgt Q′ = σ(Q) mit σ ∈ G.

Proposition 1.15. Es seien A ⊆ R eine ganze Erweiterung von Noetherschen Ringen und I $ R
ein Ideal. Dann gilt

dim(A/(A ∩ I)) = dim(R/I).

Hat die Erweiterung zusätzlich die Abstiegseigenschaft, so gilt

ht(A ∩ I) = ht(I).



1.3 Endliche Erweiterungen 15

Beweis. Die erste Behauptung findet sich bei Eisenbud [18, Proposition 9.2]. Für den Beweis der
zweiten Behauptung nehmen wir ein P ∈ Spec(A) mit A ∩ I ⊆ P . Wegen des Aufstiegslemmas
existiert ein Q ∈ Spec(R) mit A ∩Q = P mit I ⊆ Q. Wir wählen eine Kette

Q0 $ Q1 $ . . . $ Qr = Q

mit Qi ∈ Spec(R) und r = ht(Q). Dann gilt wegen Eisenbud [18, Corollary 4.18]

A ∩Q0 $ A ∩Q1 $ . . . $ A ∩Qr = P,

also ht(P ) ≥ ht(Q) ≥ ht(I). Wegen der beliebigen Wahl von P folgt ht(A ∩ I) ≥ ht(I). Sei
umgekehrt Q ∈ Spec(R) mit I ⊆ Q. Wir setzen P := A ∩Q und wählen eine Kette

P0 $ P1 $ . . . $ Pr = P

mit Pi ∈ Spec(A). Nach Voraussetzung lassen sich Qi ∈ Spec(R) wählen mit Qr = Q, A ∩Qi = Pi
und Qi ⊆ Qi+1. Wir erhalten eine echt aufsteigende Kette, also ht(Q) ≥ ht(P ) ≥ ht(A ∩ I). Es
folgt ht(I) ≥ ht(A ∩ I).

Beispiel 1.16. Die folgende ganze Ringerweiterung hat nicht die Abstiegseigenschaft. Es seien
K[x, y] ein Polynomring in zwei Unbestimmten über einem Körper K und J := (x) ∩ (x − 1, y) ⊂
K[x, y]. Wir haben eine ganze Ringerweiterung A := K[y] ⊂ R := K[x, y]/J , aber für das Ideal
I := (x− 1, y) + J ⊂ R gilt ht(I) = 0 und ht(A ∩ I) = ht((y)) = 1.

Proposition 1.17. Es seien A ⊆ R Noethersche Ringe, so daß R endlich erzeugt als A-Modul ist,
und M sei ein endlich erzeugter R-Modul. Dann existiert zu jedem maximalen Ideal P ⊂ A aus
SuppA(M) ein maximales Ideal Q ⊂ R aus SuppR(M) mit A ∩Q = P , so daß

depth(P,M) = depth(Q,M).

Hat zusätzlich die Erweiterung A/AnnA(M) ⊆ R/AnnR(M) die Abstiegseigenschaft, so ist M
genau dann Cohen-Macaulay als R-Modul, wenn M Cohen-Macaulay als A-Modul ist.

Beweis. Sei a1, . . . , am ∈ P eine maximale M -reguläre Sequenz. Dann liegt nach Eisenbud [18,
Theorem 3.1] jedes Element von P in einem assoziierten Primideal aus AssR(M/(a1, . . . , am)M).
Nach dem Primvermeidungslemma gibt es ein Q ∈ AssR(M/(a1, . . . , am)M) mit P ⊆ Q. Als
Annullator eines Elements von M/(a1, . . . , am)M liegt Q auch in SuppR(M). Da P maximal ist,
gilt P = Q ∩ A, und auch P = Q′ ∩ A für jedes echte Ideal Q′ ⊇ Q. Wegen der Unvergleichbarkeit
von Primidealen über P (Eisenbud [18, Corollary 4.18]) folgt also, daß Q maximal ist. Wegen
Q ∈ AssR(M/(a1, . . . , am)M) ist a1, . . . , am auch eine maximale M -reguläre Sequenz in Q. Mit
Proposition 1.2(a) folgt

depth(P,M) = m = depth(Q,M).

Nun habe A/AnnA(M) ⊆ R/AnnR(M) die Abstiegseigenschaft. Dann gilt dim(MP ) = dim(MQ)
wegen Proposition 1.15. Falls M Cohen-Macaulay über R ist, so folgt depth(P,M) = depth(Q,M)
= dim(MQ) = dim(MP ), also ist M auch Cohen-Macaulay über A. Sind umgekehrt M Cohen-
Macaulay über A und Q ∈ SuppR(M) ein maximales Ideal, so setzen wir P = A ∩ Q. Nach
Proposition 1.15 folgt dim(MP ) = dim(MQ), also nach Voraussetzung dim(MQ) = depth(P,M) ≤
depth(Q,M) = depth(MQ) ≤ dim(MQ). Damit ist M auch Cohen-Macaulay als R-Modul.

Wir ziehen eine weitere wichtige Folgerung aus Satz 1.9.

Korollar 1.18. Unter den Voraussetzungen 1.7 seien zusätzlich M und MΛ Cohen-Macaulay (über
R bzw. RΛ), R sei endlich erzeugt als RΛ-Modul, und RΛ/AnnRΛ(M) ⊆ R/AnnR(M) sei eine
Erweiterung mit Abstiegseigenschaft. Für ein r ≥ 0 gelte ExtiΛ(K,M) = 0 für 0 < i < r (diese
Bedingung ist leer, falls r ≤ 1), und es seien α ∈ ExtrΛ(K,M) und I = AnnRΛ(α). Dann gilt für
alle P ∈ AssRΛ(I) ∩ SuppRΛ(MΛ)

ht(P,MΛ) ≤ r + 1.
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Beweis. P ist der Annullator eines Elements von RΛ/I, also existiert ein y ∈ RΛ, für das

P = {x ∈ RΛ | xy ∈ I} = AnnRΛ(yα)

gilt. P erfüllt also die Voraussetzungen des Korollars. Wir müssen daher nur ht(I,MΛ) ≤ r + 1
zeigen und können AnnRΛ(MΛ) ⊆ I $ RΛ, also α 6= 0 annehmen.

Wegen Proposition 1.17 ist M auch Cohen-Macaulay über RΛ. Mit Proposition 1.2(c) folgt also
depth(I,M) = ht(I,M), und ht(I,M) ≥ ht(I,MΛ), da AnnRΛ(M) ⊆ AnnRΛ(MΛ). Korollar 1.11
ist also anwendbar, und wir erhalten depth(I,MΛ) = min{r+1,ht(I,MΛ)}. Die Behauptung folgt,
da nach Proposition 1.2(c) depth(I,MΛ) = ht(I,MΛ) gilt.

Anmerkung 1.19. Aus dem Beweis geht hervor, daß wir Korollar 1.18 auch ohne Verlust an
Information wie folgt hätten formulieren können:
(1.18*) Unter den Voraussetzungen 1.7 seien zusätzlich M und MΛ Cohen-Macaulay (über R bzw.
RΛ), R sei endlich erzeugt als RΛ-Modul, und RΛ/AnnRΛ(M) ⊆ R/AnnR(M) sei eine Erweiterung
mit Abstiegseigenschaft. Für ein r ≥ 0 gelte ExtiΛ(K,M) = 0 für 0 < i < r. Dann gilt

ht(P,MΛ) ≤ r + 1 für alle P ∈ AssRΛ (ExtrΛ(K,M)) ∩ SuppRΛ(MΛ).

Da wir jedoch im folgenden mit konkret gegebenen Elementen aus ExtrΛ(K,M) arbeiten werden,
ist die erste Formulierung günstiger.

Beispiel 1.20. In Beispiel 1.10 sei G endlich (was char(K) > 0 impliziert). Dann ist R endlich
erzeugt als RG-Modul, und die Erweiterung RG ⊆ R hat nach Proposition 1.13 die Abstiegseigen-
schaft. Wäre RG Cohen-Macaulay, so dürfte nach Korollar 1.18 der Annullator AnnRG(α) des in
Beispiel 1.10 angegebenen α ∈ H1(G,R) höchstens die Höhe 2 haben. Aber x1, x2, x3 ∈ AnnRG(α),
also ist die Höhe nach Proposition 1.15 mindestens 3. Es folgt, daß der Invariantenring RG nicht
Cohen-Macaulay ist. Dies wird sich als Spezialfall von Korollar 3.7 und gleichzeitig von Korollar 4.11
herausstellen.

Stark p-eingebettete Untergruppen. Sind G ≤ GL(V ) eine endliche lineare Gruppe über
einem Körper K und H eine Untergruppe mit [G : H] ∈ K×, so gilt nach Kemper [35] depth(S(V )G)
≥ depth(S(V )H), wobei die Invariantenringe graduierte Unteralgebren der Polynomalgebra S(V )
mit S(V )1 = V sind. Wir beweisen nun eine Verallgemeinerung.

Proposition 1.21. Eine endliche Gruppe G operiere durch Automorphismen auf einem Ring R
und auf einem endlich erzeugten R-Modul M , so daß σ(af) = σ(a)σ(f) für σ ∈ G, a ∈ R und
f ∈ M gilt. R sei endlich erzeugt über RG, und RG sei Noethersch. Weiter seien H ≤ G eine
Untergruppe, so daß der Index [G : H] in R invertierbar ist, und P ⊂ RG ein maximales Ideal mit
P ∈ SuppRG(MG). Dann existiert ein maximales Ideal Q ⊂ RH aus SuppRH (MH) mit RG∩Q = P ,
so daß

depth(P,MG) ≥ depth(Q,MH)

gilt.
Falls RH Cohen-Macaulay ist und die Erweiterung RG ⊆ RH die Abstiegseigenschaft hat, so ist

auch RG Cohen-Macaulay.

Beweis. Es gilt AnnRG(MH) ⊆ AnnRG(MG) ⊆ P , nach Proposition 1.17 existiert also ein maxi-
males Ideal Q ⊂ RH aus SuppRH (MH) mit RG ∩Q = P , so daß

depth(P,MH) = depth(Q,MH) =: r.

Es sei a1, . . . , ar ∈ P eine MH -reguläre Sequenz. Wir behaupten, daß diese dann auch MG-regulär
ist. Zunächst gilt PMG 6= MG wegen P ∈ SuppRG(MG), also (a1, . . . , ar)MG 6= MG. Es sei für
ein i ≤ r

a1f1 + · · ·+ aifi = 0
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mit f1, . . . , fi ∈MG. Wegen der MH -Regularität existieren g1, . . . , gi−1 ∈MH , so daß

fi = a1g1 + · · ·+ ai−1gi−1. (1.5)

Der relative Reynolds-Operator ist definiert durch

πG/H : MH →MG, f 7→ 1
[G : H]

·
k∑
i=1

σi(f),

wobei die σi ein Vertretersystem der Linksnebenklassen von H in G bilden. Da πG/H ein Homo-
morphismus von RG-Moduln mit πG/H |MG = id ist, ergibt die Anwendung auf (1.5)

fi = a1πG/H(g1) + · · ·+ ai−1πG/H(gi−1) ∈ (a1, . . . , ai−1)MG.

Damit ist a1, . . . , ar M
G-regulär, und die erste Behauptung folgt.

Nun sei RH Cohen-Macaulay, und RG ⊆ RH habe die Abstiegseigenschaft. Für ein maximales
Ideal P ⊂ RG nehmen wir das obige Ideal Q ⊂ RH und erhalten

ht(P ) = ht(Q) = depth(Q,MH) ≤ depth(P,MG) ≤ ht(P ),

also die Cohen-Macaulay-Eigenschaft von RG.

Nun stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen die Umkehrung von Proposition 1.21 gilt,
wann also aus der Cohen-Macaulay-Eigenschaft von RG die von RH folgt. Im allgemeinen ist dies
falsch, wie das Beispiel G = Sp, p ≥ 5, mit der Operation auf dem Polynomring R = Fp[x1, . . . , xp]
durch Vertauschungen der xi zeigt: RG wird von den elementarsymmetrischen Polynomen erzeugt,
ist also Cohen-Macaulay, aber die p-Sylowgruppe H ist zyklisch, und wir erhalten nach Ellingsrud
und Skjelbred [19] depth(RH) = 3 < p (siehe die Gleichung (4.6) auf S. 47), also ist RH nicht Cohen-
Macaulay. Wir benutzen nun Proposition 1.8, um von einer bestimmten Klasse von Untergruppen H
zu zeigen, daß in Proposition 1.21 Gleichheit für die Tiefen gilt. H ≤ G heißt stark R-eingebettet
(siehe Thévenaz [72, p. 440]), falls die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(i) Der Index [G : H] ist in R invertierbar;

(ii) für σ ∈ G \H hat der Schnitt σH ∩H eine in R invertierbare Ordnung, wobei σH := σHσ−1.

Falls R die Charakteristik p hat, so sagen wir auch, daß H stark p-eingebettet ist. Ein typisches
Beispiel ist der Normalisator einer p-Sylowgruppe P , falls diese die Ordnung p hat. Das folgen-
de Lemma ist wohlbekannt, aber wegen fehlender Referenz in der Literatur wird hier ein Beweis
gegeben, der von Jacques Thévenaz stammt.

Lemma 1.22. Eine endliche Gruppe G operiere durch Automorphismen auf einem Ring R, und
H ≤ G sei stark R-eingebettet. Für einen Modul M über dem Gruppenring RGG ist dann die
Restriktionsabbildung

resG,H : Hi(G,M)→ Hi(H,M)

für i > 0 ein Isomorphismus.

Beweis. Wir betrachten die Korestriktion coresH,G : Hi(H,M) → Hi(G,M) (siehe Benson [3,
S. 67]). Nach Benson [3, Proposition 3.6.17] gilt

coresH,G ◦ resG,H = [G : H] · id,

wegen der Bedingung (i) ist resG/H also injektiv. Umgekehrt ergibt die Formel von Mackey (siehe
Benson [3, Lemma 3.6.16]) für α ∈ Hi(H,M)

resG,H coresH,G(α) =
∑

σ∈H\G/H

cores σH∩H,H resH, σH∩H(σα),
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wobei die Summation über Vertreter σ der Doppelnebenklassen HσH läuft. Wegen (ii) gilt Hi( σH∩
H,M) = 0 für σ /∈ H, also liefert die obige Gleichung resG,H coresH,G(α) = α, und die Surjektivität
folgt.

Satz 1.23. Unter den Voraussetzungen von Proposition 1.21 sei H zusätzlich R-stark eingebettet.
Dann gilt für jedes Ideal I $ RG mit AnnRG(MH) ⊆

√
I und für jedes Ideal J $ RH mit I ⊆ J

depth(I,MG) ≤ depth(J,MH).

Hat die Erweiterung RG ⊆ RH außerdem die Abstiegseigenschaft, so ist RH genau dann Cohen-
Macaulay, wenn dies für RG gilt.

Beweis. Es sei a1, . . . , am ∈ I eine MG-reguläre Sequenz mit m = depth(I,MG). Wir haben
IMH 6= MH und damit auch (a1, . . . , am)MH 6= MH . Nach Proposition 1.8 ist a1, . . . , am genau
dann MH -regulär, wenn die dortigen Abbildungen H1(H,Ek) → H1(H,M(k2)) für k = 1, . . . ,m
injektiv sind. Wegen Lemma 1.22 haben wir aber kommutative Diagramme

H1(G,Ek) - H1(G,M(k2))

?
o

?
o

H1(H,Ek) - H1(H,M(k2)).

Die obere Zeile ist nach Voraussetzung und Proposition 1.8 injektiv, also auch die untere.
Es gelte nun die Abstiegseigenschaft, und RG sei Cohen-Macaulay. Für ein maximales Ideal

Q ⊂ RH sei I := RG ∩Q. Mit obigem und den Propositionen 1.2 folgt und 1.15

ht(Q) = ht(I) = depth(I,RG) ≤ depth(Q,RH) ≤ ht(Q),

also Gleichheit. Damit ist auch RH Cohen-Macaulay. Die Umkehrung gilt nach Proposition 1.21.

Beispiel 1.24. Es seien p eine Primzahl und G = Sp die symmetrische Gruppe auf p Symbolen. Für
eine p-Sylowgruppe P ∼= Zp ist der Normalisator H = NG(P ) ∼= ZpoZp−1 stark p-eingebettet. Der
Invariantenring RG unter der natürlichen G-Operation auf dem Polynomring R = Fp[x1, . . . , xp]
durch Permutationen der xi ist isomorph zu einer Polynomalgebra, erzeugt von den elementar-
symmetrischen Polynomen, insbesondere also Cohen-Macaulay. Nach Satz 1.23 folgt, daß auch
RH Cohen-Macaulay ist. Dies mag überraschend sein, da der Invariantenring RP für p ≥ 5 nicht
Cohen-Macaulay ist, wie wir oben bemerkt haben.
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2 Reduktive Gruppen und Hopf-Algebren

Wir machen in diesem Abschnitt die folgenden Voraussetzungen:

Notation 2.1. Λ sei eine kokommutative Hopf-Algebra mit Antipode über einem Körper K. Wei-
ter sei C eine volle Unterkategorie der Kategorie der Λ-Moduln mit folgenden Eigenschaften:

(i) K liegt in C;

(ii) alle V aus C sind endlich dimensional als K-Vektorräume;

(iii) mit V liegt auch jeder Untermodul und jede symmetrische Potenz Sr(V ) in C;

(iv) mit V und W liegen auch V ⊕W und HomK(V,W ) in C.

Alle Tensorprodukte und symmetrische Potenzen werden über K gebildet. Man beachte, daß
wegen der Kokommutativität die Λ-Operation auf einer Tensorpotenz eine Operation auf der sym-
metrischen Potenz induziert, und daß HomK(V,W ) mit Hilfe der Antipode zum Λ-Modul wird
(siehe Benson [3, S. 48]).

Für jede Hopf-Algebra erfüllt die Kategorie aller endlich dimensionalen Moduln die Vorausset-
zungen (i)–(iv).

2.1 Lineare und geometrische Reduktivität

Definition 2.2. Unter den Voraussetzungen 2.1 heißt Λ linear reduktiv (oder auch halbein-
fach) bezüglich C, falls jeder Modul aus C voll reduzibel ist. Λ heißt geometrisch reduktiv
bezüglich C, falls zu jedem Modul V aus C und zu jedem 0 6= v ∈ V Λ ein r > 0 und ein f ∈ Sr(V ∗)Λ

existiert mit f(v) 6= 0.

Beispiel 2.3. Es sei G eine lineare algebraische Gruppe über K, der als algebraisch abgeschlossen
vorausgesetzt werde. Λ = KG sei der Gruppenring, und C sei die Kategorie aller endlich dimensio-
nalen Λ-Moduln V , so daß die zugehörige Abbildung G→ GL(V ) ein Morphismus von algebraischen
Gruppen ist. Dann erfüllt C die Bedingungen aus 2.1. Λ ist genau dann linear- bzw. geometrisch
reduktiv, wenn die entsprechende Eigenschaft für G gilt (siehe Mumford et al. [50, S. 191]).

Einige weitere wichtige Klassen kokommutativer Hopf-Algebren mit Antipode wurden in Bei-
spiel 1.6(a) und (b) angegeben. Wir werden in Abschnitt 2.3 untersuchen, was lineare bzw. geome-
trische Reduktivität für diese Klassen bedeuten.

Proposition 2.4. (a) Ist Λ linear reduktiv bezüglich C, so auch geometrisch reduktiv.

(b) Ist Λ endlich dimensional, so ist Λ geometrisch reduktiv bezüglich C.

Beweis. Λ sei linear reduktiv bezüglich C, und V sei ein Λ-Modul in C. Wir rechnen zunächst nach,
daß die Auswertung bei einem v ∈ V Λ ein Λ-Homomorphismus ϕ: V ∗ → K ist. Dabei wird die
Regel ε◦η = ε (Sweedler [71, Proposition 4.0.1(3)]; ε ist die Koeinheit und η die Antipode) benutzt.
Nun sei U ≤ V ∗ ein irreduzibler Untermodul. Dann impliziert ϕ(U) 6= 0, daß U ∼= K ist. Aus
der vollständigen Reduzibilität von V ∗ folgt damit ϕ(V ∗) = ϕ((V ∗)Λ). Falls v 6= 0 ist, gilt jedoch
ϕ(V ∗) 6= 0, also existiert f ∈ (V ∗)Λ mit f(v) 6= 0. Damit ist (a) bewiesen.

Nun sei Λ endlich dimensional. Für 0 6= v ∈ V Λ existiert ein f ∈ V ∗ mit f(v) = 1. Die symme-
trische Algebra S(V ∗) ist ganz über S(V ∗)Λ (siehe Anmerkung 1.12), also existieren a1, . . . , ar ∈
S(V ∗)Λ mit

fr + a1f
r−1 + · · ·+ ar−1f + ar = 0.

Ohne Einschränkung können wir ai ∈ Si(V ∗)Λ annehmen. Auswertung bei v liefert

1 + a1(v) + · · ·+ ar−1(v) + ar(v) = 0,

also muß ai(v) 6= 0 für mindestens ein i gelten. Dies zeigt Teil (b).



20 2 REDUKTIVE GRUPPEN UND HOPF-ALGEBREN

Der Reynolds-Operator. Zu einem Λ-Modul V aus C betrachten wir nun die symmetrische
Algebra S(V ). Diese ist eine Λ-Algebra, und es braucht uns nicht zu stören, daß S(V ) nicht mehr
in C liegt.

Proposition 2.5. Es seien Λ linear reduktiv bezüglich C, V ein Λ-Modul in C und R = S(V ) die
symmetrische Algebra. Dann existiert ein Λ-Epimorphismus

π: R→ RΛ

mit π|RΛ = id. Jedes solche π ist auch ein Homomorphismus von RΛ-Moduln.

Anmerkung. Ein Homomorphismus π mit den Eigenschaften aus Proposition 2.5 heißt Reynolds-
Operator.

Beweis. Wegen der vollständigen Reduzibilität der symmetrischen Potenzen Sr(V ) existieren Ab-
bildungen πr: Sr(V ) → Sr(V )Λ mit den gewünschten Eigenschaften. Diese setzten wir zusammen
und erhalten daraus π. Es sei nun a ∈ RΛ. Dann wird durch f 7→ π(af) ein Λ-Endomorphismus ϕ
auf R gegeben. Für einen irreduziblen Unterraum U ⊆ R kann ϕ(U) 6= 0 nur gelten, wenn U ∼= K.
Für f ∈ Sr(V ) sei f ′ = f − π(f). Dann folgt aus der vollständigen Reduzibilität ϕ(f ′) = 0, also

π(af) = ϕ(π(f) + f ′) = ϕ(π(f)) = π(aπ(f)) = aπ(f).

Damit ist π auf jedem Teilraum Sr(V ) ein RΛ-Homomorphismus, also auf ganz R.

Beispiel 2.6. Ist Λ = KG mit einer endlichen Gruppe G, so daß char(K) - |G|, so ist der Reynolds-
Operator eindeutig bestimmt und durch

π(f) =
1
|G|

∑
σ∈G

σ(f)

gegeben.

Lemma 2.7. In der Situation von Proposition 2.5 sei I ⊆ RΛ ein Ideal und IR das davon erzeugte
Ideal in R. Dann gilt

IR ∩RΛ = I.

Beweis. Die Inklusion I ⊆ IR ∩ RΛ ist klar. Sei umgekehrt f = a1b1 + · · · + arbr ∈ IR ∩ RΛ mit
ai ∈ R und bi ∈ I. Wir wenden π aus Proposition 2.5 an und erhalten

f = π(f) = π(a1)b1 + · · ·+ π(ar)br ∈ I.

Mit Theorem 6.5.2 aus Bruns und Herzog [11] folgt nun, daß der Satz von Hochster und Ro-
berts [29] auch in unserer verallgemeinerten Situation gilt:

Satz 2.8. Unter den Voraussetzungen 2.1 seien V ein Λ-Modul in C und R = S(V ) die symmetri-
sche Algebra. Falls Λ linear reduktiv bezüglich C ist, so ist RΛ Cohen-Macaulay.

Beweis. RΛ ist eine graduierte Unteralgebra von R. Daher ist der klassische Hilbertsche Beweis der
endlichen Erzeugung von Invariantenringen linear reduktiver Gruppen anwendbar (siehe z.B. den
Beweis zu Theorem 2.1.3 in Sturmfels [70]), also ist RΛ endlich erzeugt. Wegen Lemma 2.7 folgt
nun aus Bruns und Herzog [11, Theorem 6.5.2] die Behauptung
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Die geometrische Rückschnitteigenschaft. Der Beweis von Satz 2.8 zeigt die große Bedeutung
von Lemma 2.7. Wir wollen nun ein ähnliches Resultat für geometrisch reduktive Hopf-Algebren
herleiten. Dazu benötigen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.9. Es sei ϕ: A→ B ein Epimorphismus von Λ-Algebren (nicht notwendig mit Eins), so
daß jedes a ∈ A in einem Untermodul enthalten ist, der in C liegt. Außerdem sei Λ geometrisch
reduktiv bezüglich C. Dann gibt es für jedes b ∈ BΛ ein a ∈ AΛ und ein r > 0 mit ϕ(a) = br.

Beweis. Wir bilden den Beweis von Mumford et al. [50, Lemma A.1.2] nach. Ohne Einschränkung
sei b 6= 0. Wir wählen a′ ∈ A mit ϕ(a′) = b und einen Untermodul E ⊆ A in C mit a′ ∈ E. Aus
b ∈ BΛ folgt

λa′ ∈ ε(λ)a′ + (E ∩Kern(ϕ)) für λ ∈ Λ,

also ist auch V := Ka′⊕(E∩Kern(ϕ)) ⊆ E ein Λ-Modul in C. Es existiert ein f ∈ V ∗ mit f(a′) = 1
und f |E∩Kern(ϕ) = 0. Für λ ∈ Λ mit ∆(λ) =

∑
i µi ⊗ νi, α ∈ K und v ∈ E ∩Kern(ϕ) gilt

(λf)(αa′ + v) =
∑
i

µi · f (η(νi) · (αa′ + v)) =

=
∑
i

ε(µi) · f (ε(νi)αa′) = ε(λ)α = (ε(λ) · f)(αa′ + v),

also f ∈ (V ∗)Λ. Wegen der geometrischen Reduktivität existieren ein r > 0 und ein ã ∈ Sr(V ∗∗)Λ

mit ã(f) = 1. Unter Benutzung von (3), (4) und (6) aus Sweedler [71, Proposition 4.0.1] rechnet
man nun nach, daß die kanonische Einbettung V → V ∗∗ ein Λ-Homomorphismus ist, wegen der
endlichen Dimension von V können wir also ã ∈ Sr(V ) annehmen. Die Inklusion V ⊆ A induziert
einen Λ-Homomorphismus ψ: Sr(V )→ A. Das Bild von ψ ist die direkte Summe von K · (a′)r und
einem K-Vektorraum, dessen Elemente alle Vielfache von Elementen aus E ∩Kern(ϕ) sind. Daraus
ergibt sich

ϕ(ψ(ã)) = br,

also leistet a := ψ(ã) das Gewünschte.

Es folgt die angekündigte Abschwächung von Lemma 2.7, die für geometrisch reduktive Hopf-
Algebren gilt.

Proposition 2.10. Es seien V ein Λ-Modul in C, R = S(V ) die symmetrische Algebra und I ⊆ RΛ

ein Ideal. Ist Λ geometrisch reduktiv bezüglich C, so gilt
√
IR ∩RΛ =

√
I.

Anmerkung. Für den Fall, daß Λ die Gruppenalgebra einer geometrisch reduktiven Gruppe ist,
ist Proposition 2.10 in Newstead [56, Lemma 3.4.2] enthalten.

Beweis. Offenbar liegt
√
I in

√
IR ∩RΛ. Für die umgekehrte Inklusion genügt es zu zeigen, daß

IR ∩RΛ ⊆
√
I

gilt. Es sei also f =
∑m
i=1 aifi ∈ IR ∩ RΛ mit ai ∈ R, fi ∈ I. Sei A := R[t1, . . . , tm]+ die

Algebra aller Polynome in Unbestimmten t1, . . . , tm mit Koeffizienten in R und 0 als konstantem
Koeffizient. Mit trivialer Operation auf den ti wird A zur Λ-Algebra (ohne Eins), und jedes Element
aus A liegt in einem Untermodul in C. Durch ati 7→ afi für a ∈ R wird ein Homomorphismus
ϕ: A → R von Λ-Algebren gegeben, dessen Bild wir mit B bezeichnen. Es gelten f ∈ BΛ und
ϕ(AΛ) = ϕ(RΛ[t1, . . . , tm]+) ⊆ I. Nach Lemma 2.9 folgt fr ∈ I für ein r > 0.
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Wir geben nun eine homologische Charakterisierung von linear reduktiven Hopf-Algebren. Sind
U und V Λ-Moduln in C, so schreiben wir C -Ext1

Λ(U, V ) für die Menge der Äquivalenzklassen von
Erweiterungen

0 −→ V −→W −→ U −→ 0 (2.1)

mit W in C (siehe Eisenbud [18, S. 645]). Da C eine volle Unterkategorie ist, erhalten wir eine Ein-
bettung C -Ext1

Λ(U, V ) ↪→ Ext1
Λ(U, V ). Ist nämlich α ∈ C -Ext1

Λ(U, V ) durch eine Erweiterung (2.1)
gegeben, welche in der vollen Modulkategorie zerfällt, so liegt der entsprechende Homomorphismus
U →W auch in MorC(U,W ), also zerfällt (2.1) auch in C, und α = 0.

Proposition 2.11. Λ ist genau dann linear reduktiv bezüglich C, falls C -Ext1
Λ(K,V ) = 0 für alle

Λ-Moduln V in C gilt.

Beweis. Falls Λ linear reduktiv bezüglich C ist, so zerfällt jede exakte Sequenz (2.1), insbesondere
für U = K, also C -Ext1

Λ(K,V ) = 0.
Umgekehrt gelte C -Ext1

Λ(K,V ) = 0 für alle Λ-Moduln V in C. Wir zeigen zunächst, daß
für jeden Epimorphismus U → V von Λ-Moduln aus C auch UΛ → V Λ surjektiv ist. Es sei
nämlich 0 6= v ∈ V Λ und U ′ ⊆ U die Urbildmenge von Kv. Dann ist U ′ ein Untermodul, und
der Epimorphismus U ′ → Kv ∼= K zerfällt nach Voraussetzung. Dies liefert das gewünschte Urbild
von v. Sei nun (2.1) irgendeine kurze exakte Sequenz von Λ-Moduln in C. Daraus erhalten wir (da
Sequenzen von K-Vektorräumen immer zerfallen) eine exakte Sequenz

0 −→ HomK(U, V ) −→ HomK(W,V ) −→ HomK(V, V ) −→ 0.

Nach Obigem existiert ein Urbild ϕ ∈ HomK(W,V )Λ von idV ∈ HomK(V, V )Λ. Nach Benson [3,
S. 48] liegt ϕ in HomΛ(W,V ) und läßt (2.1) zerfallen. Also ist Λ linear reduktiv bezüglich C.

Für den Fall Λ = KG gehört Proposition 2.11 vermutlich zur ”Folklore“. Beispielsweise erscheint
das Resultat im Beweis zu Proposition 1 bei Kraft und Kutzschenbauch [47]. Ich danke Hanspeter
Kraft für eine Vereinfachung einer früheren Version des Beweises von Proposition 2.11.

2.2 Der Charakterisierungssatz

Um Satz 1.9 anwenden zu können, müssen wir Invarianten ai produzieren, die Elemente aus
ExtrΛ(K,M) annullieren. Das folgende Lemma, das bisher nicht bekannt gewesen zu sein scheint,
liefert den Schlüssel hierzu.

Lemma 2.12. Es seien V ein Λ-Modul in C und α ∈ C -Ext1
Λ(K,V ). Dann existiert ein Λ-Modul

W in C und ein 0 6= w ∈WΛ, so daß w ⊗ α = 0 als Element von Ext1
Λ(K,W ⊗ V ).

Genauer gilt: Ein Λ-Modul W enthält genau dann ein 0 6= w ∈ WΛ mit w ⊗ α = 0, wenn
ein Homomorphismus W ∗ → Ṽ in die durch α definierte Erweiterung Ṽ existiert, so daß das
Kompositum W ∗ → Ṽ → K surjektiv ist.

Beweis. W sei ein Λ-Modul und w ∈ WΛ. Per Definition ist w ⊗ α das Bild von α unter dem
von V → W ⊗ V, v 7→ w ⊗ v induzierten Homomorphismus Ext1

Λ(K,V ) → Ext1
Λ(K,W ⊗ V ).

Nach der Konstruktion des Cup-Produkts durch projektive Auflösungen (siehe Benson [3, S. 52])
ist w ⊗ α = ϕ ∪ α, wobei ϕ ∈ Ext0

Λ(K,W ) = HomΛ(K,W ) durch 1 7→ w gegeben ist. Andererseits
ist α ∪ ϕ nach Benson [3, Proposition 3.2.1] gleich dem Yoneda-Kompositum von α ⊗ idW und ϕ:
Ist

0 −→ V −→ Ṽ
π−→ K −→ 0

eine durch α gegebene Erweiterung, so wird eine Erweiterung zu α ∪ ϕ durch die obere Zeile von
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0 -V ⊗W - X - K - 0

?

id

? ?

ϕ

0 -V ⊗W -Ṽ ⊗W π⊗idW- W - 0

geliefert, wobei X das Faserprodukt von Ṽ ⊗W und K über W ist. Aus der universellen Eigenschaft
des Faserprodukts folgt, daß die Erweiterung genau dann zerfällt, wenn es einen Homomorphismus
K → Ṽ ⊗W gibt, so daß das Diagramm

K

�
�
��	 ?

ϕ

Ṽ ⊗W π⊗idW- W

kommutiert. Mit dem natürlichen Isomorphismus Ṽ ⊗ W ∼= HomK(W ∗, Ṽ ) erhalten wir daraus
durch Verfolgen der 1 ∈ K im obigen Diagramm die Bedingung, daß ein Homomorphismus W ∗ → Ṽ
existiert, so daß

W ∗

�
�
��	 ?

ϕ∗

Ṽ
π - K

kommutiert. Dies führt genau auf die behauptete Bedingung für W . Sie wird von W = Ṽ ∗

erfüllt.

Wir können nun die Resultate aus Abschnitt 1 benutzen, um eine Umkehrung von Satz 2.8 zu
beweisen.

Satz 2.13. Unter den Voraussetzungen 2.1 sei Λ geometrisch reduktiv bezüglich C. Ist dann der
Invariantenring S(V )Λ Cohen-Macaulay für alle Λ-Moduln V aus C, so ist Λ linear reduktiv bezüglich
C.

Beweis. Es seien V ein Λ-Modul in C und α ∈ C -Ext1
Λ(K,V ). Nach Lemma 2.12 existiert ein

Λ-Modul W in C und w ∈WΛ mit w ⊗ α = 0. Wir bilden

R = S(V ⊕W ⊕W ⊕W )

und bezeichnen die Bilder von w in den verschiedenen Kopien von W mit a1, a2, a3 ∈ RΛ. V und
drei Kopien von W ⊗ V treten als direkte Summanden in R auf, also haben wir Einbettungen
Ext1

Λ(K,V ) ↪→ Ext1
Λ(K,R) und Ext1

Λ(K,W ⊗ V ) ↪→ Ext1
Λ(K,R). Das Bild von α in Ext1

Λ(K,R)
bezeichnen wir wieder mit α. Es folgt

a1, a2, a3 ∈ AnnRΛ(α). (2.2)

Wir zeigen nun, daß das Ideal I := (a1, a2, a3)RΛ die Höhe 3 hat. Für 0 ≤ i ≤ 3 sei Pi =
(a1, . . . , ai)R∩RΛ, wobei (a1, . . . , ai)R das von a1, . . . , ai erzeugte ideal in R und P0 = 0 ist. Dann
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sind alle Pi Primideale in RΛ, und P0 $ P1 $ P2 $ P3. Sei P ⊂ RΛ irgend ein Primideal mit
I ⊆ P . Mit Proposition 2.10 folgt dann

P3 =
√
P3 =

√
(a1, . . . , a3)R ∩RΛ =

√
I ⊆
√
P = P,

wir haben also P0 $ P1 $ P2 $ P . Es folgt ht(I) ≥ 3, und Gleichheit nach dem Krullschen
Hauptidealsatz (siehe Eisenbud [18, Theorem 10.2]). Keines der ai liegt also in einem assoziierten
Primideal der Höhe i − 1 von (a1, . . . , ai−1)RΛ. Da RΛ nach Voraussetzung Cohen-Macaulay ist,
folgt nun aus dem Ungemischtheitssatz von Macaulay (siehe Eisenbud [18, Corollary 18.14]), daß
ai in keinem assoziierten Primideal von (a1, . . . , ai−1)RΛ liegt, also ist a1, a2, a3 eine RΛ-reguläre
Sequenz. Wegen (2.2) würde aus α 6= 0 nach Satz 1.9 ein Widerspruch folgen. Da V und α beliebig
gewählt waren, folgt die lineare Reduktivität von Λ aus Proposition 2.11.

Im folgenden betrachten wir den Spezialfall von Satz 2.13, in dem Λ ein Gruppenring ist.

Korollar 2.14. Es seien G eine endliche Gruppe und K ein Körper. Dann sind folgende Aussagen
äquivalent:

(a) Für jeden endlich dimensionalen KG-Modul V ist S(V )G Cohen-Macaulay.

(b) char(K) - |G|.

Beweis. Nach Proposition 2.4(b) ist Λ := KG geometrisch reduktiv. Also ist nach Satz 2.8 und 2.13
die Aussage (a) gleichbedeutend damit, daß alle endlich dimensionalen KG-Moduln voll reduzibel
sind. Dies ist aber äquivalent zu char(K) - |G|.

Lineare algebraische Gruppen. Ist G eine lineare algebraische Gruppe, so läßt sich der Invari-
antenring von G nur im Fall von algebraisch abgeschlossenen Grundkörpern K als Invariantenring
der Gruppenalgebra KG schreiben. Ist K jedoch nicht algebraisch abgeschlossen, so befinden wir
uns in einer anderen Situation, auf die wir nun eingehen.

Eine lineare algebraische Gruppe G über einem nicht notwendig algebraisch abgeschlossenen
Körper K ist für uns ein glattes affines Gruppenschema vom endlichen Typ über K (siehe Mumford
et al. [50, Definition 0.2]). Im Falle char(K) = 0 ist nach Waterhouse [73, Theorem 11.4] jedes
affine Gruppenschema glatt. Unter einem affinen G-Schema X verstehen wir ein affines Schema
vom endlichen Typ über K mit einem Morphismus ρ: G×X → X, so daß die üblichen Diagramme
kommutieren (siehe Mumford et al. [50, Definition 0.3]). Falls X ein affiner n-Raum über K ist und
die G-Operation durch einen Morphismus G→ GLn(K) gegeben ist, so wird X auch als G-Modul
bezeichnet. Es seien K[G] bzw. K[X] die Koordinatenringe von G bzw. dem affinen G-Schema X.
Dann haben wir einen Homomorphismus

ρ∗: K[X]→ K[G]⊗K K[X]

vonK-Algebren. Ein f ∈ K[X] heißt eine Invariante, falls ρ∗(f) = 1⊗f , und der Invariantenring
K[X]G besteht aus allen Invarianten (siehe Mumford et al. [50, Definition 1.3]). Falls K̄ der
algebraische Abschluß von K ist, so gilt

K̄[Spec(K̄)×X]Spec(K̄)×G = K̄ ⊗K[X]G,

da K[X]G der Kern einer K-linearen Abbildung ist. Dies erlaubt oft eine Reduktion auf den Fall von
algebraisch abgeschlossenen Körpern. Die Menge G(K) := MorK(Spec(K), G) der (K-rationalen)
geometrischen Punkte von G trägt eine Gruppenstruktur, und G(K) operiert auf K[X] durch

σ(f) = (σ∗ ⊗ id)(ρ∗(f)) für σ ∈ G(K), f ∈ K[X],

wobei σ∗: K[G] → K die zu σ gehörende Abbildung ist. Damit wird K[X] zu einer Λ-Algebra
für Λ := KG(K). Falls K algebraisch abgeschlossen ist, so folgt aus der Reduziertheit von K[G]
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(siehe Waterhouse [73, Theorem 11.6]), daß der Invariantenring genau aus den Elementen von K[X]
besteht, die von G(K) festgelassen werden. In diesem Fall gilt also K[X]G = K[X]Λ. Wir bemerken
außerdem, daß für einen G-Modul V die Menge V (K) := MorK(Spec(K), V ) ein K-Vektorraum
mit einer Operation von G(K) ist, und K[V ] = S(V (K)).

Eine lineare algebraische Gruppe G heißt linear reduktiv, falls jeder G-Modul voll reduzibel
ist, und reduktiv (auch ”gruppentheoretisch reduktiv“), falls das unipotente Radikal von G (d.h.
der maximale zusammenhängende unipotente Normalteiler) trivial ist. Falls G linear reduktiv ist,
so ist G reduktiv, und für char(K) = 0 gilt auch die Umkehrung (siehe Springer [68, V., Satz 1.1]).
In positiver Charakteristik sind die linear reduktiven Gruppen von Nagata [51] klassifiziert worden.
Demnach ist G genau dann linear reduktiv, wenn die Anzahl der Zusammenhangskomponenten
von G nicht durch char(K) teilbar ist und die 1-Komponente G0 ein Torus ist. In positiver Cha-
rakteristik unterscheiden sich also die Begriffe von linearer- und gruppentheoretischer Reduktivität
beträchtlich.

Satz 2.15. Es sei G eine reduktive lineare algebraische Gruppe über einem beliebigen Körper K.
Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) Für alle G-Moduln V ist K[V ]G Cohen-Macaulay.

(b) G ist linear reduktiv.

Beweis. Es seien K̄ der algebraische Abschluß von K und Ḡ = Spec(K̄)×G. Ḡ ist glatt, da nach
Waterhouse [73, Theorem 11.6] K̄⊗KK[G] reduziert ist. Zu einem G-Modul V sei V̄ = Spec(K̄)×V ,
also ist V̄ (K̄) ein Modul über der Gruppenalgebra Λ := K̄Ḡ(K̄). C sei die Kategorie aller Λ-
Moduln von der Form V̄ (K̄) mit einem G-Modul V . Es ist klar, daß C eine volle Unterkategorie
der Modulkategorie von Λ ist. Nach Haboush [26] ist G geometrisch reduktiv, was bedeutet, daß Λ
geometrisch reduktiv bezüglich C ist, denn jede Invariante läßt sich als K̄-Linearkombination von
K-rationalen Invarianten schreiben. Damit ist Satz 2.13 anwendbar.

Es sei V ein G-Modul. Falls V voll reduzibel ist, so ist auch V̄ (K̄) voll reduzibel (als Objekt in
C). Da das Zerfallen von kurzen exakten Sequenzen in C auf die Lösbarkeit von linearen Gleichungs-
systemen über K hinausläuft, gilt auch die Umkehrung. Also ist G genau dann linear reduktiv,
wenn Λ linear reduktiv bezüglich C ist. Weiter gilt für einen G-Modul V

S
(
V̄ (K̄)

)Λ = K̄[V̄ ]Ḡ = K̄ ⊗K K[V ]G.

Nach Nagata [52] ist K[V ]G eine endlich erzeugte K Algebra, also ist K[V ]G nach Bruns und
Herzog [11, Theorem 2.1.10] genau dann Cohen-Macaulay, wenn dies für K̄ ⊗K K[V ]G gilt.

Nun folgt die Implikation ”(a) ⇒ (b)“ aus Satz 2.13, und die Implikation ”(b) ⇒ (a)“ aus
Satz 2.8.

Anmerkung 2.16. Das folgende Beispiel zeigt, daß die Reduktivitätsvoraussetzung in Satz 2.15
nicht überflüssig ist. Man betrachte die additive Gruppe G = Ga(C) und einen G-Modul V . Die
Operation von Ga(C) läßt sich zu einer SL2(C)-Operation fortsetzen (siehe Kraft [46, III.3.9]), und
es gilt die 1861 von Roberts bewiesene Isomorphie

C[V ]Ga(C) ∼= C[V ⊕ C2]SL2(C),

wobei SL2(C) in natürlicher Weise auf C2 operiert (siehe Springer [67, S. 69, Anmerkung 4] oder
Schur [60, Satz 1.14]). Mit dem Satz von Hochster und Roberts [29] folgt nun, daß C[V ]G Cohen-
Macaulay ist, obwohl G nicht (linear) reduktiv ist. Der Grund für das Versagen von Satz 2.13 liegt
darin, daß schon Proposition 2.10 über die geometrische Rückschnitteigenschaft für Ga falsch wird.

Ich danke David Wehlau und Vladimir Popov für den Hinweis auf die oben genannte Isomorphie.

Zusammen mit Sätzen von Nagata und Popov bekommen wir nun eine Charakterisierung von
linear reduktiven Gruppen (innerhalb der linearen algebraischen Gruppen) durch ihre Invarianten-
ringe.



26 2 REDUKTIVE GRUPPEN UND HOPF-ALGEBREN

Korollar 2.17. G sei eine lineare algebraische Gruppe über einem beliebigen Körper K. G ist
genau dann linear reduktiv, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfüllt sind:

(a) Für jedes affine G-Schema X ist K[X]G eine endlich erzeugte K-Algebra.

(b) Für jeden G-Modul V ist K[V ]G Cohen-Macaulay.

Beweis. Falls G linear reduktiv ist, so folgt (a) aus dem Satz von Hilbert und Nagata (siehe
Nagata [52]), und (b) folgt aus Satz 2.8, der für linear reduktive Gruppen zum ersten Mal von
Hochster und Roberts [29] bewiesen wurde.

Sind umgekehrt (a) und (b) erfüllt, so ist auch K̄⊗K[X]G endlich erzeugt, also ist Spec(K̄)×G
nach Popov [57] reduktiv, und damit auch G. Also ist Satz 2.15 anwendbar und liefert die lineare
Reduktivität von G.

2.3 Lie-Algebren und Koordinatenringe algebraischer Gruppen

Wir fragen nun, was lineare- und geometrische Reduktivität für universell Einhüllende von Lie-
Algebren bzw. für Koordinatenringe von abelschen linearen algebraischen Gruppen bedeuten, und
welche Aussagen man aus den Sätzen 2.8 und 2.13 gewinnen kann. Wir beginnen mit den universell
Einhüllenden von Lie-Algebren.

Reduktivität von Lie-Algebren. Eine Lie-Algebra heißt geometrisch- bzw. linear reduktiv,
falls ihre universell Einhüllende die entsprechende Eigenschaft hat. Die folgende Proposition gibt
an, für welche Lie-Algebren diese Eigenschaften gelten. Es ist bemerkenswert, wie stark sich der
modulare Fall von dem Fall mit Charakteristik 0 unterscheidet. Die wesentlichen Beweisteile wurden
mir von Vladimir Popov (Teil (a)) und Alexander Premet (Teil (b)) geliefert.

Proposition 2.18. Es seien g eine endlich dimensionale Lie-Algebra über einem Körper K und C
die Kategorie der endlich dimensionalen g-Moduln. Dann gelten:

(a) Falls K die Charakteristik 0 hat, so gilt die Äquivalenz

g ist linear reduktiv ⇐⇒ g ist geometrisch reduktiv ⇐⇒ g ist halbeinfach.

(b) Falls K positive Charakteristik hat, so ist g immer geometrisch reduktiv, und g ist genau dann
linear reduktiv, wenn g = 0.

Dabei bedeutet Reduktivität jeweils Reduktivität bezüglich C.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall char(K) = 0. Falls g halbeinfach ist, so ist g nach einem
Satz von Hermann Weyl (siehe Bourbaki [9, Kap. I, § 6, Theorem 2]) linear reduktiv. Ist g linear
reduktiv, so ist g wegen Proposition 2.4(a) auch geometrisch reduktiv.

Nun sei g geometrisch reduktiv. Wir nehmen an, daß g nicht reduktiv sei, also existiert ein
nilpotentes Ideal 0 6= n ⊆ g. Nach dem Satz von Ado (Bourbaki [9, Kap. I, § 7, Theorem 3]) gibt es
eine treue Darstellung ϕ: g → gln(K) in die Lie-Algebra der n × n-Matrizen, so daß ϕ(x) für alle
x ∈ n nilpotent ist. Wir betrachten g als Lie-Unteralgebra von gln(K). Es sei K̄ ein algebraischer
Abschluß von K. Für über K definierte abgeschlossene Untergruppen G,H ≤ GLn(K̄) ist auch
G∩H über K definiert, und nach Humphreys [31, Theorem 12.5] gilt Lie(G∩H) = Lie(G)∩Lie(H).
Es sei ĝ ⊆ gln(K̄) der Durchschnitt über alle Lie(H) mit g ⊆ Lie(H), wobei H die über K definierten
abgeschlossenen Untergruppen von GLn(K̄) durchläuft. Dann folgt ĝ = Lie(G) mit G ≤ GLn(K̄)
definiert über K. Wir behaupten, daß n̄ := K̄⊗K n ein Ideal in ĝ ist. U := {σ ∈ GLn(K̄) | σn̄σ−1 ⊆
n̄} ist nämlich eine über K definierte abgeschlossene Untergruppe, also folgt

Lie(U) = {x ∈ gln(K̄) | ad(x)n̄ ⊆ n̄}
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nach Humphreys [31, Theorem 13.2]. Da n ein Ideal in g ist, liegt g in Lie(U), also auch ĝ ⊆ Lie(U)
wegen der Minimalität. Dies bedeutet aber, daß n̄ ein Ideal in ĝ ist, wie behauptet.

Wegen ĝ = Lie(G) hat G einen zusammenhängenden Normalteiler N mit Lie(N) = n̄. Es folgt,
daß N unipotent ist, also ist G nicht (gruppentheoretisch) reduktiv. Nach Haboush [26] ist G auch
nicht geometrisch reduktiv, also existiert eine endlich dimensionale Darstellung G → GL(V̄ ) und
ein 0 6= v ∈ V̄ G, so daß f(v) = 0 für alle f ∈ Sr(V̄ ∗)G mit r > 0. Wir können annehmen, daß V̄
über K definiert ist, also V̄ = K̄ ⊗K V , und v ∈ V . V ist also auch ein g-Modul, und v ∈ V g. Es
sei r > 0 und f ∈ Sr(V ∗)g. H := {σ ∈ G | σ(f) = f} ist eine über K definierte, abgeschlossene
Untergruppe von G, und nach Humphreys [31, Theorem 13.2] gilt

Lie(H) = {x ∈ ĝ | xf = 0}.

Es folgt g ⊆ Lie(H) ⊆ ĝ, wegen der Minimalität von ĝ also ĝ = Lie(H). Damit haben wir
f ∈ Sr(V ∗)ĝ = Sr(V ∗)G, wobei die letzte Gleichung wieder aus Humphreys [31, Theorem 13.2]
folgt. Es gilt also f(v) = 0. Dies zeigt, daß g nicht geometrisch reduktiv ist, also war die Annahme,
daß g nicht reduktiv ist, falsch.

Also ist g nach Bourbaki [9, Kap. I, § 6, Proposition 5] direkte Summe einer halbeinfachen und
einer kommutativen Lie-Algebra: g = s ⊕ a. Wir nehmen a 6= 0 an. Dann hat g einen zu K iso-
morphen Quotienten, also gibt es eine Darstellung g→ EndK(K2), so daß g als K · ( 0 1

0 0 ) operiert.
Damit ist g nicht geometrisch reduktiv. Es folgt, daß g = s halbeinfach ist. Damit ist der Fall
char(K) = 0 abgeschlossen.

Nun behandeln wir den Fall char(K) = p > 0. Falls g 6= 0 ist, so gibt es nach Jacobson [33]
eine Darstellung von g, die nicht vollständig reduzibel ist, also ist g nicht linear reduktiv. Sei jetzt
g beliebig und V ein g-Modul. Aus der Definition der Komultiplikation ∆ (siehe Beispiel 1.6(a))
folgt, daß g auf S(V ∗) durch Derivationen operiert, also gilt fp ∈ S(V ∗)g für f ∈ S(V ∗). Daraus
folgt die geometrische Reduktivität von g.

Für Lie-Algebren in Charakteristik 0 sagt Satz 2.13 also nichts aus. Im modularen Fall erhalten
wir jedoch das folgende Ergebnis.

Korollar 2.19. Es sei g 6= 0 eine endlich dimensionale Lie-Algebra über einem Körper von positiver
Charakteristik. Dann existiert ein endlich dimensionaler g-Modul V , so daß S(V )g nicht Cohen-
Macaulay ist.

Beweis. Dies folgt aus Proposition 2.18 und Satz 2.13.

Reduktivität von Koordinatenringen abelscher linearer algebraischer Gruppen. Nun
behandeln wir den Fall von Koordinatenringen abelscher linearer algebraischer Gruppen (siehe
Beispiel 1.6(b)).

Proposition 2.20. Es sei Λ = K[G] mit einer abelschen linearen algebraischen Gruppe G. Dann
sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) Λ ist linear reduktiv bezüglich der Kategorie C der Λ-Moduln von endlicher K-Dimension.

(b) G hat die Dimension 0.

Hat K die Charakteristik 0, so ist außerdem zu (a) und (b) äquivalent:

(c) Λ ist geometrisch reduktiv bezüglich C.

Hat K positive Charakteristik, so ist Λ geometrisch reduktiv bezüglich C.
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Beweis. Wegen der Glattheit von G ist Λ nach Waterhouse [73, Theorem 11.6] reduziert. Es
gelte dim(Λ) = 0. Dann besteht Spec(Λ) aus endlich vielen maximalen Idealen P ⊂ Λ, und⋂
P∈Spec(Λ) P = 0. Für P ∈ Spec(Λ) gilt

⋂
P ′∈Spec(Λ)\{P} P

′ 6⊆ P , also existiert ein δP ∈ Λ mit

δP ≡ δP,P ′ mod P ′

für P ′ ∈ Spec(Λ), wobei δP,P ′ das Kronecker-Symbol ist. Die δP sind orthogonale Idempotente und∑
P∈Spec(Λ) δP = 1. Ist V ein endlich dimensionaler Λ-Modul, so erhalten wir die Zerlegung

V =
⊕

P∈Spec(Λ)

VP

mit VP := δP · V . Für P ∈ Spec(Λ) ist VP ein Modul über dem Körper Λ/P , also voll reduzibel.
Es folgt, daß Λ linear reduktiv bezüglich C ist.

Nun sei dim(Λ) > 0. Ist Λ = K[x1, . . . , xn]/(f1, . . . , fm) eine Präsentation, so ist der Dif-
ferentialmodul ΩΛ von Λ nach Waterhouse [73, Theorem 11.1] gegeben durch Erzeuger dxi mit
den Relationen

∑n
i=1(∂fj/∂xi)dxi = 0 für j = 1, . . . ,m. Wir haben einen Homomorphismus

ε̃: K[x1, . . . , xn] → K durch Verkettung der Koeinheit mit K[x1, . . . , xn] → Λ. Die Jacobi-Matrix(
ε̃(∂fj/∂xi)

)
i,j

hat nach Eisenbud [18, Theorem 16.19] höchstens den Rang n − dim(Λ) < n. Es

gibt also einen Homomorphismus 0 6= ϕ: ΩΛ → K von Λ-Moduln. Wegen der universellen Eigen-
schaft von ΩΛ (siehe Waterhouse [73, Theorem 11.1]) existiert eine K-Derivation 0 6= d: Λ → K.
Um zu zeigen, daß Λ nicht linear reduktiv ist, betrachten wir den Vektorraum V := Kv ⊕Kw. V
wird durch

λv = ε(λ)v und λw = ε(λ)w + d(λ)v für λ ∈ Λ

zu einem Λ-Modul, denn für λ, µ ∈ Λ gilt

λ(µw) = λ
(
ε(µ)w + d(µ)v

)
= ε(λ)ε(µ)w + d(λ)ε(µ)v + ε(λ)d(µ)v = (λµ)w.

Wegen d 6= 0 ist V aber nicht voll reduzibel, also ist Λ nicht linear reduktiv. Damit ist die Äquiva-
lenz von (a) und (b) gezeigt.

Wir nehmen nun char(K) = 0 an und zeigen, daß Λ nicht geometrisch reduktiv ist, falls dim(Λ) >
0 gilt. Mit Proposition 2.4(a) folgt daraus die Äquivalenz der Aussagen (a)–(c). Genauer zeigen
wir, daß es zu dem oben konstruierten Λ-Modul V kein r > 0 und f ∈ Sr(V ∗)Λ gibt mit f(v) 6=
0. Wir können annehmen, daß K algebraisch abgeschlossen ist, denn wenn f(v) = 0 für alle
f ∈ K̄ ⊗K Sr(V ∗)Λ (K̄ ein algebraischer Abschluß von K), dann erst recht für alle f ∈ Sr(V ∗)Λ.
Außerdem ist nach Waterhouse [73, Theorem 11.6] auch K̄⊗K Λ reduziert. Wegen Waterhouse [73,
Theorem 3.4] und dem Satz von Lie-Kolchin (siehe Waterhouse [73, Theorem 10.2]) wird Λ erzeugt
von Elementen xi,j (1 ≤ i ≤ j ≤ n) und der Inversen (x1,1 · · ·xn,n)−1, und die Komultiplikation ∆
und die Koeinheit ε sind gegeben durch

∆(xi,j) =
j∑
k=i

xi,k ⊗ xk,j , ε(xi,j) = δi,j . (2.3)

Weiter ist die Antipode η gegeben durchη(x1,1) · · · η(x1,n)
. . .

...
0 η(xn,n)

 =

x1,1 · · · x1,n

. . .
...

0 xn,n


−1

. (2.4)
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Für f ∈ V ∗ und λ ∈ Λ ist λf durch v 7→ f(η(λ)v) für v ∈ V definiert. Bilden x, y ∈ V ∗ die
Dualbasis von v, w, so folgt

xi,ix = x− d(xi,i)y und xi,iy = y.

Wegen d 6= 0 gilt d(xi,j) 6= 0 für mindestens ein Paar (i, j). Wir betrachten zunächst den Fall, daß
d(xi,i) 6= 0 für ein i gilt. Wegen (2.3) gilt xi,i(f ·g) = xi,if ·xi,ig für f, g ∈ S(V ∗), also operiert xi,i als
Automorphismus von Algebren auf S(V ∗). Für f ∈ Sr(V ∗)Λ folgt also f(x, y) = f(x− d(xi,i)y, y),
also f ∈ K[y] wegen char(K) = 0. Es folgt f(v) = 0, falls r > 0.

Im Fall d(xi,i) = 0 für alle i wählen wir i und j so, daß d(xi,j) 6= 0 mit j − i minimal. Aus (2.4)
sieht man, daß alle xi′,i′ als Identität und alle xi′,j′ mit j′ − i′ < j − i als Nullabbildung auf V ∗

operieren, und
xi,jx = −d(xi,j)y, xi,jy = 0.

Aus (2.3) folgt für f, g ∈ S(V ∗)

xi,j(f · g) =
j∑
k=i

xi,kf · xk,jg = f · xi,jg + xi,jf · g,

also operiert xi,j als Derivation auf S(V ∗). Genauer gilt xi,jf = −d(xi,j)y · ∂f/∂x für f ∈ S(V ∗).
Wegen char(K) = 0 folgt also f ∈ K[y] für f ∈ Sr(V ∗)Λ, also wieder f(v) = 0, falls r > 0. Damit
ist die Äquivalenz der Aussagen (a)–(c) für char(K) = 0 gezeigt.

Wir zeigen nun, daß Λ geometrisch reduktiv ist, falls p := char(K) > 0. Es seien also V ein
Λ-Modul und 0 6= v ∈ V Λ. Falls es gelingt, ein f ∈ K̄ ⊗K Sr(V ∗)Λ mit r > 0 und f(v) 6= 0 zu
finden, so liefert das Produkt über alle Galois-Konjugierten von f ein f̃ ∈ S r̃(V ∗)Λ mit f̃(v) 6= 0.
Wir können also annehmen, daß K algebraisch abgeschlossen ist. Dann wird Λ wie oben von
Elementen xi,j erzeugt (1 ≤ i ≤ j ≤ n), und wir haben die Formeln (2.3) und (2.4) für die
Komultiplikation, Koeinheit und Antipode. Die xi,j operieren als vertauschbare Endomorphismen
auf V , die verallgemeinerten Eigenräume der xi,j sind also Λ-Untermoduln. Daher gibt es einen
Untermodul W mit v ∈ W , so daß xi,j bezüglich einer Basis v = v1, , . . . , vn von W als obere
Dreiecksmatrix mit δi,j auf der Diagonalen operiert, und W hat ein Λ-Komplement. Es genügt,
ein f ∈ Sr(W ∗)Λ mit r > 0 und f(v) 6= 0 zu finden, wir können also W = V annehmen. Wie
oben sehen wir, daß xi,i auf V ∗ bezüglich der Dualbasis von v1, . . . , vn als untere Dreiecksmatrix
mit Einsen auf der Diagonalen operiert. Wegen char(K) = p operiert xi,i also als Automorphismus
endlicher Ordnung ei. Wie oben operiert xi,i auch auf S(V ∗) als Automorphismus von Algebren.
Für g ∈ Sr(V ∗) mit g(v) 6= 0 sei f :=

∏ei
j=1 x

j
i,ig. Dann gelten

xi,if =
ei∏
j=1

xi,ix
j
i,ig = f und f(v) =

ei∏
j=1

g
(
η(xji,i)v

)
= g(v)ei 6= 0.

Durch Iteration folgt, daß auch ein f ∈ Sr(V ∗) mit f(v) 6= 0, xi,if = f für i = 1, . . . , n und r > 0
existiert. Wir behaupten nun, daß für k = 0, . . . , n− 1 gilt: Sind 1 ≤ i ≤ n− k und k′ ≥ k, so gilt
xi,i+kf

pk
′

= δk,0. Wir zeigen dies durch Induktion nach k, wobei der Fall k = 0 schon erledigt ist.
Es sei also k > 0. Für g, h ∈ S(V ∗) mit xi,jg = xi,jh = δi,j für j − i < k gilt wegen (2.3)

xi,i+k(g · h) =
i+k∑
l=i

xi,lg · xl,i+kh = g · xi,i+kh+ xi,i+kg · h,

xi,i+k operiert also auf diesen Polynomen als Derivation. Nach Induktionsannahme operiert xi,i+k
also auf fp

k′−1
als Derivation, und wegen char(K) = p folgt xi,i+kfp

k′

= 0, wie behauptet. Es folgt
fp

n−1 ∈ Srpn−1
(V ∗)Λ und fp

n−1
(v) 6= 0. Dies schließt den Beweis ab.
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Anmerkung. Eine leichte Erweiterung im letzten Teil des obigen Beweises zeigt, daß in positiver
Charakteristik S(V ) immer ganz ist über S(V )Λ, wobei V ein endlich dimensionaler Λ-Modul und
Λ der Koordinatenring einer abelschen linearen algebraischen Gruppe ist.

Die Sätze 2.8 und 2.13 liefern nun:

Korollar 2.21. Es sei Λ = K[G] der Koordinatenring einer abelschen linearen algebraischen Grup-
pe. Falls char(K) positiv ist, so sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) S(V )Λ ist Cohen-Macaulay für alle endlich dimensionalen Λ-Moduln.

(b) G hat die Dimension 0.

Für char(K) = 0 gilt immerhin die Implikation ”(b) ⇒ (a)“. Insbesondere gilt: Ist G eine end-
liche, abelsche Gruppe und V ein endlich dimensionaler G-graduierter Vektorraum, so ist die 1-
Komponente S(V )1 der symmetrischen Algebra Cohen-Macaulay.

Beweis. Die Äquivalenzaussage folgt aus Proposition 2.20, Satz 2.8 und Satz 2.13. Für die Zusatz-
aussage benutzen wir Beispiel 1.6(b), Proposition 2.20 und Satz 2.8.

Beispiel 2.22. Der Koordinatenring Λ := K[Ga] der additiven Gruppe ist nach dem Satz von Poin-
caré-Birkhoff-Witt (siehe Bourbaki [9, Kap. I, § 2, Theorem 1]) isomorph zur universell Einhüllenden
der kommutativen Lie-Algebra g = K (als Hopf-Algebren). Genauer gilt Λ = K[d] mit einer Unbe-
stimmten d, und ε(d) = 0, ∆(d) = d ⊗ 1 + 1 ⊗ d. Ein Λ-Modul ist durch einen Vektorraum V die
Operation von d als Endomorphismus von V gegeben. Weiter operiert d auf S(V ) als K-Derivation,
und S(V )Λ = {f ∈ S(V ) | df = 0}. Sowohl Korollar 2.19 als auch Korollar 2.21 liefern also im
Falle char(K) > 0 die Existenz eines Polynomrings R und einer K-Derivation d auf R, so daß die
Lösungen von df = 0, f ∈ R, einen Ring bilden, der nicht Cohen-Macaulay ist. Ein Beispiel hierfür
ist das folgende: Wir betrachten den Polynomring R = K[x1, y1, x2, y2, x3, y3] mit char(K) = p > 0,
und darauf die Derivation

d = x1
∂

∂y1
+ x2

∂

∂y2
+ x3

∂

∂y3
.

Dann liegen die xi in RΛ, und ebenso die ui,j := xiyj − xjyi. Nun haben wir die Relation (1.4) aus
Beispiel 1.10, die zeigt, daß x1, x2, x3 keine RΛ-reguläre Sequenz bilden. Wegen
K[x1, y

p
1 , x2, y

p
2 , x3, y

p
3 ] ⊆ RΛ ist R ganz über RΛ, also kann RΛ nicht Cohen-Macaulay sein, denn

nach Smith [64, Corollary 6.7.7] müßte sonst x1, x2, x3 eine RΛ-reguläre Sequenz sein.

Es fällt auf, daß für alle hier betrachteten Klassen von Hopf-Algebren die lineare Reduktivität
und die geometrische Reduktivität für char(K) = 0 gleichbedeutend sind. Daher liegt die folgende
Vermutung nahe.

Vermutung 2.23. Ist char(K) = 0, so ist Λ genau dann linear reduktiv, wenn Λ geometrisch
reduktiv ist.



31

3 Endliche Gruppenoperationen

Während wir im letzten Abschnitt eine Gruppe G (oder eine Hopf-Algebra Λ) als vorgegeben
angesehen und dazu geeignete Darstellungen konstruiert haben, wenden wir uns in diesem und im
nächsten Abschnitt dem Problem zu, daß eine Gruppe G zusammen mit Operation auf einer Algebra
R gegeben ist. Das Ziel ist, in dieser Situation Aussagen über die Cohen-Macaulay-Eigenschaft von
RG zu gewinnen. Wir beschränken uns dabei auf endliche Gruppen.

3.1 Einbettung von regulären Moduln

In Lemma 2.12 haben wir zu α ∈ Ext1
Λ(K,V ) einen ”speziell angepaßten“ ModulW mit 0 6= w ∈WΛ

konstruiert, so daß w ⊗ α = 0. Falls Λ endlich dimensional ist, so ist dies nicht nötig, denn mit
W = Λ (der reguläre Modul) gilt schon ExtrΛ(K,W ⊗ V ) = 0 für r > 0, da W ⊗ V nach Benson [3,
Proposition 3.1.5] projektiv ist. Um vom Invariantenring einer K-Algebra R nachzuweisen, daß sie
nicht Cohen-Macaulay ist, würde es also schon genügen, hinreichend viele Exemplare des regulären
Moduls in R einzubetten. Im Falle von Gruppenalgebren endlicher Gruppen wird dies (unter ge-
wissen Voraussetzungen) von dem nachfolgenden Lemma geleistet. Für die Formulierung benötigen
wir noch eine Definition.

Definition 3.1. Es sei σ ein Endomorphismus eines Noetherschen Rings R. Dann heißt

rk(σ − 1) := rkR(σ − 1) := ht ((σ − 1)R ·R)

der Rang von σ − 1. Dabei bezeichnet (σ − 1)R · R das von allen σ(a) − a, a ∈ R, erzeugte Ideal
in R.

Wir nennen σ ∈ G eine Spiegelung, falls rk(σ−1) = 1, und eine Bireflexion, falls rk(σ−1) ≤
2. Für die Menge aller Bireflexionen in G schreiben wir Bir(G).

Anmerkung 3.2. In der Situation von Definition 3.1 werde R als Algebra über dem Fixring Rσ

durch x1, . . . , xn erzeugt. Dann wird das Ideal (σ − 1)R ·R durch die (σ − 1)xi erzeugt. Dies folgt
aus der Regel

(σ − 1)(ab) = σ(b)(σ − 1)a+ a(σ − 1)b

für a, b ∈ R. Der Rang von σ − 1 läßt sich also meist leicht explizit ausrechnen.
Ist beispielsweise R = S(V ) die symmetrische Algebra eines K-Vektorraums V und σ durch

σ|
V
∈ EndK(V ) induziert, so ist der Rang von σ−1 gleich dem Rang von σ|

V
− idV als Vektorraum-

Endomorphismus, also
rk(σ − 1) = codimV (V σ).

Somit ist unser Begriff einer Spiegelung eine Verallgemeinerung der klassischen Spiegelung (oder
auch ”Pseudo-Spiegelung“). Wir bemerken noch, daß in der Literatur für Bireflexionen oft rk(σ −
1) = 2 gefordert wird, während für uns auch Spiegelungen und die Identität zu den Bireflexionen
zählen. Dies wird sich in Abschnitt 4 als zweckmäßig herausstellen.

Lemma 3.3. R sei eine endlich erzeugte Algebra über einem algebraisch abgeschlossenen Körper
K, auf dem eine endliche Gruppe G durch Automorphismen von K-Algebren operiert. Wir setzten
voraus, daß rk(σ−1) > 0 für jedes 1 6= σ ∈ G gilt. Weiter seien I $ RG ein Ideal im Invariantenring
und m > 0 eine natürliche Zahl, so daß gelten:

(i) m ≤ dim(R/P ) für alle minimalen P ∈ Spec(R);

(ii) m ≤ ht(I);

(iii) m ≤ rk(σ − 1) für alle σ ∈ G mit ord(σ) = char(K).
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Dann existieren m Monomorphismen ϕ1, . . . , ϕm: KG ↪→ R von KG-Moduln, so daß die Invarian-
ten

ai :=
∑
σ∈G

ϕi(σ)

in
√
I liegen, und

ht
(
(a1, . . . , am)RG

)
= m.

Anmerkung. Für R = S(V ) mit einemKG-Modul V ist die Bedingung rk(σ−1) > 0 für 1 6= σ ∈ G
gleichbedeutend damit, daß G treu auf V operiert.

Beweis. Per Induktion nachm folgt die Existenz von ϕ1, . . . , ϕm−1. DaR ganz ist überRG, hat auch
das Ideal (a1, . . . , am−1)R in R wegen des Aufstiegslemmas und des Krullschen Hauptidealsatzes
die Höhe m − 1. Es sei Am−1 die Menge aller assoziierten Primideale P von (a1, . . . , am−1)R mit
ht(P ) = m − 1. Für P ∈ Am−1 gelten dann nach den Voraussetzungen ht(P ) < ht(IR) und
ht(P ) < ht ((σ − 1)R ·R) für σ ∈ G mit ord(σ) = p := char(K), also

ht(P ) < ht(J) für J := IR ∩
⋂
σ∈G,

ord(σ)=p

(σ − 1)R ·R,

da die Höhe eines endlichen Schnitts von Idealen immer gleich dem Minimum der Höhen ist. Wir
nehmen nun an, daß es höchstens endlich viele maximale Ideale Q ⊂ R gibt mit P ⊆ Q und J 6⊆ Q.
Da R ein Jacobson-Ring ist (siehe Eisenbud [18, Theorem 4.19]), folgt daraus

P = Q1 ∩ · · · ∩Qr ∩
⋂

Q⊂R maximal
P,J⊆Q

Q

mit gewissen maximalen Idealen Q1, . . . , Qr ⊂ R. Die Höhe des letzten Schnitts ist hierbei min-
destens ht(J). Also muß ht(Qi) = ht(P ) für eines der Qi gelten. Es folgt ht(Qi) < m. Qi liegt
aber über einem minimalen Primideal Pi, also hat auch Qi/Pi als Ideal in R/Pi eine Höhe < m.
Nach Eisenbud [18, S. 286] haben aber alle maximalen Ideale in R/Pi die Höhe dim(R/Pi) und wir
erhalten einen Widerspruch zur Voraussetzung (i). Es folgt also, daß es unendlich viele maximale
Ideale Q ⊂ R mit P ⊆ Q und J 6⊆ Q gibt. Wir können also zu jedem P ∈ Am−1 ein maximales
Ideal QP ⊂ R wählen, so daß gelten:

(i) P ⊆ QP ,

(ii) IR 6⊆ QP ,

(iii) (σ − 1)R ·R 6⊆ QP für σ ∈ G mit ord(σ) = p,

(iv) QP 6= σ(QP ′) für σ ∈ G und P, P ′ ∈ Am−1 mit P 6= P ′.

Wir betrachten nun das Ideal

J ′ := IR ∩
⋂

σ∈G\{1}

(σ − 1)R ·R,

das nach den Voraussetzungen positive Höhe hat. Wir nehmen an, daß es höchstens endlich viele
maximale Ideale Q ⊂ R mit J ′ 6⊆ Q gibt. Für ein minimales Primideal P folgt dann mit demselben
Schluß wie oben 0 = ht(P ) = ht(Qi) für ein maximales Ideal Qi, ein Widerspruch. Also existiert
ein maximales Ideal Q mit den Eigenschaften

(v) IR 6⊆ Q,

(vi) (σ − 1)R ·R 6⊆ Q für 1 6= σ ∈ G,
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(vii) Q 6= σ(QP ) für σ ∈ G, P ∈ Am−1.

R/Q ist eine endliche Körpererweiterung von K, also gleich K wegen der algebraischen Abgeschlos-
senheit von K. Für σ ∈ G gelte σ(Q) = Q. Da G trivial auf K operiert, folgt (σ − 1)R ⊆ Q, also
σ = 1 nach (vi). Damit sind alle σ(Q) verschieden, und außerdem sind die Mengen

{σ(Q) | σ ∈ G}, und {σ(QP ) | σ ∈ G} (P ∈ Am−1)

nach (iv) und (vii) paarweise disjunkt. Für σ ∈ G gilt also wegen (v) und (vii)

RI ∩
⋂

τ∈G\{σ}

τ(Q) ∩
⋂
τ∈G,

P∈Am−1

τ(QP ) 6⊆ σ(Q),

also existiert gσ ∈ R, welches in allen Idealen aus dem Schnitt liegt, aber gσ ≡ 1 mod σ(Q) erfüllt.
Weiter existiert nach (ii), (iv) und (vii) für P ∈ Am−1 ein gP ∈ R mit

gP ∈ RI ∩
⋂
σ∈G

σ(Q) ∩
⋂

σ∈G,P ′∈Am−1,
P ′ 6=P

σ(QP ′) ∩
⋂
σ∈G,

σ(QP ) 6=QP

σ(QP ) und gP ≡ 1 mod QP .

Durch Linearkombination der gσ und gP erhalten wir ein g ∈ R mit

(viii) g ∈ RI ,

(ix) g ≡ δσ,1 mod σ(Q) für σ ∈ G,

(x) g ≡ δσ(QP ),QP mod σ(QP ) für P ∈ Am−1, σ ∈ G.

Dabei ist δ das Kronecker-Symbol. Wir definieren nun ϕm: KG→ R durch σ 7→ σ(g). Dies ist ein
Homomorphismus von KG-Moduln. Nachzuweisen ist die Injektivität, also die lineare Unabhängig-
keit der σ(g). Es sei

∑
σ∈G ασ · σ(g) = 0 mit ασ ∈ K. Wegen (ix) gilt σ(g) ≡ δσ−1τ,1 mod τ(Q)

für σ, τ ∈ G, also
0 ≡

∑
σ∈G

ασ · δσ,τ = ατ mod τ(Q).

Damit sind alle ασ = 0, und die Injektivität von ϕm ist gezeigt. Weiter gilt wegen (viii) σ(g) ∈
σ(IR) = IR, also mit Proposition 2.4 und 2.10

am =
∑
σ∈G

σ(g) ∈ RI ∩RG ⊆
√
I.

Außerdem haben wir wegen (x) für P ∈ Am−1

am ≡ |{σ ∈ G | σ(QP ) = QP }| = |{σ ∈ G | (σ − 1)R ⊆ QP }| mod QP .

Nach (iii) enthält die Untergruppe aller σ ∈ G mit (σ − 1)R ⊆ QP kein Element der Ordnung p,
also am /∈ QP . Wegen (i) folgt am /∈ P für alle P ∈ Am−1, und damit ht ((a1, . . . , am)R) ≥ m. Der
Krullsche Hauptidealsatz liefert ht ((a1, . . . , am)R) = m, und wegen Proposition 1.13 und 1.15 folgt
auch = ht

(
(a1, . . . , am)RG

)
= m.

Anmerkung. Ist H ≤ G eine Untergruppe mit char(K) - |H|, so ist V := KG⊗KH K, der auf G
hochinduzierte triviale KH-Modul, projektiv. Man könnte also auch versuchen, Exemplare von V
in R einzubetten, so daß die darin enthaltenen Invarianten ein Ideal möglichst großer Höhe erzeugen.
Es zeigt sich jedoch, daß dies zu keinerlei Abschwächung der Voraussetzungen in Lemma 3.3 führt.

Als Korollar erhalten wir die folgende einfache Aussage über Äquivarianten, für die mir kein
elementarer Beweis bekannt ist.
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Korollar 3.4. Es seien G sei eine endliche Gruppe, K ein Körper und V ein endlich erzeugter,
treuer KG-Modul. Ist W 6= 0 ein weiterer KG-Modul, so folgt

(S(V ∗)⊗W )G 6= 0.

Insbesondere gilt AnnS(V ∗)G
(
(S(V ∗)⊗W )G

)
= 0.

Beweis. Ist V = 0, so folgt G = {1} und (S(V ∗) ⊗ W )G = K ⊗ W = W 6= 0. Wir können
also V 6= 0 voraussetzen. Da die Frage nach Invarianten in S(V ∗) ⊗ W auf die Lösbarkeit von
linearen Gleichungssystemen über K hinausläuft, können wir ohne Einschränkung K als algebraisch
abgeschlossen voraussetzen. Wegen dim

(
(S(V ∗)G

)
= dim(S(V ∗)) > 0 existiert ein Ideal positiver

Höhe in S(V ∗)G. Die Voraussetzungen von Lemma 3.3 sind also für m = 1 erfüllt, also existiert ein
Monomorphismus ϕ: KG→ S(V ∗) von KG-Moduln. Nun sehen wir, daß

f :=
∑
σ∈G

ϕ(σ)⊗ σ(w)

für w ∈W in (S(V ∗)⊗W )G liegt, und wegen der linearen Unabhängigkeit der ϕ(σ) gilt f 6= 0, falls
w 6= 0. Dann folgt

AnnS(V ∗)G
(
(S(V ∗)⊗W )G

)
⊆ AnnS(V ∗)G(f) = 0,

da S(V ∗)⊗W ein freier Modul über S(V ∗) und S(V ∗) nullteilerfrei ist.

Anwendung auf die Cohen-Macaulay-Eigenschaft. Bevor wir Lemma 3.3 auf die Cohen-
Macaulay-Eigenschaft anwenden, benötigen wir noch einen Reduktionsschritt auf den algebraisch
abgeschlossenen Fall.

Lemma 3.5. Es seien R eine Noethersche Algebra über einem Körper K, M ein endlich erzeugter
R-Modul und L ein algebraischer Erweiterungskörper von K. Falls M Cohen-Macaulay ist, so ist
auch L⊗K M Cohen-Macaulay (als (L⊗K R)-Modul).

Beweis. Sei Q ⊂ L⊗KR ein maximales Ideal. R ⊆ L⊗KR ist flach und damit nach Proposition 1.13
eine Erweiterung mit Abstiegseigenschaft, also hat nach Proposition 1.15 P := R∩Q dieselbe Höhe
wie Q. Wegen htR(P,M) = htR/Ann(M)(P/Ann(M)) folgt auch

ht(Q,L⊗K M) = ht(P,M) =: m.

Nach Voraussetzung existiert eine M -reguläre Sequenz a1, . . . , am ∈ P . Nach Bruns und Herzog [11,
Proposition 1.1.2] ist a1, . . . , am auch (L⊗KM)-regulär, also depth(Q,L⊗KM) = ht(Q,L⊗KM).
Das war zu zeigen.

Satz 3.6. Es sei Λ = KG der Gruppenring einer endlichen Gruppe über einem beliebigen Körper
K. Weiter seien R eine über K endlich erzeugte Λ-Algebra und M ein endlich erzeugter (R#Λ)-
Modul mit AnnRG(MG) = 0. Wir setzen voraus, daß M Cohen-Macaulay (über R) und MΛ Cohen-
Macaulay (über RG) seien, und daß rk(σ − 1) > 0 für 1 6= σ ∈ G. Falls ExtrΛ(K,M) 6= 0 für ein
r > 0, so gilt mindestens eine der folgenden Aussagen:

(a) dim(R/P ) ≤ r + 1 für ein minimales P ∈ Spec(R), oder

(b) rk(σ − 1) ≤ r + 1 für ein σ ∈ G mit ord(σ) = char(K).

Beweis. Zunächst sehen wir mit Lemma 3.5, daß alle Voraussetzungen erhalten bleiben, wenn man
Λ, R und M mit dem algebraischen Abschluß K̄ von K tensoriert. Die Behauptungen des Satzes
übertragen sich dann auch wieder zurück auf die Situation über K. Wir können daher annehmen,
daß K algebraisch abgeschlossen ist. Außerdem ist r ohne Einschränkung minimal mit r > 0 und
ExtrΛ(K,M) 6= 0.
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Wir nehmen an, daß dim(R/P ) > r + 1 für alle minimalen P ∈ Spec(R) und rk(σ − 1) > r + 1
für alle σ ∈ G mit ord(σ) = char(K) gilt. Es gilt dim(RG) = dim(R) > r + 1, also existiert
ein maximales Ideal I ⊂ RG mit ht(I) > r + 1. Nun können wir Lemma 3.3 anwenden und
erhalten Einbettungen ϕ1, . . . , ϕr+2: Λ ↪→ R, so daß für die Invarianten ai :=

∑
σ∈G ϕ(i)(σ) gilt:

ht(a1, . . . , ar+2) = r + 2. Es sei 0 6= α ∈ ExtrΛ(K,M). Elemente von ExtrΛ(K,M) werden durch Λ-
Homomorphismen Pr →M gegeben, wobei Pr der r-te Modul aus einer projektiven Auflösung von
K ist. Das Bild eines solchen Homomorphismus liegt in einem endlich erzeugten Untermodul. Also
existiert ein endlich erzeugter Untermodul V ⊂M , so daß α im Bild von ExtrΛ(K,V )→ ExtrΛ(K,M)
liegt. Die Λ-Homomorphismen

ψi: Λ⊗ V →M, w ⊗ v 7→ ϕi(w) · v

induzieren Abbildungen ψ̃i: ExtrΛ(K,Λ⊗ V )→ ExtrΛ(K,M), und ai · α ist ein Bild unter ψ̃i. Nach
Benson [3, Proposition 3.1.5] ist aber Λ⊗V projektiv, also ExtrΛ(K,Λ⊗V ) = 0. Es folgt ai ·α = 0,
also

(a1, . . . , ar+2) ⊆ AnnRG(α).

Wegen Proposition 1.13 ist RG ⊆ R eine Erweiterung mit Abstiegseigenschaft, also ist Korollar 1.18
anwendbar und besagt, daß ht(AnnRG(α)) ≤ r+1, im Widerspruch zu ht(a1, . . . , ar+2) = r+2.

Um eine weniger aufwendige Notation zu erhalten, notieren wir einen wichtigen Spezialfall.

Korollar 3.7. Es seien G eine endliche Gruppe, K ein Körper und V und W endlich erzeugte
KG-Moduln, wobei V treu sei. Weiter sei M = S(V ∗)⊗W , und der Modul MG der Äquivarianten
sei Cohen-Macaulay. Dann folgt aus Hr(G,M) 6= 0 für ein r > 0, daß dimK(V σ) ≥ dimK(V )−r−1
für ein σ ∈ G mit ord(σ) = char(K) gilt.

Beweis. M ist als freier Modul über einem Polynomring Cohen-Macaulay (siehe Bruns und Her-
zog [11, Theorem 2.1.9]), und nach Anmerkung 3.2 gilt rk(σ−1) = codimV (V σ) > 0 für 1 6= σ ∈ G,
da G treu operiert. Wegen Korollar 3.4 gilt AnnS(V ∗)G(MG) = 0. Nach Satz 3.6 folgt dimK(V ) =
dim(S(V ∗)) ≤ r + 1 oder dimK(V ) − dimK(V σ) ≤ r + 1 für ein σ ∈ G mit ord(σ) = char(K). Im
ersten Fall folgt dimK(V ) − dimK(V σ) ≤ r + 1 für alle σ ∈ G, und da es wegen Hr(G,M) 6= 0
Elemente σ ∈ G mit ord(σ) = char(K) gibt, haben wir in jedem Fall dimK(V σ) ≥ dimK(V )− r− 1
für ein σ mit ord(σ) = char(K).

3.2 Vektorinvarianten

Ein klassisches Thema in der Invariantentheorie ist die Untersuchung von ”Vektorinvarianten“, d.h.
Invarianten in S(V n), wo V n die direkte Summe von n Kopien eines KG-Moduls V ist. Man
versucht, Eigenschaften von S(V n)G auf solche von S(V )G zurückzuführen. Einige Resultate und
Referenzen hierzu finden sich in Smith [64, Abschnitt 3.4]. In der modularen Invariantentheorie
haben Vektorinvarianten als Quelle von Gegenbeispielen oder ”Negativresultaten“ gedient (siehe
z.B. Richman [59], Kemper [36]). Wegen S(U⊕V ) = S(U)⊗KS(V ) betrachten wir jetzt allgemeiner
Invarianten von R⊗n, dem Tensorprodukt von n Kopien einer K-Algebra R. Wir benötigen das
folgende Lemma, das ich nicht in der Literatur gefunden habe.

Lemma 3.8. Es seien R und S zwei endlich erzeugte Algebren über einem Körper K. Sind R und
S Cohen-Macaulay, so auch R⊗K S.

Beweis. Nach Lemma 3.5 sind auch R̄ := K̄⊗K R und S̄ := K̄⊗K S Cohen-Macaulay, wobei K̄ ein
algebraischer Abschluß von K sei. Wenn gezeigt ist, daß R̄⊗K̄ S̄ ∼= K̄⊗K R⊗K S Cohen-Macaulay
ist, so gilt dies nach Bruns und Herzog [11, Theorem 2.1.10] auch für R ⊗K S. Wir können also
annehmen, daß K algebraisch abgeschlossen ist.
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Da R und S endlich erzeugte Algebren über einem algebraisch abgeschlossenen Körper sind, ist
die Abbildung

Specmax(R⊗ S)→ Specmax(R)× Specmax(S), I 7→ (I ∩R, I ∩ S)

bijektiv, mit der inversen Abbildung (P,Q) 7→ (P ⊗ 1, 1 ⊗ Q)R ⊗ S. Es sei P ∈ Specmax(R)
und Q ∈ Specmax(S). Dann existiert eine R-reguläre Sequenz a1, . . . , ad ∈ P mit d = ht(P ) und
eine S-reguläre Sequenz b1, . . . , be ∈ Q mit e = ht(Q). Für 1 ≤ i ≤ d ist ai kein Nullteiler auf
R/(a1, . . . , ai−1). Wegen

R/(a1, . . . , ai−1)⊗ S ∼= (R⊗ S)/(a1 ⊗ 1, . . . , ai−1 ⊗ 1) =: Mi−1

ist Mi−1 ein freier Modul über R/(a1, . . . , ai−1), also ist ai⊗ 1 kein Nullteiler auf Mi−1. Ebenso ist

R/(a1, . . . , ad)⊗ S/(b1, . . . , bj−1) ∼= (R⊗ S)/(a1 ⊗ 1, . . . , ad ⊗ 1, 1⊗ b1, . . . , 1⊗ bj−1) =: Nj−1,

also ist 1⊗ bj für 1 ≤ j ≤ e kein Nullteiler auf Nj−1. Wir haben also eine (R⊗S)-reguläre Sequenz
der Länge d + e in I := (P ⊗ 1, 1 ⊗ Q)R ⊗ S gefunden. Der Beweis ist abgeschlossen, wenn wir
ht(I) = d + e zeigen können. Wir zerlegen Specmax(R) (versehen mit der Zariski-Topologie) in
irreduzible Komponenten:

Specmax(R) = U1 ∪ · · · ∪ Ur.

Dann ist d = max{dim(Ui) | P ∈ Ui}, und entsprechend e = max{dim(Vj) | Q ∈ Vj}, wobei
V1, . . . , Vs die irreduziblen Komponenten von Specmax(S) seien. Es gilt

Specmax(R⊗ S) ∼=
⋃
i,j

(Ui × Vj),

und die Ui × Vj sind nach Hartshorne [27, Kap. I, Exercise 3.15] irreduzibel mit dim(Ui × Vj) =
dim(Ui) + dim(Vi). Es folgt in der Tat ht(I) = d+ e.

Jetzt können wir ein Resultat über Invarianten von Tensorpotenzen beweisen, das im Spezialfall
R = S(V ) ein Resultat über Vektorinvarianten wird.

Satz 3.9. Eine endliche Gruppe G operiere durch Algebren-Automorphismen auf einer endlich er-
zeugten Algebra R über einem Körper K. R sei Cohen-Macaulay, dim(R/P ) > 0 für jedes mini-
male Primideal P ⊂ R, und K · 1R sei ein direkter Summand von R als KG-Modul. Außerdem sei
rk(σ − 1) > 0 für 1 6= σ ∈ G, und |G| sei ein Vielfaches der Charakteristik von K. Dann gibt es
ein m > 0, so daß (R⊗n)G nicht Cohen-Macaulay ist für n ≥ m. Dabei ist R⊗n das Tensorprodukt
über K von n Kopien von R.

Anmerkung 3.10. Die Voraussetzung, daß K ein direkter Summand von R als KG-Modul sei, ist
beispielsweise dann erfüllt, wenn R ein Erzeugendensystem x1, . . . , xn als K-Algebra hat, so daß
das Ideal I := (x1, . . . , xn)R echt ist und σ(xi) ∈ I für alle σ ∈ G, i = 1, . . . , n. Insbesondere ist die
Voraussetzung für R = S(V ), V ein endlich erzeugter KG-Modul, erfüllt.

Beweis. Ist K̄ der algebraische Abschluß von K, so ist K̄ ⊗K R nach Lemma 3.5 Cohen-Macaulay,
und wenn gezeigt ist, daß K̄ ⊗K (R⊗n)G nicht Cohen-Macaulay ist, dann gilt dies nach Bruns und
Herzog [11, Theorem 2.1.10] auch für (R⊗n)G. Wir können also annehmen, daß K algebraisch
abgeschlossen ist. Nach Lemma 3.8 ist R⊗n Cohen-Macaulay. Im Beweis zu Lemma 3.8 haben wir
gesehen, daß die irreduziblen Komponenten von Specmax(R⊗n) Produkte von irreduziblen Kom-
ponenten von Specmax(R) sind und daß sich die Höhen addieren, also gilt dim(R⊗n/P ) ≥ n für
jedes minimale Primideal P von R⊗n. Außerdem ist Iσ := (σ − 1)R⊗n · R⊗n für σ ∈ G das n-
fache Tensorprodukt von (σ − 1)R · R (siehe Anmerkung 3.2), die durch Iσ gegebene Teilmenge
von Specmax(R⊗n) ist also das n-fache Produkt der von (σ − 1)R · R gegebenen Teilmenge von
Specmax(R). Es folgt rkR⊗n(σ − 1) = ht(Iσ) = n · rkR(σ − 1) ≥ n für σ 6= 1.
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Nach Benson [4, Theorem 4.1.3] existiert ein r > 0, so daß Hr(G,K) 6= 0. Nach Voraussetzung
ist Hr(G,K) in Hr(G,R⊗n) eingebettet, also Hr(G,R⊗n) 6= 0. Ist (R⊗n)G Cohen-Macaulay, so
folgt mit Satz 3.6, daß dim(R⊗n/P ) ≤ r+1 für ein minimales Primideal P oder rkR⊗n(σ−1) ≤ r+1
für ein σ ∈ G mit ord(σ) = char(K) ist. Nach Obigem kann das aber nur für n ≤ r + 1 gelten. Die
Behauptung gilt also mit m = r + 2.

Die ”Drei-Kopien“ Vermutung.

Anmerkung. Falls G in der Situation von Satz 3.9 einen Normalteiler von Index p := char(K)
hat, so existiert ein nicht-trivialer Gruppenhomomorphismus von G in die additive Gruppe von K,
also H1(G,K) 6= 0. Nach dem Beweis folgt dann, daß (R⊗3)G nicht Cohen-Macaulay ist. Dies
verallgemeinert das Resultat von Campbell et al. [14], daß S(V 3)G nicht Cohen-Macaulay ist, falls
G eine p-Gruppe ist.

Beispiel 3.11. Wir betrachten einige Beispiele von linearen Gruppen, die keinen Normalteiler von
Index p haben, aber bei denen sich S(V 3)G trotzdem als nicht Cohen-Macaulay herausstellt.

(a) Es seien p 6= 2 eine Primzahl, G = Sp oder Ap und V der natürliche Permutationsmodul über
einem Körper der Charakteristik p. Der Normalisator einer Untergruppe der Ordnung p hat
eine durch p(p− 1) teilbare Ordnung. Aus dem Beweis von Theorem 4.1.3 in Benson [4] folgt,
daß Hr(G,K) 6= 0 für ein r ≤ 2(p− 1) gilt. Für m > 0 sei Rm := S(V m). Da K als direkter
Summand in Rm auftritt, gilt auch Hr(G,Rm) 6= 0. Andererseits gilt dimK((V m)σ) = m
für jedes σ ∈ G der Ordnung p. Falls RGm Cohen-Macaulay ist, so folgt aus Korollar 3.7 die
Ungleichung (m− 2)(p− 1) ≤ 1, also ist RGm für m ≥ 3 nicht Cohen-Macaulay.

(b) Es seien G = GL2(F3) und V = F
2
3 der ”natürliche“ KG-Modul. Wir betrachten den In-

variantenring in R := S(V 3). Eine 3-Sylowgruppe P von G hat die Ordnung 3, also ist
H := NG(P ) ≤ G stark p-eingebettet (p = 3). Nach Satz 1.23 ist RG genau dann Cohen-
Macaulay, falls dies für RH gilt. Der Invariantenring RH läßt mit dem Invariantentheorie-
Paket in MAGMA (siehe Kemper und Steel [45], Bosma et al. [8]) berechnen, und die Cohen-
Macaulay-Eigenschaft läßt sich dann mit Hilfe der Anzahl von Sekundärinvarianten testen.
Als Ergebnis ergibt sich, daß RH und damit RG nicht Cohen-Macaulay ist. Die Rechenzeit
betrug auf einer Sun Ultrasparc Maschine etwa 7 Minuten.

Aufgrund dieser und anderer Beispiele formulieren wir die folgende Vermutung.

Vermutung 3.12. Es sei G eine endliche Gruppe mit einer treuen Darstellung V über einem
Körper, dessen Charakteristik die Gruppenordnung teilt. Dann ist S(V 3)G nicht Cohen-Macaulay.

3.3 Permutationsgruppen

Die reguläre Darstellung. Wir betrachten jetzt Invarianten der regulären Darstellung einer
Gruppe G, also den Ring S(Λ)G mit Λ = KG. Das Ziel ist die Klassifikation aller Paare (G,K)
einer endlichen Gruppe G und eines Körpers K, so daß S(Λ)G Cohen-Macaulay ist.

Lemma 3.13. Es sei Λ = KG der Gruppenring einer endlichen Gruppe über einem Körper K, so
daß |G| ein Vielfaches von char(K) ist. Dann ist H1(G,S(Λ)) 6= 0.

Beweis. S(Λ) ist ein Polynomring in Unbestimmten xσ, σ ∈ G, mit τ(xσ) = xτσ für τ ∈ G. H ≤ G
sei eine Untergruppe der Ordnung p := char(K). Dann hat das Monom t :=

∏
σ∈H xσ genau die

Fixgruppe H, der von t erzeugte KG-Untermodul M ⊆ S(Λ) ist also isomorph zum hochinduzierten
trivialen Modul von H: M ∼= KG ⊗KH K. Nach dem Lemma von Eckmann und Shapiro (siehe
Benson [3, Corollary 2.8.4]) folgt

H1(G,M) ∼= H1(H,K) 6= 0.
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Da G die Monome in S(Λ) permutiert, ist jedes K-Erzeugnis einer G-Bahn eines Monoms ein
direkter Summand von S(Λ). Insbesondere ist also M ein direkter Summand, und die Behauptung
folgt.

Satz 3.14. Es seien G eine endliche Gruppe, K ein Körper und Λ = KG der Gruppenring. Dann
sind äquivalent:

(a) S(Λ)G ist Cohen-Macaulay;

(b) char(K) - |G| oder G ∈ {Z2, Z3, Z2 × Z2}.

Beweis. S(Λ)G sei Cohen-Macaulay, und |G| sei ein Vielfaches von p := char(K). Dann gilt
H1(G,S(Λ)) 6= 0 nach Lemma 3.13, und aus Korollar 3.7 folgt dim(Λσ) ≥ |G|− 2 für ein σ ∈ G mit
ord(σ) = p. Jedes solche σ operiert jedoch durch |G|/p Zyklen der Länge p, also dim(Λσ) = |G|/p.
Wir erhalten |G|/p ≥ |G| − 2, woraus |G| ≤ 4 folgt. Wir müssen also zeigen, daß G nicht isomorph
zu Z4 sein kann. Es folgt aber nach Bertin [7] oder aus Satz 4.11 in dieser Arbeit, daß S(Λ)G für
G = Z4 und char(K) = 2 nicht Cohen-Macaulay ist.

Falls umgekehrt p - |G| gilt, so ist S(Λ)G nach Hochster und Eagon [28] Cohen-Macaulay. Ist
G ∈ {Z2, Z3}, so folgt nach Ellingsrud und Skjelbred [19] (siehe die Gleichung (4.6) auf S. 47), daß
S(Λ)G Cohen-Macaulay ist, da dimK(Λ) ≤ 3. Im Fall G = Z2 × Z2 wurde der Invariantenring
von Adem und Milgram [1, Kap. III, Corollary 1.8] bestimmt. Man kann dies auch leicht mit dem
INVAR-Paket in MAPLE (siehe Kemper [35], Char et al. [16]) oder MAGMA tun. Das Ergebnis
ist ein Cohen-Macaulay Ring.

Anmerkung. Glassbrenner [24] hat gezeigt, daß für zyklische Gruppen G = Zn mit n > 4 und
char(K) | n der Invariantenring der regulären Darstellung nicht Cohen-Macaulay ist. Dieses Resul-
tat ist in Satz 3.14 enthalten.

Beispiel 3.15. Für die symmetrische Gruppe G = S3 und char(K) = 3 kann man den Invarian-
tenring S(Λ)G des regulären Moduls Λ = KG leicht mit MAGMA ausrechnen. Man erhält ein
minimales Erzeugendensystem von S(Λ)G aus 23 homogenen Invarianten, deren maximaler Grad 8
ist. Außerdem ergibt die Rechnung in Übereinstimmung mit Satz 3.14, daß S(Λ)G nicht Cohen-
Macaulay ist. Genauer erhält man für die Tiefe

depth
(
S(Λ)G

)
= 4.

Im Falle eines Cohen-Macaulay Rings wäre diese Tiefe gleich ht(S(Λ)G+, S(Λ)G) = 6. Die gesamte
Rechnung nimmt auf einer Sun Ultrasparc Maschine 93 Sekunden in Anspruch.

Darstellungen von Permutationsgruppen. Es folgen weitere Anwendungen von Korollar 3.7.

Proposition 3.16. G operiere als treue, transitive Permutationsgruppe auf einer Basis e1, . . . , en
eines Vektorraums W über einem Körper K der Charakteristik p mit p | n. Es seien

V = {α1e1 + · · ·+ αnen ∈W |
n∑
i=1

αi = 0} ⊂W und U = V /K · (e1 + · · ·+ en) .

Dann gelten:

(a) Falls jedes Element der Ordnung p von G mindestens 9− p der ei bewegt (dies gilt für p ≥ 5
immer), so ist S(V )G nicht Cohen-Macaulay.

(b) Falls p ≥ 5 und n > 5, so ist S(U)G nicht Cohen-Macaulay.

(c) Falls p = 3 und n > 6 ist und jedes Element der Ordnung 3 mindestens 6 der ei bewegt, so ist
S(U)G nicht Cohen-Macaulay.
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Beweis. Wir zeigen zunächst H1(G,V ) 6= 0 und H1(G,U) 6= 0 (letzteres für p > 2). Man betrachte
die exakte Sequenz

0 −→ V −→W
π−→ K −→ 0 (3.1)

mit π(α1e1 + · · · + αnen) =
∑n
i=1 αi. Wegen der Transitivität von G hat jeder invariante Vektor

w ∈WG lauter gleiche Koeffizienten, also π(w) = 0, da p|n. Damit zerfällt die Sequenz (3.1) nicht,
und H1(G,V ) 6= 0 ist gezeigt. Mit W0 = W /K · (e1 + · · ·+ en) haben wir die exakte Sequenz

0 −→ V0 −→W0
π0−→ K −→ 0 (3.2)

mit π0 von π induziert. Sei w = α1e1+· · ·+αnen ∈W , so daß w0 := w+K ·(e1+· · ·+en) ∈WG
0 . Für

σ ∈ G ist dann (σ−1)w = ϕ(σ)·(e1 +· · ·+en) mit ϕ(σ) ∈ K. Dies definiert einen Homomorphismus
ϕ von G in die additive Gruppe von K. Für σ ∈ G gilt

α1σ(e1) + · · ·+ αnσ(en) = α1e1 + · · ·+ αnen + ϕ(σ) · (e1 + · · ·+ en),

also αi = α1 +ϕ(σ), falls σ−1(e1) = ei. Inbesondere liegt die Fixgruppe G1 von e1 in N := Kern(ϕ).
Wir wählen Rechts-Nebenklassenvertreter σ1, . . . , σn von G1 in G. Dann gilt im Falle p > 2

π0(w0) =
n∑
i=1

αi =
n∑
i=1

(α1 + ϕ(σi)) = nα1 + [N : G1] ·
∑

σ∈G/N

ϕ(σ) = 0 + 0 = 0,

da die Summe über eine endliche additive Untergruppe eines Körpers der Charakteristik p > 2 Null
ist. Also zerfällt auch die Sequenz (3.2) nicht, und wir haben H1(G,U) 6= 0 für p > 2.

Wegen Korollar 3.7 sind wir fertig, wenn wir für jedes σ ∈ G der Ordnung p zeigen können, daß
rk(σ−1) > 2. Bis auf die Numerierung enthält die Darstellung eines solchen σ durch elementfremde
Zyklen den Zyklus (1, 2, . . . , p). Für p ≥ 5 sind die Vektoren

(σ − 1)(e2 − e1) = e1 − 2e2 + e3, (σ − 1)(e3 − e2) = e2 − 2e3 + e4, (σ − 1)(e4 − e3) = e3 − 2e4 + e5

linear unabhängig, und im Falle n > 5 ist auch die Vereinigung dieser Vektoren mit e1 + · · · + en
linear unabhängig. Es folgen die Aussagen (b) und (a) im Falle p ≥ 5. Ist p = 3, so enthält σ nach
Voraussetzung die Zyklen (1, 2, 3)(4, 5, 6). Also sind

(σ− 1)(e2 − e1) = e1 + e2 + e3, (σ− 1)(e5 − e4) = e4 + e5 + e6, (σ− 1)(e4 − e1) = e1 − e2 − e4 + e5

linear unabhängig, und für n > 6 kann man noch e1 + · · · + en hinzunehmen. Dies zeigt (c) und
(a) für p = 3. Für p = 2 hat man die Zyklen (1, 2)(3, 4)(5, 6)(7, 8) und verifiziert die lineare
Unabhängigkeit von (σ − 1)(e1 + e3), (σ − 1)(e1 + e5) und (σ − 1)(e1 + e7).

Beispiel 3.17. Es sei p := char(K) ≥ 5 und n ein Vielfaches von p. Dann erfüllt die symmetrische
Gruppe G = Sn die Voraussetzungen von Proposition 3.16(a) und von Proposition 3.16(b) falls
n > 5. Mit der Notation von Proposition 3.16 folgt, daß S(V )G und S(U)G (falls n > 5) nicht
Cohen-Macaulay sind. Dies ist aus mehreren Gründen bemerkenswert:

(1) G operiert auf U und V als Spiegelungsgruppe. Somit haben wir zwei unendliche Serien von
endlichen Spiegelungsgruppen gefunden, deren Invariantenringe nicht nur keine Polynomringe,
sondern nicht einmal Cohen-Macaulay sind. Eine weitere solche Serie, die aus abelschen p-
Gruppen besteht, wurde von Nakajima [54] angegeben (siehe Beispiel 4.14).

(2) Bei den U handelt es sich um irreduzible KG-Moduln (was bei Nakajimas Serie nicht der Fall
ist).

(3) Die Invariantenkörper aller endlichen irreduziblen Spiegelungsgruppen wurden von Kemper
und Malle [43] untersucht, mit dem Ergebnis, daß sie sämtlich rationale Funktionenkörper
sind (d.h. es wurden positive Antworten auf das Noethersche Problem gefunden). Somit
sind die S(U)G für n > 5 nicht Cohen-Macaulay, obwohl ihre Quotientenkörper rationale
Funktionenkörper sind.
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(4) Die Darstellung von G auf V ist die Reduktion modulo p einer Spiegelungsdarstellung von G
über Q.

(5) V ist der duale Modul von W0 := W /K · (e1 + · · ·+ en) . Der Invariantenring S(W0)G

ist aber ein Polynomring, erzeugt von den Bildern der elementarsymmetrischen Polynome
si(e1, . . . , en) (i = 2, . . . , n). Wir haben also einen KG-Modul V , so daß S(V ∗)G ein Poly-
nomring ist, aber S(V )G nicht einmal Cohen-Macaulay ist.

Für p = 3 undG = Sn mit 3 | n ist Proposition 3.16 nicht anwendbar, um zu zeigen, daß S(U)G nicht
Cohen-Macaulay ist. In der Tat stellt sich für G = S6 durch Berechnung des Invariantenrings S(U)G

mit MAGMA heraus, daß dieser Cohen-Macaulay ist. Es gilt sogar, daß S(U)G eine Hyperfläche ist
(siehe Kemper und Malle [44]), erzeugt von homogenen Invarianten von Graden 2,4,10,15 und 18.
Die Rechenzeit für dieses Beispiel betrug etwa 15 Minuten.

Invariantentheoretische Herleitung von Resultaten aus der Gruppentheorie. Das fol-
gende Beispiel zeigt, wie man Korollar 3.7 benutzen kann, um aus einfachen Resultaten aus der
Invariantentheorie nicht-triviale Schlüsse über Gruppenkohomologie zu ziehen.

Beispiel 3.18. Es seien G = Sn oder G = An die symmetrische oder die alternierende Gruppe auf
n Ziffern, und V der natürliche Permutationsmodul. Wir setzen p := char(K) > 2 voraus (aber
nicht p | n). Im Falle G = Sn ist S(V )G bekanntlich ein Polynomring, und im Falle G = An die
direkte Summe von zwei Polynomringen (siehe Smith [64, Corollary 1.3.2]). In jedem Fall ist S(V )G

also Cohen-Macaulay. Ein Element σ ∈ G der Ordnung p hat rk(σ − 1) ≥ p − 1, also folgt aus
Korollar 3.7, daß Hr(G,S(V )) = 0 für 0 < r < p − 2. Insbesondere haben wir Hr(G,K) = 0 für
diese r. Somit wird die Tatsache, daß Sn und An keine nicht-zerfallenden zentralen Erweiterungen
mit einem Kern der Ordnung p ≥ 5 besitzen (siehe Huppert [32, Kap. V, Satz 25.12], Gorenstein
et al. [25, Theorem 5.2.3]), zu einer einfachen Folge von Korollar 3.7.
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4 Geometrische Untersuchungen

Die Ergebnisse von Abschnitt 1, insbesondere Korollar 1.18 zeigen, daß Annullatoren von Elementen
in ExtrΛ(K,M) eine wichtige Rolle für die Cohen-Macaulay-Eigenschaft spielen. Es ist interessant,
solche Annullatoren und die davon erzeugten Varietäten in Spec(RΛ) genau zu bestimmen. In den
Abschnitten 2 und 3 konnte eine solche genaue Bestimmung nicht durchgeführt werden. Es wurden
jeweils untere Schranken für Annullatoren angegeben, die groß genug waren, um das Fehlen der
Cohen-Macaulay-Eigenschaft nachzuweisen. In diesem Abschnitt ist die genaue Bestimmung der
durch AnnRG(α) gegebenen algebraischen Menge in Spec(RG) das Ziel, und zwar nur in dem Fall,
daß α ∈ H1(G,K) liegt. Dies bedeutet eine drastische Einschränkung der durch Korollar 1.18 ge-
gebenen Möglichkeiten. Es ist erstaunlich, daß sich damit trotzdem interessante Ergebnisse erzielen
lassen (siehe z.B. Korollar 4.11).

4.1 Der relative Spurort

Als entscheidendes Hilfsmittel für die Bestimmung der durch AnnRG(α) gegebenen algebraischen
Menge wird sich die relative Spurabbildung herausstellen. Wir benötigen zunächst noch etwas
Notation.

Notation 4.1. Es seien R ein Ring, X = Spec(R) und I ⊆ R ein Ideal. Dann bezeichnen wir mit

VX(I) := {P ∈ X | I ⊆ P}

die durch I gegebene algebraische Menge. Ist σ ein Endomorphismus von R, so schreiben wir

Xσ := VX ((σ − 1)R ·R)

(siehe Definition 3.1). Man beachte, daß dies nicht mit der Menge der Primideale P mit σ(P ) = P
übereinstimmt. Falls R jedoch eine endlich erzeugte Algebra über einem algebraisch abgeschlossenen
Körper K ⊆ Rσ ist, so liegt ein maximales Ideal P ∈ Specmax(R) wegen R/P ∼= K genau dann in
Xσ, wenn σ(P ) = P gilt.

Ist G eine Gruppe, die durch Automorphismen auf R operiert, so schreiben wir

X//G := Spec(RG) und πG: X → X//G, P 7→ RG ∩ P

für den algebraischen Quotienten und den kanonischen Morphismus.
Ist H ≤ G eine Untergruppe von endlichem Index mit Links-Nebenklassenvertretern σ1, . . . , σr,

so definieren wir die relative Spurabbildung (auch ”relativer Transfer“) durch

trG/H : RH → RG, a 7→
r∑
i=1

σi(a).

Dies ist unabhängig von der Wahl der Vertreter σi. Wir schreiben auch trG/{1} = trG. Die relative
Spurabbildung ist ein Homomorphismus von RG-Moduln, das Bild ist also ein Ideal. Wir schreiben

(X//G)trG/H = VX//G
(
trG/H(RH)

)
für den relativen Spurort. Man beachte, daß (X//G)trG/H leer ist, falls der Index r = [G : H] in
R invertierbar ist.

Für die Darstellung von Elementen in H1(G,R) benutzen wir die Standardauflösung (siehe
Benson [3, Abschnitt 3.4]). Ein Element α ∈ H1(G,R) wird also repräsentiert durch eine Funktion
G→ R, σ 7→ ασ (die die Bedingung für einen 1-Kozyklus erfüllt), und α = 0, falls es ein b ∈ R gibt
mit ασ = (σ − 1)b für alle σ ∈ G.
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Die Spurabbildung, meist in ihrer absoluten Form trH/{1}, ist als modularer Ersatz des Reynolds-
Operators von großem Interesse. In der Literatur gibt es einige Untersuchungen hierzu
(Feshbach [21], Campbell et al. [13], Shank und Wehlau [62], Fleischmann [22]).

Proposition 4.2. Mit der Notation 4.1 sei α ∈ H1(G,R) und I = AnnRG(α). Dann gilt⋃
σ∈G

πG

(
Xσ \ VX(ασ)

)
⊆ VX//G(I).

Beweis. Es sei Q ∈ Xσ \ VX(ασ) für ein σ ∈ G. Also gilt (σ − 1)R ⊆ Q und ασ /∈ Q. Wir müssen
zeigen, daß I ⊆ RG ∩Q. Sei also x ∈ I. Dann existiert b ∈ R mit x · ασ = (σ − 1)b, also x · ασ ∈ Q
und damit x ∈ Q.

Wir betrachten den Spezialfall, daß R eine Algebra über einem Körper K ⊆ RG ist und α im Bild
des kanonischen Homomorphismus H1(G,K) → H1(G,R) liegt. Wegen H1(G,K) ∼= Hom(G,K)
(Homomorphismen in die additive Gruppe von K) läßt sich α durch einen Homomorphismus ϕ: G→
K repräsentieren: ασ = ϕ(σ). Den Kern von ϕ bezeichnen wir mit N . Dann besagt Proposition 4.2⋃

σ∈G\N

πG (Xσ) ⊆ VX//G (AnnRG(α)) . (4.1)

Proposition 4.3. In der obigen Situation habe N einen endlichen Index in G. Dann gilt

VX//G (AnnRG(α)) ⊆ (X//G)trG/N .

Beweis. Wir zeigen trG/N (RN ) ⊆ AnnRG(α). Es sei also x = trG/N (h) mit h ∈ RN . Der Quotient
G/N ist in die additive Gruppe von K eingebettet, muß also eine elementar abelsche p-Gruppe sein
mit p := char(K) (N = G im Falle p = 0). Seien σ1, . . . , σm ∈ G minimale Erzeuger von G/N .
Dann gilt

x =
p−1∑

i1,...,im=0

σi11 · · ·σimm (h) = (σ1 − 1)p−1 · · · (σm − 1)p−1(h),

wobei wir die Polynomidentität 1 + X + · · · + Xp−1 = (X − 1)p−1 über K benutzt haben. Mit
δj := σj − 1 bilden wir

h̃ :=
m∑
i=1

ϕ(σi) ·
(
δp−1
1 · · · δp−1

i−1 δ
p−2
i δp−1

i+1 · · · δ
p−1
m (h)

)
.

Dann gilt δi(h̃) = ϕ(σi) · x, da δpi alle Elemente von RN auf 0 abbildet. Es folgt (σ− 1)h̃ = ϕ(σ) · x
für σ ∈ G, also liegt x tatsächlich in AnnRG(α).

Wilde Verzweigung. Als nächsten Schritt möchten wir nachweisen, daß (unter gewissen Vor-
aussetzungen)

(X//G)trG/N =
⋃

σ∈G\N

πG (Xσ)

gilt. Zusammen mit (4.1) und Proposition 4.3 liefert dies die angekündigte geometrische Charak-
terisierung des Annullators. Wir möchten den relativen Spurort in einer allgemeineren Situation
berechnen. Hierfür brauchen wir noch eine Definition.

Definition 4.4. Es seien R ein Ring und G eine endliche Gruppe, die durch Automorphismen auf
R operiert. Für Q ∈ X = Spec(R), schreiben wir

IG(Q) := {σ ∈ G | Q ∈ Xσ}.
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IG(Q) heißt die Trägheitsgruppe von Q und ist eine Untergruppe von G. Weiter sei H ≤ G
eine Untergruppe. Dann heißt X//H → X//G wild verzweigt bei Q ∈ X, falls der Index [IG(Q) :
IH(Q)| in Q liegt, d.h. durch die Charakteristik von R/Q teilbar ist. Für P ∈ X//G heißt X//H →
X//G wild verzweigt bei P , falls X//H → X//G für alle Q ∈ X mit πG(Q) = P wild verzweigt
bei Q ist. Wir schreiben

(X//G)X//H−wr = {P ∈ X//G | X//H → X//G ist wild verzweigt bei P}

und nennen dies den wilden Verzweigungsort von X//H → X//G.

Anmerkung. Unser Begriff von wilder Verzweigung weicht von dem in der Zahlentheorie gängigen
ab. Dort wird nur gefordert, daß mindestens ein Q mit πG(Q) = P wild verzweigt ist.

Proposition 4.5. Mit der Notation von Definition 4.4 seien R eine Algebra über einem Körper
der Charakteristik p und N CG ein Normalteiler. Dann gilt

(X//G)X//N−wr =
⋃
σ∈G,

ord(σN)=p

πG(Xσ).

Beweis. Es sei P ∈ X//G ein Primideal. Wegen des Aufstiegslemmas gibt es ein Q ∈ X mit
πG(Q) = P , und wegen Lemma 1.14 operiert G transitiv auf der Menge aller dieser Q. Aus
IG(σ(Q)) = σIG(Q)σ−1 =: σIG(Q) folgt[

IG(σ(Q)) : IH(σ(Q))
]

=
[
IG(Q) : I σ−1N (Q)

]
= [IG(Q) : IN (Q)] .

P ist also genau dann wild verzweigt, wenn dies für Q gilt. Dies ist äquivalent dazu, daß ein
σ ∈ IG(Q) existiert mit ord(σN) = p. Daraus folgt die Behauptung.

Konstruierbare Mengen. Bevor wir die Gleichheit des relativen Spurorts und des wilden Ver-
zweigungsorts für endlich erzeugte Algebren über einem Körper beweisen, benötigen wir noch einen
kurzen Exkurs. Es sei R eine endlich erzeugte Algebra über einem Körper K. Eine Teilmenge
Y ⊆ X := Spec(R) heißt konstruierbar, falls es Ideale I1, . . . , In, J1, . . . , Jn ⊆ R gibt, so daß

Y =
n⋃
i=1

(VX(Ii) \ VX(Ji))

(siehe Hartshorne [27, Kap. II, Exercise 3.18]). Die konstruierbaren Mengen bilden die kleinste
Familie von Teilmengen von X, die die offenen Mengen enthält und abgeschlossen unter Bildung
von Schnitten und Komplementen ist. Es seien K̄ ein algebraischer Abschluß von K, R̄ = K̄ ⊗K R,
Īi = IiR̄, und entsprechend seien J̄i und damit Ȳ ⊆ X̄ := Spec(R̄) definiert. Das folgende Lemma
impliziert, daß Ȳ nur von Y und nicht von der Wahl der Ii und Ji abhängt.

Lemma 4.6. Mit der obigen Notation seien Y und Z ⊆ X konstruierbar. Dann sind äquivalent:

(a) Y ⊆ Z;

(b) Ȳ ⊆ Z̄;

(c) Specmax(R) ∩ Y ⊆ Specmax(R) ∩ Z.

Beweis. Es sei Y =
⋃n
i=1 (VX(Ii) \ VX(Ji)). Als erstes zeigen wir, daß für P ∈ X äquivalent sind:

(i) P ∈ Y ;

(ii) P ist Durchschnitt von maximalen Idealen aus Y .
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Daraus folgt dann die Äquivalenz von (a) und (c). Falls (i) oder (ii) zutrifft, so existiert ein i

mit Ji 6⊆ P . Durch Umnumerieren können wir erreichen, daß
⋂k
i=1 Ji 6⊆ P und Jk+1, . . . , Jn ⊆

P . Es gebe eine Teilmenge M ⊆ Specmax(R) ∩ Y mit
⋂
Q∈MQ = P . Für Q ∈ M folgt dann

Jk+1, . . . , Jn ⊆ Q, also Q ∈
⋃k
i=1 VX(Ii). Damit gilt

⋂k
i=1 Ii ⊆ Q für Q ∈ M, also

⋂k
i=1 Ii ⊆ P . Es

folgt P ∈
⋃k
i=1 VX(Ii) und damit P ∈ Y .

Umgekehrt gelte P ∈ Y , und M sei die Menge aller maximalen Ideale Q ∈ Specmax(R) mit
P ⊆ Q und

⋂k
i=1 Ji 6⊆ Q. Da R ein Jacobson-Ring ist, gilt

P =
⋂

Q∈Specmax(R),
P⊆Q

Q =
⋂
Q∈M

Q ∩
⋂

Q∈Specmax(R),

P,
⋂k
i=1 Ji⊆Q

Q =
⋂
Q∈M

Q ∩
√
P +

⋂k
i=1 Ji.

Wegen
√
P +

⋂k
i=1 Ji 6⊆ P folgt P =

⋂
Q∈MQ. Aus P ∈ Y folgt

⋂k
i=1 Ii ⊆ P ⊆ Q für Q ∈M, also

M⊆ Y .
Als nächstes zeigen wir die Äquivalenz der folgenden Aussagen für ein P ∈ Specmax(R):

(iii) P ∈ Y ;

(iv) es existiert ein Q ∈ Specmax(R̄) ∩ Ȳ mit P ⊆ Q;

(v) für alle Q ∈ Specmax(R̄) mit P ⊆ Q gilt Q ∈ Ȳ .

Unter Verwendung der Äquivalenz von (a) und (c) folgt hieraus die Äquivalenz von (a) und (b). Wie
oben gibt es unter der Annahme (iii), (iv) oder (v) ein k > 0 mit

⋂k
i=1 Ji 6⊆ P und Jk+1, . . . , Jn ⊆ P .

Es gelte (iii), und Q ∈ X̄ sei irgendein maximales Ideal mit P ⊆ Q. Wegen der Maximalität von
P folgt P = R∩Q, also Ji 6⊆ Q für i ≤ k und damit auch J̄i 6⊆ Q für diese i. Wegen P ∈ Y existiert
ein i ≤ k mit Ii ⊆ P , also auch Īi ⊆ Q, und Q ∈ Ȳ folgt. Aus (iii) folgt also (v), und aus (v) folgt
auch (iv).

Es gelte (iv), also existiert ein maximales Ideal Q ∈ Ȳ mit P ⊆ Q. Es folgt J̄k+1, . . . , J̄n ⊆ Q,
also liegt Q in einem VX̄(Īi) für i ≤ k. Es folgt Ii ⊆ R∩Q = P , also P ∈ Y . Damit ist das Lemma
gezeigt.

Bestimmung des relativen Spurorts. Wir beweisen nun für endlich erzeugte Algebren über
einem Körper die Gleichheit des relativen Spurorts und des wilden Verzweigungsorts. Für den
Spezialfall einer G-Operation auf einem Vektorraum V und R = S(V ∗) wurde das entsprechende
Resultat für die Punkte von V (statt Spec(R)) von Fleischmann [22] bewiesen. In einer anderen
Richtung ist Fleischmanns Ergebnis jedoch allgemeiner, da er nicht nur einzelne Untergruppen H ≤
G betrachtet, sondern Mengen von Untergruppen. Ähnliche Resultate sind auch in der Zahlentheorie
bekannt (siehe Narkiewicz [55, Korollar zu Proposition 5.11]).

Satz 4.7. R sei eine endlich erzeugte Algebra über einem Körper. Eine endliche Gruppe G operiere
auf R durch Automorphismen, und H ≤ G sei eine Untergruppe. Dann gilt

(X//G)trG/H = (X//G)X//H−wr.

Beweis. Es seien P ∈ X//G ein Primideal und Q ∈ X mit π(Q) = P . Nach Lemma 1.14 operiert
G transitiv auf der Urbildmenge von P unter πG, und wir haben im Beweis zu Proposition 4.5
gesehen, daß [

IG(σ(Q)) : IH(σ(Q))
]

=
[
IG(Q) : I σ−1H(Q)

]
,

wobei σ−1
H = σ−1Hσ. Daher ist die Gleichheit der Teilmengen

Y := {Q ∈ X | trG/H(RH) ⊆ Q} und
Z := {Q ∈ X | [IG(Q) : I σH(Q)] ∈ Q ∀σ ∈ G}

(4.2)
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zu zeigen. Im folgenden schreiben wir
∑
σ∈G/H für die Summation über ein Links-Vertretersystem

von G in H, und
∑
σ∈U\G/H für die Summation über ein Vertretersystem der Doppelnebenklassen

UσH. Man sieht leicht, daß für f ∈ RH gilt:

trG/H(f) =
∑

σ∈G/H

σ(f) =
∑

σ∈IG(Q)\G/H

∑
τ∈IG(Q)/I σH(Q)

τσ(f).

Daraus ergibt sich

trG/H(f) ≡
∑

σ∈IG(Q)\G/H

[IG(Q) : I σH(Q)] · σ(f) mod Q, (4.3)

also die Inklusion Z ⊆ Y .
Für die Umkehrung benutzen wir, daß Y und Z konstruierbar sind. Für Y ist das klar, da

Y Zariski-abgeschlossen ist. Für Z beachte man, daß für jede Untergruppe U ⊆ G die Menge
{Q ∈ X | IG(Q) = U} die Differenz von zwei Zariski-abgeschlossenen Teilmengen von X ist, und
daß Z eine endliche Vereinigung aus solchen Mengen ist. Nach Lemma 4.6 ist die Inklusion Y ⊆ Z
bewiesen, wenn (mit der dortigen Notation) für alle maximalen Ideale aus Ȳ gezeigt ist, daß sie in
Z̄ liegen. Ȳ und Z̄ erhält man, indem man R mit K̄ tensoriert und dann die Mengen gemäß (4.2)
bildet. Insgesamt genügt es also, die Inklusion Y ⊆ Z für maximale Ideale unter der Annahme, daß
K algebraisch abgeschlossen sei, zu zeigen.

K = K̄ hat zur Folge, daß für Q ∈ Specmax(R)

{σ ∈ G | σ(Q) = Q} = IG(Q) (4.4)

gilt. Es sei nun Q ∈ Specmax(R) \ Z, es existiert also σ ∈ G mit

[IG(Q) : I σH(Q)] /∈ Q. (4.5)

Die Mengen A := {ρ(Q) | ρ ∈ Hσ−1IG(Q)} und B := {ρ(Q) | ρ ∈ G\Hσ−1IG(Q)} sind wegen (4.4)
disjunkt. Wäre ∩Q′′∈BQ′′ ⊆ ∪Q′∈AQ′, so würde folgen, daß ∩Q′′∈BQ′′ in einem Q′ ∈ A enthalten
ist, also Q′′ = Q′ mit Q′′ ∈ B im Widerspruch zu A ∩B = ∅. Folglich existiert ein h ∈ ∩Q′′∈BQ′′ \
∪Q′∈AQ′, also

{ρ ∈ G | h /∈ ρ(Q)} = Hσ−1IG(Q).

Mit f :=
∏
τ∈H τ(h) ∈ RH gilt dann für ρ ∈ G:

ρ(f) /∈ Q ⇐⇒ ρ ∈ IG(Q)σH.

Die Kongruenz (4.3) liefert nun mit (4.5)

trG/H(f) ≡ [IG(Q) : I σH(Q)] · σ(f) 6≡ 0 mod Q.

Also liegt Q auch nicht in Y , und die zweite Inklusion ist gezeigt.

Ich danke Peter Fleischmann, der mich auf einen Fehler im Beweis zu einer früheren Version
von Satz 4.7 hingewiesen hat. Nun können wir die Bestimmung der durch AnnRG(α) gegebenen
algebraischen Menge für α ∈ H1(G,K) abschließen.

Korollar 4.8. R sei eine endlich erzeugte Algebra über einem Körper K mit einer Operation einer
endlichen Gruppe G durch Algebren-Automorphismen. Weiter seien α ∈ H1(G,K) repräsentiert
durch einen Homomorphismus ϕ: G → K, N der Kern von ϕ und I = AnnRG(ᾱ) der Annullator
des Bildes von α unter der von K ↪→ K · 1R induzierten Abbildung H1(G,K) → H1(G,R). Dann
gilt mit der Notation 4.1

VX//G(I) =
⋃

σ∈G\N

πG(Xσ).

Beweis. Dies folgt aus der Inklusion (4.1), Proposition 4.3, Satz 4.7 und Proposition 4.5.
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4.2 Die Rolle der Bireflexionen

In Verbindung mit Korollar 1.18 ergibt sich:

Satz 4.9. Eine endliche Gruppe G operiere durch Automorphismen auf einer endlich erzeugten
Algebra R über einem Körper K der Charakteristik p. R und RG seien Cohen-Macaulay, und es
gebe einen Normalteiler N CG mit p-elementar abelscher Faktorgruppe. Dann gilt⋃

σ∈G\N

Xσ =
⋃

σ∈Bir(G)\N

Xσ.

Beweis. Wegen Lemma 3.5 können wir annehmen, daß K groß genug ist, damit es einen Homo-
morphismus ϕ: G → K in die additive Gruppe von K mit Kern(ϕ) = N gibt. Dieser definiert ein
Element in H1(G,K), dessen Bild in H1(G,R) mit α bezeichnet werde. Für I := AnnRG(α) gilt
nach Korollar 4.8

VX//G(I) =
⋃

σ∈G\N

πG(Xσ).

Es sei Q ∈ Xσ für σ ∈ G \ (Bir(G) ∪ N). Wir müssen zeigen, daß Q ∈ Xσ′ mit σ′ ∈ Bir(G) \ N
gilt. Wegen σ /∈ Bir(G) ist ht(Q) > 2. Für P := πG(Q) gilt wegen Proposition 1.15 ht(P ) > 2,
und P ∈ VX//G(I). Korollar 1.18 liefert aber ht(P ′) ≤ 2 für jedes P ′ ∈ AssRG(I). Also gibt es ein
P ′ ∈ πG(Xσ′) mit σ′ ∈ Bir(G)\N , so daß P ′ ⊆ P . Sei Q′ ∈ Xσ′ mit πG(Q′) = P ′. Für f ∈ Q′ liegt∏
τ∈G τ(f) in Q′ ∩RG = P ′ ⊆ Q, also f ∈ τ−1(Q) für ein τ ∈ G. Mit dem Primvermeidungslemma

folgt Q′ ⊆ τ−1(Q) für ein τ ∈ G, also τ(Q′) ⊆ Q. Aber τ(Q′) ∈ Xτσ′τ−1
und τσ′τ−1 ∈ Bir(G) \N .

Wegen τ(Q′) ⊆ Q liegt auch Q in Xτσ′τ−1
, was zu zeigen war.

Es folgen sofort einige Korollare.

Korollar 4.10. Eine endliche Gruppe G operiere durch Automorphismen auf einer endlich erzeug-
ten Algebra R über einem Körper K der Charakteristik p. R sei Cohen-Macaulay, K · 1R sei ein
direkter Summand von R als KG-Modul (siehe Anmerkung 3.10), und es gebe einen Normalteiler
N CG vom Index p, der alle Bireflexionen aus G enthält. Dann ist RG nicht Cohen-Macaulay.

Beweis. Wir nehmen an, daß RG Cohen-Macaulay sei. Wegen Satz 4.9 gilt dann⋃
σ∈G\N

Xσ =
⋃

σ∈Bir(G)\N

Xσ.

Auf der rechten Seite steht dabei die leere Menge. Da K ein direkter Summand von R ist, gilt
jedoch Xσ 6= ∅ für alle σ ∈ G, also steht auf der linken Seite eine nicht-leere Menge. Dies ergibt
einen Widerspruch, also ist RG entgegen der Annahme nicht Cohen-Macaulay.

Korollar 4.11. Eine endliche Gruppe G operiere durch Algebren-Automorphismen auf einer end-
lich erzeugten Algebra R über einem Körper K der Charakteristik p. R und RG seien Cohen-
Macaulay, und K · 1R sei ein direkter Summand von R als KG-Modul. Dann gelten:

(a) Falls G nilpotent ist, so wird die p-Sylowgruppe von G durch Bireflexionen erzeugt.

(b) Falls alle maximalen Normalteiler in G den Index p haben, so wird G durch Bireflexionen
erzeugt.

Beweis. Die Menge Bir(G) der Bireflexionen erzeugt einen Normalteiler GBir von G. Falls dieser
echt in G enthalten ist, so folgt unter der Annahme von (b) die Existenz eines Normalteilers N CG
vom Index p mit Bir(G) ⊆ N . Falls unter der Annahme von (a) die p-Sylowgruppe P nicht
von Bireflexionen erzeugt wird, so ist der Index von GBir durch p teilbar, und die Existenz eines
Normalteilers N vom Index p mit Bir(G) ⊆ N folgt aus der Nilpotenz. In beiden Fällen folgt
aus Korollar 4.10, daß RG nicht Cohen-Macaulay ist, im Widerspruch zur Voraussetzung. Die
Annahme, daß G bzw. P nicht von Bireflexionen erzeugt wird, war also falsch.
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Anmerkung 4.12. (a) Kac und Watanabe [34] haben für endliche Gruppen G ≤ GL(V ) bewie-
sen, daß G von Bireflexionen erzeugt wird, falls S(V )G ein vollständiger Durchschnitt ist. Da
ein vollständiger Durchschnitt immer Cohen-Macaulay ist (siehe Stanley [69]), haben wir das
Ergebnis von Kac und Watanabe für den Fall von p-Gruppen erhalten, wobei p = char(K).
Bemerkenswert und überraschend ist, daß in diesem Fall die viel schwächere Voraussetzung
der Cohen-Macaulay-Eigenschaft genügt, um die Erzeugung durch Bireflexionen zu erzwingen.

(b) Ellingsrud und Skjelbred [19] haben für zyklische endliche p-Gruppen G ≤ GL(V ) die Tiefe
von S(V )G berechnet. Das Ergebnis ist

depth(S(V )G) = min{dim(V ),dim(V G) + 2}. (4.6)

Demnach kann S(V )G nur Cohen-Macaulay sein, falls G von einer Bireflexion erzeugt wird.
Auch dies ist ein Spezialfall von Korollar 4.11. Im Gegensatz zu Ellingsrud und Skjelbred
erhalten wir jedoch keine Bestimmung der Tiefe. Ein elementarer Beweis der Formel (4.6) und
eine Verallgemeinerung auf sogenannte flache (“shallow“) Gruppen (beispielsweise abelsche
Gruppen mit zyklischer p-Sylowgruppe) findet sich in Campbell et al. [15].

Ist G eine zyklische p-Gruppe, so können wir mit (4.6) für jeden endlich erzeugten KG-Modul
feststellen, ob S(V )G Cohen-Macaulay ist. Im folgenden Korollar geben wir eine größere Klasse von
endlichen Gruppen an, für die dies möglich ist.

Korollar 4.13. Es sei G eine endliche Gruppe mit einem Normalteiler N EG, so daß G/N eine
zyklische p-Gruppe ist und p - |N | gilt. Weiter seien K ein Körper der Charakteristik p und V ein
endlich erzeugter KG-Modul. Dann ist S(V )G genau dann Cohen-Macaulay, wenn G von N und
den Bireflexionen aus G erzeugt wird, also G = 〈N,Bir(G)〉.

Beweis. Jede Zwischengruppe zwischen N und G ist ein Normalteiler in G, insbesondere also H :=
〈N,Bir(G)〉. Es sei H 6= G. Da G/H eine p-Gruppe ist, existiert ein Normalteiler N ′ C G von
Index p mit H ⊆ N ′, also Bir(G) ⊆ N ′. Nach Korollar 4.10 ist S(V )G also nicht Cohen-Macaulay.

Nun sei H = G. Dann existiert eine Bireflexion σ ∈ Bir(G) mit G = 〈N,σ〉, denn sonst
lägen alle 〈N,σ〉 mit σ ∈ Bir(G) in der (eindeutig bestimmten) maximalen echten Zwischengruppe.
Es sei P = 〈σ|N |〉. Dann ist P eine zyklische Gruppe der Ordnung |G/N | und wird durch eine
Bireflexion erzeugt. Wegen (4.6) folgt, daß S(V )P Cohen-Macaulay ist, und wegen p - [G : P ] liefert
Proposition 1.21, daß auch S(V )G Cohen-Macaulay ist.

Wir schließen den Abschnitt mit zwei Beispielen ab.

Beispiel 4.14. Nakajima [54] hat die folgenden Gruppen als Beispiele für Spiegelungsgruppen, deren
Invariantenringe nicht Cohen-Macaulay sind, angegeben. Es seien q eine Primzahlpotenz und K
ein Körper mit Fq ⊆ K. Weiter seien m ≥ 3, n := 2m + 1, und G ≤ GLn(K) sei definiert als die
Gruppe aller n× n-Matrizen von der Form

σα0,...,αm :=



1
1 0

. . .
1

α0 α1 1
...

. . . . . .
α0 αm 1


(4.7)
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mit α0, . . . , αm ∈ Fq. G operiert als Spiegelungsgruppe auf V := Kn. Wir möchten Satz 4.9
benutzen, um zu zeigen, daß RG mit R := S(V ∗) nicht Cohen-Macaulay ist. Wir bezeichnen die
Dualbasis zur Standardbasis von V mit x0, . . . , x2m ∈ V ∗. Dann gilt

σα0,...,αm(xi) =

{
xi falls i ≤ m,
xi − α0x0 − αi−mxi−m falls i > m.

Es sei N CG der Normalteiler bestehend aus allen Matrizen σα0,...,αm ∈ G mit α0 = 0. Wäre RG

Cohen-Macaulay, so folgte mit Satz 4.9√⋂
σ∈G\N (σ − 1)R ·R =

√⋂
σ∈Bir(G)\N (σ − 1)R ·R. (4.8)

Für σ = σα0,...,αm ∈ Bir(G)\N ist αi = 0 für ein i mit 1 ≤ i ≤ m, und es folgt (σ−1)xm+i = −α0x0.
Also liegt x0 in allen (σ − 1)R ·R mit σ ∈ Bir(G) \N . Andererseits sei I := (σ1,...,1 − 1)R ·R. Da
I nach Anmerkung 3.2 von den (σ1,...,1 − 1)xi erzeugt wird, ist I das Primideal erzeugt von den
xi + x0 mit 1 ≤ i ≤ m, also x0 /∈ I. Dies steht im Widerspruch zu (4.8), also ist RG in der Tat
nicht Cohen-Macaulay.

Im folgenden Abschnitt werden wir den Nicht-Cohen-Macaulay Ort von Spec(RG) ausrechnen
(siehe Satz 5.17).

Beispiel 4.15. G ≤ Sn sei eine Permutationsgruppe mit den Eigenschaften

(i) G 6⊆ An;

(ii) G enthält keine Transposition.

G operiert auf der Polynomalgebra R := F2[x1, . . . , xn] durch Permutationen der xi. N = G ∩ An
ist wegen (i) ein Normalteiler vom Index 2, und jede Bireflexion liegt wegen (ii) in N , da die
Bireflexionen in Permutationsgruppen genau die Identität, Transpositionen, Doppeltranspositionen
und Dreierzyklen sind. Nach Korollar 4.10 ist also RG nicht Cohen-Macaulay. Dieses Resultat
erscheint bei Broer [10, Corollary 3]. Es ist bemerkenswert, daß Broer auf ganz anderem Wege zu
diesem Ergebnis gelangte, nämlich über das Betrachten der Hilbertreihe von RG, die sich mit der
Molienschen Formel berechnen läßt.
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5 Der Nicht-Cohen-Macaulay Ort

Nach Definition ist ein endlich erzeugter Modul M über einem Noetherscher Ring R Cohen-
Macaulay, falls für alle maximalen Ideale P ∈ Spec(R) die Lokalisierung MP Cohen-Macaulay
(über RP ) ist. Wenn dies der Fall ist, so ist MP sogar für alle P ∈ Spec(R) Cohen-Macaulay (siehe
Bruns und Herzog [11, Theorem 2.1.3(b)]). Die Menge aller Primideale P ∈ Spec(R), für die MP

nicht Cohen-Macaulay ist, mißt also in gewisser Weise die Abweichung von der Cohen-Macaulay-
Eigenschaft.

5.1 Konstruierbarkeit des Nicht-Cohen-Macaulay Orts

Wir verfeinern den Begriff des Nicht-Cohen-Macaulay Orts noch ein wenig.

Definition 5.1. Für einen Noetherschen lokalen oder graduierten Ring R und einen endlich er-
zeugten (graduierten) R-Modul M sei der Cohen-Macaulay-Defekt durch

def(M) = dim(M)− depth(M)

definiert. Ist R irgendein Noetherscher Ring, X = Spec(R) und M ein endlich erzeugter R-Modul,
so schreiben wir für m ≥ 0

Xdef(M)≥m = {P ∈ X | def(MP ) ≥ m}.

Damit ist XM−nCM := Xdef(M)≥1 die Menge aller P ∈ Spec(R), so daß MP nicht Cohen-Macaulay
ist. Für XR−nCM schreiben wir auch XnCM, und Xdef≥m := Xdef(R)≥m. Wir nennen XM−nCM den
Nicht-Cohen-Macaulay Ort. Somit erhalten wir eine Filtrierung

X = Xdef(M)≥0 ⊇ XM−nCM = Xdef(M)≥1 ⊇ Xdef(M)≥2 ⊇ · · · .

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Untersuchung des Nicht-Cohen-Macaulay Orts von Invarian-
tenringen. Zunächst möchten wir jedoch zeigen, daß die Mengen Xdef(M)≥m konstruierbar sind, falls
R eine endlich erzeugte Algebra über einem Körper ist. Dies wird im Beweis der oberen Schranke
für Xdef≥m und in Abschnitt 5.3 benutzt.

Lemma 5.2, Proposition 5.3 und Satz 5.4 gehören vermutlich zur ”Folklore“. Es ist mir aber nicht
gelungen, diese Aussagen in der Literatur zu finden. Ich danke Winfried Bruns für den Hinweis,
daß Proposition 5.3 gilt.

Lemma 5.2. Es seien R ein lokaler Integritätsbereich und 0 6= A ∈ Rm×n eine m × n-Matrix.
Weiter sei I ⊆ R das von allen r × r-Minoren von A erzeugte Ideal, wobei r der Rang von A (als
Element von Quot(R)m×n) ist. Dann sind äquivalent:

(a) Es gibt invertierbare Matrizen S ∈ GLm(R), T ∈ GLn(R), so daß SAT die Form

SAT =


1

. . . 0
1

0 0

 (5.1)

hat;

(b) I = R.

Beweis. Als Elementaroperationen bezeichnen wir das Vertauschen von zwei Zeilen oder Spalten,
das Hinzuaddieren eines Vielfachen einer Zeile oder einer Spalte zu einer anderen und das Multipli-
zieren einer Zeile oder Spalte mit einer Einheit a ∈ R×. Elementaroperationen werden also durch
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das Multiplizieren mit sogenannten Elementarmatrizen aus GLm(R) bzw. GLn(R) von links bzw.
rechts gegeben. Man beachte, daß I unverändert bleibt, wenn man Elementaroperationen auf A
ausübt.

Es sei I = R. Dann liegen nicht alle Einträge von A im maximalen Ideal von R, also gibt es
einen Eintrag in R×. Diesen kann man mit Elementaroperationen nach oben links bringen, zu 1
machen und damit die erste Zeile und Spalte ausräumen. Die resultierende Matrix hat die Gestalt

1 0

0 A′

 .

A′ hat den Rang r− 1, also ist das Ideal der r× r-Minoren der obigen Matrix gleich dem Ideal der
(r− 1)× (r− 1)-Minoren von A′. Nun folgt per Induktion, daß A durch Elementaroperationen auf
die in (a) behauptete Gestalt gebracht werden kann.

Dies wenden wir auf Matrizen in GLn(R) an und sehen, daß jede invertierbare Matrix ein
Produkt von Elementarmatrizen ist. Es gelte nun die Aussage (a). Dann ist I auch das Ideal der
r × r-Minoren der rechten Matrix in (5.1), also I = R.

Proposition 5.3. Es seien R ein Polynomring über einem Körper und M ein endlich erzeugter
R-Modul. Dann gibt es Ideale I0, I1, I2, . . . in R, so daß für P ∈ X := Spec(R) und m > 0 gilt:

P ∈ Xdef(M)≥m ⇐⇒ P ∈ VX(Iht(P )−ht(P,M)+m−1).

Falls R eine Graduierung trägt, bezüglich der M ein graduierter R-Modul ist, so kann man die Ij
als homogene Ideale wählen.

Beweis. Wegen des Hilbertschen Syzygiensatzes existiert eine endliche freie Auflösung von M :

0 −→ Fs
ϕs−1−→ Fs−1

ϕs−2−→ · · · ϕ1−→ F1
ϕ0−→ F0 −→M −→ 0. (5.2)

Es sei P ∈ X. RP ist flach über R (siehe Eisenbud [18, Proposition 2.5]), also ergibt sich aus (5.2)
durch Tensorierung mit RP eine freie Auflösung

0 −→ Fs,P −→ Fs−1,P −→ · · · −→ F1,P −→ F0,P −→MP −→ 0. (5.3)

Die Formel von Auslander und Buchsbaum (siehe Eisenbud [18, Theorem 19.9]) besagt

depth(MP ) = depth(RP )− pd(MP ) = ht(P )− pd(MP ),

wobei pd(MP ) die projektive Dimension, also die Länge einer minimalen projektiven Auflösung von
MP ist. Demnach ist def(MP ) < m genau dann, wenn pd(MP ) ≤ ht(P )− ht(P,M) +m− 1 =: k.
Es gilt also P /∈ Xdef(M)≥m genau dann, wenn es eine projektive Auflösung

0 −→ F ′k −→ F ′k−1 −→ · · · −→ F ′1 −→ F ′0 −→MP −→ 0

gibt. Da projektive Moduln über einem lokalen Ring frei sind (siehe Eisenbud [18, Theorem A3.2]),
ist dies eine freie Auflösung. Ist k ≥ s, so liefert (5.3) eine solche Auflösung, und die Behauptung
stimmt mit Ik := R. Wir nehmen also k < s an und vergleichen die obige Auflösung mit (5.3).
Wegen der Eindeutigkeit von minimalen freien Auflösungen (siehe Eisenbud [18, Theorem 20.2]) ist
das Bild bzw. der Kern von ϕP := RP ⊗ ϕk in (5.3) ein freier direkter Summand von Fk,P bzw.
Fk+1,P . Falls umgekehrt das Bild und der Kern von ϕP freie direkte Summanden sind, so kann
man (5.3) zu einer freien Auflösung der Länge k kürzen. Also gilt P /∈ Xdef(M)≥m genau dann,
wenn ϕP bezüglich geeigneter Basen von Fk,P und Fk+1,P eine Form wie in (5.1) annimmt. Es sei
A die Darstellungsmatrix von ϕk bezüglich Basen von Fk+1 und Fk, und Ik ⊆ R sei das von den
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r × r-Minoren von A erzeugte Ideal, wobei r der Rang von A über Quot(R) sei. Dann folgt aus
Lemma 5.2, daß P /∈ Xdef(M)≥m genau dann, wenn IkRP = RP , was gleichbedeutend mit Ik 6⊆ P
ist. Damit ist ein geeignetes Ik gefunden.

Ist R graduiert und ist M ein graduierter R-Modul, so kann man die Auflösung (5.2) so wählen,
daß die Fi graduierte Moduln mit homogenen Basen und die ϕi graderhaltend sind. Ein Minor
eines solchen Homomorphismus ϕi ist gleich der Determinante eines Homomorphismus ψ: F → F ′

zwischen zwei freien, graduierten Moduln vom gleichen Rang. Es seien d1, . . . , dn bzw. e1, . . . , en
die Grade von freien Erzeugern von F bzw. F ′, und (ai,j)1≤i,j≤n sei die Darstellungsmatrix von ψ.
Für eine Permutation π ∈ Sn gilt dann

deg(
n∏
i=1

ai,π(i)) =
n∑
i=1

deg(ai,π(i)) =
n∑
i=1

(ei − dπ(i)) =
n∑
i=1

ei −
n∑
i=1

di,

also haben alle Summanden der Determinante den gleichen Grad. Damit ist die Determinante
homogen, die Ideale Ij werden also von homogenen Polynomen erzeugt.

Satz 5.4. Es seien R eine endlich erzeugte Algebra über einem Körper und M ein endlich erzeugter
R-Modul. Für 0 ≤ d ≤ dim(R) + 1 sei Jd der Schnitt über alle minimalen Primideale Q aus
SuppR(M) mit dim(R/Q) ≥ d, wobei der leere Schnitt gleich R gesetzt wird. Dann existieren Ideale
I1, I2, I3, . . . in R, so daß mit n := dim(R) und m > 0 gilt:

Xdef(M)≥m =
n⋃
d=0

(
VX(In+m−d) ∩ VX(Jd) \ VX(Jd+1)

)
.

Insbesondere ist Xdef(M)≥m konstruierbar, und Zariski-abgeschlossen, falls Supp(M) ungemischt
ist, d.h. alle minimalen Primideale von R/AnnR(M) dieselbe Dimension haben.

Sind R eine graduierte Algebra und M ein graduierter R-Modul mit Supp(M) ungemischt, so
ist Xdef(M)≥m ein Kegel, d.h. Xdef(M)≥m = VX(I) mit einem homogenen Ideal I ⊆ R.

Beweis. Es sei P ∈ Spec(R). Falls P nicht in SuppR(M) liegt, so liegt es in keinem der VX(Jd),
und def(MP ) = 0, also gilt die Behauptung in diesem Fall. Wir können also P ∈ SuppR(M)
annehmen. Es sei R0 ein Polynomring mit einem surjektiven Homomorphismus ϕ: R0 → R von
Algebren. Dadurch wird M zum R0-Modul. Mit P0 := ϕ−1(P ) ∈ SuppR0

(M) gelten depth(MP0) =
depth(MP ) und ht(P0,M) = ht(P,M), also def(MP0) = def(MP ). Um Proposition 5.3 anwenden
zu können, müssen wir ht(P0)−ht(P0,M) ermitteln. Jedes Q ∈ SuppR0

(M) mit Q ⊆ P0 ist in einer
Kette der Länge ht(P0) von Primidealen in R0 zwischen 0 und P0 enthalten (siehe Eisenbud [18,
Corollary 13.6]), also gilt mit n0 := dim(R0)

ht(P0)− ht(P0,M) = min{ht(Q) | Q ∈ SuppR0
(M), Q ⊆ P0} =

= n0 −max{dim(R/Q) | Q ∈ SuppR(M), Q ⊆ P} = n0 −min{d | Jd 6⊆ P}+ 1.

Mit den Idealen I0, I1, . . . ⊆ R0 aus Proposition 5.3 folgt

Xdef(M)≥m =
n⋃
d=0

(
VX(ϕ(In0+m−d−1)) ∩ VX(Jd) \ VX(Jd+1)

)
.

Mit der entsprechenden Umbenennung der Ik folgt die Behauptung.
Die Homogenität der Ideale Ij im graduierten Fall folgt aus Proposition 5.3.

5.2 Obere und untere Schranken

Eine obere Schranke. Falls R eine endlich erzeugte Algebra über einem Körper K ist und G
eine endliche Gruppe mit einer Operation durch Automorphismen auf R, so ist die relative Spurab-
bildung trG/H : RH → RG für H ≤ G ein Homomorphismus von RG-Moduln. Der relative Spurort,
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also (X//G)trG/H = VX//G
(
trG/H(RH)

)
, wurde in Abschnitt 4.1 untersucht, mit dem Ergebnis, daß

er mit dem wilden Verzweigungsort (X//G)X//H−wr übereinstimmt (Satz 4.7). Die folgende Propo-
sition stellt eine Beziehung zwischen dem relativen Spurort und (X//G)def≥m her. Sie stellt eine
gemeinsame Verallgemeinerung von Proposition 1.21 und des Resultats (V //G)nCM ⊆ (V //G)trG

für G ≤ GL(V ) (Broer [10]) dar. Wir formulieren die Proposition in einer etwas allgemeineren
Situation.

Proposition 5.5. Sei A ⊆ R eine Erweiterung mit Abstiegseigenschaft von endlich erzeugten Al-
gebren über einem Körper. Weiter sei ϕ: R → A ein Homomorphismus von A-Moduln. Mit
X := Spec(R), Y := Spec(A) und dem kanonischen Morphismus π: X → Y gilt dann für m > 0

Ydef≥m ⊆ π(Xdef≥m) ∪ VY (ϕ(R)).

Beweis. Wegen Satz 5.4 und Hartshorne [27, Kap. II, Exercise 3.19] stehen auf beiden Seiten der
behaupteten Inklusion konstruierbare Mengen. Wegen Lemma 4.6 genügt es also zu zeigen, daß jedes
maximale Ideal P ∈ Specmax(A) mit P /∈ π(Xdef≥m)∪VY (ϕ(R)) nicht in Ydef≥m liegt. Es sei also P
ein solches maximales Ideal. Wegen Proposition 1.17 existiert ein maximales Ideal Q ∈ Spec(R) mit
π(Q) = P und depth(P,R) = depth(Q,R). Nach Bruns und Herzog [11, Proposition 1.2.10(a)] gilt
depth(Q,R) = depth(RQ). Nach Voraussetzung gilt aber depth(RQ) > ht(Q) −m, also insgesamt
depth(P,R) > n −m mit n := ht(P ), da wegen Proposition 1.15 ht(Q) = ht(P ) gilt. Es gibt also
eine R-reguläre Sequenz a1, . . . , ak ∈ P mit k > n −m. Wir möchten zeigen, daß a1, . . . , ak auch
AP -regulär ist. Es sei also für 1 ≤ r ≤ k

g1a1 + · · ·+ grar = 0

mit gi ∈ A. Aufgrund der R-Regularität gibt es h1, . . . , hr−1 ∈ R, so daß gr =
∑r−1
i=1 hiai. Wegen

P /∈ VY (ϕ(R)) existiert ein f ∈ R mit ϕ(f) /∈ P . Wir multiplizieren die Gleichung für gr mit f und
wenden ϕ an. Dies ergibt

ϕ(f) · gr =
r−1∑
i=1

ϕ(fhi) · ai,

also liegt gr in (a1, . . . , ar−1)AP , und a1, . . . , ak ist in der Tat AP -regulär. Es folgt def(AP ) < m,
was zu zeigen war.

Eine untere Schranke. Das nächste Ziel ist das Herleiten einer unteren Schranke für den Nicht-
Cohen-Macaulay Ort. Hierfür benutzen wir Korollar 1.18. Wie dort sei Λ eine Hopf-Algebra über
einem Ring K, R eine Noethersche Λ-Algebra, und M ein über R endlich erzeugter (R#Λ)-Modul.
Wir setzen voraus, daß Λ endlich dimensional und R endlich erzeugt als RΛ-Algebra sei, und
daß RΛ/AnnRΛ(M) ⊆ R/AnnR(M) eine Erweiterung mit Abstiegseigenschaft sei. Wir schreiben
X = Spec(R), X//Λ = Spec(RΛ), und

πΛ: X → X//Λ, P 7→ RΛ ∩ P.

Lemma 5.6. Mit der obigen Notation sei S ⊂ RΛ eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von
RΛ mit 1 ∈ S. Dann gelten

S−1(RΛ) ∼= (S−1R)Λ

und
S−1(MΛ) ∼= (S−1M)Λ.

Beweis. S−1R besteht aus Brüchen a/s mit a ∈ R und s ∈ S, wobei a/s = a′/s′, falls t ∈ S existiert
mit t(sa′ − s′a) = 0. Für a/s ∈ S−1R gilt a/s ∈ (S−1R)Λ genau dann, wenn es für jedes λ ∈ Λ ein
tλ ∈ S gibt mit tλ(λ − ε(λ))a = 0. Da Λ endlich dimensional ist, ist dies gleichbedeutend mit der
Existenz eines t ∈ S mit t(λ− ε(λ))a = 0 für alle λ ∈ Λ, also ta ∈ RΛ. Es folgt, daß die Abbildung

S−1(RΛ)→ (S−1R)Λ, a/s 7→ a/s
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ein Isomorphismus ist. Entsprechend verfährt man für die zweite Isomorphie, wobei man einen
Isomorphismus von Moduln über S−1(RΛ) ∼= (S−1R)Λ erhält.

Proposition 5.7. Unter den obigen Voraussetzungen sei ExtiΛ(K,M) = 0 für 0 < i < r mit r > 0.
Weiter seien α ∈ ExtrΛ(K,M) und I = AnnRΛ(α). Dann gilt für jedes P ∈ AssRΛ(I)∩SuppRΛ(MΛ)
mit ht(P,MΛ) > r + 1, daß

VX//Λ(P ) \ πΛ(XM−nCM) ⊆ (X//Λ)MΛ−nCM.

Beweis. Wir sehen wie im Beweis zu Korollar 1.18, daß es genügt,

VX//Λ(I) \ πΛ(XM−nCM) ⊆ (X//Λ)MΛ−nCM

unter der Voraussetzung ht(I,MΛ) > r + 1 zu zeigen. Es sei also P ⊂ RΛ ein Primideal mit
I ⊆ P , so daß MQ für alle Q ∈ X mit RΛ ∩ Q = P Cohen-Macaulay ist. Wir müssen zeigen,
daß (MΛ)P nicht Cohen-Macaulay ist. Es seien S = RΛ \ P , R′ = S−1R und M ′ = S−1M . Wir
behaupten, daß M ′ Cohen-Macaulay über R′ ist. Sei nämlich Q′ ⊂ R′ ein maximales Ideal. Dann
ist Q0 := {a ∈ R | a/1 ∈ Q′} ein Primideal in R und Q0 ∩ S = ∅, also RΛ ∩ Q0 ⊆ P . Wegen des
Aufstiegslemmas existiert ein Q ∈ X mit RΛ ∩ Q = P und Q0 ⊆ Q. Es folgt Q′ ⊆ S−1Q, also
Gleichheit wegen der Maximalität von Q′. Wir erhalten (nach einer kurzen Rechnung) R′Q′ ∼= RQ
und M ′Q′

∼= MQ, aber MQ ist nach Voraussetzung Cohen-Macaulay. Da Q′ ⊂ R′ ein beliebiges
maximales Ideal war, folgt, daß M ′ Cohen-Macaulay ist, wie behauptet.

Nun sei ᾱ ∈ ExtrΛ(K,M ′) das Bild von α unter der von dem kanonischen Homomorphismus
M → M ′ induzierten Abbildung ExtrΛ(K,M) → ExtrΛ(K,M ′). Dann gilt AnnS−1(RΛ)(ᾱ) = S−1I

und ht
(
S−1I, S−1(MΛ)

)
≥ ht(I,MΛ) > r + 1. Wegen Lemma 5.6 ist S−1(MΛ) = (M ′)Λ, also ist

Korollar 1.18 anwendbar und liefert, daß (M ′)Λ nicht Cohen-Macaulay ist. Wegen (MΛ)P = (M ′)Λ

ist dies die Behauptung.

Wir kombinieren die Schranken für den Nicht-Cohen-Macaulay Ort mit Resultaten aus Ab-
schnitt 4 über den relativen Spurort und die Geometrie von Annullatoren.

Satz 5.8. Eine endliche Gruppe G operiere durch Automorphismen auf einer endlich erzeugten
Algebra R über einem Körper K der Charakteristik p. Weiter seien zwei Normalteiler N,H C G
gegeben, so daß G/N p-elementar abelsch ist und alle Bireflexionen von G in N liegen. Mit den
kanonischen Morphismen πG: X := Spec(R)→ X//G und πG/H : X//H → X//G gilt dann⋃

σ∈G\N

πG(Xσ) \ πG(XnCM) ⊆ (X//G)nCM ⊆ πG/H ((X//H)nCM) ∪
⋃
σ∈G,

ord(σH)=p

πG(Xσ).

Gilt insbesondere N = H und sind R und RN Cohen-Macaulay, so folgt

(X//G)nCM =
⋃

σ∈G\N

πG(Xσ).

In diesem Fall stimmt also der Nicht-Cohen-Macaulay Ort mit dem wilden Verzweigungsort von
X//N → X//G überein.

Beweis. Da wegen Satz 5.4 und Hartshorne [27, Kap. II, Exercise 3.19] alle in der Inklusionskette
vorkommenden Mengen konstruierbar sind, können wir wegen Lemma 4.6 annehmen, daß K alge-
braisch abgeschlossen ist. Es gibt also einen Homomorphismus G → K mit dem Kern N . Nach
Korollar 4.8 gilt für das entsprechende α ∈ H1(G,R)

VX//G (AnnRG(α)) =
⋃

σ∈G\N

πG(Xσ).



54 5 DER NICHT-COHEN-MACAULAY ORT

Mit Proposition 5.7 folgt die erste Inklusion. Weiter gilt nach Satz 4.7 und Proposition 4.5

(X//G)trG/H = (X//G)X//H−wr =
⋃
σ∈G,

ord(σH)=p

πG(Xσ),

woraus mit Proposition 5.5 die zweite Inklusion folgt.

Die ”getwistete“ Spurabbildung. In Satz 5.8 wurde die relative Spurabbildung benutzt, um
mit Proposition 5.5 eine obere Schranke für den Nicht-Cohen-Macaulay Ort zu erhalten. Um eine
kleinere obere Schranke zu erreichen, kann man auch eine Abbildung von der Form

ϕg: RH → RG, f 7→ trG/H(f/g)

mit g ∈ RH \ {0} benutzen. Voraussetzung ist, daß RH ein Integritätsbereich ist, und daß die
Differente DRH/RG im Hauptideal R · g enthalten ist. Nach Benson [5, Theorem 3.10.2] ist eine
notwendige Bedingung hierfür, daß alle über R · g liegenden Primideale von der Höhe 1 verzweigt
sind. Die Situation wird noch übersichtlicher, wenn wir uns auf g ∈ RG und H E G, R = S(V )
beschränken. Wir erinnern daran, daß ein Endomorphismus σ eines Vektorraums V eine Trans-
vektion heißt, falls σ − idV den Rang 1 hat und nilpotent ist.

Proposition 5.9. G ≤ GL(V ) sei eine endliche lineare Gruppe, H E G ein Normalteiler, R =
S(V ), und f ∈ RG sei ein Primelement (in RG). Genau dann ist jedes Element von trG/H(RH)
ein Vielfaches von f , wenn f einen Teiler v ∈ V hat mit (σ − 1)V = Kv für eine Transvektion
σ ∈ G \H.

Beweis. Wegen RG · f ∈ X//G := Spec(RG) gilt nach Proposition 4.5 und Satz 4.7

trG/H(RH) ⊆ RG · f ⇐⇒ RG · f ∈
⋃
σ∈G,

ord(σH)=p

πG(Xσ),

wobei p die Charakteristik des Grundkörpers ist. Die rechte Bedingung ist gleichbedeutend damit,
daß es ein σ ∈ G mit ord(σH) = p und ein P ∈ Xσ gibt mit πG(P ) = RG ·f . Wegen Proposition 1.13
und 1.15 hat P die Höhe 1, also ist P nach Benson [5, Proposition 3.5.1] ein Hauptideal, P = R · g
mit einem Primteiler g von f . P ∈ Xσ impliziert nun (σ − idV )V ⊆ K · g, also liegt g ∈ V und
rkV (σ − idV ) ≤ 1. Wegen ord(σH) = p folgt, daß σ eine Transvektion ist.

Falls f umgekehrt einen Teiler v ∈ V hat mit (σ − 1)V = Kv für eine Transvektion σ ∈ G \H,
so folgt πG(R · v) = RG · f und R · v ∈ Xσ, nach obigem also trG/H(RH) ⊆ RG · f .

Beispiel 5.10. Proposition 5.9 zeigt, daß man durch die Abbildung f 7→ trG/H(f/g) gute Abschät-
zungen erwarten kann, wenn G viele Transvektionen enthält. Die in Beispiel 4.14 behandelten
Gruppen von Nakajima sind daher naheliegende Kandidaten für diese Methode. Tatsächlich gelingt
es, auf diesem Wege für die Gruppen von Nakajima den Nicht-Cohen-Macaulay Ort zu bestimmen.
Die Rechnungen hierzu sind jedoch relativ lang, und wir verzichten darauf, sie an dieser Stelle
widerzugeben, da im nächsten Abschnitt eine wesentlich einfachere Methode eingeführt wird, um
den Nicht-Cohen-Macaulay Ort für dieses und andere Beispiele zu bestimmen.

5.3 Benutzung des Scheibensatzes von Luna

Wir schränken uns nun auf den Fall einer linearen Gruppenoperation auf einem Vektorraum ein.
Wie wir sehen werden, kann man hier den Scheibensatz von Luna (siehe Luna [48] oder Slodowy [63])
verwenden, um eine relativ einfache Beschreibung des Nicht-Cohen-Macaulay Orts zu erhalten. Der
Scheibensatz wurde von Luna [48] nur für reduktive Gruppen in Charakteristik 0 formuliert. Für den
Fall positiver Charakteristik gaben Bardsley und Richardson [2] ein Kriterium für die Gültigkeit an.
Dies Kriterium ist für endliche Gruppen immer erfüllt, wie wir im Beweis zur folgenden Proposition
sehen werden.
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Proposition 5.11. Es seien G eine endliche Gruppe, K ein algebraisch abgeschlossener Körper
und V ein endlich erzeugter KG-Modul. Für x ∈ V schreiben wir Gx := {σ ∈ G | σ(x) = x},
R := S(V ∗) und RGx := (RG)Px , wobei Px = {f ∈ RG | f(x) = 0}. Für x ∈ V gilt dann

R̂Gx
∼= R̂Gx0 ,

wobei jeweils L̂ die Komplettierung eines lokalen Rings L bezeichnet.

Beweis. Da G endlich ist, ist die G-Bahn G · x von x abgeschlossen und separabel. Weiter ist der
Tangentialraum Tx(G·x) bei x an die Bahn gleich dem Nullraum. Tx(G·x) hat also ein Komplement
als KG-Modul in Tx(V ). Damit existiert nach Bardsley und Richardson [2, Proposition 7.3] eine
offene, affine Umgebung S ⊂ V von x, die eine étale Scheibe um x bildet. Insbesondere existiert
ein étaler Morphismus S//Gx → V //G, der also einen Isomorphismus

R̂Gx
∼−→ ̂K[S]Gxx

der komplettierten lokalen Ringe induziert. Wegen der Offenheit von S gilt K[S]x ∼= Rx, also
auch K[S]Gxx ∼= RGxx . Weiter liefert die Translation mit x einen Gx-äquivarianten Automorphismus
R → R, wobei einer polynomialen Abbildung f : V → K die Abbildung v 7→ f(v + x) für v ∈ V
zugeordnet wird. Wir erhalten einen Isomorphismus Rx

∼−→ R0 von KGx-Moduln, also auch
RGxx

∼= RGx0 . Zusammensetzen der Isomorphien liefert nun die Behauptung.

Nun erhalten wir die angekündigte einfache Beschreibung des Nicht-Cohen-Macaulay Orts und
der Mengen (X//G)def≥m.

Satz 5.12. Es seien G eine endliche Gruppe, K ein Körper und V ein endlich erzeugter KG-
Modul. Mit R := S(V ∗), X := Spec(R) und dem kanonischen Morphismus πG: X → X//G gilt
dann für m ≥ 0 und P ∈ X

πG(P ) ∈ (X//G)def≥m ⇐⇒ def(RIG(P )) ≥ m.

Dabei ist IG(P ) die Trägheitsgruppe von P .

Beweis. Wegen Satz 5.4 ist (X//G)def≥m eine konstruierbare Menge. Für eine gegebene Untergrup-
pe H ≤ G gilt

YH := {P ∈ X | IG(P ) = H} =
⋂
σ∈H

Xσ \
⋃

σ∈G\H

Xσ,

YH ist also konstruierbar. Die Menge Y := {P ∈ X | def(RIG(P )) ≥ m} ist die Vereinigung aller
YH mit def(RH) ≥ m, also konstruierbar. Nach Hartshorne [27, Kap. II, Exercise 3.19] auch πG(Y )
konstruierbar. Es ist die Gleichheit von πG(Y ) und (X//G)def≥m zu zeigen, wegen Lemma 4.6
können wir also annehmen, daß K algebraisch abgeschlossen und P ein maximales Ideal ist. Es
gibt ein x ∈ V , so daß P = {f ∈ R | f(x) = 0}, und es gilt IG(P ) = Gx (siehe Notation 4.1). Es
ist also def(RGx ) = def(RGx) nachzuweisen. Nach Definition der Tiefe eines graduierten Rings und
nach Bruns und Herzog [11, Proposition 1.2.10(a)] gilt aber

def(RGx) = dim(RGx)− depth(RGx) = dim(RGx)− depth(RGx0 ) = def(RGx0 ),

und weiter nach Bruns und Herzog [11, Corollary 2.1.8]

def(RGx0 ) = def(R̂Gx0 ) und def(RGx ) = def(R̂Gx ).

Nun folgt die Behauptung aus Proposition 5.11.
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Anmerkung 5.13. Neben dem Nicht-Cohen-Macaulay Ort kann man auch den singulären Ort
eines (affinen) Schemas Y = Spec(A) betrachten. Dieser ist definiert durch

Ysing = {P ∈ Y | AP ist kein regulärer lokaler Ring}.

Da jeder reguläre lokale Ring Cohen-Macaulay ist (siehe Bruns und Herzog [11, Corollary 2.2.6]), gilt
YnCM ⊆ Ysing. Falls A eine endlich erzeugte Algebra über einem Körper ist, so ist Ysing abgeschlossen
in Y (siehe Eisenbud [18, S. 402–403]). In der Situation von Satz 5.12 erhalten wir durch Anwendung
von Proposition 5.11 für P ∈ X:

πG(P ) ∈ (X//G)sing ⇐⇒ RIG(P ) ist nicht isomorph zu einer Polynomalgebra.

Dies ist (zumindest im Fall char(K) - |G|) wohlbekannt.

Korollar 5.14. Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von Satz 5.12 gilt für jedes P ∈ X

depth(RIG(P )) ≥ depth(RG).

Ist insbesondere RG Cohen-Macaulay, so gilt dies auch für jedes RIG(P ) mit P ∈ X.

Beweis. Mit m := def(RIG(P )) gilt nach Satz 5.12 πG(P ) ∈ (X//G)def≥m, also (X//G)def≥m 6=
∅. Nach Satz 5.4 ist (X//G)def≥m = VX//G(I) mit I ⊂ RG homogen, also I ⊆ RG+. Es folgt
πG(R+) = RG+ ∈ (X//G)def≥m und wieder mit Satz 5.12 def(RG) ≥ m, da IG(R+) = G gilt. Wegen
def(RH) = dim(R)− depth(RH) für jedes H ≤ G folgt die behauptete Ungleichung.

Die zweite Aussage folgt, da RG genau dann Cohen-Macaulay ist, wenn depth(RG) = dim(RG)
gilt (siehe Bruns und Herzog [11, Exercise 2.1.27]).

Die Dimension des Nicht-Cohen-Macaulay Orts. Bevor wir Satz 5.12 auf einige Klassen
von linearen Gruppen anwenden, vermerken wir eine weitere Folgerung.

Korollar 5.15. Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von Satz 5.12 sei m > 0, und
(X//G)def≥m sei nicht-leer. Dann ist die Dimension von (X//G)def≥m mindestens 1 und höchstens
dimK(V )−m− 2.

Beweis. Wegen der Zariski-Abgeschlossenheit von (X//G)def≥m können wir annehmen, daß K alge-
braisch abgeschlossen ist, und es genügt, für die algebraische Menge Y := {x ∈ V | def(RGx ) ≥ m}
die behaupteten Dimensionsschranken nachzuweisen. Aus Y 6= ∅ folgt 0 ∈ Y , da Y nach Satz 5.4
ein Kegel ist, und damit

def(RG) = def(RG0 ) ≥ m.

Wegen m > 0 muß |G| durch p := char(K) teilbar sein, da RG sonst Cohen-Macaulay wäre. Es
sei P eine p-Sylowgruppe von G. Für 0 6= v ∈ V besteht der von der P -Bahn von v aufgespannte
Fp-Vektorraum aus endlich vielen Vektoren und ist P -stabil. Da P eine p-Gruppe ist, wird ein
Vektor v′ 6= 0 aus diesem Raum von P festgelassen. Es folgt dim(V P ) > 0. Für x ∈ V P gilt aber
P ⊆ Gx, also mit Proposition 1.21

def(RGx) ≥ def(RG) ≥ m.

Aus Satz 5.12 folgt nun V P ⊆ Y , also dim(Y ) > 0.
Aus Satz 5.12 und der Abgeschlossenheit von Y folgt, daß Y die Vereinigung von Unterräumen

der Form V H ist, wobei H gewisse Untergruppen von G durchläuft, für welche def(RH) ≥ m gilt. Zu
einem solchen H sei PH ≤ H eine p-Sylowgruppe. Wieder mit Proposition 1.21 folgt def(RPH ) ≥ m.
Nach Ellingsrud und Skjelbred [19] gilt aber depth(RPH ) ≥ dim(V PH ) + 2, also folgt

dim(V H) ≤ dim(V PH ) ≤ depth(RPH )− 2 ≤ dim(V )−m− 2.

Damit gilt auch dim(Y ) ≤ dim(V )−m− 2.
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Anmerkung. Mit ganz entsprechenden Argumenten bekommen wir für den singulären Ort die
Abschätzung

dim ((X//G)sing) ≤ dimK(V )− 2.

Diese ist wohlbekannt und folgt auch aus der Tatsache, daß der Invariantenring RG ganz abge-
schlossen in seinen Quotientenkörper ist. Interessant ist der Vergleich mit der oben bewiesenen
Schranke

dim ((X//G)nCM) ≤ dimK(V )− 3.

Als Beispiel betrachten wir die zyklische Gruppe der Ordnung 2, die auf V durch v 7→ −v operiert,
wobei char(K) 6= 2 vorausgesetzt wird. Ist dim(V ) > 1, so folgt (X//G)sing = {0} nach Anmer-
kung 5.13. Im Falle dim(V ) = 2 sehen wir, daß sich die Schranke dimK(V )− 2 für dim((X//G)sing)
nicht verbessern läßt. Außerdem kann der singuläre Ort aus nur einem Punkt bestehen, was nach
Korollar 5.15 für den Nicht-Cohen-Macaulay Ort nicht möglich ist. Aus der Existenz von vierdi-
mensionalen Invariantenringen, die nicht Cohen-Macaulay sind (siehe Bertin [7] oder Korollar 4.11),
folgt außerdem, daß die Schranken aus Korollar 5.15 nicht verbessert werden können.

Der Nicht-Cohen-Macaulay Ort für einige Klassen von Gruppen. In Korollar 4.13 wurde
eine Klasse von Gruppen angegeben, für die sich zu jeder Darstellung über einem Körper der
Charakteristik p leicht feststellen läßt, ob der Invariantenring Cohen-Macaulay ist. Dies sind die
Gruppen G mit der Eigenschaft, daß es einen Normalteiler N mit p - |N | gibt, so daß G/N eine
zyklische p-Gruppe ist. Man beachte, daß auch jede Untergruppe einer solchen Gruppe G diese
Eigenschaft hat. Es sei V ein KG-Modul für eine Gruppe G mit der genannten Eigenschaft, und
M sei die Menge aller Untergruppen H ≤ G mit den Eigenschaften

(i) 〈N ∩H,Bir(H)〉 6= H,

(ii) V H
′
$ V H für H $ H ′ ≤ G.

Dann folgt aus Satz 5.12, Korollar 4.13 und der Abgeschlossenheit des Nicht-Cohen-Macaulay Orts

(X//G)nCM =
⋃

H∈M
XH ,

wobei X = Spec(S(V ∗)) und XH =
⋂
σ∈H X

σ. In dem folgenden Spezialfall wird das Ergebnis
wesentlich übersichtlicher.

Satz 5.16. Es seien K ein Körper der Charakteristik p, G = N ×Z das direkte Produkt aus einer
zyklischen p-Gruppe Z und einer endlichen Gruppe N mit p - |N |, und V ein endlich erzeugter
KG-Modul. Mit X := Spec(S(V ∗)) gelten:

(a) Falls Z von einer Bireflexion erzeugt wird, so ist (X//G)nCM leer. Andernfalls sei 〈σ〉 ≤ Z
die kleinste Untergruppe, die nicht von einer Bireflexion erzeugt wird. Dann gilt

(X//G)nCM = πG(Xσ).

(b) Zusätzlich sei N abelsch. Für 1 ≤ m ≤ r := dimK(V ) − dimK(V Z) − 2 sei 〈σm〉 ≤ Z die
kleinste Untergruppe mit dimK(V σm) ≤ dimK(V )−m− 2. Dann gilt

(X//G)def≥m = πG(Xσm) für 1 ≤ m ≤ r

und
(X//G)def≥m = ∅ für m > r.



58 5 DER NICHT-COHEN-MACAULAY ORT

Beweis. Wir beweisen zuerst Aussage (a). Falls Z von einer Bireflexion erzeugt wird, so ist RZ

(mit R := S(V ∗)) nach Ellingsrud und Skjelbred [19] Cohen-Macaulay (siehe (4.6)). Wegen Propo-
sition 1.21 ist dann auch RG Cohen-Macaulay, also (X//G)nCM = ∅. H ≤ G sei eine Untergruppe.
Dann gilt H = (H∩N)×(H∩Z). Falls Z1 := 〈σ〉 keine Untergruppe von H ist, so folgt H∩Z $ Z1,
also wird H ∩ Z von einer Bireflexion erzeugt. Dann ist RH wie oben Cohen-Macaulay. Gilt an-
dererseits Z1 ⊆ H, so enthält H ∩ Z einen Normalteiler Z ′ von Index p mit Bir(Z) ⊆ Z ′. Dann
hat N ′ := (H ∩ N) × Z ′ C H den Index p. Es sei τρ ∈ Bir(H) mit τ ∈ H ∩ N und ρ ∈ H ∩ Z.
Dann gilt ρ|N | = (τρ)|N | ∈ Bir(Z), also τρ ∈ N ′. N ′ enthält also alle Bireflexionen aus H, also ist
RH nach Korollar 4.10 nicht Cohen-Macaulay. Wir haben also gesehen, daß RH genau dann nicht
Cohen-Macaulay ist, wenn Z1 ⊆ H. Für P ∈ X folgt nun nach Satz 5.12:

πG(P ) ∈ (X//G)nCM ⇔ RIG(P ) is not Cohen-Macaulay ⇔ Z1 ⊆ IG(P ).

Die letzte Bedingung ist äquivalent zu P ∈ Xσ.
Für den Beweis von (b) benutzen wir die von Campbell et al. [15] gelieferte Verallgemeinerung

der Tiefenformel von Ellingsrud und Skjelbred. Man beachte, daß jede Untergruppe H ≤ G (als
abelsche Gruppe mit zyklischer p-Sylowgruppe H ∩ Z) flach ist. Also gilt für H ≤ G

depth(RH) = min{dimK(V H∩Z) + 2,dimK(V )}.

Für m ≥ 1 ist genau dann def(RH) ≥ m, wenn dimK(V H∩Z) ≤ dimK(V )−m− 2 gilt. Für m > r
kommt dies nicht vor, und für m ≤ r ist es gleichbedeutend mit σm ∈ H ∩ Z. Aus Satz 5.12 folgt
also (X//G)def≥m = ∅ für m > r. Es seien 1 ≤ m ≤ r und P ∈ X. Dann gilt

πG(P ) ∈ (X//G)def≥m ⇔ def(RIG(P )) ≥ m ⇔ σm ∈ IG(P ) ⇔ P ∈ Xσm .

Damit ist auch (b) gezeigt.

Anmerkung. Durch entsprechende Auswahl der Gruppen N und Z und der Darstellung V in
Satz 5.16 kann man erreichen, daß (X//G)nCM echt in (X//G)sing enthalten ist (siehe Anmer-
kung 5.13), und daß außerdem die Kette

(X//G)sing ⊃ (X//G)nCM ⊇ (X//G)def≥2 ⊇ (X//G)def≥3 ⊇ . . .

beliebig viele ”Sprungstellen“ hat.

Wir benutzen nun Satz 5.12, um wie in Beispiel 4.14 angekündigt den Nicht-Cohen-Macaulay
Ort für die Gruppen von Nakajima [54] zu berechnen.

Beispiel 5.17. Wir übernehmen die Voraussetzungen und Bezeichnungen von Beispiel 4.14, und es
sei X//G = Spec(RG). Um (X//G)def≥k für k ≥ 0 auszurechnen, können wir wegen Satz 5.4 K
als algebraisch abgeschlossen annehmen, und wir müssen nur für maximale Ideale P ∈ Specmax(R)
testen, ob πG(P ) ∈ (X//G)def≥k liegt. Den maximalen Idealen in R entsprechen Vektoren v aus V ,
und wir müssen nach Satz 5.12 die Tiefe depth(RGv ) mit Gv = {σ ∈ G | σ(v) = v} ermitteln. Es
sei also v = ξ0e0 + · · ·+ξ2me2m mit ξi ∈ K, wobei e0, . . . , e2m ∈ V = Kn die Standardbasisvektoren
sind. Für α0, . . . , αm ∈ Fq liegt σα0,...,αm genau dann ist Gv, wenn

α0ξ0 + αiξi = 0 für i = 1, . . . ,m. (5.4)

Wir unterscheiden vier Fälle:

(1) ξ0 · · · ξm 6= 0 und ξi/ξ0 ∈ Fq für alle 1 ≤ i ≤ m. Dann ist (5.4) genau für αi = −α0ξ0/ξi
(1 ≤ i ≤ m) erfüllt. Für 1 6= σ ∈ Gv gilt dimK(V σ) = m+ 1 = dimK(V Gv ), also ist Gv flach,
und nach Campbell et al. [15] folgt depth(RGv ) = m+ 3.

(2) ξ0 · · · ξm 6= 0, aber ξi/ξ0 /∈ Fq für mindestens ein 1 ≤ i ≤ m. Aus (5.4) folgt dann α0 = αi = 0
und weiter α1 = . . . = αm = 0, also Gv = {1}. RGv ist also in diesem Fall ein Polynomring.
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(3) ξ0 = . . . = ξm = 0. Dann gilt Gv = G, also ist RGv nach Beispiel 4.14 nicht Cohen-
Macaulay. Genauer gilt wegen Korollar 5.14 und Fall (1) die Abschätzung depth(RG) ≤ m+3.
Andererseits haben wir nach Ellingsrud und Skjelbred [19]

depth(RG) ≥ min{dimK(V G) + 2,dimK(V )} = m+ 2,

also depth(RG) ∈ {m+ 2,m+ 3}.

(4) Es gibt 0 ≤ i, j ≤ m mit ξi = 0 und ξj 6= 0. Nach (5.4) folgt

Gv = {σα0,...,αm | α0ξ0 = . . . = αmξm = 0}.

Ist ξ0 6= 0, so hat Gv die von Nakajima [54] als Kriterium für abelsche Transvektionsgruppen
mit polynomiellem Invariantenring angegebene Gestalt. Ist andererseits ξ0 = 0, so nimmt Gv
bezüglich der Basis

e0, . . . , em, em+1 + · · ·+ e2m, em+1, . . . , em+j−1, em+j+1, . . . , e2m

die entsprechende Gestalt an. In beiden Fällen ist RGv also ein Polynomring.

Zusammenfassend erhalten wir folgende Ergebnisse:

(X//G)nCM = (X//G)sing = VX//G
(
xq−1

1 − xq−1
0 , . . . , xq−1

m − xq−1
0

)
=: Y,

und außerdem (X//G)def≥k = Y für 1 ≤ k ≤ m − 2. Es ist unklar, ob (X//G)def≥m−1 =
VX//G(x0, . . . , xm) oder (X//G)def≥m−1 = ∅ gilt. Dies hängt davon ab, ob depth(RG) = m + 2
oder m+ 3 gilt. Auf jeden Fall gilt (X//G)def≥k = ∅ für k ≥ m.

Für m = 3 und q = 2 lassen sich der Invariantenring und seine Tiefe mit MAGMA bestimmen.
Das Ergebnis lautet depth(RG) = 6 = m+ 3, also gilt hier (X//G)def≥m−1 = ∅.
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Notationen

Ann(M), 7
Ass(M), 15

Bir(G), 31

C -Ext1
Λ(U, V ), 22

def(M), 49
depth(I,M), 7
depth(M), 7
dim(R), 7

ε(λ), 9

ht(I,M), 7

IG(Q), 42

K[G], 10
KG, 9

Mk, 11
MΛ, 9

πG, 41

RΛ, 9
R+, 7
rk(σ − 1), 31
R⊗n, 35

S(V ), 20
σH, 17
Specmax(R), 7
Spec(R), 7
Supp(M), 7

trG/H , 41

U(g), 10

V Λ, 9
V n, 35
VX(I), 41

Xdef(M)>m, 49
X//G, 41
(X//G)trG/H , 41
(X//G)X//H−wr, 43
XM−nCM, 49
Xσ, 41
Xsing, 56
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Register

1-Kozyklus, 41

Abstiegseigenschaft, 14
additive Gruppe, 25
Äquivarianten, 9, 33, 35
affines G-Schema, 24
affines Gruppenschema, 24
algebraische Gruppe

linear, siehe lineare algebraische Gruppe
algebraische Menge, 41
algebraischer Quotient, 41
alternierende Gruppe, 40
Annullator, 7
Antipode, 9
Aufstiegslemma, 14

Bireflexion, 31, 46

Cohen-Macaulay, 8
Cohen-Macaulay-Defekt, 49
Cup-Produkt, 22

Differente, 54
Dimension eines Moduls, 7

Ext-Funktoren, 9, 11, 12

flache Gruppen, 47, 58
freie Auflösung, 50

G-graduierter Vektorraum, 10, 30
G-Modul, 24
geometrisch reduktiv, 19, 23
graduierter Modul, 7
graduierter Ring, 7
Gruppenschema, 10, siehe affines Gruppen-

schema
gruppentheoretisch reduktiv, siehe reduktiv

halbeinfach, 19
Höhe, 7
Hopf-Algebra, 9, 52

endlich dimensionale, 13, 19

INVAR, 38
Invariantenkörper, 39
Invariantenmodul, 9
Invariantenring, 9

einer linearen algebraischen Gruppe, 24

Jacobson-Ring, 32, 44

kokommutative Hopf-Algebra, 9
konstruierbare Menge, 43, 45
Koordinatenring

einer linearen algebraischen Gruppe, 27,
30

eines affinen Gruppenschemas, 10
Koszul-Komplex, 10
Kovarianten, 2
Krull-Dimension, 7

Λ-Algebra, 9
Lie-Algebra, 10, 26
linear reduktiv, 19, 23, 25, 26
lineare algebraische Gruppe, 24

M -regulär, 7
MAGMA, 37, 38, 40, 59
Modul-Algebra, 9

Nicht-Cohen-Macaulay Ort, 49
Noethersche Problem, 39

Permutationsgruppen, 38
Primvermeidungslemma, 13
projektive Dimension, 50

(R#Λ)-Modul, 9
Rang von σ − 1, 31
reduktiv, 25

geometrisch, siehe geometrisch reduktiv
gruppentheoretisch, siehe reduktiv
linear, siehe linear reduktiv

reguläre Darstellung, 37
reguläre Sequenz, 7
regulärer Modul, 31, 37
relative Spurabbildung, 41
relativer Reynolds-Operator, 17
relativer Spurort, 41, 44
Reynolds-Operator, 20

relativer, siehe relativer Reynolds-Operator

singulärer Ort, 56
Smash-Produkt, 9
Spiegelung, 31
Spiegelungsgruppe, 39, 48
Spur, siehe relative Spurabbildung
Spurort, siehe relativer Spurort
stark p-eingebettet, 17, 37
stark R-eingebettet, 17
Steenrod-Algebra, 10
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symmetrische Algebra, 9, 20
symmetrische Gruppe, 39, 40
symmetrische Potenz, 19

Tiefe, 7
Träger, 7
Trägheitsgruppe, 43
Transfer, 41
Transvektion, 54

ungemischter Ring, 51
unipotentes Radikal, 25
universell Einhüllende, 10

Vektorinvarianten, 35

wild verzweigt, 43
wilder Verzweigungsort, 43, 44, 53

Yoneda-Kompositum, 22
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