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Zusammenfassung

Der Satz von Hochster und Roberts besagt, dafl Invariantenringe von linear reduktiven
Gruppen Cohen-Macaulay sind. In der vorliegenden Arbeit geht es zuniichst um die Frage,
in wieweit eine Umkehrung dieses Satzes gilt. Als Verallgemeinerung von Invarianten von
Gruppen werden hierbei auch Invarianten von Hopf-Algebren betrachtet. Die Verwendung
kohomologischer Methoden erweist sich als das wesentliche Hilfsmittel. Als erstes Hauptresultat
ergibt sich: Falls fiir eine geometrisch reduktive Hopf-Algebra A der Invariantenring beziiglich
jeder linearen Darstellung Cohen-Macaulay ist, so ist A linear reduktiv. Fiir den Spezialfall
von Gruppenoperationen liefert dies eine teilweise Umkehrung des Satzes von Hochster und
Roberts, und zusammen mit Sétzen von Nagata und Popov eine Charakterisierung von linear
reduktiven Gruppen durch ihre Invarianten. Fiir Lie-Algebren ergibt sich, dafl jede modulare
Lie-Algebra g # 0 lineare Darstellungen besitzt, deren Invariantenring nicht Cohen-Macaulay
ist.

Fiir Operationen endlicher Gruppen werden weitergehende Resultate erzielt. Diese bein-
halten eine Klassifikation der endlichen Gruppen, so dal der Invariantenring beziiglich der
reguldren Darstellung Cohen-Macaulay ist, sowie das Ergebnis, dafl der Invariantenring einer
p-Gruppe G nur Cohen-Macaulay sein kann, falls G durch Bireflexionen erzeugt wird, wobei p
die Charakteristik des Grundkorpers bezeichnet. Schliellich wird der Nicht-Cohen-Macaulay
Ort von Invariantenringen untersucht. Neben der expliziten Bestimmung fiir einige Klassen
von Gruppen ergibt sich durch Benutzung des Scheibensatzes von Luna, daf3 der Nicht-Cohen-
Macaulay Ort mindestens die Dimension 1 und die Kodimension 3 besitzt, falls er nicht leer
ist.
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2 EINLEITUNG

Einleitung

Das Anliegen der Invariantentheorie ist die Untersuchung von Invarianten und Aquivarianten unter
der Operation einer Gruppe G. In der klassischen Situation operiert G als lineare Gruppe auf einem
endlich dimensionalen Vektorraum V' und damit auch auf der symmetrischen Algebra R = S(V*),
also dem Polynomring mit Basisvektoren des Dualraums V* als Unbestimmten. Der Invariantenring
ist

RY={fcR|o(f)=fVocG}.

Ist W eine weitere lineare Darstellung von G, so kénnen wir auch den Modul (R ® W)Y der
Aquivarianten (auch , Kovarianten“) betrachten. Ist der Grundkérper K unendlich, so lassen sich
die Elemente von (R®W )¢ als polynomiale Funktionen von V nach W deuten, die mit der Operation
von G vertauschen. Interessant sind strukturelle Aussagen iiber R und (R ® W)Y, aber auch
rechnerische Daten, wie zum Beispiel endliche Erzeugendensysteme.

Der beriihmte Satz von Hochster und Roberts [20] besagt, dal RY Cohen-Macaulay ist, sofern
G eine linear reduktive Gruppe ist. Fiir die Zwecke dieser Einleitung soll es geniigen, die Cohen-
Macaulay-Eigenschaft wie folgt zu charakterisieren: R ist genau dann Cohen-Macaulay, wenn es
algebraisch unabhingige, homogene Invarianten fi, ..., f, gibt, so da R“ ein endlich erzeugter frei-
er Modul iiber der von den f; erzeugten Unteralgebra K|f1,..., fn] ist. Somit liefert der Satz von
Hochster und Roberts eine wichtige Strukturaussage: Alle Invariantenringe von linear reduktiven
Gruppen sind endlich erzeugte freie Moduln iiber einer Polynomalgebra. Fiir endliche Gruppen G
war dieser Satz schon ldanger bekannt (Hochster und Eagon [28]). Eine endliche Gruppe G ist genau
dann linear reduktiv, wenn die Charakteristik von K kein Teiler der Gruppenordnung ist. In diesem
Fall ist nicht nur R®, sondern auch jeder Modul (R ® W)¢ von Aquivarianten Cohen-Macaulay
(was interessanterweise fiir linear reduktive Gruppen im allgemeinen falsch ist, siche Van den
Bergh [6]). Dieses Resultat vereinfacht das Berechnen von Erzeugern fiir die Invarianten oder Aqui-
varianten einer endlichen Gruppe G mit char(K) 1 |G| erheblich. Man konstruiert als ersten Schritt
ein homogenes Parametersystem fi,..., f, € R (siche hierzu Sturmfels [70, Abschnitt 2.5] oder
Kemper [38]). Das Berechnen von Erzeugern von R® oder (R ® W) iiber K[fy,..., fa] reduziert
sich dann wegen der Cohen-Macaulay-Eigenschaft auf das Losen von linearen Gleichungssystemen
iiber K. Einzelheiten hierzu finden sich in Kemper [35] oder [37], wo auch ein wesentlich aufwen-
digerer Algorithmus fiir den Fall, daf§ die Charakteristik von K die Gruppenordnung teilt, gegeben
wird. Damit diirfte klar geworden sein, dafl die Cohen-Macaulay-Eigenschaft von groflem Interesse
in der Invariantentheorie ist.

Fiir nicht linear reduktive Gruppen G, also insbesondere fiir endliche Gruppen mit durch char(K)
teilbarer Ordnung, ist der Invariantenring R im allgemeinen nicht Cohen-Macaulay. Trotzdem gibt
es Beispiele, in denen die Cohen-Macaulay-Eigenschaft auch in diesem Fall zutrifft, wie etwa bei
den symmetrischen und alternierenden Gruppen in ihrer definierenden Darstellung. Es erhebt sich
also die Frage, ob es eine einfache Charakterisierung von linearen Gruppen G < GL(V') gibt, so da8
RY Cohen-Macaulay ist.

Der Wissensstand. Obwohl es zur Frage nach der Cohen-Macaulay-Figenschaft in der modula-
ren Invariantentheorie einige Arbeiten gibt, ist der bisherige Kenntnisstand relativ bruchstiickhaft.
Das erste Beispiel eines Invariantenrings, der nicht Cohen-Macaulay ist, taucht meines Wissens bei
Bertin [7] auf. Es handelt sich dabei um die zyklische Gruppe der Ordnung 4 mit der reguliren
Darstellung iiber K = Fy. In der Arbeit von Fossum und Griffith [23] erscheinen weitere Fille,
in denen die Invariantenringe von zyklischen p-Gruppen nicht Cohen-Macaulay sind. Die Frage
nach der Cohen-Macaulay-Eigenschaft fiir zyklische p-Gruppen (p = char(K)) wurde dann von
Ellingsrud und Skjelbred [19] gelost: RY ist in diesem Fall genau dann Cohen-Macaulay, wenn
dim(V¥) > dim(V) — 2 gilt. Ellingsrud und Skjelbred gaben dariiber hinaus eine Formel fiir die
Tiefe der Invariantenringe an. AuBerdem lieferten sie eine untere Schranke fiir die Tiefe von R
im Fall von p-Gruppen G. Kombiniert man diese mit dem Resultat von Campbell et al. [12], daB
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fiir eine endliche Gruppe G mit einer p-Sylowgruppe P die Cohen-Macaulay-Eigenschaft von R
aus der von RY folgt, so ergibt sich, da8 R Cohen-Macaulay ist, falls dim(V) < 3 (siehe auch
Smith [65]). Ein weiteres Ergebnis fiir p-Gruppen stammt von Campbell et al. [14]. Es besagt, dafl
fiir eine p-Gruppe G mit einer treuen Darstellung auf V der Invariantenring S(V™)€ fiir n > 3 nicht
Cohen-Macaulay ist, wobei V" die direkte Summe von n Kopien von V' bezeichnet. Es ist bekannt,
daf} der Invariantenring einer Spiegelungsgruppe in positiver Charakteristik im allgemeinen kein Po-
lynomring ist (siehe Nakajima [53], Kemper und Malle [12]). Wie ,schlecht“ die Eigenschaften von
modularen Invariantenringen von Spiegelungsgruppen sein konnen, zeigt eine von Nakajima [54]
angegebene Serie abelscher Transvektionsgruppen, deren Invariantenringe nicht Cohen-Macaulay
sind. Smith [66] benutzte die Kohomologie von G mit Werten in einem gewissen Koszul-Komplex
fiir die Untersuchung der Tiefe und der Cohen-Macaulay-Eigenschaft. Er erhielt dadurch einen neu-
en Beweis der Tiefen-Formel von Ellingsrud und Skjelbred in dem Fall von Gruppen der Ordnung p
mit Permutationsdarstellungen.

Methoden und Ergebnisse der Arbeit. In der vorliegenden Arbeit wird die Kohomologie
H(G, R) mit Werten im Polynomring R benutzt, um die Cohen-Macaulay-Eigenschaft von In-
variantenringen zu untersuchen. H'(G, R) ist ein Modul {iber dem Invariantenring, und es stellt
sich heraus, da Annullatoren von Elementen in H*(G, R) von entscheidender Bedeutung fiir die
Cohen-Macaulay-Eigenschaft sind. Solche Annullatoren sind Ideale im Invariantenring, und die Un-
tersuchung der Geometrie dieser Ideale erweist sich als wichtiges Hilfsmittel zur Analyse der Cohen-
Macaulay-Eigenschaft. So gelingt es in vielen Féllen, durch das Erzeugen von geniigend grofien
Annullatoren das Fehlen der Cohen-Macaulay-Eigenschaft nachzuweisen. Unter der Beschrinkung
auf H'(G, K) ist eine exakte Bestimmung der durch einen Annullator gegebenen Varietiit in V /G
moglich, was zu weiteren Ergebnissen fithrt. Methodisch ist die Arbeit also an dem Schnittpunkt
der kommutativen Algebra und algebraischen Geometrie mit der modularen Darstellungstheorie und
Kohomologietheorie angesiedelt. Auflerdem werden Ergebnisse und Methoden aus der Theorie der
Hopf-Algebren, der Lie-Algebren und der algebraischen Gruppen, sowie aus der Computeralgebra
und natiirlich der Invariantentheorie benutzt. Um eine mdglichst hohe Allgemeinheit zu erreichen,
ist fiir R an vielen Stellen eine endlich erzeugte K-Algebra zugelassen, d.h. wir betrachten Ope-
rationen auf affinen Schemata, und als Verallgemeinerung von Gruppenoperationen betrachten wir
Operationen von Hopf-Algebren. Die Hauptergebnisse sind die folgenden:

(1) Ist G eine endliche Gruppe und K ein Korper, so ist S(V)¢ genau dann Cohen-Macaulay fiir
alle endlich erzeugten KG-Moduln V, wenn char(K) 1 |G| (Korollar 2.14). Dies stellt eine
Umkehrung des oben genannten Satzes von Hochster und Eagon dar.

(2) Allgemeiner gilt: Eine reduktive lineare algebraische Gruppe G ist genau dann linear reduktiv,
falls S(V)¢ fiir alle G-Moduln V' Cohen-Macaulay ist (Satz 2.15). Zusammen mit Sitzen von
Nagata und Popov ergibt sich hieraus eine Charakterisierung von linear reduktiven Gruppen
innerhalb der linearen algebraischen Gruppen durch ihre Invariantenringe (Korollar 2.17).

(3) Wir formulieren das obige Resultat allgemeiner fiir Invarianten von Hopf-Algebren (Satz 2.13).
Fiir die Spezialfille von universell Einhiillenden von Lie-Algebren und Koordinatenringen von
abelschen linearen algebraischen Gruppen liefert Satz 2.13 folgende Aussagen: Ist g # 0
eine Lie-Algebra iiber einem Korper positiver Charakteristik, so existiert eine endlich dimen-
sionale Darstellung V', so dafi S(V)? nicht Cohen-Macaulay ist (Korollar 2.19). Ist K[G]
der Koordinatenring einer abelschen linearen algebraischen Gruppe G mit char(K) > 0, so
sind genau dann alle Invariantenringe S(V)%[¢] von endlich dimensionalen K|[G]-Moduln V/
Cohen-Macaulay, wenn G endlich ist (Korollar 2.21).

(4) Fiir eine endliche Gruppe G sei MY Cohen-Macaulay, wobei M = S(V*) ® W mit endlich
erzeugten KG-Moduln V und W. Ist dann H" (G, M) # 0 fiir ein r > 0, so muf} ein 0 € G
mit ord(c) = char(K) und rky (o — 1) < r + 1 existieren (Korollar 3.7). Dies liefert starke



4 EINLEITUNG

Einschrinkungen fiir lineare Gruppen, deren Invariantenring bzw. Modul von Aquivarianten
Cohen-Macaulay ist.

(5) Damit gelingt es, die Paare (G, K) von endlichen Gruppen G und Kérpern K, fiir die S(V;eg)“
Cohen-Macaulay ist, zu klassifizieren (Satz 3.14). Dabei bezeichnet V;c, die regulédre Darstel-
lung von G tiiber K.

(6) Ist V eine treue Darstellung einer endlichen Gruppe G, deren Ordnung ein Vielfaches von
char(K) ist, so existiert ein m > 0, so daB S(V™)% fiir n > m nicht Cohen-Macaulay ist.
Dies wird unter relativ schwachen Zusatzvoraussetzungen fiir Operationen von G auf endlich
erzeugten Algebren R gezeigt (Satz 3.9).

(7) Ist G = S,, die symmetrische Gruppe mit n > 5 und 5 < char(K) =: p ein Teiler von n, so gilt
fiir die irreduzible, (n — 2)-dimensionale Spiegelungsdarstellung V von G iiber K, da8 S(V)¢
nicht Cohen-Macaulay ist (Beispiel 3.17).

(8) Falls G endlich und S(V)¢ Cohen-Macaulay ist, so gilt: Ist G nilpotent, so wird die p-
Sylowgruppe von G durch Bireflexionen erzeugt, also durch Elemente, die einen Unterraum
der Kodimension 2 von V punktweise festlassen. Haben alle maximalen Normalteiler von G
den Index p, so wird G durch Bireflexionen erzeugt. Auch dies wird allgemeiner fiir Operatio-
nen auf endlich erzeugten Algebren gezeigt (Korollar 4.11). Hieraus folgt der Spezialfall von
p-Gruppen eines Satzes von Kac und Watanabe [34], aber unter viel schwiicheren Vorausset-
zungen (siehe Anmerkung 4.12).

(9) Wir geben eine einfache Beschreibung des Nicht-Cohen-Macaulay Orts, also der Menge aller
P € Spec(RY), so daB die Lokalisierung (R%)p nicht Cohen-Macaulay ist (siehe Satz 5.12).
Aus dieser folgt, da3 der Nicht-Cohen-Macaulay Ort mindestens die Dimension 1 und héch-
stens die Dimension n — 3 mit n := dim (V") hat, falls er nicht leer ist. Im Gegensatz dazu ist
fiir die Dimension des singuléren Orts die obere Schranke n — 2 bekannt. Auflerdem gelingt
es, fiir einige Klassen von Gruppen den Nicht-Cohen-Macaulay Ort explizit zu bestimmen
(siehe Satz 5.16 und Beispiel 5.17). Darunter ist auch die von Nakajima [54] angegebene Serie
abelscher Transvektionsgruppen.

Aufbau der Arbeit. Im ersten Abschnitt der vorliegenden Arbeit geht es um die Frage, unter
welchen Bedingungen eine R-regulire Sequenz mit Elementen im Invariantenring R® auch RC-
regulir ist. Die Beobachtung, dafl sich hierfiir ein homologisches Kriterium angeben 148t, ist der
Ausgangspunkt fiir die weiteren Uberlegungen. Dieses Kriterium wird zunichst fiir erste Kohomo-
logiegruppen formuliert und dann mit Hilfe des Koszul-Komplexes auf hohere Kohomologiegruppen
yhochgezogen®“. Fiir den Fall endlicher Gruppen bekommen wir als notwendige Bedingung fiir
die Cohen-Macaulay-Eigenschaft von R eine obere Schranke fiir die Hohen der Annullatoren von
Elementen von H!(G, R) (siehe Korollar 1.18, wo die Formulierung allgemeiner ist). Die Untersu-
chungen werden fiir Hopf-Algebren (als Verallgemeinerung von Gruppenringen K G) durchgefiihrt.

Abschnitt 2 ist unendlichen Gruppenoperationen gewidmet. Allgemeiner betrachten wir Ope-
rationen von Hopf-Algebren auf Ringen und fithren Begriffe von linearer- bzw. geometrischer
Reduktivitit von Hopf-Algebren ein. Fiir eine Hopf-Algebra A, die geometrisch reduktiv, aber
nicht linear reduktiv ist, konstruieren wir einen Modul V mit einem 0 # a € Ext} (K, S(V)) und
einem geniigend grofen Annullator von «, um das Fehlen der Cohen-Macaulay-Eigenschaft von
S(V)A nachzuweisen. Dies fithrt zu der oben angegebenen Charakterisierung von linear redukti-
ven Gruppen. Entscheidend ist die Konstruktion von Moduln mit Annullatoren fiir ein gegebenes
o € Ext}(K,V) (Lemma 2.12). Die Analyse der Reduktivititsbegriffe fiir universell Einhiillende
von Lie-Algebren und Koordinatenringe abelscher linearer algebraischer Gruppen fiihrt zu den in (3)
genannten Ergebnissen.

Fiir endliche Gruppen liefert der regulire Modul Annullatoren von Elementen in H*(G, V). Da-
her wird in Abschnitt 3 versucht, moglichst viele Kopien des reguldren Moduls in R einzubetten, um
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einen Annullator von geniigender Hohe zu erzeugen. Dies liefert die in (4) genannte notwendige Be-
dingung fiir die Cohen-Macaulay-Eigenschaft. Die Ergebnisse iiber Vektorinvarianten, Invarianten
der regulédren Darstellung und Invarianten von irreduziblen Spiegelungsdarstellungen der symmetri-
schen Gruppe sind unmittelbare Anwendungen. Man kann die Bedingung in (4) auch ,riickwérts®
lesen und erhilt aus einfachen Tatsachen aus der Invariantentheorie nicht-triviale Aussagen iiber
Gruppenkohomologie (Beispiel 3.18).

Im vierten Abschnitt betrachten wir nur Elemente aus H!(G, K). Dies ist eine drastische Ein-
schrinkung der in Abschnitt 1 gegebenen Moglichkeiten, liefert aber den entscheidenden Vorteil,
daB eine exakte Bestimmung des Annullators (oder genauer dessen Varietit in Spec(RY)) moglich
wird. Wir benutzen hierzu die relative Spurabbildung (auch , Transfer*), und zeigen, daf} der re-
lative Spurort, der wilde Verzweigungsort und die Varietiit des Annullators iibereinstimmen (siehe
Abschnitt 4.1 fiir die Definitionen). Als Anwendungen ergeben sich der in (8) genannte Satz tiber
Bireflexionen und ein neuer Beweis fiir die Nicht-Cohen-Macaulay-Eigenschaft bei der von Nakajima
angegebenen Serie von abelschen Transvektionsgruppen.

Die Bestimmung der Varietdt von Annullatoren aus Abschnitt 4 wird im fiinften Abschnitt be-
nutzt, um untere Schranken fiir den Nicht-Cohen-Macaulay Ort von Invariantenringen endlicher
Gruppen zu erhalten. Andererseits ergeben sich obere Schranken aus einer Verallgemeinerung eines
Ergebnisses von Broer [10]. Auch hier spielt die relative Spurabbildung eine wichtige Rolle. In der
spezielleren Situation einer Operation von G auf einem Vektorraum V liefert der Scheibensatz von
Luna eine sehr einfache Beschreibung des Nicht-Cohen-Macaulay Orts: Grob gesagt liegt ein Punkt
x € V genau dann im Nicht-Cohen-Macaulay Ort, wenn der Invariantenring des Stabilisators G
nicht Cohen-Macaulay ist. Dies ermdglicht es, aus Resultaten iiber die ,,globale“ Cohen-Macaulay-
Eigenschaft aus den vorherigen Abschnitten lokale Aussagen zu gewinnen. Von einigen Klassen von
Gruppen 148t sich der Nicht-Cohen-Macaulay Ort exakt bestimmen. Dazu gehoren die direkten
Produkte G = N x Z, wobei N eine endliche Gruppe mit char(K) =: p{ |[N| und Z eine zyklische
p-Gruppe ist.

Einige der Resultate aus den Abschnitten 1 bis 4 sind schon zur Publikation eingereicht [41]
oder erscheinen demnéchst [40].

Als Standardliteratur zur kommutativen Algebra bzw. zur Kohomologietheorie benutzen wir die
Biicher von Eisenbud [18] bzw. Benson [3]. Als Einfiihrungen in die Invariantentheorie endlicher
bzw. algebraischer Gruppen sei auf Benson [5] bzw. Popov und Vinberg [58] verwiesen. Fiir die
Theorie der Cohen-Macaulay-Eigenschaft dient in erster Linie das Buch von Bruns und Herzog [11]
als Referenz.

Ausblick. In dieser Arbeit werden die endlichen Gruppen klassifiziert, fiir die alle Invarianten-
ringe linearer Darstellungen Cohen-Macaulay sind. Trotzdem ist die Frage, wann fiir eine gegebene
lineare Gruppe (also eine Gruppe mit einer Darstellung) der Invariantenring Cohen-Macaulay ist,
im allgemeinen noch offen. Hier wird nur fiir einige Klassen von Darstellungen eine Antwort gege-
ben. Die zur Verfligung gestellten Methoden deuten aber darauf hin, daf} sich mit einer genaueren
geometrischen Untersuchung der Kohomologiegruppen H(G, R) (d.h. der assoziierten Primideale
dieser Gruppen als Moduln iiber dem Invariantenring) weitere Ergebnisse erzielen lassen. Abge-
sehen von dem Fall H'(G, K) fehlt eine solche geometrische Beschreibung zur Zeit noch. Uber
die Cohen-Macaulay-Eigenschaft hinaus ist die Tiefe von Invariantenringen interessant. Mit ihr
148t sich die Abweichung von der Cohen-Macaulay-Eigenschaft messen. Fiir eine explizit gegebene
endliche lineare Gruppe ldfit sich die Tiefe algorithmisch berechnen (siche Kemper [37]). Was die
Bestimmung der Tiefe fiir gewisse Klassen von Gruppen betrifft, wurden die ersten (und lange Zeit
einzigen) Ergebnisse durch die wichtige Arbeit von Ellingsrud und Skjelbred [19] erzielt. An diese
Arbeit kniipften Campbell et al. [15] und kiirzlich Shank und Wehlau [61] an.

Dariiber hinaus sind weitere Fragen nach strukturellen Eigenschaften von (modularen) Invari-
antenringen nicht oder nur teilweise gelost. Wann ist ein Invariantenring Gorenstein, vollsténdiger
Durchschnitt oder ein Polynomring? Einzelheiten zu diesen Fragen finden sich in dem Ubersichts-
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artikel von Kemper und Malle [14]. Von grolem geometrischen Interesse sind auflerdem die Orte in
der Quotientenvarietit V /G = Spec(R®), wo die entsprechenden Eigenschaften gelten. Beispiels-
weise ist der Invariantenring genau dann ein Polynomring, wenn er iiberall glatt ist. Die in dieser
Arbeit enthaltenen Ergebnisse zum Nicht-Cohen-Macaulay Ort kénnten weitere Untersuchungen zu
diesen Fragen anregen.

Dank. An erster Stelle méchte ich mich bei Herrn Professor B. Heinrich Matzat fiir seine Un-
terstiitzung und fiir zahlreiche Anregungen bedanken. Er ist der Leiter der Arbeitsgruppe ,,Compu-
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der ich angehore. Wichtige Teile dieser Arbeit entstanden wihrend eines Gastaufenthalts an der
Queen’s University in Kingston (Kanada). Ich danke Ian Hughes, Eddy Campbell, Jim Shank und
David Wehlau fiir ihre Gastfreundschaft und fiir zahlreiche Anregungen, die sie mir gaben. Die
Arbeit hat von vielen weiteren interessanten Gesprichen oder Korrespondenzen mit verschiedenen
Mathematikern profitiert. Erwéhnt seien hier David Benson, Winfried Bruns, Peter Fleischmann,
Hanspeter Kraft, Kay Magaard, Jiirgen Miiller, Vladimir Popov, Jean-Pierre Serre und Jacques
Thévenaz. Thnen gilt mein Dank. Wertvolle Hinweise und Korrekturen zu einer ersten Version ver-
danke ich Gunter Malle. Schliefilich bedanke ich mich bei der Deutschen Forschungsgemeinschaft
fiir finanzielle Unterstiitzung.



1 Die Cohen-Macaulay-Eigenschaft und Kohomologie

In diesem Abschnitt fithren wir kohomologische Methoden fiir das Studium der Cohen-Macaulay-
Eigenschaft ein. Zunéchst kliren wir einige Konventionen und Notationen.

1.1

Regulire Sequenzen und Tiefe

In dieser Arbeit sind alle Algebren (auler Hopf-Algebren, Lie-Algebren und Gruppenalgebren)
assoziativ, kommutativ und mit Eins, und alle Ringe sind kommutativ mit Eins, wenn nichts anderes
gesagt wird. Moduln schreiben wir immer als Links-Moduln. Fiir einen Ring R und einen R-Modul
M benutzen wir die folgenden Schreibweisen:

Fiir f € M ist Ann(f) = Anng(f) = {a € R| af = 0} der Annullator von f.
Ann(M) = Anng(M) = (\;¢p Ann(f) ist der Annullator von M.
Die Krull-Dimension von R wird mit dim(R) bezeichnet.

Die Dimension von M ist dim(M) = dim(R/ Ann(M)). Fir M = 0 setzen wir dim(M) :=
—1.

Spec(R) ist die Menge aller Primideale in R, und Spec,,,.(R) die Menge aller maximalen
Ideale. Dabei sind Primideale und maximale Ideale immer echt in R enthalten.

Supp(M) = Suppr(M) = {P € Spec(R) | Ann(M) C P} ist der Tréger von M.
Fiir ein Primideal P € Spec(R) ist Rp bzw. Mp die Lokalisierung von R bzw. M bei P.
Fiir ein Ideal I & R ist

ht(I, M) = inf{dim(Mp) | P € Spec(R) mit I C P}
die H6he von I beziiglich M. Wir setzen ht(R, M) := dim(M) + 1 und ht(I) := ht(I, R).
Fir aq,...,a, € R ist

(a17~~-;a7n)M:{a1f1+"'+amfm | flv"'7fm€M}'

R heifit graduierter Ring, falls es Untergruppen Ry, Ry, Rs, ... der additiven Gruppe von R
gibt, sodafl R = @ - Raund R;R; C R, fiiri,j > 0 gelten. Dann ist Ry := @ . Ra ;% R
ein Ideal. M heiit graduierter R-Modul, falls M = ., Mg mit Untergruppen My von M,
so dafl R;M; C M,y ; fiir 4,5 € Z, i > 0 gilt.

Definition 1.1. FEs seien R ein Ring und M ein R-Modul.

(a)

FEine Sequenz aq,...,a,n € R heifft M-regulér, falls fir 1 <i < m die Multiplikation mit a;
auf M/(ay,...,a;—1)M eine injektive Abbildung ist, und auferdem (ay,...,am)M # M gilt.

(b) Fir ein Ideal I C R ist die Tiefe von I auf M die maximale Linge einer M -reguldren Sequenz

mit Elementen aus I:
depth(I, M) = sup{m | es gibt eine M-regulire Sequenz a,...,anm € I}.

Falls M = 0, so setzen wir depth(I, M) = —1. Ist R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal P,
so schreiben wir depth(M) := depth(P, M) fiir die Tiefe von M. Sind R und M graduiert,
so setzen wir depth(M) := depth(R4, M).
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(c¢) Ist R ein lokaler Ring, so heifst M Cohen-Macaulay, falls depth(M) = dim(M). Allgemein
heifst M Cohen-Macaulay, falls fiir jedes mazimale Ideal P € Spec(R) die Lokalisierung
Mp Cohen-Macaulay (iber Rp) ist. R heiffit Cohen-Macaulay, falls R als Modul iber sich
selbst Cohen-Macaulay ist.

Sind R eine graduierte Algebra iiber einem Koérper K = Ry und M ein graduierter R Modul (z.B.
M=(SV"® W)G mit G einer Gruppe und V und W endlich dimensionalen Darstellungen), so ist
M genau dann Cohen-Macaulay, wenn M ein endlich erzeugter freier Modul iiber einer Unteralgebra
von R ist, welche isomorph zu einer Polynomalgebra ist (siehe Benson [5, Theorem 4.3.5]). Dieser
Zusammenhang wurde in der Einleitung erwéhnt. Eine weitere zur Cohen-Macaulay-Eigenschaft
dquivalente Bedingung ist, dafl depth(M) = dim(M) gilt (siehe Bruns und Herzog [l 1, Exerci-
se 2.1.27]). Wir stellen einige wichtige Tatsachen iiber Tiefe und die Cohen-Macaulay-Eigenschaft
zusaminen.

Proposition 1.2. FEs seien R ein Noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann
gelten:

(a) Es sei I G R ein Ideal mit Ann(M) C VI. Dann haben alle mazimalen (d.h. nicht verlinger-
baren) M -reguliren Sequenzen in I dieselbe Linge.

(b) Es sei I G R ein Ideal mit Ann(M) C VI. Dann gilt

depth(I, M) < ht(I, M).

(c) M ist genau dann Cohen-Macaulay, wenn fiir alle Ideale I S R mit Ann(M) C VT gilt:

depth(I, M) = ht(I, M).

Beweis. Sei I ; R ein Ideal mit Ann(M) C +/I. Dann gilt TM # M, denn sonst gibe es ein
maximales Ideal P € Supp(M) mit PM = M, also nach dem Lemma von Nakayama Mp = 0, ein
Widerspruch. Die Behauptung (a) folgt nun nach Bruns und Herzog [11, Theorem 1.2.5]. Weiter
gilt nach Bruns und Herzog [1 1, Proposition 1.2.10 und 1.2.12]

depth(I, M) = min{depth(Mp) | P € Spec(R) mit I C P} <
< min{dim(Mp) | P € Spec(R) mit I C P} = ht(I, M),

also Behauptung (b).
Es gelte nun depth(f, M) = ht(I, M) fiir alle Ideale I & R mit Ann(M) C VI. Insbesondere
gilt fiir maximale Ideale P € Supp(M)

depth(P, M) = ht(P, M) = dim(Mp),

also existiert eine M-regulidre Sequenz der Linge dim(Mp) in P, die nach Bruns und Herzog [11,
Corollary 1.1.3] auch Mp-regulér ist. Es folgt depth(Mp) = dim(Mp), und die eine Richtung
von (c) ist gezeigt.

Fiir die andere Richtung gehen wir durch Induktion nach depth(Z, M) vor. Ist depth(I, M) = 0,
so gilt nach Bruns und Herzog [1 1, Proposition 1.2.10 und 2.1.3]

0 = min{depth(Mp) | P € Spec(R) mit I C P} = ht(I, M),

wie behauptet. Sei nun depth(Z, M) > 0. Dann existiert a € I so dal a eine M-regulire Sequenz
bildet, und nach Bruns und Herzog [11, Theorem 2.1.3] ist mit M auch M/aM Cohen-Macaulay.
Nach (a) und Induktion folgt

depth(I, M) — 1 = depth(I, M/aM) = ht(I, M/aM).
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Fiir P € Spec(R) mit I C P gilt
dim (M/aM)p) = dim(Mp/aMp) = dim(Mp) — 1,

da a auch Mp-regulidr und damit nach Bruns und Herzog [11, Proposition 1.2.12] Teil eines Pa-
rametersystems von Mp ist. Es folgt ht(I, M/aM) = ht(I, M) — 1, ingesamt also wie behauptet
depth(I, M) = ht(I, M). O

1.2 Homologische Kriterien

Hopf-Algebren. Nun bringen wir eine Operation einer Hopf-Algebra (z.B. einer Gruppenalgebra)
ins Spiel.

Definition 1.3. Es sei A eine Hopf-Algebra iiber einem Ring K (siehe Benson [3, Definition 3.1.4]).
A: A — A® A sei die Komultiplikation und e: A — K die Koeinheit, wobei alle Tensorprodukte
dber K sind. Fir einen A-Modul V' heifit

VA={veV|l=eMNvVAcA}

der Invariantenmodul (siche Montgomery [0, S. 13]). Eine K-Algebra R heifit A-Algebra, falls
R eine Struktur als A-Modul hat, so dafi die Abbildung

Rk R— R, a®br— ab

ein Homomorphismus von A-Moduln ist und 1z € R™ gilt. Ein Modul M fiber einer A-Algebra R
heifst (R#A)-Modul, falls er eine Struktur als A-Modul hat, so daf$

Rk M — M, a® f—af

ein Homomorphismus von A-Moduln wird.

Anmerkung 1.4. Montgomery [419, Definition 4.1.1] nennt eine A-Algebra Modul-Algebra. Be-
zeichnet man das Smash-Produkt einer A-Algebra R und A mit R#A (sieche Montgomery [49,
Definition 4.1.3]), so ist ein (R#A)-Modul dasselbe wie ein Modul iiber R#A.

Es seien R eine Algebra iiber einer Hopf-Algebra A und M ein (R#A)-Modul. Dann ist R*
eine K-Unteralgebra von R, die wir auch Invariantenring nennen. Die Multiplikation mit einem
a € R® ergibt einen A-Endomorphismus von M. Dadurch werden M, M* und auch alle Ext}; (K, M)
zu Moduln iiber RM.

Beispiel 1.5. Das fiir uns wichtigste Beispiel einer Hopf-Algebra ist die Gruppenalgebra KG einer
(beliebigen) Gruppe G. Hierfiir sind die Komultiplikation und Koeinheit durch A(c) = ¢ ® ¢ und
e(o) =1 fir 0 € G gegeben. A = KG ist kokommutativ, und eine Antipode ist gegeben durch
n(o) = o1 (siehe Benson [3, Definition 3.1.4 und 3.1.7]). Eine A-Algebra ist nichts anderes als eine
K-Algebra mit einer Operation von G durch Automorphismen. Zu einem A-Modul V ist

VA=VE.={veV]|o() =vVoecG}.

Also ist R® = RY der Invariantenring im herkémmlichen Sinn.

Wir spezialisieren die Situation noch weiter, indem wir K als einen Korper voraussetzen und zwei
iiber K endlich dimensionale A-Moduln V' und W wihlen. Dann ist R = S(V*), die symmetrische
Algebra des Duals von V, eine Noethersche A-Algebra, und M = R®k W ist ein (R#A)-Modul. G
operiert auch auf dem K-Vektorraum Fun(V, W) der Funktionen V — W durch o(f) = oo foo ™1,
und wir erhalten einen Homomorphismus von A-Moduln durch

M—->Fun(V.W), 1L, Qwr (v li(v) -1 (v) - w) firl,...,l,eV* weW.

Dieser ist injektiv, falls K unendlich ist. In diesem Fall liegt ein f € M genau dann in M™,
falls es auf eine G-kompatible Funktion abgebildet wird. Wir kénnen M* also als den Modul der
Aquivarianten interpretieren.
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Beispiel 1.6. Wir stellen einige weitere Beispiele fiir Hopf-Algebren zusammen.

(a) Es seien g eine Lie-Algebra und A := U(g) die universell Einhiillende. Dann wird A zu einer
kokommutativen Hopf-Algebra mit Antipode durch A(z) = 2 ® 1+ 1® z, €(zr) = 0 und
n(x) = —x fiir © € g (siche Montgomery [19, Example 1.3.3]). Die Definition von A bedeutet,
daBl g auf einer A-Algebra durch Derivationen operiert. Die Modulkategorien von g und von
A sind dquivalent. Fiir einen A-Modul V' ist

VA={veV|zv=0Vzeg}.

(b) Essei A eine kommutative Hopf-Algebra mit Antipode. Dann 148t sich A interpretieren als der
Koordinatenring eines affinen Gruppenschemas iiber K (siche Waterhouse [73, Theorem 1.4]).
In der Tat werden fiir G := Spec(A) durch die funktoriellen Morphismen A*: G x G — G
eine Multiplikation, durch ¢*: Spec(K) — G ein Einselement und durch n*: G — G eine
Inversenabbildung gegeben. Wir schreiben auch A = K[G]. A ist genau dann kokommutativ,
falls G abelsch ist. Nach Hartshorne [27, Kap. I, Corollary 5.5] ist die Modulkategorie von A
dquivalent zur Kategorie der quasi-kohérenten Og-Garben, wobei O¢ die Strukturgarbe von

G ist.

Eine besonders einfache Interpretation hat die Kategorie A-Moduln, falls G als endliche Grup-
pe vorgegeben ist, und K ein Kérper ist. Wir setzen A := Fun(G, K), die Menge aller Funk-
tionen von G nach K mit punktweise Addition und Multiplikation. Aus der Gruppenstruktur
von G erhalten wir eine Struktur als Hopf-Algebra auf A. Es folgt G = Spec(A) (als Mengen).
Fir o0 € G bezeichnen wir die Abbildung G — K, 7 — 0§, mit 6, € A, wobei ,, das
Kronecker-Symbol ist. Die d, € A sind orthogonale Idempotente. Es sei V' ein A-Modul.
Dann liefert V, := 6, - V die Struktur

v=V,

ceG

eines G-graduierten Vektorraums. Umgekehrt wird jeder G-graduierte R-Modul zu einem A-
Modul, indem wir f-v = f(o)v fiir f € A und v € V, setzen. Wir haben VA =V} (siehe
Cohen und Fishman [17]). Entsprechend sind die A-Algebren die G-graduierten Algebren.

(c) Uber einem endlichen Kérper K = F, sei A := P* die Steenrod-Algebra. Fiir die genaue
Definition verweisen wir auf Smith [64, Abschnitt 11.1]. P* wird erzeugt durch die Steen-
rod Operationen P*. Eine Struktur als kokommutative Hopf-Algebra wird gegeben durch
A(PF) = Zf:o P ® P~ und €(P*) = §; 0. Eine A-Algebra ist genau das, was Smith eine
Algebra iiber der Steenrod-Algebra nennt.

Fiir den Rest des Abschnitts machen wir folgende Voraussetzungen:

Notation 1.7. Ab jetzt seien A eine Hopf-Algebra iiber einem Ring K, R eine Noethersche A-
Algebra und M ein iiber R endlich erzeugter (R#A)-Modul.

Ein Kriterium fiir reguldre Sequenzen. Wir stellen die Frage, unter welchen Bedingungen
eine M-regulire Sequenz mit Elementen aus R auch M*-regulir ist. Um hierfiir ein homologisches
Kriterium angeben zu kénnen, benstigen wir noch den Koszul-Komplex (siehe Eisenbud [18,

Abschnitt 17]). Zu einer gegebenen Sequenz ay, ..., a; € R hat dieser die Form
IC(al,...,ak;M): 0— Mak—_i Mk ak__>2 M(kfz) ak_)_s

k k
3 2

iM()iM()LMkiM%M/(al,...,ak)M%O,
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wobei M* die direkte Summe von k Kopien von M bezeichnet. Ist e;: M — MPF die i-te Einbettung,
so ist Oy gegeben durch 0y (e;(f)) = a;f. Sind weiter e; j: M — M) die Einbettungen (1 <i < j <
k), so ist 01(es,;(f)) = ajei(f) — ase;(f), und auBerdem Oy (f) = e1are1(f) + - - - + erager(f) mit
g; € {£1}. Die explizite Form der weiteren 9; braucht uns hier nicht zu interessieren. Die folgende
Proposition ist Ausgangspunkt der weiteren Untersuchungen in diesem Abschnitt.

Proposition 1.8. Unter den Voraussetzungen 1.7 sei ay,...,a, € R eine M-requlire Sequentz,

und E C M) sei der Kern der Abbildung 0y in K(ay,...,ax; M). Dann ist ai,...,a, genau
dann M -regulir, wenn (a1, ..., a,)M™ # M?, und die Abbildungen

Extl (K, Ej,) — Ext} (K,M@) (k=1,...,m) (1.1)
injektiv sind.
Beweis. Nach Eisenbud [18, Corollary 17.5] ist K(a,...,ar; M) exakt. Entsprechend ist
K(aq,.. .,ak;MA) exakt, falls ai,...,a,, eine M™7-regulire Sequenz ist. Insbesondere ist dann
das Zwischenstiick
(MG — (e — mA (1.2)

exakt. Umgekehrt gelte (ay,...,am,)M"» # M* und (1.2) sei fiir k = 1,...,m exakt. Aus ayfx €
M™/(ay,. .. ap_1)M? fiir fr, € M? folgt dann dg(e1(f1) + --- + ex(fx)) = 0 mit f; € MA, also
existieren f; ; € M A so daB

e1(f1)+---+ek(fk)=31( > ei,j(fi,j)): > (ajei(f,»,j)—aiej(fi,j)).

1<i<j<k 1<i<j<k
Die k-te Komponente liefert fr = — Ef:_ll aifir € (a1,..., ap_1)M™. Also ist die Multiplikation
mit ay auf M™/(a1,...,ap_1)M" injektiv, und ai,...,a,, ist M*-reguldr. Damit ist zu zeigen,

dafl (1.2) genau dann exakt ist, wenn alle Abbildungen (1.1) injektiv sind.
Wir schreiben N;, € M* fiir den Kern von dy: M*¥ — M aus K(ay, ..., ax; M), und erhalten die
exakte Sequenz

0 — N} — (MM — MM

Da N;, aulerdem das Bild von 01: M (2 - MP ist, erhalten wir ein kommutatives Diagramm

Np
7N
(M) (MA)E MA.

Damit ist (1.2) genau dann exakt, wenn (M A)(S) — N} surjektiv ist. Die exakte Sequenz 0 —

By — M &) - Ny — 0 fithrt nach Benson [3, Proposition 2.5.3] zu der langen exakten Sequenz

k

0— BN — (™) — N — Bxth (K, Ey) — Bxth (K, M),

Diese liefert, dafl (1.2) genau dann exakt ist, wenn (1.1) injektiv ist, wie behauptet. O
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Hoéhere Ext-Moduln. Die Abbildungen (1.1) aus Proposition 1.8 sind wenig zugénglich. Wir
konnen jedoch unter zusétzlichen Voraussetzungen aus Proposition 1.8 ein brauchbares Kriterium
gewinnen.

Satz 1.9. Unter den Voraussetzungen 1.7 gelte fir ein v > 0, daf Exti (K, M) =0 fir 0 < i <
r. (Diese Bedingung ist leer, falls r < 1.) Dann ist jede M-requlire Sequenz ay,...,a, € R*
der Linge m < r+1 mit (ay,...,am)M* # M» auch M"»-regulir. Weiter ist eine M-regulire

Sequenz ai,...,0,419 € RA genau dann MA—reguldr, wenn (a, ..., ar+2)MA =+ M? und die durch
Multiplikation mit ay, ..., ar42 induzierte Abbildung
Ext (K, M) — Ext} (K, M"?) (1.3)

injektiv ist.

Beweis. Esseiay,...,a, € R eine M-regulire Sequenz mit (a1, ..., a,)M» # M* 1 <m < r+2.
Wir behandeln zuniichst einige Spezialfille. Ist m = 1, so ist a; offensichtlich auch M*-regulir.
Ist m = 2, so sind die Moduln E}, aus Proposition 1.8 fiir & < m Nullmoduln, also folgt die M*-
Regularitit von ai, as aus Proposition 1.8. Sind m = 2 und r = 0, so ist die Abbildung (1.3) wegen
der Linksexaktheit von Homy (K, -) injektiv, also gilt Satz 1.9 in diesem Fall. Seien jetzt m = 3
und r = 1. Dann ist F,, das Bild von M unter 92 = 9,,—1, und damit sind die Abbildungen (1.1)
und (1.3) bis auf Vorzeichen identisch. Dies reduziert Satz 1.9 auf Proposition 1.8.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir » > 1 annehmen. Dann ist nach Voraussetzung
Ext} (K, M) = 0, also sind die Abbildungen (1.1) genau dann injektiv, wenn Ext} (K, Ej) = 0
fiir 1 < k < m gilt. Es ist also zu zeigen, daf Ext,l\(K, E,) =0fir 1 <m <r+1 gilt, und
Ext} (K, E,42) = 0 genau dann, wenn (1.3) injektiv ist.

Wir zeigen zunéchst

Exth (K, Kern(dy)) = Ext) (K, E,,)

fir 1 <k < min{r — 1,m — 1}, wobei 9 aus K(a1,...,an,; M) kommt. Fiir k = 1 gilt dies wegen
E,, = Kern(0;). Fiir k£ > 1 haben wir die kurze exakte Sequenz

0 — Kern(dy) — M) 2, Kern(9x_1) — 0
und daraus die lange exakte Sequenz
0 = Extt 1 (K, M6T)) — Exth~ (K, Kern(9p_1)) —
— Extk (K, Kern(9y)) — Extk (&, M(5)) = 0.

Diese liefert die behauptete Isomorphie per Induktion nach k.

Fiir den Fall m < r haben wir Ext}(K,E,) = Ext}' '(K,Kern(d,,_1)) gezeigt, aber
Kern(d,,-1) = 0. Also gilt in diesem Fall Ext} (K, E,,) = 0, wie zu zeigen war. Fiir m = r+1 haben
wir Ext) (K, E,,) = Ext) (K, Kern(0,,_2)) = Ext|, ' (K, M) = 0, wie behauptet. Sei schlieflich
m =r -+ 2. Dann ist Ext, (K, E,,) = Exty (K, Kern(d,,_3)), und die kurze exakte Sequenz

0— M am—'_f M™ 8”’—’_3 Kern(0y,—-3) — 0
fithrt zu der langen exakten Sequenz
0 = Ext) (K, M™) — Ext}, (K, Kern(d,,_3)) — Ext} (K, M) - Ext} (K, M™),

wobei ¢ bis auf Vorzeichen durch die Multiplikation mit aq,...,a,, induziert wird. Also ist
Ext} (K, E,,) = 0 genau dann, wenn die Abbildung (1.3) injektiv ist, was zu zeigen war. O

Satz 1.9 wird durch das folgende Beispiel illustriert.
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Beispiel 1.10. Es sei G # {0} eine Untergruppe der additiven Gruppe K* von K. Wir betrachten
die Operation von G auf dem Polynomring R := K|z1,y1, T2, Y2, 3, y3] durch

a(z;)) =z, und a(y)=a-z;+y; (1=1,2,3) firaed.

Durch die Einbettung ¢: G — K+ C R® wird ein Homomorphismus von G in die additive Gruppe
von RY gegeben, also ein Element o € H'(G, R) mit o # 0. Es gilt jedoch

zi-pla) =a-x; = (a—1)(y;)

fir a € G, also ist x; - ¢ ein 1-Korand, und es gilt x; - @ = 0. Die Multiplikation mit x,x2, x3
induziert also eine nicht-injektive Abbildung H'(G,R) — H'(G, R?®). Da x1,xs,z3 offenbar eine
R-reguliire Sequenz bilden, folgt aus Satz 1.9, daB z1, x, x5 nicht RC-reguliir ist. In der Tat liegen
die Polynome u; ; 1= z;y; — x;y; in R, und die Relation

ry T2 T3
Tiug 3 + Touz1 + xzure = |1 T2 23| =0 (1.4)
Y1 Y2 Y3

zeigt, daB x3 ein Nullteiler in R®/(z1,29)RE ist.

Durch konsequentes Nachvollziehen der Beweise zu Proposition 1.8 und Satz 1.9 gelangt man
von dieser Relation direkt zu dem 1-Kozyklus o und seinen Annullatoren, und zuriick. Tatséchlich
war die Analyse dieses und &hnlicher Beispiele der Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen dieses
Abschnitts.

1.3 Endliche Erweiterungen

Falls R endlich erzeugt ist als R*-Modul, so ist M auch ein endlicher Modul iiber R*. Durch An-
wendung von Proposition 1.2 erhalten wir in diesem Fall einige wichtige Konsequenzen aus Satz 1.9
und Proposition 1.8.

Korollar 1.11. Unter den Voraussetzungen 1.7 sei zusitzlich R endlich erzeugt als R™-Modul.
Fiir ein v > 0 gelte Exty (K, M) = 0 fir 0 < i < r. Weiter seien 0 # a € Ext} (K, M) und
I = Annga(a), und wir setzen Annpa(M*) C /T und depth(I, M) > min{r + 2, ht(I, M*)}
voraus. Dann gilt

depth(I, M*) = min{r + 1, ht(I, M™)}.

Anmerkung 1.12. Falls A endlich dimensional und kokommutativ ist, so folgt die Ganzheit von
R iiber RM (siehe Ferrer Santos [20], Montgomery [19, Theorem 4.2.1]). Ist R zusitzlich endlich
erzeugt als R™-Algebra, so folgt die in Korollar 1.11 verlangte endliche Erzeugung als R*-Modul.

Beweis. Zunichst existiert eine M-regulire Sequenz ay, ..., a,, € I mit m = min{r+1,ht(I, M*)}.
Nach Satz 1.9 ist a1,...,a, auch M*-regulir, also

depth(I, M*) > min{r + 1, ht(I, M™)}.

Nun sei ay, ..., ay, € I eine maximale Sequenz, die M-regulir und M*-regulir ist. Nach Propo-
sition 1.2(b) folgt m < ht(I, M*). Wegen a; € Ann(a) ist die durch Multiplikation mit ay, ..., am
induzierte Abbildung Ext} (K, M) — Ext} (K, M™) nicht injektiv, also m < r + 2 nach Satz 1.9.
Wir erhalten also

m < min{r + 1, ht(I, M*)}.

Nach Eisenbud [18, Theorem 3.1] liegt jedes Element von I in einem assoziierten Primideal zu
M/(a1,...,am)M oder zu M*/(ay,...,a,)M"*, wegen des Primvermeidungslemmas (,,prime avoi-
dance®, siehe Eisenbud [18, Lemma 3.3]) liegt also ganz I in einem solchen Primideal. Das bedeutet,
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daB ay,...,a, € I eine maximale M- oder M*-regulire Sequenz ist. Im ersten Fall erhalten wir
die Ungleichungskette

min{r + 2,ht(I, M)} < depth(I, M) = m < min{r + 1, ht(I, M*)},

also m = ht(I, M*). Nach Proposition 1.2(b) ist ai,...,a,, also auch maximale M*-reguliire
Sequenz in I. In jedem Fall erhalten wir also

depth(I, M™) = m < min{r + 1,ht(1, M™)}.

Dies war noch zu zeigen. O

Erweiterungen mit Abstiegseigenschaft. Um weitere Folgerungen zu beweisen, benotigen wir
Resultate zum Verhalten von Tiefe bei ganzen Erweiterungen. Eine Erweiterung A C R von Ringen
heifit Erweiterung mit Abstiegseigenschaft, falls R ganz ist iiber A und auflerdem folgendes
gilt: Zu Primidealen @) € Spec(R) und P € Spec(A) mit P C @ existiert ein Q' € Spec(R) mit
ANQ =P und Q' C Q. Die folgende Proposition enthéilt einige Beispiele von Erweiterungen mit
Abstiegseigenschaft.

Proposition 1.13. A C R sei eine ganze Erweiterung von Ringen, und es gelte mindestens eine
der folgenden Bedingungen.:

(a) R ist ein Integrititsbereich und A ist normal (d.h. ganz abgeschlossen in seinem Quotien-
tenkdrper);

(b) R ist ein flacher A-Modul;
(c) es gibt eine endliche Gruppe G von Automorphismen von R, so daff A = RC ist.
Dann hat die Erweiterung A C R die Abstiegseigenschaft.

Beweis. Die Behauptung unter der Voraussetzung (a) bzw. (b) findet sich in Eisenbud [18, Theo-
rem 13.9 bzw. Lemma 10.11]. Es seien nun A = RY @Q € Spec(R) und P € Spec(A) mit
P C Q. Wegen des Aufstiegslemmas (,,going up*, siehe Eisenbud [18, Proposition 4.15]) existieren
Q',Q" € Spec(R) mit ANQ' =P, ANQ" = ANQ und Q' C Q. GemiB dem nachfolgendem
Lemma 1.14 gilt @ = ¢(Q") mit o € G, also hat o(Q’) die gewiinschten Eigenschaften. O

Lemma 1.14. Es seien R ein Ring, G eine endliche Gruppe von Automorphismen von R, A = R®
und P € Spec(A). Dann operiert G transitiv auf der Menge aller Q € Spec(R) mit ANQ = P.

Beweis. Es sei Q € Spec(R) mit ANQ = P. Dann ist auch ANo(Q) = P fiir 0 € G. Sei umgekehrt
Q' € Spec(R) ein weiteres Primideal mit AN Q' = P. Dann gilt fiir f € Q'
[[oheenace
oeG

also f € o(Q) fiir ein o € G. Damit liegt Q' in der Vereinigung aller o(Q), wegen des Primvermei-
dungslemmas also in einem der o(Q). Wegen der Unvergleichbarkeit von Primidealen iiber P (siehe
Eisenbud [18, Corollary 4.18]) folgt @' = ¢(Q) mit o € G. O

Proposition 1.15. FEs seien A C R eine ganze Erweiterung von Noetherschen Ringen und I g R
ein Ideal. Dann gilt
dim(A/(ANI)) =dim(R/I).

Hat die Erweiterung zusdtzlich die Abstiegseigenschaft, so gilt

ht(A N I) = ht(1).
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Beweis. Die erste Behauptung findet sich bei Eisenbud [18, Proposition 9.2]. Fiir den Beweis der
zweiten Behauptung nehmen wir ein P € Spec(A) mit ANT C P. Wegen des Aufstiegslemmas
existiert ein @ € Spec(R) mit ANQ = P mit I C Q. Wir wéhlen eine Kette

Q& &E . .50 =Q
mit Q; € Spec(R) und r = ht(Q). Dann gilt wegen Eisenbud [18, Corollary 4.18]
ANQo G ANQLS...SANQ, =P,

ht(Q) > ht(I). Wegen der beliebigen Wahl von P folgt ht(A N I) > ht(I). Sei
€ Spec(R) mit I C Q. Wir setzen P := AN Q und wihlen eine Kette

also ht(P) >
umgekehrt Q

PRCPG...CP=P

mit P; € Spec(A). Nach Voraussetzung lassen sich Q; € Spec(R) wéhlen mit Q, =Q, ANQ; = P,
und @; C Q;+1. Wir erhalten eine echt aufsteigende Kette, also ht(Q) > ht(P) > ht(AN1I). Es
folgt ht(I) > ht(ANI). O

Beispiel 1.16. Die folgende ganze Ringerweiterung hat nicht die Abstiegseigenschaft. Es seien
K|z, y] ein Polynomring in zwei Unbestimmten iiber einem Kérper K und J := (z) N (x — 1,y) C
K[z,y]. Wir haben eine ganze Ringerweiterung A := K[y] C R := K|z,y]/J, aber fiir das Ideal
I'=(x—-1,y)+J CRgilt ht(I) =0 und ht(ANT) =ht((y)) = 1.

Proposition 1.17. Es seien A C R Noethersche Ringe, so dafi R endlich erzeugt als A-Modul ist,
und M sei ein endlich erzeugter R-Modul. Dann existiert zu jedem mazimalen Ideal P C A aus
Supp 4 (M) ein mazimales Ideal Q C R aus Suppr(M) mit ANQ = P, so daf§

depth(P, M) = depth(Q, M).

Hat zusdtzlich die Erweiterung A/ Anng(M) C R/ Anng(M) die Abstiegseigenschaft, so ist M
genau dann Cohen-Macaulay als R-Modul, wenn M Cohen-Macaulay als A-Modul ist.

Beweis. Sei aq,...,a, € P eine maximale M-regulire Sequenz. Dann liegt nach Eisenbud [18,
Theorem 3.1] jedes Element von P in einem assoziierten Primideal aus Assgr(M/(a1,...,am)M).
Nach dem Primvermeidungslemma gibt es ein Q € Assg(M/(a1,...,am,m)M) mit P C Q. Als
Annullator eines Elements von M/(aq,...,an,)M liegt @ auch in Suppp(M). Da P maximal ist,
gilt P=QN A, und auch P = Q' N A fiir jedes echte Ideal Q' O Q. Wegen der Unvergleichbarkeit
von Primidealen iiber P (Eisenbud [18, Corollary 4.18]) folgt also, dafl @) maximal ist. Wegen
Q € Assp(M/(a1,...,am)M) ist a1,...,a, auch eine maximale M-reguldre Sequenz in Q. Mit
Proposition 1.2(a) folgt
depth(P, M) = m = depth(Q, M).

Nun habe A/ Anns (M) C R/ Anng(M) die Abstiegseigenschaft. Dann gilt dim(Mp) = dim(Mg)
wegen Proposition 1.15. Falls M Cohen-Macaulay iiber R ist, so folgt depth(P, M) = depth(Q, M)
= dim(Mqg) = dim(Mp), also ist M auch Cohen-Macaulay iiber A. Sind umgekehrt M Cohen-
Macaulay iiber A und @ € Suppp(M) ein maximales Ideal, so setzen wir P = AN Q. Nach
Proposition 1.15 folgt dim(Mp) = dim(Mg), also nach Voraussetzung dim(Mq) = depth(P, M) <
depth(Q, M) = depth(Mg) < dim(Mg). Damit ist M auch Cohen-Macaulay als R-Modul. O

Wir ziehen eine weitere wichtige Folgerung aus Satz 1.9.

Korollar 1.18. Unter den Voraussetzungen 1.7 seien zusitzlich M und M*» Cohen-Macaulay (iber
R bzw. R™), R sei endlich erzeugt als R™-Modul, und R/ Annga(M) C R/ Anng(M) sei eine
Erweiterung mit Abstiegseigenschaft. Fiir ein r > 0 gelte Exti (K, M) = 0 fir 0 < i < r (diese
Bedingung ist leer, falls r < 1), und es seien o € Ext) (K, M) und I = Annga(«). Dann gilt fir
alle P € Asspa(I) N Supppga (M?)

ht(P, M™) <7+ 1.
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Beweis. P ist der Annullator eines Elements von R /1, also existiert ein y € RA, fiir das
P={z € R | zycI}=Annga(ya)

gilt. P erfiillt also die Voraussetzungen des Korollars. Wir miissen daher nur ht(7, M*) < r +1
zeigen und konnen Annpa (M*) C T S RA, also a # 0 annehmen.

Wegen Proposition 1.17 ist M auch Cohen-Macaulay iiber R*. Mit Proposition 1.2(c) folgt also
depth(I, M) = ht(I, M), und ht(I, M) > ht(I, M*), da Anngza(M) C Annga(M?). Korollar 1.11
ist also anwendbar, und wir erhalten depth(I, M*) = min{r+1,ht(7, M*)}. Die Behauptung folgt,
da nach Proposition 1.2(c) depth(I, M) = ht(I, M?) gilt. O

Anmerkung 1.19. Aus dem Beweis geht hervor, dafl wir Korollar 1.18 auch ohne Verlust an
Information wie folgt hitten formulieren kénnen:

(1.18%) Unter den Voraussetzungen 1.7 seien zusditzlich M und M”™ Cohen-Macaulay (iber R bzw.
R™), R sei endlich erzeugt als R»-Modul, und R/ Annpa (M) C R/ Anng(M) sei eine Erweiterung
mit Abstiegseigenschaft. Fiir ein > 0 gelte Ext’ (K, M) =0 fiir 0 < i < r. Dann gilt

ht(P, M) <741 firalle P € Assga (Ext} (K, M)) N Suppga (M™).

Da wir jedoch im folgenden mit konkret gegebenen Elementen aus Ext} (K, M) arbeiten werden,
ist die erste Formulierung giinstiger.

Beispiel 1.20. In Beispiel 1.10 sei G endlich (was char(K) > 0 impliziert). Dann ist R endlich
erzeugt als RS-Modul, und die Erweiterung R C R hat nach Proposition 1.13 die Abstiegseigen-
schaft. Wire R® Cohen-Macaulay, so diirfte nach Korollar 1.18 der Annullator Annge () des in
Beispiel 1.10 angegebenen o € H(G, R) hichstens die Hohe 2 haben. Aber z1,x2, 23 € Annge (o),
also ist die Hohe nach Proposition 1.15 mindestens 3. Es folgt, dal der Invariantenring RS nicht
Cohen-Macaulay ist. Dies wird sich als Spezialfall von Korollar 3.7 und gleichzeitig von Korollar 4.11
herausstellen.

Stark p-eingebettete Untergruppen. Sind G < GL(V) eine endliche lineare Gruppe iiber
einem Kérper K und H eine Untergruppe mit [G : H]| € K, so gilt nach Kemper [35] depth(S(V)%)
> depth(S(V)*#), wobei die Invariantenringe graduierte Unteralgebren der Polynomalgebra S(V)
mit S(V); =V sind. Wir beweisen nun eine Verallgemeinerung.

Proposition 1.21. Fine endliche Gruppe G operiere durch Automorphismen auf einem Ring R
und auf einem endlich erzeugten R-Modul M, so daf o(af) = o(a)o(f) fir o € G, a € R und
f € M gilt. R sei endlich erzeugt iiber R®, und RC sei Noethersch. Weiter seien H < G eine
Untergruppe, so daf§ der Index [G : H] in R invertierbar ist, und P C RY ein maximales Ideal mit
P € Suppre(MS). Dann existiert ein mazimales Ideal Q@ C RY aus Supp pr (M) mit RNQ = P,
so dafs
depth(P, M) > depth(Q, MH)

gilt.

Falls R® Cohen-Macaulay ist und die Erweiterung RE C RH die Abstiegseigenschaft hat, so ist
auch RE Cohen-Macaulay.

Beweis. Es gilt Annpe(MH) C Annge (M) C P, nach Proposition 1.17 existiert also ein maxi-
males Ideal Q C R aus Suppra (M) mit RS NQ = P, so daB

depth(P, M) = depth(Q, M) =: .

Es sei ag,...,a, € P eine M -regulire Sequenz. Wir behaupten, da diese dann auch M%-regulir
ist. Zuniichst gilt PMY # MY wegen P € Supppre (M), also (a1,...,a,)ME # M. Es sei fiir
eint <r

arfi+---+aif; =0
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mit f1,...,fi € ME. Wegen der M -Regularitit existieren g1,...,gi—1 € M, so dal
fi=aig1+ -+ a;—1gi-1- (1.5)

Der relative Reynolds-Operator ist definiert durch

1 k
TG/H* el —>MG7 [ m';%(f),

wobei die o; ein Vertretersystem der Linksnebenklassen von H in G bilden. Da 7g,y ein Homo-
morphismus von RY-Moduln mit 7¢,/ |, . = id ist, ergibt die Anwendung auf (1.5)

Ji=aimg/u(g) + -+ ai1mg/u(gi-1) € (ay,. .. ,aifl)MG-
Damit ist a1, ...,a, M%-regulir, und die erste Behauptung folgt.

Nun sei R” Cohen-Macaulay, und R C R habe die Abstiegseigenschaft. Fiir ein maximales
Ideal P C R® nehmen wir das obige Ideal Q@ € R¥ und erhalten

ht(P) = ht(Q) = depth(Q, M™) < depth(P, M%) < ht(P),
also die Cohen-Macaulay-Eigenschaft von RC. O

Nun stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen die Umkehrung von Proposition 1.21 gilt,
wann also aus der Cohen-Macaulay-Eigenschaft von RE die von R folgt. Im allgemeinen ist dies
falsch, wie das Beispiel G = Sp,, p > 5, mit der Operation auf dem Polynomring R = Fp[z1, ..., 2]
durch Vertauschungen der z; zeigt: R wird von den elementarsymmetrischen Polynomen erzeugt,
ist also Cohen-Macaulay, aber die p-Sylowgruppe H ist zyklisch, und wir erhalten nach Ellingsrud
und Skjelbred [19] depth(R¥) = 3 < p (siehe die Gleichung (4.6) auf S. 47), also ist R nicht Cohen-
Macaulay. Wir benutzen nun Proposition 1.8, um von einer bestimmten Klasse von Untergruppen H
zu zeigen, daf} in Proposition 1.21 Gleichheit fiir die Tiefen gilt. H < G heifit stark R-eingebettet
(siehe Thévenaz [72, p. 440]), falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Der Index [G : H] ist in R invertierbar;
(i) fiir o € G'\ H hat der Schnitt °H N H eine in R invertierbare Ordnung, wobei °H := cHo '

Falls R die Charakteristik p hat, so sagen wir auch, dal H stark p-eingebettet ist. Ein typisches
Beispiel ist der Normalisator einer p-Sylowgruppe P, falls diese die Ordnung p hat. Das folgen-
de Lemma ist wohlbekannt, aber wegen fehlender Referenz in der Literatur wird hier ein Beweis
gegeben, der von Jacques Thévenaz stammt.

Lemma 1.22. Eine endliche Gruppe G operiere durch Automorphismen auf einem Ring R, und
H < G sei stark R-eingebettet. Fiir einen Modul M iiber dem Gruppenring REG ist dann die
Restriktionsabbildung

resg.y - H'(G,M) — H'(H, M)

fiir i > 0 ein Isomorphismus.

Beweis. Wir betrachten die Korestriktion coresy g: H'(H,M) — H'(G,M) (siche Benson [3,
S. 67]). Nach Benson [3, Proposition 3.6.17] gilt

coresy g oresg . = |G : H|-id,

wegen der Bedingung (i) ist resg,py also injektiv. Umgekehrt ergibt die Formel von Mackey (siehe
Benson [3, Lemma 3.6.16)) fiir « € H'(H, M)

resg, g coresy (o) = E cores onp, i resy, sunm (o),
oc€H\G/H
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wobei die Summation {iber Vertreter o der Doppelnebenklassen Ho H lduft. Wegen (ii) gilt H*(“HN
H,M) =0 fiir o ¢ H, also liefert die obige Gleichung res¢g g coresy ¢(o) = «, und die Surjektivitét
folgt. O

Satz 1.23. Unter den Voraussetzungen von Proposition 1.21 sei H zusdtzlich R-stark eingebettet.
Dann gilt fiir jedes Ideal I S RS mit Annpe(M™) C VI und fiir jedes Ideal J CRY mit1CJ

depth(I, M€) < depth(J, M*).

Hat die Erweiterung R C R auferdem die Abstiegseigenschaft, so ist RY genau dann Cohen-
Macaulay, wenn dies fir RE gilt.

Beweis. Es sei ai,...,a, € I eine M%-regulire Sequenz mit m = depth(7, MG). Wir haben

IMH™ # M und damit auch (ai,...,a,)M" # MH. Nach Proposition 1.8 ist a1, ..., a,, genau
k

dann M*H -regulir, wenn die dortigen Abbildungen H'(H, Ej) — Hl(H,M(2)) firk=1,....,m

injektiv sind. Wegen Lemma 1.22 haben wir aber kommutative Diagramme

k
2

HY(G,Ey) — HY(G,MG))

lz lz
HY(H,Ey) — H'(H,MG).

Die obere Zeile ist nach Voraussetzung und Proposition 1.8 injektiv, also auch die untere.
Es gelte nun die Abstiegseigenschaft, und R® sei Cohen-Macaulay. Fiir ein maximales Ideal
Q C RY sei I := RN Q. Mit obigem und den Propositionen 1.2 folgt und 1.15

ht(Q) = ht(I) = depth(I, R) < depth(Q, R") < ht(Q),

also Gleichheit. Damit ist auch Rf Cohen-Macaulay. Die Umkehrung gilt nach Proposition 1.21.
O

Beispiel 1.24. Es seien p eine Primzahl und G = S, die symmetrische Gruppe auf p Symbolen. Fiir
eine p-Sylowgruppe P = Z,, ist der Normalisator H = N (P) = Z, x Z,_; stark p-eingebettet. Der
Invariantenring R unter der natiirlichen G-Operation auf dem Polynomring R = F,[z1,..., 7))
durch Permutationen der x; ist isomorph zu einer Polynomalgebra, erzeugt von den elementar-
symmetrischen Polynomen, insbesondere also Cohen-Macaulay. Nach Satz 1.23 folgt, dal auch
R Cohen-Macaulay ist. Dies mag iiberraschend sein, da der Invariantenring R fiir p > 5 nicht
Cohen-Macaulay ist, wie wir oben bemerkt haben.
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2 Reduktive Gruppen und Hopf-Algebren

Wir machen in diesem Abschnitt die folgenden Voraussetzungen:

Notation 2.1. A sei eine kokommutative Hopf-Algebra mit Antipode iiber einem Korper K. Wei-
ter sei C eine volle Unterkategorie der Kategorie der A-Moduln mit folgenden Eigenschaften:

(i) K liegt in C;

(ii) alle V aus C sind endlich dimensional als K-Vektorrdume;
(iii) mit V liegt auch jeder Untermodul und jede symmetrische Potenz S™(V) in C;
(iv) mit V und W liegen auch V @& W und Homg (V, W) in C.

Alle Tensorprodukte und symmetrische Potenzen werden iiber K gebildet. Man beachte, dafl
wegen der Kokommutativitidt die A-Operation auf einer Tensorpotenz eine Operation auf der sym-
metrischen Potenz induziert, und dafi Homg (V, W) mit Hilfe der Antipode zum A-Modul wird
(siehe Benson [3, S. 48]).

Fiir jede Hopf-Algebra erfiillt die Kategorie aller endlich dimensionalen Moduln die Vorausset-
zungen (1)—(iv).

2.1 Lineare und geometrische Reduktivitit

Definition 2.2. Unter den Voraussetzungen 2.1 heifit A linear reduktiv (oder auch halbein-
fach) beziglich C, falls jeder Modul aus C wvoll reduzibel ist. A heifft geometrisch reduktiv
beziiglich C, falls zu jedem Modul V' aus C und zu jedem 0 # v € VA einr > 0 und ein f € ST(V*)A
existiert mit f(v) # 0.

Beispiel 2.3. Es sei G eine lineare algebraische Gruppe iiber K, der als algebraisch abgeschlossen
vorausgesetzt werde. A = K G sei der Gruppenring, und C sei die Kategorie aller endlich dimensio-
nalen A-Moduln V', so daf§ die zugehérige Abbildung G — GL(V') ein Morphismus von algebraischen
Gruppen ist. Dann erfiillt C die Bedingungen aus 2.1. A ist genau dann linear- bzw. geometrisch
reduktiv, wenn die entsprechende Eigenschaft fiir G gilt (siehe Mumford et al. [50, S. 191]).

Einige weitere wichtige Klassen kokommutativer Hopf-Algebren mit Antipode wurden in Bei-
spiel 1.6(a) und (b) angegeben. Wir werden in Abschnitt 2.3 untersuchen, was lineare bzw. geome-
trische Reduktivitat fiir diese Klassen bedeuten.

Proposition 2.4. (a) Ist A linear reduktiv beziiglich C, so auch geometrisch reduktiv.
(b) Ist A endlich dimensional, so ist A geometrisch reduktiv beziglich C.

Beweis. A sei linear reduktiv beziiglich C, und V sei ein A-Modul in C. Wir rechnen zunéchst nach,
daB die Auswertung bei einem v € V? ein A-Homomorphismus ¢: V* — K ist. Dabei wird die
Regel eon = e (Sweedler [71, Proposition 4.0.1(3)]; € ist die Koeinheit und n die Antipode) benutzt.
Nun sei U < V* ein irreduzibler Untermodul. Dann impliziert o(U) # 0, dafl U = K ist. Aus
der vollstindigen Reduzibilitit von V* folgt damit o(V*) = o((V*)M). Falls v # 0 ist, gilt jedoch
©(V*) # 0, also existiert f € (V*)* mit f(v) # 0. Damit ist (a) bewiesen.

Nun sei A endlich dimensional. Fiir 0 # v € VA existiert ein f € V* mit f(v) = 1. Die symme-
trische Algebra S(V*) ist ganz iiber S(V*)* (siehe Anmerkung 1.12), also existieren a1, ..., a, €
S(V*)A mit

ffraf ™+t a1 f+a=0.

Ohne Einschrinkung kénnen wir a; € S*(V*)* annehmen. Auswertung bei v liefert
1+a1(v)+---+ar—1(v) +a(v) =0,

also muf a;(v) # 0 fiir mindestens ein ¢ gelten. Dies zeigt Teil (b). O
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Der Reynolds-Operator. Zu einem A-Modul V' aus C betrachten wir nun die symmetrische
Algebra S(V). Diese ist eine A-Algebra, und es braucht uns nicht zu stéren, dafi S(V') nicht mehr
in C liegt.

Proposition 2.5. Es seien A linear reduktiv beziiglich C, V' ein A-Modul in C und R = S(V') die
symmetrische Algebra. Dann existiert ein A-Epimorphismus

7m: R— RM
mit | ga = id. Jedes solche 7 ist auch ein Homomorphismus von R™-Moduln.

Anmerkung. Ein Homomorphismus 7 mit den Eigenschaften aus Proposition 2.5 heiffit Reynolds-
Operator.

Beweis. Wegen der vollstindigen Reduzibilitéit der symmetrischen Potenzen S” (V') existieren Ab-
bildungen 7,: S"(V) — S”(V)* mit den gewiinschten Eigenschaften. Diese setzten wir zusammen
und erhalten daraus 7. Es sei nun a € R*. Dann wird durch f + 7(af) ein A-Endomorphismus ¢
auf R gegeben. Fiir einen irreduziblen Unterraum U C R kann ¢(U) # 0 nur gelten, wenn U = K.
Fiir f € S"(V) sei f' = f —n(f). Dann folgt aus der vollstindigen Reduzibilitit ¢(f’) = 0, also

m(af) = o(n(f) + [') = e(x(f)) = w(an(f)) = an(f).

Damit ist 7 auf jedem Teilraum S”(V) ein R*-Homomorphismus, also auf ganz R. O

Beispiel 2.6. Ist A = KG mit einer endlichen Gruppe G, so dafi char(K) 1 |G/, so ist der Reynolds-
Operator eindeutig bestimmt und durch

1
() =1 > o)

gegeben.

Lemma 2.7. In der Situation von Proposition 2.5 sei I C R™ ein Ideal und IR das davon erzeugte
Ideal in R. Dann gilt

IRNRM=1.

Beweis. Die Inklusion I C TRN R ist klar. Sei umgekehrt f = ai1by + - - + a,.b, € IR N R® mit
a; € Rund b; € I. Wir wenden 7 aus Proposition 2.5 an und erhalten

f=n(f)=n(a1)by + -+ m(a,)b, € I.

O

Mit Theorem 6.5.2 aus Bruns und Herzog [11] folgt nun, dafl der Satz von Hochster und Ro-
berts [29] auch in unserer verallgemeinerten Situation gilt:

Satz 2.8. Unter den Voraussetzungen 2.1 seien V' ein A-Modul in C und R = S(V') die symmetri-
sche Algebra. Falls A linear reduktiv beziglich C ist, so ist R Cohen-Macaulay.

Beweis. R™ ist eine graduierte Unteralgebra von R. Daher ist der klassische Hilbertsche Beweis der
endlichen Erzeugung von Invariantenringen linear reduktiver Gruppen anwendbar (siehe z.B. den
Beweis zu Theorem 2.1.3 in Sturmfels [70]), also ist R* endlich erzeugt. Wegen Lemma 2.7 folgt
nun aus Bruns und Herzog [11, Theorem 6.5.2] die Behauptung O
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Die geometrische Riickschnitteigenschaft. Der Beweis von Satz 2.8 zeigt die grofle Bedeutung
von Lemma 2.7. Wir wollen nun ein dhnliches Resultat fiir geometrisch reduktive Hopf-Algebren
herleiten. Dazu benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.9. Es sei p: A — B ein Epimorphismus von A-Algebren (nicht notwendig mit Fins), so
daf$ jedes a € A in einem Untermodul enthalten ist, der in C liegt. Auferdem sei A geometrisch
reduktiv beziiglich C. Dann gibt es fiir jedes b € BY ein a € AN und ein r > 0 mit p(a) = b".

Beweis. Wir bilden den Beweis von Mumford et al. [50, Lemma A.1.2] nach. Ohne Einschrinkung
sei b # 0. Wir wéhlen o/ € A mit p(a’) = b und einen Untermodul £ C A in C mit o’ € E. Aus
b € B folgt

Aa' € e(N)d' + (ENKern(p)) fiir A € A,

also ist auch V := Kd' @ (ENKern(yp)) C E ein A-Modul in C. Es existiert ein f € V* mit f(a') =1
und f|gnKern(p) = 0. Fiir A € A mit A(N) =3, s ® vy, @ € K und v € ENKern(yp) gilt

A f)(aa" +v) Z/“ (ad' +v)) =

*Z (i) - f (ewi)ad’) = e(N)a = (e(N) - f)(aa’ + ),

also f € (V*)*. Wegen der geometrischen Reduktivitit existieren ein 7 > 0 und ein @ € S7(V**)A
mit a(f) = 1. Unter Benutzung von (3), (4) und (6) aus Sweedler [71, Proposition 4.0.1] rechnet
man nun nach, dafl die kanonische Einbettung V' — V** ein A-Homomorphismus ist, wegen der
endlichen Dimension von V' kénnen wir also @ € S" (V) annehmen. Die Inklusion V' C A induziert
einen A-Homomorphismus : S™(V) — A. Das Bild von ¢ ist die direkte Summe von K - (a’)" und
einem K-Vektorraum, dessen Elemente alle Vielfache von Elementen aus ENKern(p) sind. Daraus
ergibt sich
p(p(a)) =107,

also leistet a := 1 (a) das Gewiinschte. O

Es folgt die angekiindigte Abschwichung von Lemma 2.7, die fiir geometrisch reduktive Hopf-
Algebren gilt.

Proposition 2.10. Es seien V ein A-Modul in C, R = S(V) die symmetrische Algebra und I C R*
ein Ideal. Ist A geometrisch reduktiv beziiglich C, so gilt

VIRN RN = V1.

Anmerkung. Fiir den Fall, dal A die Gruppenalgebra einer geometrisch reduktiven Gruppe ist,
ist Proposition 2.10 in Newstead [56, Lemma 3.4.2] enthalten.

Beweis. Offenbar liegt VI in VIR N RM. Fiir die umgekehrte Inklusion geniigt es zu zeigen, daB
IRNRM C VI

gilt. Es sei also f = Xxnlazfz € IRNR mit a; € R, f; € I. Sei A := R[ty,...,tn], die
Algebra aller Polynome in Unbestimmten t1, ..., t,, mit Koeffizienten in R und 0 als konstantem
Koeffizient. Mit trivialer Operation auf den ¢; wird A zur A-Algebra (ohne Eins), und jedes Element
aus A liegt in einem Untermodul in C. Durch at; — af; fiir « € R wird ein Homomorphismus
¢: A — R von A-Algebren gegeben, dessen Bild wir mit B bezeichnen. Es gelten f € B” und
©(AM) = (RMty, ... tm]s) € I. Nach Lemma 2.9 folgt f” € I fiir ein 7 > 0. O
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Wir geben nun eine homologische Charakterisierung von linear reduktiven Hopf-Algebren. Sind
U und V' A-Moduln in C, so schreiben wir C-Ext} (U, V) fiir die Menge der Aquivalenzklassen von
Erweiterungen

0—V-—>W-—U-—70 (2.1)

mit W in C (siehe Eisenbud [18, S. 645]). Da C eine volle Unterkategorie ist, erhalten wir eine Ein-
bettung C-Ext} (U, V) < Ext} (U, V). Ist némlich o € C-Ext (U, V) durch eine Erweiterung (2.1)
gegeben, welche in der vollen Modulkategorie zerfallt, so liegt der entsprechende Homomorphismus
U — W auch in Mor¢ (U, W), also zerfillt (2.1) auch in C, und o = 0.

Proposition 2.11. A ist genau dann linear reduktiv beziiglich C, falls C—Ext/l\(K, V) =0 fir alle
A-Moduln V' in C gilt.

Beweis. Falls A linear reduktiv beziiglich C ist, so zerfillt jede exakte Sequenz (2.1), insbesondere
fir U = K, also C-Ext} (K, V) = 0.

Umgekehrt gelte C-Ext) (K,V) = 0 fiir alle A-Moduln V in C. Wir zeigen zuniichst, daf
fir jeden Epimorphismus U — V von A-Moduln aus C auch U — VA surjektiv ist. Es sei
nimlich 0 # v € VA und U’ C U die Urbildmenge von Kv. Dann ist U’ ein Untermodul, und
der Epimorphismus U’ — Kv = K zerfillt nach Voraussetzung. Dies liefert das gewiinschte Urbild
von v. Sei nun (2.1) irgendeine kurze exakte Sequenz von A-Moduln in C. Daraus erhalten wir (da
Sequenzen von K-Vektorrdumen immer zerfallen) eine exakte Sequenz

0 — Homg (U,V) — Homg (W, V) — Homg (V,V) — 0.

Nach Obigem existiert ein Urbild ¢ € Homg (W, V)? von idy € Homg (V, V). Nach Benson [3,
S. 48] liegt ¢ in Homp (W, V) und 148t (2.1) zerfallen. Also ist A linear reduktiv beziiglich C. O

Fiir den Fall A = KG gehort Proposition 2.11 vermutlich zur ,,Folklore“. Beispielsweise erscheint
das Resultat im Beweis zu Proposition 1 bei Kraft und Kutzschenbauch [17]. Ich danke Hanspeter
Kraft fiir eine Vereinfachung einer fritheren Version des Beweises von Proposition 2.11.

2.2 Der Charakterisierungssatz

Um Satz 1.9 anwenden zu konnen, miissen wir Invarianten a; produzieren, die Elemente aus
Ext) (K, M) annullieren. Das folgende Lemma, das bisher nicht bekannt gewesen zu sein scheint,
liefert den Schliissel hierzu.

Lemma 2.12. Es seien V ein A-Modul in C und o € C-Ext} (K, V). Dann existiert ein A-Modul
W in C und ein 0 # w € W2, so daff w ® a = 0 als Element von Ext) (K, W @ V).

Genauer gilt: Ein A-Modul W enthdlt genau dann ein 0 # w € WAJm't w®a =0, wenn
ein. Homomorphismus W* — V in die durch o definierte Erweiterung V ezistiert, so daf das
Kompositum W* — V — K surjektiv ist.

Beweis. W sei ein A-Modul und w € WA, Per Definition ist w ® a das Bild von « unter dem
von V. — W ®YV, v — w® v induzierten Homomorphismus Exth (K,V) — Ext}i(K,W ® V).
Nach der Konstruktion des Cup-Produkts durch projektive Auflsungen (siche Benson [3, S. 52])
ist w® a = ¢ Ua, wobei p € Ext} (K, W) = Homy (K, W) durch 1 +— w gegeben ist. Andererseits
ist @ U ¢ nach Benson [3, Proposition 3.2.1] gleich dem Yoneda-Kompositum von a ® idy und ¢:
Ist

0—V-—V " K-—0

eine durch «a gegebene Erweiterung, so wird eine Erweiterung zu a U ¢ durch die obere Zeile von
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0 Vew X K 0
id ®
0 VoW——yew s W 0

geliefert, wobei X das Faserprodukt von VW und K {iber W ist. Aus der universellen Eigenschaft
des Faserprodukts folgt, dafl die Erweiterung genau dann zerféllt, wenn es einen Homomorphismus
K —V @ W gibt, so da8 das Diagramm

K
/ e
kommutiert. Mit dem natiirlichen Isomorphismus VoW = Homg (W*, 17) erhalten wir daraus

durch Verfolgen der 1 € K im obigen Diagramm die Bedingung, dafl ein Homomorphismus W* — 1%
existiert, so daf}

W*
/ "
Vot K

kommutiert. Dies fiihrt genau auf die behauptete Bedingung fiir W. Sie wird von W = v+
erfiillt. O

Wir kénnen nun die Resultate aus Abschnitt 1 benutzen, um eine Umkehrung von Satz 2.8 zu
beweisen.

Satz 2.13. Unter den Voraussetzungen 2.1 sei A geometrisch reduktiv beziiglich C. Ist dann der
Invariantenring S(V)* Cohen-Macaulay fiir alle A-Moduln V' aus C, so ist A linear reduktiv beziiglich
C.

Beweis. Es seien V ein A-Modul in C und o € C-Extj(K,V). Nach Lemma 2.12 existiert ein
A-Modul W in C und w € WA mit w ® a = 0. Wir bilden

R=SVaoWaoWaoWw)

und bezeichnen die Bilder von w in den verschiedenen Kopien von W mit a1, as,a3 € R*. V und
drei Kopien von W ® V treten als direkte Summanden in R auf, also haben wir Einbettungen
Ext) (K, V) «— Ext) (K, R) und Ext} (K,W ® V) — Extj (K, R). Das Bild von « in Ext} (K, R)
bezeichnen wir wieder mit . Es folgt

ai,az,a3 € AIHIRA (a) (2.2)

Wir zeigen nun, dafl das Ideal I := (al,ag,ag)RA die Hohe 3 hat. Fir 0 < ¢ < 3 sei P, =
(ai,...,a;)RNR™ wobei (ay,...,a;)R das von ay, ..., a; erzeugte ideal in R und Py = 0 ist. Dann
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sind alle P; Primideale in R*, und P, S PGPS Ps Sei PC RM irgend ein Primideal mit
I C P. Mit Proposition 2.10 folgt dann

Py=+/Py=+/(a1,....,a3)RNR* =VIC VP =P,

wir haben also Py G Pt & P» & P. Es folgt ht(I) > 3, und Gleichheit nach dem Krullschen
Hauptidealsatz (siehe Eisenbud [18, Theorem 10.2]). Keines der a; liegt also in einem assoziierten
Primideal der Hohe i — 1 von (ay,...,a;—1)R". Da R® nach Voraussetzung Cohen-Macaulay ist,
folgt nun aus dem Ungemischtheitssatz von Macaulay (siche Eisenbud [18, Corollary 18.14]), da8
a; in keinem assoziierten Primideal von (a1, ...,a;_1)R" liegt, also ist a1, as, a3 eine R™-regulire
Sequenz. Wegen (2.2) wiirde aus « # 0 nach Satz 1.9 ein Widerspruch folgen. Da V' und « beliebig
gewihlt waren, folgt die lineare Reduktivitdt von A aus Proposition 2.11. O

Im folgenden betrachten wir den Spezialfall von Satz 2.13, in dem A ein Gruppenring ist.

Korollar 2.14. Es seien G eine endliche Gruppe und K ein Kdérper. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(a) Fiir jeden endlich dimensionalen KG-Modul V ist S(V )& Cohen-Macaulay.
(b) char(K) t|G|.

Beweis. Nach Proposition 2.4(b) ist A := K G geometrisch reduktiv. Also ist nach Satz 2.8 und 2.13
die Aussage (a) gleichbedeutend damit, dafl alle endlich dimensionalen K G-Moduln voll reduzibel
sind. Dies ist aber dquivalent zu char(K) t |G|. O

Lineare algebraische Gruppen. Ist G eine lineare algebraische Gruppe, so 148t sich der Invari-
antenring von G nur im Fall von algebraisch abgeschlossenen Grundkérpern K als Invariantenring
der Gruppenalgebra K G schreiben. Ist K jedoch nicht algebraisch abgeschlossen, so befinden wir
uns in einer anderen Situation, auf die wir nun eingehen.

Eine lineare algebraische Gruppe G iiber einem nicht notwendig algebraisch abgeschlossenen
Korper K ist fiir uns ein glattes affines Gruppenschema vom endlichen Typ iiber K (siche Mumford
et al. [50, Definition 0.2]). Im Falle char(K) = 0 ist nach Waterhouse [73, Theorem 11.4] jedes
affine Gruppenschema glatt. Unter einem affinen G-Schema X verstehen wir ein affines Schema
vom endlichen Typ iiber K mit einem Morphismus p: G x X — X, so daf} die {iblichen Diagramme
kommutieren (sieche Mumford et al. [50, Definition 0.3]). Falls X ein affiner n-Raum iiber K ist und
die G-Operation durch einen Morphismus G — GL, (K) gegeben ist, so wird X auch als G-Modul
bezeichnet. Es seien K[G] bzw. K[X] die Koordinatenringe von G bzw. dem affinen G-Schema X.
Dann haben wir einen Homomorphismus

p*: K[X] — K[G] @k K[X]

von K-Algebren. Ein f € K[X] heiBt eine Invariante, falls p*(f) = 1®f, und der Invariantenring
K[X]% besteht aus allen Invarianten (siehe Mumford et al. [50, Definition 1.3]). Falls K der
algebraische Abschlufl von K ist, so gilt

K[Spec(K) x X]|3ectF)xG — | @ K[X]C,

da K[X]¢ der Kern einer K-linearen Abbildung ist. Dies erlaubt oft eine Reduktion auf den Fall von
algebraisch abgeschlossenen Korpern. Die Menge G(K) := Morg (Spec(K), G) der (K-rationalen)
geometrischen Punkte von G triigt eine Gruppenstruktur, und G(K) operiert auf K[X]| durch

o(f) = (0" ®id)(p"(f) fir o€ G(K), feK[X],

wobei o*: K[G] — K die zu o gehorende Abbildung ist. Damit wird K[X] zu einer A-Algebra
fir A := KG(K). Falls K algebraisch abgeschlossen ist, so folgt aus der Reduziertheit von K[G]
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(siehe Waterhouse [73, Theorem 11.6]), daf der Invariantenring genau aus den Elementen von K[X]
besteht, die von G(K) festgelassen werden. In diesem Fall gilt also K[X]¢ = K[X]*. Wir bemerken
auferdem, daB fiir einen G-Modul V' die Menge V(K) := Morg (Spec(K),V) ein K-Vektorraum
mit einer Operation von G(K) ist, und K[V] = S(V(K)).

Eine lineare algebraische Gruppe G heifit linear reduktiv, falls jeder G-Modul voll reduzibel
ist, und reduktiv (auch ,gruppentheoretisch reduktiv¥), falls das unipotente Radikal von G (d.h.
der maximale zusammenhiingende unipotente Normalteiler) trivial ist. Falls G linear reduktiv ist,
so ist G reduktiv, und fiir char(K) = 0 gilt auch die Umkehrung (siehe Springer [68, V., Satz 1.1]).
In positiver Charakteristik sind die linear reduktiven Gruppen von Nagata [51] klassifiziert worden.
Demnach ist G genau dann linear reduktiv, wenn die Anzahl der Zusammenhangskomponenten
von G nicht durch char(K) teilbar ist und die 1-Komponente G° ein Torus ist. In positiver Cha-
rakteristik unterscheiden sich also die Begriffe von linearer- und gruppentheoretischer Reduktivitét
betréchtlich.

Satz 2.15. FEs sei G eine reduktive lineare algebraische Gruppe iiber einem beliebigen Korper K.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Fir alle G-Moduln V ist K[V]|¢ Cohen-Macaulay.
(b) G ist linear reduktiv.

Beweis. Es seien K der algebraische AbschluB von K und G = Spec(K) x G. G ist glatt, da nach
Waterhouse [73, Theorem 11.6] K ® x K[G] reduziert ist. Zu einem G-Modul V sei V = Spec(K)xV/,
also ist V(K) ein Modul iiber der Gruppenalgebra A := KG(K). C sei die Kategorie aller A-
Moduln von der Form V(K) mit einem G-Modul V. Es ist klar, da C eine volle Unterkategorie
der Modulkategorie von A ist. Nach Haboush [26] ist G geometrisch reduktiv, was bedeutet, dafl A
geometrisch reduktiv beziiglich C ist, denn jede Invariante 1i8t sich als K-Linearkombination von
K-rationalen Invarianten schreiben. Damit ist Satz 2.13 anwendbar.

Es sei V ein G-Modul. Falls V' voll reduzibel ist, so ist auch V(K voll reduzibel (als Objekt in
C). Da das Zerfallen von kurzen exakten Sequenzen in C auf die Losbarkeit von linearen Gleichungs-
systemen iiber K hinauslduft, gilt auch die Umkehrung. Also ist G genau dann linear reduktiv,
wenn A linear reduktiv beziiglich C ist. Weiter gilt fiir einen G-Modul V/

S (V(RK)" = R[V]° = K @k K[V]°.

Nach Nagata [52] ist K[V]9 eine endlich erzeugte K Algebra, also ist K[V]® nach Bruns und
Herzog [11, Theorem 2.1.10] genau dann Cohen-Macaulay, wenn dies fiir K @ K[V]% gilt.

Nun folgt die Implikation ,(a) = (b)“ aus Satz 2.13, und die Implikation ,(b) = (a)“ aus
Satz 2.8. U

Anmerkung 2.16. Das folgende Beispiel zeigt, dafl die Reduktivitéitsvoraussetzung in Satz 2.15
nicht tiberfliissig ist. Man betrachte die additive Gruppe G = G4(C) und einen G-Modul V. Die
Operation von G, (C) 1a8t sich zu einer SLy(C)-Operation fortsetzen (sieche Kraft [16, I11.3.9]), und
es gilt die 1861 von Roberts bewiesene Isomorphie

C[v]Ga(C) o~ (C[V ® ((32]5112((:)7

wobei SLy(C) in natiirlicher Weise auf C? operiert (sieche Springer [67, S. 69, Anmerkung 4] oder
Schur [60, Satz 1.14]). Mit dem Satz von Hochster und Roberts [29] folgt nun, da8 C[V]¢ Cohen-
Macaulay ist, obwohl G nicht (linear) reduktiv ist. Der Grund fiir das Versagen von Satz 2.13 liegt
darin, dafl schon Proposition 2.10 {iber die geometrische Riickschnitteigenschaft fiir G, falsch wird.

Ich danke David Wehlau und Vladimir Popov fiir den Hinweis auf die oben genannte Isomorphie.

Zusammen mit Sidtzen von Nagata und Popov bekommen wir nun eine Charakterisierung von
linear reduktiven Gruppen (innerhalb der linearen algebraischen Gruppen) durch ihre Invarianten-
ringe.
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Korollar 2.17. G sei eine lineare algebraische Gruppe tiber einem beliebigen Korper K. G ist
genau dann linear reduktiv, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfillt sind:

(a) Fiir jedes affine G-Schema X ist K[X|¢ eine endlich erzeugte K -Algebra.
(b) Fiir jeden G-Modul V ist K[V]¢ Cohen-Macaulay.

Beweis. Falls G linear reduktiv ist, so folgt (a) aus dem Satz von Hilbert und Nagata (siehe
Nagata [52]), und (b) folgt aus Satz 2.8, der fiir linear reduktive Gruppen zum ersten Mal von
Hochster und Roberts [29] bewiesen wurde.

Sind umgekehrt (a) und (b) erfiillt, so ist auch K ® K[X]“ endlich erzeugt, also ist Spec(K) x G
nach Popov [57] reduktiv, und damit auch G. Also ist Satz 2.15 anwendbar und liefert die lineare
Reduktivitidt von G. O

2.3 Lie-Algebren und Koordinatenringe algebraischer Gruppen

Wir fragen nun, was lineare- und geometrische Reduktivitét fiir universell Einhiillende von Lie-
Algebren bzw. fiir Koordinatenringe von abelschen linearen algebraischen Gruppen bedeuten, und
welche Aussagen man aus den Sitzen 2.8 und 2.13 gewinnen kann. Wir beginnen mit den universell
Einhiillenden von Lie-Algebren.

Reduktivitit von Lie-Algebren. Eine Lie-Algebra heiffit geometrisch- bzw. linear reduktiv,
falls ihre universell Einhiillende die entsprechende Eigenschaft hat. Die folgende Proposition gibt
an, fiir welche Lie-Algebren diese Eigenschaften gelten. Es ist bemerkenswert, wie stark sich der
modulare Fall von dem Fall mit Charakteristik 0 unterscheidet. Die wesentlichen Beweisteile wurden
mir von Vladimir Popov (Teil (a)) und Alexander Premet (Teil (b)) geliefert.

Proposition 2.18. FEs seien g eine endlich dimensionale Lie-Algebra diber einem Kérper K und C
die Kategorie der endlich dimensionalen g-Moduln. Dann gelten:

(a) Falls K die Charakteristik 0 hat, so gilt die Aquivalenz

g ist linear reduktiv <= g ist geometrisch reduktiv <= g ist halbeinfach.

(b) Falls K positive Charakteristik hat, so ist g immer geometrisch reduktiv, und g ist genau dann
linear reduktiv, wenn g = 0.

Dabei bedeutet Reduktivitit jeweils Reduktivitdt beziiglich C.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall char(K) = 0. Falls g halbeinfach ist, so ist g nach einem
Satz von Hermann Weyl (siehe Bourbaki [9, Kap. I, § 6, Theorem 2]) linear reduktiv. Ist g linear
reduktiv, so ist g wegen Proposition 2.4(a) auch geometrisch reduktiv.

Nun sei g geometrisch reduktiv. Wir nehmen an, dal g nicht reduktiv sei, also existiert ein
nilpotentes Ideal 0 # n C g. Nach dem Satz von Ado (Bourbaki [9, Kap. I, § 7, Theorem 3]) gibt es
eine treue Darstellung ¢: g — gl,,(K) in die Lie-Algebra der n x n-Matrizen, so dafl ¢(x) fir alle
x € n nilpotent ist. Wir betrachten g als Lie-Unteralgebra von gl,,(K). Es sei K ein algebraischer
AbschluB von K. Fiir iiber K definierte abgeschlossene Untergruppen G, H < GL, (K) ist auch
GNH iiber K definiert, und nach Humphreys [31, Theorem 12.5] gilt Lie(GN H) = Lie(G)NLie(H).
Essei g C gl,,(K) der Durchschnitt iiber alle Lie(H) mit g C Lie(H ), wobei H die iiber K definierten
abgeschlossenen Untergruppen von GL,,(K) durchliuft. Dann folgt § = Lie(G) mit G < GL,(K)
definiert iiber K. Wir behaupten, daf i := K @ n ein Ideal in g ist. U := {o € GL,(K) | ono~! C
n} ist némlich eine iiber K definierte abgeschlossene Untergruppe, also folgt

Lie(U) = {z € gl,,(K) | ad(z)n C n}
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nach Humphreys [31, Theorem 13.2]. Da n ein Ideal in g ist, liegt g in Lie(U), also auch g C Lie(U)
wegen der Minimalitit. Dies bedeutet aber, dafl nn ein Ideal in g ist, wie behauptet.

Wegen § = Lie(G) hat G einen zusammenhéngenden Normalteiler N mit Lie(N) = n. Es folgt,
daf N unipotent ist, also ist G nicht (gruppentheoretisch) reduktiv. Nach Haboush [20] ist G auch
nicht geometrisch reduktiv, also existiert eine endlich dimensionale Darstellung G — GL(V) und
ein 0 # v € VY, so daB8 f(v) = 0 fiir alle f € S"(V*)¥ mit r > 0. Wir kénnen annehmen, dafi V'
iiber K definiert ist, also V = K ®x V, und v € V. V ist also auch ein g-Modul, und v € V8. Es
seir>0und f e S"(V*9. H:={o € G|o(f)=f}ist eine tiber K definierte, abgeschlossene

Untergruppe von G, und nach Humphreys [31, Theorem 13.2] gilt
Lie(H)={z € g§|xf =0}.

Es folgt g C Lie(H) C g, wegen der Minimalitéit von § also § = Lie(H). Damit haben wir
f € S (V*)8 = ST(V*)C wobei die letzte Gleichung wieder aus Humphreys [31, Theorem 13.2]
folgt. Es gilt also f(v) = 0. Dies zeigt, dafl g nicht geometrisch reduktiv ist, also war die Annahme,
dafl g nicht reduktiv ist, falsch.

Also ist g nach Bourbaki [9, Kap. I, § 6, Proposition 5] direkte Summe einer halbeinfachen und
einer kommutativen Lie-Algebra: g = s @ a. Wir nehmen a # 0 an. Dann hat g einen zu K iso-
morphen Quotienten, also gibt es eine Darstellung g — End (K?), so daB g als K - (J}) operiert.
Damit ist g nicht geometrisch reduktiv. Es folgt, dafl g = s halbeinfach ist. Damit ist der Fall
char(K') = 0 abgeschlossen.

Nun behandeln wir den Fall char(K) = p > 0. Falls g # 0 ist, so gibt es nach Jacobson [33]
eine Darstellung von g, die nicht vollstédndig reduzibel ist, also ist g nicht linear reduktiv. Sei jetzt
g beliebig und V ein g-Modul. Aus der Definition der Komultiplikation A (siehe Beispiel 1.6(a))
folgt, dafl g auf S(V*) durch Derivationen operiert, also gilt f? € S(V*)® fir f € S(V*). Daraus
folgt die geometrische Reduktivitidt von g. O

Fiir Lie-Algebren in Charakteristik 0 sagt Satz 2.13 also nichts aus. Im modularen Fall erhalten
wir jedoch das folgende Ergebnis.

Korollar 2.19. Es seig # 0 eine endlich dimensionale Lie-Algebra tiber einem Kdorper von positiver
Charakteristik. Dann existiert ein endlich dimensionaler g-Modul V', so daf8 S(V)? nicht Cohen-
Macaulay ist.

Beweis. Dies folgt aus Proposition 2.18 und Satz 2.13. O

Reduktivitit von Koordinatenringen abelscher linearer algebraischer Gruppen. Nun
behandeln wir den Fall von Koordinatenringen abelscher linearer algebraischer Gruppen (siehe
Beispiel 1.6(b)).

Proposition 2.20. FEs sei A = K[G] mit einer abelschen linearen algebraischen Gruppe G. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist linear reduktiv beziiglich der Kategorie C der A-Moduln von endlicher K-Dimension.
(b) G hat die Dimension 0.

Hat K die Charakteristik 0, so ist auferdem zu (a) und (b) dquivalent:
(c) A ist geometrisch reduktiv beziglich C.

Hat K positive Charakteristik, so ist A geometrisch reduktiv beziiglich C.
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Beweis. Wegen der Glattheit von G ist A nach Waterhouse [73, Theorem 11.6] reduziert. Es
gelte dim(A) = 0. Dann besteht Spec(A) aus endlich vielen maximalen Idealen P C A, und
Npespec(n) P = 0. Fiir P € Spec(A) gilt pregpeciangpy P € P, also existiert ein ép € A mit

5PE§p,p/ mod P/

fiir P’ € Spec(A), wobei dp pr das Kronecker-Symbol ist. Die ép sind orthogonale Idempotente und
> PeSpec(A) d0p = 1. Ist V ein endlich dimensionaler A-Modul, so erhalten wir die Zerlegung

v= P

PeSpec(A)

mit Vp := dp - V. Fiir P € Spec(A) ist Vp ein Modul iiber dem Koérper A/P, also voll reduzibel.
Es folgt, dal A linear reduktiv beziiglich C ist.

Nun sei dim(A) > 0. Ist A = Klz1,...,2,)/(f1,-.., fm) eine Prisentation, so ist der Dif-
ferentialmodul Q4 von A nach Waterhouse [73, Theorem 11.1] gegeben durch Erzeuger dz; mit
den Relationen Y . (df;/0x;)dz; = 0 fir j = 1,...,m. Wir haben einen Homomorphismus
€ Klxy,...,2,] — K durch Verkettung der Koeinheit mit K[zy,...,2,] — A. Die Jacobi-Matrix

(E((“)fj/axi))‘ ~hat nach Eisenbud [I8, Theorem 16.19] hochstens den Rang n — dim(A) < n. Es
i
gibt also einen Homomorphismus 0 # ¢: Q5 — K von A-Moduln. Wegen der universellen Eigen-

schaft von , (siehe Waterhouse [73, Theorem 11.1]) existiert eine K-Derivation 0 # d: A — K.
Um zu zeigen, daf§ A nicht linear reduktiv ist, betrachten wir den Vektorraum V := Kv @ Kw. V
wird durch

Aw=eAv und Iw=eNw+dNv firreA

zu einem A-Modul, denn fiir A\, € A gilt
A(pw) = A (e()w + d()v) = eNe(uyw + dN)e()o + (N d(p)o = (),

Wegen d # 0 ist V aber nicht voll reduzibel, also ist A nicht linear reduktiv. Damit ist die Aquiva-
lenz von (a) und (b) gezeigt.

Wir nehmen nun char(K) = 0 an und zeigen, daf§ A nicht geometrisch reduktiv ist, falls dim(A) >
0 gilt. Mit Proposition 2.4(a) folgt daraus die Aquivalenz der Aussagen (a)-(c). Genauer zeigen
wir, daf es zu dem oben konstruierten A-Modul V kein 7 > 0 und f € S"(V*) gibt mit f(v) #
0. Wir konnen annehmen, dafl K algebraisch abgeschlossen ist, denn wenn f(v) = 0 fiir alle
feK®g S (V)N (K ein algebraischer Abschlul von K), dann erst recht fiir alle f € S™(V*)A,
Auflerdem ist nach Waterhouse [73, Theorem 11.6] auch K ® i A reduziert. Wegen Waterhouse [73,
Theorem 3.4] und dem Satz von Lie-Kolchin (siehe Waterhouse [73, Theorem 10.2]) wird A erzeugt
von Elementen z; ; (1 <4 < j < n) und der Inversen (z1; - - Zp.n) Y, und die Komultiplikation A
und die Koeinheit e sind gegeben durch

j
Alwig) =Y @in @k, €(wij) =0 (2.3)
k=1

Weiter ist die Antipode 7 gegeben durch

-1
77(991,1) ?7(I1,n) r11 0 Tin

0 77(33‘7””) 0 Tn,n
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Fiir f € V* und A € A ist Af durch v — f(n(A\)v) fiir v € V definiert. Bilden z,y € V* die
Dualbasis von v, w, so folgt

vz =x—d(z;)y und z,y=1y.

Wegen d # 0 gilt d(z; ;) # 0 fiir mindestens ein Paar (4, j). Wir betrachten zunéchst den Fall, da8
d(z;,;) # 0 fir ein ¢ gilt. Wegen (2.3) gilt ; ;(f-g) = @i f -2 59 fir f,g € S(V*), also operiert x; ; als
Automorphismus von Algebren auf S(V*). Fiir f € S"(V*)? folgt also f(x,y) = f(z — d(z;:)y,y),
also f € K[y] wegen char(K) = 0. Es folgt f(v) =0, falls r > 0.

Im Fall d(z; ;) = 0 fiir alle ¢ wahlen wir ¢ und j so, da8 d(z; ;) # 0 mit j — ¢ minimal. Aus (2.4)
sieht man, dafl alle z;/ ; als Identitét und alle 2y j mit j° — 4’ < j — i als Nullabbildung auf V*
operieren, und

Tijr = —d(zi;)y, iy =0.

Aus (2.3) folgt fiir f,g € S(V*)

J
2ij(f-9) =Y winf whjg=f wijg+zi;if g,
k=i
also operiert z; ; als Derivation auf S(V*). Genauer gilt z; ; f = —d(z; ;)y - 0f/0x fur f € S(V*).
Wegen char(K) = 0 folgt also f € K[y fiir f € S"(V*)A also wieder f(v) = 0, falls 7 > 0. Damit
ist die Aquivalenz der Aussagen (a)—(c) fir char(K) = 0 gezeigt.

Wir zeigen nun, dal A geometrisch reduktiv ist, falls p := char(K) > 0. Es seien also V ein
A-Modul und 0 # v € VA, Falls es gelingt, ein f € K ®@x S"(V*)» mit r > 0 und f(v) # 0 zu
finden, so liefert das Produkt iiber alle Galois-Konjugierten von f ein fe ST(V*)A mit f(v) # 0.
Wir kénnen also annehmen, daf3 K algebraisch abgeschlossen ist. Dann wird A wie oben von
Elementen z;; erzeugt (1 < ¢ < j < n), und wir haben die Formeln (2.3) und (2.4) fir die
Komultiplikation, Koeinheit und Antipode. Die z; ; operieren als vertauschbare Endomorphismen
auf V, die verallgemeinerten Eigenrdume der x; ; sind also A-Untermoduln. Daher gibt es einen
Untermodul W mit v € W, so da8 x;; bezliglich einer Basis v = v1,,...,v, von W als obere
Dreiecksmatrix mit d; ; auf der Diagonalen operiert, und W hat ein A-Komplement. Es geniigt,
ein f € ST(W*)* mit » > 0 und f(v) # 0 zu finden, wir kénnen also W = V annehmen. Wie
oben sehen wir, daf§ z;; auf V* beziiglich der Dualbasis von vy,...,v, als untere Dreiecksmatrix
mit Einsen auf der Diagonalen operiert. Wegen char(K) = p operiert z; ; also als Automorphismus
endlicher Ordnung e;. Wie oben operiert x;; auch auf S(V*) als Automorphismus von Algebren.

Fiir g € S"™(V*) mit g(v) # 0 sei f := H;;l asg)ig. Dann gelten

€ €
Tiif = Hx“xizg =f und f(v) = Hg <77(‘T§1)U) =g(v)” #0.

j=1 j=1
Durch Iteration folgt, daff auch ein f € S™(V*) mit f(v) # 0, z;;f = ffiri=1,...,nund r >0
existiert. Wir behaupten nun, daf fir k =0,...,n — 1 gilt: Sind 1 <i <n —k und k' > k, so gilt
xi,kapk = Jp0. Wir zeigen dies durch Induktion nach k, wobei der Fall k£ = 0 schon erledigt ist.
Es sei also k > 0. Fiir g,h € S(V*) mit x; jg = x; jh = 0, ; fiir j —i < k gilt wegen (2.3)

i+k
Tiivk(g-h) = Zm,zg Tk = g Tiipkh + Tiiqrg - R,
1=i
Z; i+k operiert also auf diesen Polynomen als Derivation. Nach Induktionsannahme operiert x; ;4
also auf fpk “als Derivation, und wegen char(K) = p folgt a:i7l-+kfpk = 0, wie behauptet. Es folgt

e ST (VA und fP" () # 0. Dies schlieBt den Beweis ab. O

n—1
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Anmerkung. Eine leichte Erweiterung im letzten Teil des obigen Beweises zeigt, dafl in positiver
Charakteristik S(V') immer ganz ist iiber S(V)*, wobei V ein endlich dimensionaler A-Modul und
A der Koordinatenring einer abelschen linearen algebraischen Gruppe ist.

Die Satze 2.8 und 2.13 liefern nun:

Korollar 2.21. Es sei A = K[G] der Koordinatenring einer abelschen linearen algebraischen Grup-
pe. Falls char(K) positiv ist, so sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) S(V)A ist Cohen-Macaulay fiir alle endlich dimensionalen A-Moduln.
(b) G hat die Dimension 0.

Fiir char(K) = 0 gilt immerhin die Implikation ,(b) = (a)“. Insbesondere gilt: Ist G eine end-
liche, abelsche Gruppe und V ein endlich dimensionaler G-graduierter Vektorraum, so ist die 1-
Komponente S(V')1 der symmetrischen Algebra Cohen-Macaulay.

Beweis. Die Aquivalenzaussage folgt aus Proposition 2.20, Satz 2.8 und Satz 2.13. Fiir die Zusatz-
aussage benutzen wir Beispiel 1.6(b), Proposition 2.20 und Satz 2.8. O

Beispiel 2.22. Der Koordinatenring A := K[G,] der additiven Gruppe ist nach dem Satz von Poin-
caré-Birkhoff-Witt (siehe Bourbaki [9, Kap. I, § 2, Theorem 1]) isomorph zur universell Einhiillenden
der kommutativen Lie-Algebra g = K (als Hopf-Algebren). Genauer gilt A = K[d] mit einer Unbe-
stimmten d, und €(d) = 0, A(d) =d® 1+ 1®d. Ein A-Modul ist durch einen Vektorraum V die
Operation von d als Endomorphismus von V' gegeben. Weiter operiert d auf S(V') als K-Derivation,
und S(V)A = {f € S(V) | df = 0}. Sowohl Korollar 2.19 als auch Korollar 2.21 liefern also im
Falle char(K) > 0 die Existenz eines Polynomrings R und einer K-Derivation d auf R, so daf die
Losungen von df = 0, f € R, einen Ring bilden, der nicht Cohen-Macaulay ist. Ein Beispiel hierfiir
ist das folgende: Wir betrachten den Polynomring R = K[x1,y1, 2, Y2, 3, ys] mit char(K) =p > 0,
und darauf die Derivation 5 5

d==z iJr:U — t+a3—
oy T oy T P ows

Dann liegen die z; in R*, und ebenso die u; ; := z;y; — x;y;. Nun haben wir die Relation (1.4) aus

Beispiel 1.10, die =zeigt, daB 1,292,235 keine R™-regulire Sequenz bilden. Wegen
K[z, 9}, 22,95, x3,y5] € R ist R ganz iiber R*, also kann R nicht Cohen-Macaulay sein, denn
nach Smith [64, Corollary 6.7.7] miiBte sonst 1, o, z3 eine R*-regulire Sequenz sein.

Es féllt auf, dafl fiir alle hier betrachteten Klassen von Hopf-Algebren die lineare Reduktivitét
und die geometrische Reduktivitéit fiir char(K) = 0 gleichbedeutend sind. Daher liegt die folgende
Vermutung nahe.

Vermutung 2.23. Ist char(K) = 0, so ist A genau dann linear reduktiv, wenn A geometrisch
reduktiv ist.
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3 Endliche Gruppenoperationen

Wihrend wir im letzten Abschnitt eine Gruppe G (oder eine Hopf-Algebra A) als vorgegeben
angesehen und dazu geeignete Darstellungen konstruiert haben, wenden wir uns in diesem und im
néichsten Abschnitt dem Problem zu, daf eine Gruppe G zusammen mit Operation auf einer Algebra
R gegeben ist. Das Ziel ist, in dieser Situation Aussagen iiber die Cohen-Macaulay-Eigenschaft von
RY zu gewinnen. Wir beschrinken uns dabei auf endliche Gruppen.

3.1 Einbettung von reguliren Moduln

In Lemma 2.12 haben wir zu « € Ext/l\(K7 V) einen , speziell angepaBten® Modul W mit 0 # w € W4
konstruiert, so dafl w ® a = 0. Falls A endlich dimensional ist, so ist dies nicht notig, denn mit
W = A (der regulire Modul) gilt schon Ext) (K, W ® V') =0 fiir » > 0, da W ® V nach Benson [3,
Proposition 3.1.5] projektiv ist. Um vom Invariantenring einer K-Algebra R nachzuweisen, dafi sie
nicht Cohen-Macaulay ist, wiirde es also schon geniigen, hinreichend viele Exemplare des reguléiren
Moduls in R einzubetten. Im Falle von Gruppenalgebren endlicher Gruppen wird dies (unter ge-
wissen Voraussetzungen) von dem nachfolgenden Lemma geleistet. Fiir die Formulierung benétigen
wir noch eine Definition.

Definition 3.1. FEs sei o ein Endomorphismus eines Noetherschen Rings R. Dann heifit
tk(c — 1) :=rkg(c — 1) :==ht ((c —1)R- R)

der Rang von o — 1. Dabei bezeichnet (o — 1)R - R das von allen o(a) — a, a € R, erzeugte Ideal
mn R.

Wir nennen o € G eine Spiegelung, falls tk(c —1) = 1, und eine Bireflexion, falls tk(c—1) <
2. Fiir die Menge aller Bireflexionen in G schreiben wir Bir(G).

Anmerkung 3.2. In der Situation von Definition 3.1 werde R als Algebra iiber dem Fixring R
durch 1, ..., z, erzeugt. Dann wird das Ideal (o — 1)R - R durch die (¢ — 1)z; erzeugt. Dies folgt
aus der Regel

(o0 —1)(ab) =o(b)(c — 1)a+a(c —1)b

fiir a,b € R. Der Rang von ¢ — 1 148t sich also meist leicht explizit ausrechnen.

Ist beispielsweise R = S(V) die symmetrische Algebra eines K-Vektorraums V und o durch
ol, € Endg (V) induziert, so ist der Rang von o —1 gleich dem Rang von |, —idy als Vektorraum-
Endomorphismus, also

rk(c — 1) = codimy (V7).

Somit ist unser Begriff einer Spiegelung eine Verallgemeinerung der klassischen Spiegelung (oder
auch ,,Pseudo-Spiegelung”). Wir bemerken noch, daf§ in der Literatur fiir Bireflexionen oft rk(o —
1) = 2 gefordert wird, withrend fiir uns auch Spiegelungen und die Identitét zu den Bireflexionen
zéhlen. Dies wird sich in Abschnitt 4 als zweckméfBig herausstellen.

Lemma 3.3. R sei eine endlich erzeugte Algebra iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper
K, auf dem eine endliche Gruppe G durch Automorphismen von K-Algebren operiert. Wir setzten
voraus, daf tk(oc—1) > 0 fiir jedes 1 # o € G gilt. Weiter seien I g RS ein Ideal im Invariantenring
und m > 0 eine natirliche Zahl, so dafl gelten:

(i) m < dim(R/P) fiir alle minimalen P € Spec(R);
(ii) m < ht(I);

(i1i) m <rk(c — 1) fiir alle 0 € G mit ord(c) = char(K).
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Dann ezistieren m Monomorphismen p1,...,pm: KG — R von KG-Moduln, so daf$ die Invarian-
ten
a; .= Z wi(o)
oceG

in VT liegen, und
ht ((al, el am)RG) =m.

Anmerkung. Fiir R = S(V) mit einem K G-Modul V ist die Bedingung rk(c—1) > 0fiir1 #0 € G
gleichbedeutend damit, da§ G treu auf V operiert.

Beweis. Per Induktion nach m folgt die Existenz von 1, ..., @m,m_1. Da R ganz ist iiber R®, hat auch
das Ideal (a1,...,am-1)R in R wegen des Aufstiegslemmas und des Krullschen Hauptidealsatzes
die Hohe m — 1. Es sei A,,—1 die Menge aller assoziierten Primideale P von (ai,...,any,—1)R mit
ht(P) = m — 1. Fir P € A,,_1 gelten dann nach den Voraussetzungen ht(P) < ht(/R) und
ht(P) < ht ((c — 1)R - R) fiir o € G mit ord(c) = p := char(K), also

ht(P) <ht(J) fir J:=IRn (] (¢—1)R-R,
oceqG,
ord(o)=p

da die Hohe eines endlichen Schnitts von Idealen immer gleich dem Minimum der Hohen ist. Wir
nehmen nun an, dafl es hochstens endlich viele maximale Ideale @ C R gibt mit P C Q und J € Q.
Da R ein Jacobson-Ring ist (siehe Eisenbud [18, Theorem 4.19]), folgt daraus

P=@in---n@n (] @Q

QCR maximal
P.JCcQ

mit gewissen maximalen Idealen Q1,...,Q, C R. Die Hohe des letzten Schnitts ist hierbei min-
destens ht(J). Also mufl ht(Q;) = ht(P) fiir eines der @Q; gelten. Es folgt ht(Q;) < m. Q; liegt
aber iiber einem minimalen Primideal P;, also hat auch Q;/P; als Ideal in R/P; eine Hohe < m.
Nach Eisenbud [18, S. 286] haben aber alle maximalen Ideale in R/P; die Hohe dim(R/P;) und wir
erhalten einen Widerspruch zur Voraussetzung (i). Es folgt also, dal es unendlich viele maximale
Ideale @ C R mit P C Q und J Z @ gibt. Wir kénnen also zu jedem P € A,,_; ein maximales
Ideal Qp C R wihlen, so daf} gelten:

(i) PCQp,
(i) TRZ Qp,
(iii) (c —1)R- R Z Qp fiir o € G mit ord(o) = p,
(iv) Qp # o(Qp/) fiir 0 € Gund P, P' € A,,,_1 mit P # P’.
Wir betrachten nun das Ideal

J:=IRNn () (¢-1)R-R,
oceG\{1}
das nach den Voraussetzungen positive Hohe hat. Wir nehmen an, dafl es hochstens endlich viele
maximale Ideale @ C R mit J' Z @ gibt. Fiir ein minimales Primideal P folgt dann mit demselben

Schlufl wie oben 0 = ht(P) = ht(Q;) fir ein maximales Ideal @;, ein Widerspruch. Also existiert
ein maximales Ideal @) mit den Eigenschaften

(v) IRZQ,
(vi) (c=1)R-RZQ fir 1 #0 € G,
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(vii) Q #0(Qp) firc € G, P € Apg.

R/Q ist eine endliche Korpererweiterung von K, also gleich K wegen der algebraischen Abgeschlos-
senheit von K. Fiir 0 € G gelte 0(Q) = Q. Da G trivial auf K operiert, folgt (c — 1)R C @, also
o =1 nach (vi). Damit sind alle ¢(Q) verschieden, und auflerdem sind die Mengen

{o(@) oG}, uwd {o(Qp)|[oceG} (PeAn)

nach (iv) und (vii) paarweise disjunkt. Fiir o € G gilt also wegen (v) und (vii)

RIn () 7@n [\ 7(@Qp) ZaQ),

reG\{o} 156
m—1

also existiert g, € R, welches in allen Idealen aus dem Schnitt liegt, aber g, =1 mod o(Q) erfiillt.
Weiter existiert nach (ii), (iv) und (vii) fir P € A,,—1 ein gp € R mit

gp € RIN ﬂ a(@) N m a(@Qp) N ﬂ c(Qp) und gp=1 mod Qp.
oed 0€G,P €A, 1, o€G,
P'#£P o(QpP)#Qp

Durch Linearkombination der g, und gp erhalten wir ein ¢ € R mit
(viii) g € RI,

(ix) g =9d,1 mod o(Q) fiir o € G,

(x) 9 =00(Qp),0r mod a(Qp) fir P€ Ap,_1,0€G.

Dabei ist  das Kronecker-Symbol. Wir definieren nun ¢,,: KG — R durch o — o(g). Dies ist ein
Homomorphismus von K G-Moduln. Nachzuweisen ist die Injektivitét, also die lineare Unabhéngig-
keit der o(g). Essei ) .sao-0(g) =0 mit a; € K. Wegen (ix) gilt o(g) = d,-1,1 mod 7(Q)
fir o,7 € G, also
0= Z O - 0gr = mod 7(Q).
oceG

Damit sind alle a, = 0, und die Injektivitit von ¢, ist gezeigt. Weiter gilt wegen (viii) o(g) €
o(IR) = IR, also mit Proposition 2.4 und 2.10

am =Y o(g) € RINRY C VI
ceG

AuBlerdem haben wir wegen (x) fiir P € A,,_1
am =o€ G o(Qr)=Qrl = o € G| (o~ DR CQp}| mod Qp.

Nach (iii) enthélt die Untergruppe aller ¢ € G mit (6 — 1)R C @p kein Element der Ordnung p,
also a,, ¢ Qp. Wegen (i) folgt a,, ¢ P fiir alle P € A,,_1, und damit ht ((a1,...,a,,)R) > m. Der
Krullsche Hauptidealsatz liefert ht ((aq, ..., a,)R) = m, und wegen Proposition 1.13 und 1.15 folgt
auch = ht ((a1,...,an)RE) =m. O

Anmerkung. Ist H < G eine Untergruppe mit char(K) {|H|, soist V := KG Qkpy K, der auf G
hochinduzierte triviale K H-Modul, projektiv. Man koénnte also auch versuchen, Exemplare von V/
in R einzubetten, so dafl die darin enthaltenen Invarianten ein Ideal moglichst grofier Hohe erzeugen.
Es zeigt sich jedoch, dafl dies zu keinerlei Abschwéichung der Voraussetzungen in Lemma 3.3 fiihrt.

Als Korollar erhalten wir die folgende einfache Aussage iiber Aquivarianten, fiir die mir kein
elementarer Beweis bekannt ist.
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Korollar 3.4. Es seien G sei eine endliche Gruppe, K ein Korper und V ein endlich erzeugter,
treuer KG-Modul. Ist W #£ 0 ein weiterer KG-Modul, so folgt

(S(V*)@ W)Y #0.
Insbesondere gilt Anng(y+c (S(V*)@W)%) =o.

Beweis. Ist V = 0, so folgt G = {1} und (S(V*) @ W)¥ = K@ W = W # 0. Wir konnen
also V' # 0 voraussetzen. Da die Frage nach Invarianten in S(V*) @ W auf die Losbarkeit von
linearen Gleichungssystemen iiber K hinauslduft, konnen wir ohne Einschrinkung K als algebraisch
abgeschlossen voraussetzen. Wegen dim ((S(V*)) = dim(S(V*)) > 0 existiert ein Ideal positiver
Hohe in S(V*)€. Die Voraussetzungen von Lemma 3.3 sind also fiir m = 1 erfiillt, also existiert ein
Monomorphismus ¢: KG — S(V*) von KG-Moduln. Nun sehen wir, daf

f=3Y plo) @ o(w)

oeCG

fir w € W in (S(V*) @ W)@ liegt, und wegen der linearen Unabhingigkeit der (o) gilt f # 0, falls
w # 0. Dann folgt
AHHS(V*)G ((S(V*) X W)G> Q ADDS(V*)G(f) = 0,

da S(V*) @ W ein freier Modul iiber S(V*) und S(V*) nullteilerfrei ist. O

Anwendung auf die Cohen-Macaulay-Eigenschaft. Bevor wir Lemma 3.3 auf die Cohen-
Macaulay-Eigenschaft anwenden, benttigen wir noch einen Reduktionsschritt auf den algebraisch
abgeschlossenen Fall.

Lemma 3.5. Es secien R eine Noethersche Algebra iiber einem Kérper K, M ein endlich erzeugter
R-Modul und L ein algebraischer Erweiterungskorper von K. Falls M Cohen-Macaulay ist, so ist
auch L @ M Cohen-Macaulay (als (L @ R)-Modul).

Beweis. Sei Q C L&k R ein maximales Ideal. R C L&k R ist flach und damit nach Proposition 1.13
eine Erweiterung mit Abstiegseigenschaft, also hat nach Proposition 1.15 P := RN dieselbe Hohe
wie Q. Wegen htp(P, M) = ht g/ ann(ar)(P/ Ann(M)) folgt auch

ht(Q, L ®x M) = ht(P, M) =: m.

Nach Voraussetzung existiert eine M-reguldre Sequenz ay, . . ., a;, € P. Nach Bruns und Herzog [11,
Proposition 1.1.2] ist ay, . .., ay auch (L ® g M)-regulir, also depth(Q, L®x M) = ht(Q, L @ x M).
Das war zu zeigen. O

Satz 3.6. Es sei A = KG der Gruppenring einer endlichen Gruppe iber einem beliebigen Korper
K. Weiter seien R eine iber K endlich erzeugte A-Algebra und M ein endlich erzeugter (R#A)-
Modul mit Annge (M) = 0. Wir setzen voraus, dafy M Cohen-Macaulay (iber R) und M™ Cohen-
Macaulay (iiber R®) seien, und dafi tk(c — 1) > 0 fir 1 # o € G. Falls Ext} (K, M) # 0 fiir ein
r >0, so gilt mindestens eine der folgenden Aussagen:

(a) dim(R/P) < r+1 fiir ein minimales P € Spec(R), oder
(b) tk(c — 1) <r+1 fir ein 0 € G mit ord(c) = char(K).

Beweis. Zunéchst sehen wir mit Lemma 3.5, daf} alle Voraussetzungen erhalten bleiben, wenn man
A, R und M mit dem algebraischen Abschlu8 K von K tensoriert. Die Behauptungen des Satzes
iibertragen sich dann auch wieder zuriick auf die Situation iiber K. Wir kénnen daher annehmen,
da K algebraisch abgeschlossen ist. Auflerdem ist r ohne Einschrinkung minimal mit » > 0 und
Ext) (K, M) # 0.
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Wir nehmen an, dafl dim(R/P) > r + 1 fiir alle minimalen P € Spec(R) und tk(o — 1) > r+1
fir alle 0 € G mit ord(c) = char(K) gilt. Es gilt dim(R%) = dim(R) > r + 1, also existiert
ein maximales Ideal I C R® mit ht(I) > r + 1. Nun konnen wir Lemma 3.3 anwenden und
erhalten Einbettungen ¢1,...,0r 100 A — R, so daB fiir die Invarianten a; := ) . ¢(i)(0) gilt:
ht(ay,...,ar42) =7+ 2. Es sei 0 # o € Ext)y (K, M). Elemente von Ext} (K, M) werden durch A-
Homomorphismen P, — M gegeben, wobei P, der r-te Modul aus einer projektiven Auflésung von
K ist. Das Bild eines solchen Homomorphismus liegt in einem endlich erzeugten Untermodul. Also
existiert ein endlich erzeugter Untermodul V' C M, so dafl o im Bild von Ext) (K, V) — Ext} (K, M)
liegt. Die A-Homomorphismen

Vir AQV - M, w®v— ¢(w) v

induzieren Abbildungen ¢;: Ext} (K,A® V) — Ext} (K, M), und a; - o ist ein Bild unter ;. Nach
Benson [3, Proposition 3.1.5] ist aber A ® V' projektiv, also Ext)y (K,A®V) = 0. Es folgt a; - a =0,
also

(a1,...,0r42) € Annge ().

Wegen Proposition 1.13 ist RS C R eine Erweiterung mit Abstiegseigenschaft, also ist Korollar 1.18
anwendbar und besagt, daff ht(Annge (o)) < r+1, im Widerspruch zu ht(aq,...,a,42) =7r+2. O

Um eine weniger aufwendige Notation zu erhalten, notieren wir einen wichtigen Spezialfall.

Korollar 3.7. Es seien G eine endliche Gruppe, K ein Kéorper und V und W endlich erzeugte
KG-Moduln, wobei V treu sei. Weiter sei M = S(V*)@ W, und der Modul M€ der Aquivarianten
sei Cohen-Macaulay. Dann folgt aus H" (G, M) # 0 fir einr > 0, daff dimg (V) > dimg (V) —r—1
fiir ein 0 € G mit ord(c) = char(K) gilt.

Beweis. M ist als freier Modul iiber einem Polynomring Cohen-Macaulay (sieche Bruns und Her-
zog [11, Theorem 2.1.9]), und nach Anmerkung 3.2 gilt rk(o — 1) = codimy (V?) > 0 fiir 1 # o € G,
da G treu operiert. Wegen Korollar 3.4 gilt Anngy«e (M) = 0. Nach Satz 3.6 folgt dimg (V) =
dim(S(V*)) < r+ 1 oder dimg (V) — dimg (V?) < r+ 1 fiir ein 0 € G mit ord(c) = char(K). Im
ersten Fall folgt dimg (V) — dimg (V) < r + 1 fiir alle 0 € G, und da es wegen H"(G, M) # 0
Elemente o € G mit ord(c) = char(K) gibt, haben wir in jedem Fall dimg (V?) > dimg (V) —r—1
fiir ein o mit ord(o) = char(K). O

3.2 Vektorinvarianten

FEin klassisches Thema in der Invariantentheorie ist die Untersuchung von ,, Vektorinvarianten®, d.h.
Invarianten in S(V™), wo V™ die direkte Summe von n Kopien eines KG-Moduls V ist. Man
versucht, Eigenschaften von S(V™)¢ auf solche von S(V)€ zuriickzufiihren. Einige Resultate und
Referenzen hierzu finden sich in Smith [64, Abschnitt 3.4]. In der modularen Invariantentheorie
haben Vektorinvarianten als Quelle von Gegenbeispielen oder ,Negativresultaten“ gedient (siehe
z.B. Richman [59], Kemper [36]). Wegen S(U®V) = S(U)®xk S(V) betrachten wir jetzt allgemeiner
Invarianten von R®", dem Tensorprodukt von n Kopien einer K-Algebra R. Wir benétigen das
folgende Lemma, das ich nicht in der Literatur gefunden habe.

Lemma 3.8. FEs seien R und S zwei endlich erzeugte Algebren iber einem Korper K. Sind R und
S Cohen-Macaulay, so auch Rk S.

Beweis. Nach Lemma 3.5 sind auch R := K ®x R und S := K ® ¢ S Cohen-Macaulay, wobei K ein
algebraischer Abschlufl von K sei. Wenn gezeigt ist, dal R®z S =2 K @ x R®x S Cohen-Macaulay
ist, so gilt dies nach Bruns und Herzog [11, Theorem 2.1.10] auch fiir R ® ¢ S. Wir kénnen also
annehmen, dafl K algebraisch abgeschlossen ist.
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Da R und S endlich erzeugte Algebren iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper sind, ist
die Abbildung

Spec,. (R ® S) — Spec,,..(R) x Spec,,,.(S), I— (INR,INS)

bijektiv, mit der inversen Abbildung (P,Q) — (P® 1,1 ® Q)R ® S. Es sei P € Spec,,,.(R)
und @ € Spec,,,,(S). Dann existiert eine R-regulére Sequenz aq,...,aq € P mit d = ht(P) und
eine S-regulire Sequenz by,...,b. € Q mit e = ht(Q). Fiir 1 < i < d ist a; kein Nullteiler auf
R/(a1,...,ai—1). Wegen

R/(al,...,ai_l)@)S% (R@S)/(Ch@l,...,ai_l@l) = M; 1
ist M;_ ein freier Modul iiber R/(a1,...,a;—1), also ist a; ® 1 kein Nullteiler auf M;_;. Ebenso ist
R/(al,...,ad)®S/(b1,...,b]’_1) = (R®S)/(a1®1,...,ad®1,1®b1,...,1®bj_1) =: Nj—17

also ist 1®b; fiir 1 < j < e kein Nullteiler auf N;_;. Wir haben also eine (R ® S)-regulire Sequenz
der Linge d+ein I := (P®1,1 ® Q)R ® S gefunden. Der Beweis ist abgeschlossen, wenn wir
ht(I) = d + e zeigen konnen. Wir zerlegen Spec,,,.(R) (versehen mit der Zariski-Topologie) in
irreduzible Komponenten:

Spec . (R)=Uy U---UU,.

Dann ist d = max{dim(U;) | P € U,}, und entsprechend e = max{dim(V;) | @ € V;}, wobei
Vi,..., Vs die irreduziblen Komponenten von Spec,,.(S) seien. Es gilt

SPeCmax (R ® 8) = | J(U; x V),

(2]

und die U; x V; sind nach Hartshorne [27, Kap. I, Exercise 3.15] irreduzibel mit dim(U; x V;) =
dim(U;) + dim(V;). Es folgt in der Tat ht(I) = d + e. O

Jetzt konnen wir ein Resultat iiber Invarianten von Tensorpotenzen beweisen, das im Spezialfall
R = S(V) ein Resultat iiber Vektorinvarianten wird.

Satz 3.9. Fine endliche Gruppe G operiere durch Algebren-Automorphismen auf einer endlich er-
zeugten Algebra R iber einem Korper K. R sei Cohen-Macaulay, dim(R/P) > 0 fir jedes mini-
male Primideal P C R, und K - 1 sei ein direkter Summand von R als KG-Modul. Auflerdem sei
tk(oc — 1) > 0 fir 1 # o € G, und |G| sei ein Vielfaches der Charakteristik von K. Dann gibt es
einm > 0, so daff (R®™)Y nicht Cohen-Macaulay ist fiir n > m. Dabei ist R®™ das Tensorprodukt
iber K von n Kopien von R.

Anmerkung 3.10. Die Voraussetzung, dafl K ein direkter Summand von R als KG-Modul sei, ist
beispielsweise dann erfiillt, wenn R ein Erzeugendensystem x1,...,z, als K-Algebra hat, so dafl
das Ideal I := (x1,...,2,)R echt ist und o(z;) € I fiir alle 0 € G, i = 1,...,n. Insbesondere ist die
Voraussetzung fiir R = S(V'), V ein endlich erzeugter K G-Modul, erfiillt.

Beweis. Ist K der algebraische Abschlufl von K, so ist K ®x R nach Lemma 3.5 Cohen-Macaulay,
und wenn gezeigt ist, daB K ®x (R®") nicht Cohen-Macaulay ist, dann gilt dies nach Bruns und
Herzog [11, Theorem 2.1.10] auch fiir (R®")“. Wir konnen also annehmen, daB K algebraisch
abgeschlossen ist. Nach Lemma 3.8 ist R®™ Cohen-Macaulay. Im Beweis zu Lemma 3.8 haben wir
gesehen, dafi die irreduziblen Komponenten von Spec,,,. (R®") Produkte von irreduziblen Kom-
ponenten von Spec,,..(R) sind und daf sich die Hoéhen addieren, also gilt dim(R®"/P) > n fiir
jedes minimale Primideal P von R®". Auflerdem ist I, := (0 — 1)R®" - R®" fiir 0 € G das n-
fache Tensorprodukt von (o — 1)R - R (siche Anmerkung 3.2), die durch I, gegebene Teilmenge
von Spec,,..(R®™) ist also das n-fache Produkt der von (0 — 1)R - R gegebenen Teilmenge von
Specpax(R). Es folgt tkren (o — 1) = ht(I,) =n-rkg(oc — 1) > n fir o # 1.

max
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Nach Benson [4, Theorem 4.1.3] existiert ein r > 0, so dafl H"(G, K) # 0. Nach Voraussetzung
ist H"(G,K) in H"(G, R®"™) eingebettet, also H" (G, R®™) # 0. Ist (R®")% Cohen-Macaulay, so
folgt mit Satz 3.6, daB dim(R®"/P) < r+1 fiir ein minimales Primideal P oder rkgen(c—1) < r+1
fiir ein 0 € G mit ord(c) = char(K) ist. Nach Obigem kann das aber nur fiir n <r + 1 gelten. Die
Behauptung gilt also mit m = r + 2. O

Die ,,Drei-Kopien“ Vermutung.

Anmerkung. Falls G in der Situation von Satz 3.9 einen Normalteiler von Index p := char(K)
hat, so existiert ein nicht-trivialer Gruppenhomomorphismus von G in die additive Gruppe von K,
also H'(G,K) # 0. Nach dem Beweis folgt dann, dafi (R®3)“ nicht Cohen-Macaulay ist. Dies
verallgemeinert das Resultat von Campbell et al. [14], daB S(V?)¥ nicht Cohen-Macaulay ist, falls
G eine p-Gruppe ist.

Beispiel 3.11. Wir betrachten einige Beispiele von linearen Gruppen, die keinen Normalteiler von
Index p haben, aber bei denen sich S(V3)¢ trotzdem als nicht Cohen-Macaulay herausstellt.

(a) Es seien p # 2 eine Primzahl, G = S, oder A, und V der natiirliche Permutationsmodul iiber
einem Korper der Charakteristik p. Der Normalisator einer Untergruppe der Ordnung p hat
eine durch p(p — 1) teilbare Ordnung. Aus dem Beweis von Theorem 4.1.3 in Benson [1] folgt,
daB8 H"(G, K) # 0 fiir ein r < 2(p — 1) gilt. Fiir m > 0 sei Ry, := S(V™). Da K als direkter
Summand in R, auftritt, gilt auch H" (G, R,,) # 0. Andererseits gilt dimg ((V™)7) = m
fiir jedes o € G der Ordnung p. Falls RS Cohen-Macaulay ist, so folgt aus Korollar 3.7 die
Ungleichung (m — 2)(p — 1) < 1, also ist RS fiir m > 3 nicht Cohen-Macaulay.

(b) Es seien G = GLy(F3) und V = F2 der ,natiirliche* KG-Modul. Wir betrachten den In-
variantenring in R := S(V?). Eine 3-Sylowgruppe P von G hat die Ordnung 3, also ist
H := Ng(P) < G stark p-eingebettet (p = 3). Nach Satz 1.23 ist R“ genau dann Cohen-
Macaulay, falls dies fiir R gilt. Der Invariantenring R¥ 1a8t mit dem Invariantentheorie-
Paket in MAGMA (siehe Kemper und Steel [15], Bosma et al. [8]) berechnen, und die Cohen-
Macaulay-Eigenschaft 148t sich dann mit Hilfe der Anzahl von Sekundérinvarianten testen.
Als Ergebnis ergibt sich, daB R und damit R® nicht Cohen-Macaulay ist. Die Rechenzeit
betrug auf einer Sun Ultrasparc Maschine etwa 7 Minuten.

Aufgrund dieser und anderer Beispiele formulieren wir die folgende Vermutung.

Vermutung 3.12. FEs sei G eine endliche Gruppe mit einer treuen Darstellung V iber einem
Korper, dessen Charakteristik die Gruppenordnung teilt. Dann ist S(V3)¢ nicht Cohen-Macaulay.

3.3 Permutationsgruppen

Die regulidre Darstellung. Wir betrachten jetzt Invarianten der reguldren Darstellung einer
Gruppe G, also den Ring S(A)“ mit A = KG. Das Ziel ist die Klassifikation aller Paare (G, K)
einer endlichen Gruppe G und eines Kérpers K, so daB8 S(A)¢ Cohen-Macaulay ist.

Lemma 3.13. Es sei A = KG der Gruppenring einer endlichen Gruppe iber einem Kérper K, so
dap |G| ein Vielfaches von char(K) ist. Dann ist H'(G,S(A)) # 0.

Beweis. S(A) ist ein Polynomring in Unbestimmten z,, 0 € G, mit 7(z,) = 2., fir r€ G. H <G
sei eine Untergruppe der Ordnung p := char(K). Dann hat das Monom t := [] .y 7, genau die
Fixgruppe H, der von t erzeugte K G-Untermodul M C S(A) ist also isomorph zum hochinduzierten
trivialen Modul von H: M = KG ®kpy K. Nach dem Lemma von Eckmann und Shapiro (siehe
Benson [3, Corollary 2.8.4]) folgt

HYG,M) = H'(H,K) #0.
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Da G die Monome in S(A) permutiert, ist jedes K-Erzeugnis einer G-Bahn eines Monoms ein
direkter Summand von S(A). Insbesondere ist also M ein direkter Summand, und die Behauptung
folgt. O

Satz 3.14. Es seien G eine endliche Gruppe, K ein Korper und A = KG der Gruppenring. Dann
sind dquivalent:

(a) S(A)C ist Cohen-Macaulay;
(b) char(K) { |G| oder G € {Zs, Z3,Z5 x Zs}.

Beweis. S(A)¢ sei Cohen-Macaulay, und |G| sei ein Vielfaches von p := char(K). Dann gilt
HY(G,S(A)) # 0 nach Lemma 3.13, und aus Korollar 3.7 folgt dim(A?) > |G| — 2 fiir ein o € G mit
ord(o) = p. Jedes solche o operiert jedoch durch |G|/p Zyklen der Linge p, also dim(A%) = |G|/p.
Wir erhalten |G|/p > |G| — 2, woraus |G| < 4 folgt. Wir miissen also zeigen, dafl G nicht isomorph
zu Z, sein kann. Es folgt aber nach Bertin [7] oder aus Satz 4.11 in dieser Arbeit, daf8 S(A)% fiir
G = Z4 und char(K) = 2 nicht Cohen-Macaulay ist.

Falls umgekehrt p 1 |G| gilt, so ist S(A)Y nach Hochster und Eagon [25] Cohen-Macaulay. Ist
G € {Zs, Zs}, so folgt nach Ellingsrud und Skjelbred [19] (siche die Gleichung (4.6) auf S. 47), da8
S(A)¢ Cohen-Macaulay ist, da dimg(A) < 3. Im Fall G = Z5 x Z, wurde der Invariantenring
von Adem und Milgram [1, Kap. III, Corollary 1.8] bestimmt. Man kann dies auch leicht mit dem
INVAR-Paket in MAPLE (siehe Kemper [35], Char et al. [16]) oder MAGMA tun. Das Ergebnis
ist ein Cohen-Macaulay Ring. O

Anmerkung. Glassbrenner [24] hat gezeigt, daf$ fiir zyklische Gruppen G = Z,, mit n > 4 und
char(K) | n der Invariantenring der reguléren Darstellung nicht Cohen-Macaulay ist. Dieses Resul-
tat ist in Satz 3.14 enthalten.

Beispiel 8.15. Fiir die symmetrische Gruppe G = S5 und char(K) = 3 kann man den Invarian-
tenring S(A)® des reguliren Moduls A = KG leicht mit MAGMA ausrechnen. Man erhilt ein
minimales Erzeugendensystem von S(A)¢ aus 23 homogenen Invarianten, deren maximaler Grad 8
ist. AuBerdem ergibt die Rechnung in Ubereinstimmung mit Satz 3.14, daB S(A)“ nicht Cohen-
Macaulay ist. Genauer erhélt man fiir die Tiefe

depth (S(A)%) = 4.
Im Falle eines Cohen-Macaulay Rings wire diese Tiefe gleich ht(S(A)¢, S(A)¢) = 6. Die gesamte
Rechnung nimmt auf einer Sun Ultrasparc Maschine 93 Sekunden in Anspruch.
Darstellungen von Permutationsgruppen. Es folgen weitere Anwendungen von Korollar 3.7.

Proposition 3.16. G operiere als treue, transitive Permutationsgruppe auf einer Basis eq,. .., ey
eines Vektorraums W iiber einem Kérper K der Charakteristik p mit p | n. Es seien

V:{a161+-~-+anenEW\Zai:()}CW und U=V /K- -(e1 4+ -+ey).
i=1
Dann gelten:

(a) Falls jedes Element der Ordnung p von G mindestens 9 — p der e; bewegt (dies gilt fir p > 5
immer), so ist S(V)¢ nicht Cohen-Macaulay.

(b) Falls p > 5 und n > 5, so ist S(U)Y nicht Cohen-Macaulay.

(¢) Falls p=3 und n > 6 ist und jedes Element der Ordnung 8 mindestens 6 der e; bewegt, so ist
S(U)C nicht Cohen-Macaulay.
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Beweis. Wir zeigen zunichst H'(G,V) # 0 und H*(G,U) # 0 (letzteres fiir p > 2). Man betrachte
die exakte Sequenz
0—V—-W-5"5K-—0 (3.1)

mit (e + -+ + anen) = > ;. Wegen der Transitivitidt von G hat jeder invariante Vektor
w € WY lauter gleiche Koeffizienten, also 7(w) = 0, da p|n. Damit zerfillt die Sequenz (3.1) nicht,
und HY(G,V) # 0 ist gezeigt. Mit Wy = W /K - (e1 + - - + e,,) haben wir die exakte Sequenz

00—V — Wy % K —0 (3.2)

mit 7y von 7 induziert. Sei w = aje;+- - -+ape, € W, sodaBwg := w+K-(e1+---+e,) € WE. Fiir
o€ Gistdann (6 —1)w = p(0)-(e1+---+e,) mit (o) € K. Dies definiert einen Homomorphismus
@ von G in die additive Gruppe von K. Fiir o € G gilt

ajo(er) + -+ apo(ey) =arer + -+ ane, +¢(0) - (1 4+ -+ ep),

also a; = a1 +p(0), falls 071 (e1) = e;. Inbesondere liegt die Fixgruppe G von e; in N := Kern(¢p).
Wir wihlen Rechts-Nebenklassenvertreter o1, ...,0, von G1 in G. Dann gilt im Falle p > 2

n

mo(wp) :Zai :Z(al—i—go(ai)) =nay + [N :Gy]- Z p(c)=04+0=0,

i=1 ceG/N

da die Summe iiber eine endliche additive Untergruppe eines Korpers der Charakteristik p > 2 Null
ist. Also zerfillt auch die Sequenz (3.2) nicht, und wir haben H'(G,U) # 0 fiir p > 2.

Wegen Korollar 3.7 sind wir fertig, wenn wir fiir jedes o € G der Ordnung p zeigen kénnen, dafl
rk(c—1) > 2. Bis auf die Numerierung enthélt die Darstellung eines solchen ¢ durch elementfremde
Zyklen den Zyklus (1,2,...,p). Fiir p > 5 sind die Vektoren

(0 —1)(e2 —e1) =e1 —2ea+e3, (0 —1)(e3 —e2) =ea —2e3+ey4, (0 —1)(es —e3) = e3 — 2e4 + €5

linear unabhéngig, und im Falle n > 5 ist auch die Vereinigung dieser Vektoren mit e; + --- + e,
linear unabhingig. Es folgen die Aussagen (b) und (a) im Falle p > 5. Ist p = 3, so enthilt o nach
Voraussetzung die Zyklen (1,2, 3)(4,5,6). Also sind

(c—1)(ea—e1) =e1+eates, (c—1)(es—es) =es+es+es, (0—1)(ea—e1) =e1 —ea—es+e5

linear unabhéngig, und fiir n > 6 kann man noch e; + - - - + ¢, hinzunehmen. Dies zeigt (c) und
(a) fir p = 3. Fiir p = 2 hat man die Zyklen (1,2)(3,4)(5,6)(7,8) und verifiziert die lineare
Unabhéngigkeit von (o — 1)(e1 + e3), (0 — 1)(e1 + e5) und (o — 1)(e1 + e7). O

Beispiel 8.17. Es sei p := char(K) > 5 und n ein Vielfaches von p. Dann erfiillt die symmetrische
Gruppe G = S,, die Voraussetzungen von Proposition 3.16(a) und von Proposition 3.16(b) falls
n > 5. Mit der Notation von Proposition 3.16 folgt, daf$ S(V)¢ und S(U)% (falls n > 5) nicht
Cohen-Macaulay sind. Dies ist aus mehreren Griinden bemerkenswert:

(1) G operiert auf U und V als Spiegelungsgruppe. Somit haben wir zwei unendliche Serien von
endlichen Spiegelungsgruppen gefunden, deren Invariantenringe nicht nur keine Polynomringe,
sondern nicht einmal Cohen-Macaulay sind. Eine weitere solche Serie, die aus abelschen p-
Gruppen besteht, wurde von Nakajima [541] angegeben (siehe Beispiel 4.14).

(2) Bei den U handelt es sich um irreduzible KG-Moduln (was bei Nakajimas Serie nicht der Fall
ist).

(3) Die Invariantenkérper aller endlichen irreduziblen Spiegelungsgruppen wurden von Kemper
und Malle [43] untersucht, mit dem Ergebnis, daf sie sdmtlich rationale Funktionenkérper
sind (d.h. es wurden positive Antworten auf das Noethersche Problem gefunden). Somit
sind die S(U)¢ fiir n > 5 nicht Cohen-Macaulay, obwohl ihre Quotientenkdrper rationale
Funktionenkorper sind.



40 3 ENDLICHE GRUPPENOPERATIONEN

(4) Die Darstellung von G auf V ist die Reduktion modulo p einer Spiegelungsdarstellung von G
iiber Q.

(5) V ist der duale Modul von Wy := W /K -(e; +---+e,). Der Invariantenring S(W,)¢
ist aber ein Polynomring, erzeugt von den Bildern der elementarsymmetrischen Polynome
si(e1,...,en) (i = 2,...,n). Wir haben also einen KG-Modul V, so dal S(V*)¢ ein Poly-
nomring ist, aber S(V)% nicht einmal Cohen-Macaulay ist.

Fiir p = 3und G = S, mit 3 | n ist Proposition 3.16 nicht anwendbar, um zu zeigen, dal S(U)“ nicht
Cohen-Macaulay ist. In der Tat stellt sich fiir G = Sg durch Berechnung des Invariantenrings S(U)“
mit MAGMA heraus, daf8 dieser Cohen-Macaulay ist. Es gilt sogar, dal S(U)% eine Hyperfisiche ist
(sieche Kemper und Malle [11]), erzeugt von homogenen Invarianten von Graden 2,4,10,15 und 18.
Die Rechenzeit fiir dieses Beispiel betrug etwa 15 Minuten.

Invariantentheoretische Herleitung von Resultaten aus der Gruppentheorie. Das fol-
gende Beispiel zeigt, wie man Korollar 3.7 benutzen kann, um aus einfachen Resultaten aus der
Invariantentheorie nicht-triviale Schliisse iiber Gruppenkohomologie zu ziehen.

Beispiel 3.18. Es seien G = S, oder G = A,, die symmetrische oder die alternierende Gruppe auf
n Ziffern, und V' der natiirliche Permutationsmodul. Wir setzen p := char(K) > 2 voraus (aber
nicht p | n). Im Falle G = S, ist S(V)¢ bekanntlich ein Polynomring, und im Falle G = A,, die
direkte Summe von zwei Polynomringen (siehe Smith [64, Corollary 1.3.2]). In jedem Fall ist S(V)¢
also Cohen-Macaulay. Ein Element o € G der Ordnung p hat rk(c — 1) > p — 1, also folgt aus
Korollar 3.7, dal H"(G, S(V)) = 0 fiir 0 < r < p — 2. Insbesondere haben wir H"(G, K) = 0 fiir
diese r. Somit wird die Tatsache, dafl S,, und A,, keine nicht-zerfallenden zentralen Erweiterungen
mit einem Kern der Ordnung p > 5 besitzen (siehe Huppert [32, Kap. V, Satz 25.12], Gorenstein
et al. [25, Theorem 5.2.3]), zu einer einfachen Folge von Korollar 3.7.



41

4 Geometrische Untersuchungen

Die Ergebnisse von Abschnitt 1, insbesondere Korollar 1.18 zeigen, dafy Annullatoren von Elementen
in Ext) (K, M) eine wichtige Rolle fiir die Cohen-Macaulay-Eigenschaft spielen. Es ist interessant,
solche Annullatoren und die davon erzeugten Varietiten in Spec(R*) genau zu bestimmen. In den
Abschnitten 2 und 3 konnte eine solche genaue Bestimmung nicht durchgefiihrt werden. Es wurden
jeweils untere Schranken fiir Annullatoren angegeben, die grofl genug waren, um das Fehlen der
Cohen-Macaulay-Eigenschaft nachzuweisen. In diesem Abschnitt ist die genaue Bestimmung der
durch Annpe(a) gegebenen algebraischen Menge in Spec(R®) das Ziel, und zwar nur in dem Fall,
daB o € HY(G, K) liegt. Dies bedeutet eine drastische Einschrinkung der durch Korollar 1.18 ge-
gebenen Moglichkeiten. Es ist erstaunlich, daf} sich damit trotzdem interessante Ergebnisse erzielen
lassen (siehe z.B. Korollar 4.11).

4.1 Der relative Spurort

Als entscheidendes Hilfsmittel fiir die Bestimmung der durch Annge(«) gegebenen algebraischen
Menge wird sich die relative Spurabbildung herausstellen. Wir benétigen zunéchst noch etwas
Notation.

Notation 4.1. Es seien R ein Ring, X = Spec(R) und I C R ein Ideal. Dann bezeichnen wir mit
Vx(I):={PeX|ICP}
die durch I gegebene algebraische Menge. Ist ¢ ein Endomorphismus von R, so schreiben wir
X?:=Vx((c —1)R-R)

(siehe Definition 3.1). Man beachte, daf} dies nicht mit der Menge der Primideale P mit o(P) = P
iibereinstimmt. Falls R jedoch eine endlich erzeugte Algebra iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper K C R ist, so liegt ein maximales Ideal P € Spec,,,.(R) wegen R/P = K genau dann in
X7, wenn o(P) = P gilt.

Ist G eine Gruppe, die durch Automorphismen auf R operiert, so schreiben wir

X G := Spec(RY) und 7g: X — X /)G, P— RNP

fiir den algebraischen Quotienten und den kanonischen Morphismus.
Ist H < G eine Untergruppe von endlichem Index mit Links-Nebenklassenvertretern o1, ..., oy,
so definieren wir die relative Spurabbildung (auch ,relativer Transfer*) durch

trg/m: RY — RY aw Zoi(a).
i=1

Dies ist unabhéingig von der Wahl der Vertreter o;. Wir schreiben auch trg, {1y = trg. Die relative
Spurabbildung ist ein Homomorphismus von R“-Moduln, das Bild ist also ein Ideal. Wir schreiben

(X)Gtre,n = Vxya (trg m(R™))

fiir den relativen Spurort. Man beachte, daf (X /G) leer ist, falls der Index r = [G : H] in
R invertierbar ist.

Fiir die Darstellung von Elementen in H!(G, R) benutzen wir die Standardauflésung (siehe
Benson [3, Abschnitt 3.4]). Ein Element o € H'(G, R) wird also reprisentiert durch eine Funktion
G — R, 0 — a, (die die Bedingung fiir einen 1-Kozyklus erfiillt), und o = 0, falls es ein b € R gibt

mit o, = (o — 1)b fiir alle 0 € G.

tra/m
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Die Spurabbildung, meist in ihrer absoluten Form trg (1}, ist als modularer Ersatz des Reynolds-
Operators von groflem Interesse. In der Literatur gibt es einige Untersuchungen hierzu
(Feshbach [21], Campbell et al. [13], Shank und Wehlau [62], Fleischmann [22]).

Proposition 4.2. Mit der Notation 4.1 sei o € H(G,R) und I = Anngc(a). Dann gilt

U 76 (X7 \ Vx(an)) € ViyalD).

ceG
Beweis. Es sei Q € X7\ Vx(a,) fiir ein 0 € G. Also gilt (0 —1)R C Q und o, ¢ Q. Wir miissen
zeigen, daB8 I C RN Q. Sei also # € I. Dann existiert b € R mit - a, = (0 — 1)b, also - a, € Q
und damit z € Q. O

Wir betrachten den Spezialfall, da8 R eine Algebra iiber einem Korper K C R ist und « im Bild
des kanonischen Homomorphismus H'(G, K) — H'(G, R) liegt. Wegen H'(G, K) = Hom(G, K)
(Homomorphismen in die additive Gruppe von K) lift sich a durch einen Homomorphismus ¢: G —
K reprisentieren: a, = (o). Den Kern von ¢ bezeichnen wir mit N. Dann besagt Proposition 4.2

U 7o (X7) CVxjc (Annge(a)). (4.1)
c€G\N

Proposition 4.3. In der obigen Situation habe N einen endlichen Index in G. Dann gilt
Vx e (Annge () C (X /) G)rg -

Beweis. Wir zeigen trg,n(RY) C Annge(a). Es sei also o = trg n(h) mit h € RY. Der Quotient
G/N ist in die additive Gruppe von K eingebettet, muf} also eine elementar abelsche p-Gruppe sein
mit p := char(K) (N = G im Falle p = 0). Seien o4,...,0, € G minimale Erzeuger von G/N.

Dann gilt
p—1

p= 3 ool = (o -1 o - )P,

i15eensbm =0
wobei wir die Polynomidentitit 1 + X + --- 4+ XP~! = (X — 1)1 iiber K benutzt haben. Mit

0 := o — 1 bilden wir

m

hi= Z@(Uz‘) ' (55)_1 o 5f:115f_25§:11 ' "551_1@)) ’

i=1

Dann gilt 6;(h) = (o) - z, da 67 alle Elemente von R auf 0 abbildet. Es folgt (o — Dh=o(0) -z
fir o € G, also liegt « tatsdchlich in Annge (). O

Wilde Verzweigung. Als néichsten Schritt méchten wir nachweisen, daf§ (unter gewissen Vor-
aussetzungen)

(X)Dirgpy = | ma(X)

c€G\N

gilt. Zusammen mit (4.1) und Proposition 4.3 liefert dies die angekiindigte geometrische Charak-
terisierung des Annullators. Wir méchten den relativen Spurort in einer allgemeineren Situation
berechnen. Hierfiir brauchen wir noch eine Definition.

Definition 4.4. FEs seien R ein Ring und G eine endliche Gruppe, die durch Automorphismen auf
R operiert. Fir Q € X = Spec(R), schreiben wir

16(Q)={c G| Qe X}
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I(Q) heifit die Triagheitsgruppe von Q und ist eine Untergruppe von G. Weiter sei H < G
eine Untergruppe. Dann heifit X JH — X /G wild verzweigt bei Q € X, falls der Index [16(Q) :
In(Q)| in Q liegt, d.h. durch die Charakteristik von R/Q teilbar ist. Fir P € X G heifit X JH —
X /G wild verzweigt bei P, falls X JH — X /|G fir alle Q € X mit 7g(Q) = P wild verzweigt
bei Q ist. Wir schreiben

(X)G)xpp—e ={P € X)G | XJH — X J/G ist wild verzweigt bei P}
und nennen dies den wilden Verzweigungsort von X JH — X /G.

Anmerkung. Unser Begriff von wilder Verzweigung weicht von dem in der Zahlentheorie géngigen
ab. Dort wird nur gefordert, dafl mindestens ein Q mit 7¢(Q) = P wild verzweigt ist.

Proposition 4.5. Mit der Notation von Definition /.4 seien R eine Algebra iiber einem Kérper
der Charakteristik p und N <A G ein Normalteiler. Dann gilt

(X)G)x yN—wr = U ma(X7).
ceqG,
ord(cN)=p

Beweis. Es sei P € X //G ein Primideal. Wegen des Aufstiegslemmas gibt es ein @ € X mit
7¢(Q) = P, und wegen Lemma 1.14 operiert G transitiv auf der Menge aller dieser Q. Aus

Ic(0(Q)) = 0lc(Q)o~" =: “I(Q) folgt
[16(0(@) : In(0(@)] = [16(@) : L1y (Q)] = [l6(Q) : In(Q)]

P ist also genau dann wild verzweigt, wenn dies fiir @ gilt. Dies ist dquivalent dazu, da ein
o € Ig(Q) existiert mit ord(cN) = p. Daraus folgt die Behauptung. O

Konstruierbare Mengen. Bevor wir die Gleichheit des relativen Spurorts und des wilden Ver-
zweigungsorts fiir endlich erzeugte Algebren iiber einem Koérper beweisen, benttigen wir noch einen
kurzen Exkurs. Es sei R eine endlich erzeugte Algebra iiber einem Koérper K. Eine Teilmenge
Y C X := Spec(R) heifit konstruierbar, falls es Ideale I, ..., I, J1,...,J, C R gibt, so daf

n

Y = U (Vx (L;) \ Vx (Ji))

=1

(sieche Hartshorne [27, Kap. II, Exercise 3.18]). Die konstruierbaren Mengen bilden die kleinste
Familie von Teilmengen von X, die die offenen Mengen enthélt und abgeschlossen unter Bildung
von Schnitten und Komplementen ist. Es seien K ein algebraischer Abschlufl von K, R = K ® R,
I; = I; R, und entsprechend seien .J; und damit ¥ C X := Spec(R) definiert. Das folgende Lemma
impliziert, da Y nur von Y und nicht von der Wahl der I; und .J; abhiingt.

Lemma 4.6. Mit der obigen Notation seien Y und Z C X konstruierbar. Dann sind dquivalent:
(o) Y C Z;
(b)Y CZ;

(¢) Spec,,..(R)NY C Spec,,..(R)NZ.

max(
Beweis. Essei Y = JI", (Vx(L;) \ Vx(J;)). Als erstes zeigen wir, daB fiir P € X dquivalent sind:
(i) PeY;

(ii) P ist Durchschnitt von maximalen Idealen aus Y.
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Daraus folgt dann die Aquivalenz von (a) und (c). Falls (i) oder (ii) zutrifft, so existiert ein i
mit J; € P. Durch Umnumerieren kénnen wir erreichen, daf3 ﬂle Ji £ Pund Jiq1,...,Jn C
P. Es gebe eine Teilmenge M C Spec,,, (R) NY mit (e @ = P. Fiir @ € M folgt dann
Jir1, - dn € Q, also Q € Y, Vx(I;). Damit gilt N, I; C Q fiir Q € M, also _, I; C P. Es
folgt P e Y, Vx(I;) und damit P € Y.

Umgekehrt gelte P € Y, und M sei die Menge aller maximalen Ideale Q € Spec,,,,(R) mit
PCQund N, J; ZQ. Da R ein Jacobson-Ring ist, gilt

P= (1 @=N@n [ @=()enyP+N

QeSpecy, (R),  QEM  QeSpec,,. (R), QEM
Pc@ PNY, J:iCQ

Wegen 4/ P + ﬂle Ji & P folgt P =gep Q- Aus P €Y folgt ﬂle I; C P CQ fir Q e M, also
MCY. )
Als néchstes zeigen wir die Aquivalenz der folgenden Aussagen fiir ein P € Spec,, .. (R):

(i) P eY;

(iv) es existiert ein Q € Spec,,,(R)NY mit P C Q;

max

(v) fiir alle @ € Spec Rymit PCQgilt Q€Y.

max(

Unter Verwendung der Aquivalenz von (a) und (c) folgt hieraus die Aquivalenz von (a) und (b). Wie
oben gibt es unter der Annahme (iii), (iv) oder (v) ein k > 0 mit ﬂle Ji € Pund Jitq,...,J, C P.

Es gelte (iii), und Q € X sei irgendein maximales Ideal mit P C . Wegen der Maximalit#it von
P folgt P = RNQ, also J; € @ fiir i < k und damit auch J; € Q fiir diese i. Wegen P € Y existiert
ein i < k mit I; C P, also auch I; C @, und Q € Y folgt. Aus (iii) folgt also (v), und aus (v) folgt
auch (iv).

Es gelte (iv), also existiert ein maximales Ideal Q € Y mit P C Q. Es folgt Jy11,...,J, C Q,
also liegt @ in einem Vg (I;) fiir i < k. Es folgt I; C RNQ = P, also P € Y. Damit ist das Lemma
gezeigt. O

Bestimmung des relativen Spurorts. Wir beweisen nun fiir endlich erzeugte Algebren iiber
einem Korper die Gleichheit des relativen Spurorts und des wilden Verzweigungsorts. Fiir den
Spezialfall einer G-Operation auf einem Vektorraum V und R = S(V*) wurde das entsprechende
Resultat fiir die Punkte von V' (statt Spec(R)) von Fleischmann [22] bewiesen. In einer anderen
Richtung ist Fleischmanns Ergebnis jedoch allgemeiner, da er nicht nur einzelne Untergruppen H <
G betrachtet, sondern Mengen von Untergruppen. Ahnliche Resultate sind auch in der Zahlentheorie
bekannt (siehe Narkiewicz [55, Korollar zu Proposition 5.11]).

Satz 4.7. R sei eine endlich erzeugte Algebra iber einem Kérper. Eine endliche Gruppe G operiere
auf R durch Automorphismen, und H < G sei eine Untergruppe. Dann gilt

(X//G)trc/H = (X//G)X//H—wr-

Beweis. Es seien P € X /G ein Primideal und @ € X mit n(Q) = P. Nach Lemma 1.14 operiert
G transitiv auf der Urbildmenge von P unter wg, und wir haben im Beweis zu Proposition 4.5
gesehen, daf3

16(0(Q) : In(0(Q)] = [I6(@) : L1, ()]
wobei ° 'H = ¢~ 'Ho. Daher ist die Gleichheit der Teilmengen

Y :={Q € X |trg;n(R") CQ} und
Z:={Qe X |[[lc(Q):I-u(Q)] € Q Vo G}
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zu zeigen. Im folgenden schreiben wir 3 . JH fiir die Summation iiber ein Links-Vertretersystem
von G in H,und }_ U\G/H fiir die Summation iiber ein Vertretersystem der Doppelnebenklassen
UoH. Man sieht leicht, daB fiir f € RY gilt:

tro/u(f)= >, of)= >, > To(f).

oc€G/H o€lg(Q\G/H 7€lq(Q)/Ton(Q)

Daraus ergibt sich

rou(f)= Y, Ue(Q): T-n(Q)]-o(f) mod @, (4.3)

o€lc(Q)\G/H

also die Inklusion Z C Y.

Fiir die Umkehrung benutzen wir, dafl Y und Z konstruierbar sind. Fiir Y ist das klar, da
Y Zariski-abgeschlossen ist. Fiir Z beachte man, daf fiir jede Untergruppe U C G die Menge
{Q € X | Ic(Q) = U} die Differenz von zwei Zariski-abgeschlossenen Teilmengen von X ist, und
dafl Z eine endliche Vereinigung aus solchen Mengen ist. Nach Lemma 4.6 ist die Inklusion Y C Z
bewiesen, wenn (mit der dortigen Notation) fiir alle maximalen Ideale aus Y gezeigt ist, daf sie in
Z liegen. Y und Z erhilt man, indem man R mit K tensoriert und dann die Mengen gemif (4.2)
bildet. Insgesamt geniigt es also, die Inklusion Y C Z fiir maximale Ideale unter der Annahme, dafl
K algebraisch abgeschlossen sei, zu zeigen.

K = K hat zur Folge, da fiir Q € Spec,,, (R)
{0eG|o(Q) =0Q}=1c(Q) (4.4)
gilt. Es sei nun Q € Spec,,.. (R) \ Z, es existiert also ¢ € G mit
[1c(Q) : I-a(Q)] ¢ Q. (4.5)

Die Mengen A := {p(Q) | p € Ho '1c(Q)} und B := {p(Q) | p € G\ Ho'I5(Q)} sind wegen (4.4)
disjunkt. Wire Ngrep@”’ C Ugrea®’, so wiirde folgen, dafl Ngrep@” in einem @’ € A enthalten
ist, also Q" = Q' mit Q" € B im Widerspruch zu AN B = {). Folglich existiert ein h € Ngrep@” \
Ugrea@’, also

{peGh¢p@Q)}=Ho Q)
Mit f =], cp 7(h) € R? gilt dann fiir p € G:

p(f)¢Q = pels(Q)oH.
Die Kongruenz (4.3) liefert nun mit (4.5)

tra/u(f) = Ua(Q) : I-u(Q)]-o(f) Z0 mod Q.
Also liegt @ auch nicht in Y, und die zweite Inklusion ist gezeigt. O

Ich danke Peter Fleischmann, der mich auf einen Fehler im Beweis zu einer fritheren Version
von Satz 4.7 hingewiesen hat. Nun kénnen wir die Bestimmung der durch Annge () gegebenen
algebraischen Menge fiir o € H'(G, K) abschlieflen.

Korollar 4.8. R sei eine endlich erzeugte Algebra tiber einem Korper K mit einer Operation einer
endlichen Gruppe G durch Algebren-Automorphismen. Weiter seien o € H(G, K) reprisentiert
durch einen Homomorphismus p: G — K, N der Kern von ¢ und I = Annge (@) der Annullator
des Bildes von o unter der von K — K - 1g induzierten Abbildung H'(G,K) — H'(G, R). Dann
gilt mit der Notation 4.1
Vxya(l) = U me(X7).
c€G\N

Beweis. Dies folgt aus der Inklusion (4.1), Proposition 4.3, Satz 4.7 und Proposition 4.5. O
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4.2 Die Rolle der Bireflexionen
In Verbindung mit Korollar 1.18 ergibt sich:

Satz 4.9. Fine endliche Gruppe G operiere durch Automorphismen auf einer endlich erzeugten
Algebra R iiber einem Kiorper K der Charakteristik p. R und RE seien Cohen-Macaulay, und es
gebe einen Normalteiler N <1 G mit p-elementar abelscher Faktorgruppe. Dann gilt

U x= U x°

c€G\N oc€BIir(G)\N

Beweis. Wegen Lemma 3.5 konnen wir annehmen, dafl K grofl genug ist, damit es einen Homo-
morphismus ¢: G — K in die additive Gruppe von K mit Kern(p) = N gibt. Dieser definiert ein
Element in H'(G, K), dessen Bild in H'(G, R) mit o bezeichnet werde. Fiir I := Annge(a) gilt
nach Korollar 4.8
Vxya(l) = U T (X7).
ceG\N

Es sei Q € X7 fiir 0 € G\ (Bir(G) U N). Wir miissen zeigen, daB Q € X mit o’ € Bir(G)\ N
gilt. Wegen o ¢ Bir(G) ist ht(Q) > 2. Fiir P := 7¢(Q) gilt wegen Proposition 1.15 ht(P) > 2,
und P € Vx jg(I). Korollar 1.18 liefert aber ht(P’) < 2 fiir jedes P’ € Assga(I). Also gibt es ein
P’ € ng(X?') mit o/ € Bir(G)\ N, so da P’ C P. Sei Q' € X7 mit 7¢(Q’) = P'. Fiir f € Q' liegt
[T,ee7(f) in @NRE =P CQ,also f € 771Q) fiir ein 7 € G. Mit dem Primvermeidungslemma
folgt Q' C 7~ 1(Q) fiir cin 7 € G, also 7(Q') C Q. Aber 7(Q') € X™'™ ' und 70’77 € Bir(G) \ N.
Wegen 7(Q') C Q liegt auch Q in X7™°'7 ', was zu zeigen war. O

Es folgen sofort einige Korollare.

Korollar 4.10. FEine endliche Gruppe G operiere durch Automorphismen auf einer endlich erzeug-
ten Algebra R iiber einem Korper K der Charakteristik p. R sei Cohen-Macaulay, K - 1p sei ein
direkter Summand von R als KG-Modul (siehe Anmerkung 3.10), und es gebe einen Normalteiler
N < G vom Index p, der alle Bireflexionen aus G enthdilt. Dann ist RS nicht Cohen-Macaulay.

Beweis. Wir nehmen an, da8 R Cohen-Macaulay sei. Wegen Satz 4.9 gilt dann

U x= J x-

cEG\N o€BIr(G)\N

Auf der rechten Seite steht dabei die leere Menge. Da K ein direkter Summand von R ist, gilt
jedoch X7 ## () fiir alle 0 € G, also steht auf der linken Seite eine nicht-leere Menge. Dies ergibt
einen Widerspruch, also ist RY entgegen der Annahme nicht Cohen-Macaulay. O

Korollar 4.11. FEine endliche Gruppe G operiere durch Algebren-Automorphismen auf einer end-
lich erzeugten Algebra R idiber einem Korper K der Charakteristik p. R und RC seien Cohen-
Macaulay, und K - 1 sei ein direkter Summand von R als KG-Modul. Dann gelten:

(a) Falls G nilpotent ist, so wird die p-Sylowgruppe von G durch Bireflexionen erzeugt.

(b) Falls alle mazimalen Normalteiler in G den Index p haben, so wird G durch Bireflexionen
erzeugt.

Beweis. Die Menge Bir(G) der Bireflexionen erzeugt einen Normalteiler Gg;, von G. Falls dieser
echt in G enthalten ist, so folgt unter der Annahme von (b) die Existenz eines Normalteilers N <G
vom Index p mit Bir(G) € N. Falls unter der Annahme von (a) die p-Sylowgruppe P nicht
von Bireflexionen erzeugt wird, so ist der Index von Gpj, durch p teilbar, und die Existenz eines
Normalteilers N vom Index p mit Bir(G) C N folgt aus der Nilpotenz. In beiden Fillen folgt
aus Korollar 4.10, da R nicht Cohen-Macaulay ist, im Widerspruch zur Voraussetzung. Die
Annahme, dafl G bzw. P nicht von Bireflexionen erzeugt wird, war also falsch. O
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Anmerkung 4.12. (a) Kac und Watanabe [34] haben fiir endliche Gruppen G < GL(V) bewie-
sen, daf G von Bireflexionen erzeugt wird, falls S(V)¢ ein vollstéindiger Durchschnitt ist. Da
ein vollstédndiger Durchschnitt immer Cohen-Macaulay ist (siehe Stanley [69]), haben wir das
Ergebnis von Kac und Watanabe fiir den Fall von p-Gruppen erhalten, wobei p = char(K).
Bemerkenswert und tiberraschend ist, dafl in diesem Fall die viel schwéchere Voraussetzung
der Cohen-Macaulay-Eigenschaft gentigt, um die Erzeugung durch Bireflexionen zu erzwingen.

(b) Ellingsrud und Skjelbred [19] haben fiir zyklische endliche p-Gruppen G < GL(V') die Tiefe
von S(V)% berechnet. Das Ergebnis ist

depth(S(V)%) = min{dim(V), dim(VF) + 2}. (4.6)

Demnach kann S(V) nur Cohen-Macaulay sein, falls G' von einer Bireflexion erzeugt wird.
Auch dies ist ein Spezialfall von Korollar 4.11. Im Gegensatz zu Ellingsrud und Skjelbred
erhalten wir jedoch keine Bestimmung der Tiefe. Ein elementarer Beweis der Formel (4.6) und
eine Verallgemeinerung auf sogenannte flache (“shallow*) Gruppen (beispielsweise abelsche
Gruppen mit zyklischer p-Sylowgruppe) findet sich in Campbell et al. [15].

Ist G eine zyklische p-Gruppe, so kénnen wir mit (4.6) fiir jeden endlich erzeugten KG-Modul
feststellen, ob S(V)% Cohen-Macaulay ist. Im folgenden Korollar geben wir eine gréfere Klasse von
endlichen Gruppen an, fiir die dies moglich ist.

Korollar 4.13. Es sei G eine endliche Gruppe mit einem Normalteiler N <G, so daff G/N eine
zyklische p-Gruppe ist und p t |N| gilt. Weiter seien K ein Korper der Charakteristik p und V ein
endlich erzeugter KG-Modul. Dann ist S(V)¢ genau dann Cohen-Macaulay, wenn G von N und
den Bireflexionen aus G erzeugt wird, also G = (N, Bir(G)).

Beweis. Jede Zwischengruppe zwischen N und G ist ein Normalteiler in G, insbesondere also H :=
(N,Bir(G)). Es sei H # G. Da G/H eine p-Gruppe ist, existiert ein Normalteiler N’ < G von
Index p mit H C N’, also Bir(G) C N’. Nach Korollar 4.10 ist S(V)¢ also nicht Cohen-Macaulay.

Nun sei H = G. Dann existiert eine Bireflexion ¢ € Bir(G) mit G = (N,o), denn sonst
ldgen alle (N, o) mit o € Bir(G) in der (eindeutig bestimmten) maximalen echten Zwischengruppe.
Es sei P = (o). Dann ist P eine zyklische Gruppe der Ordnung |G//N| und wird durch eine
Bireflexion erzeugt. Wegen (4.6) folgt, dal S(V)¥ Cohen-Macaulay ist, und wegen p { [G : P] liefert
Proposition 1.21, dal auch S(V)¢ Cohen-Macaulay ist. O

Wir schlieflen den Abschnitt mit zwei Beispielen ab.

Beispiel 4.14. Nakajima [54] hat die folgenden Gruppen als Beispiele fiir Spiegelungsgruppen, deren
Invariantenringe nicht Cohen-Macaulay sind, angegeben. Es seien ¢ eine Primzahlpotenz und K
ein Koérper mit F, C K. Weiter seien m > 3, n :=2m + 1, und G < GL, (K) sei definiert als die
Gruppe aller n x n-Matrizen von der Form

1
1 0
Oag,..., QU 1 (47)
ap Q7 1
Qg Qi 1
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mit o, ...,y € Fy. G operiert als Spiegelungsgruppe auf V := K". Wir méchten Satz 4.9
benutzen, um zu zeigen, da R® mit R := S(V*) nicht Cohen-Macaulay ist. Wir bezeichnen die

Dualbasis zur Standardbasis von V' mit g, ..., x2, € V*. Dann gilt
T; falls i < m,
Oag,....am (xl) = .
T; — Qgxy — Qj_mTi_m falls i > m.

Es sei N << G der Normalteiler bestehend aus allen Matrizen oq,.... ,, € G mit og = 0. Wire RE

Cohen-Macaulay, so folgte mit Satz 4.9

yeeny

VNoean(@ = DR-R= 1 /Noepipn (o — DR - R. (4.8)

Fiir 0 = 04,.....a,, € Bir(G)\N ist o;; = 0 fuir ein 4 mit 1 <4 < m, und es folgt (6 —1)Tm+i; = —aoTo.
Also liegt x¢ in allen (0 — 1)R - R mit ¢ € Bir(G) \ N. Andererseits sei I := (01,1 —1)R- R. Da
I nach Anmerkung 3.2 von den (o1, 1 — 1)z; erzeugt wird, ist I das Primideal erzeugt von den
x; + 2o mit 1 < i < m, also g ¢ I. Dies steht im Widerspruch zu (4.8), also ist R in der Tat
nicht Cohen-Macaulay.

Im folgenden Abschnitt werden wir den Nicht-Cohen-Macaulay Ort von Spec(R%) ausrechnen
(siehe Satz 5.17).

Beispiel 4.15. G < S, sei eine Permutationsgruppe mit den Eigenschaften
(i) G Z Ap;
(ii) G enthilt keine Transposition.

G operiert auf der Polynomalgebra R := Falz1,. .., 2,] durch Permutationen der z;. N =GN A,
ist wegen (i) ein Normalteiler vom Index 2, und jede Bireflexion liegt wegen (ii) in N, da die
Bireflexionen in Permutationsgruppen genau die Identitét, Transpositionen, Doppeltranspositionen
und Dreierzyklen sind. Nach Korollar 4.10 ist also R nicht Cohen-Macaulay. Dieses Resultat
erscheint bei Broer [10, Corollary 3]. Es ist bemerkenswert, daf§ Broer auf ganz anderem Wege zu
diesem Ergebnis gelangte, nimlich iiber das Betrachten der Hilbertreihe von R, die sich mit der
Molienschen Formel berechnen 148t.
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5 Der Nicht-Cohen-Macaulay Ort

Nach Definition ist ein endlich erzeugter Modul M iiber einem Noetherscher Ring R Cohen-
Macaulay, falls fiir alle maximalen Ideale P € Spec(R) die Lokalisierung Mp Cohen-Macaulay
(iiber Rp) ist. Wenn dies der Fall ist, so ist Mp sogar fiir alle P € Spec(R) Cohen-Macaulay (siehe
Bruns und Herzog [ 1, Theorem 2.1.3(b)]). Die Menge aller Primideale P € Spec(R), fir die Mp
nicht Cohen-Macaulay ist, mifit also in gewisser Weise die Abweichung von der Cohen-Macaulay-
Eigenschaft.

5.1 Konstruierbarkeit des Nicht-Cohen-Macaulay Orts

Wir verfeinern den Begriff des Nicht-Cohen-Macaulay Orts noch ein wenig.

Definition 5.1. Fir einen Noetherschen lokalen oder graduierten Ring R und einen endlich er-
zeugten (graduierten) R-Modul M sei der Cohen-Macaulay-Defekt durch

def(M) = dim(M) — depth(M)

definiert. Ist R irgendein Noetherscher Ring, X = Spec(R) und M ein endlich erzeugter R-Modul,
so schreiben wir fir m >0

Xdef(M)Zm = {P e X | def(Mp) > m}

Damit ist Xp—ncm = Xaef(ary>1 die Menge aller P € Spec(R), so daf$ Mp nicht Cohen-Macaulay
ist. Fiir Xgr_ncwm schreiben wir auch Xncem, und Xger>m = Xdet(ry>m- Wir nennen Xpr_nom den
Nicht-Cohen-Macaulay Ort. Somit erhalten wir eine Filtrierung

X = Xaet(ar)>0 2 Xm—ncMm = Xaet(an>1 2 Xdef(M)>2 2+ -

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Untersuchung des Nicht-Cohen-Macaulay Orts von Invarian-
tenringen. Zunéchst mochten wir jedoch zeigen, dafi die Mengen Xgef(ar)>m konstruierbar sind, falls
R eine endlich erzeugte Algebra iiber einem Korper ist. Dies wird im Beweis der oberen Schranke
fiir Xgef>m und in Abschnitt 5.3 benutzt.

Lemma 5.2, Proposition 5.3 und Satz 5.4 gehoren vermutlich zur ,,Folklore*. Es ist mir aber nicht
gelungen, diese Aussagen in der Literatur zu finden. Ich danke Winfried Bruns fiir den Hinweis,
daBl Proposition 5.3 gilt.

Lemma 5.2. Es seien R ein lokaler Integrititsbereich und 0 # A € R™*™ eine m x n-Matriz.
Weiter sei I C R das von allen r x r-Minoren von A erzeugte Ideal, wobei r der Rang von A (als
Element von Quot(R)™*™) ist. Dann sind dquivalent:

(a) Es gibt invertierbare Matrizen S € GL,(R), T € GL,(R), so daff SAT die Form
1

SAT = 0 (5.1)

hat;
(b) I =R.

Beweis. Als Elementaroperationen bezeichnen wir das Vertauschen von zwei Zeilen oder Spalten,
das Hinzuaddieren eines Vielfachen einer Zeile oder einer Spalte zu einer anderen und das Multipli-
zieren einer Zeile oder Spalte mit einer Einheit a € R*. Elementaroperationen werden also durch
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das Multiplizieren mit sogenannten Elementarmatrizen aus GL,,(R) bzw. GL,(R) von links bzw.
rechts gegeben. Man beachte, dafl I unverédndert bleibt, wenn man Elementaroperationen auf A
ausiibt.

Es sei I = R. Dann liegen nicht alle Eintrige von A im maximalen Ideal von R, also gibt es
einen Eintrag in R*. Diesen kann man mit Elementaroperationen nach oben links bringen, zu 1
machen und damit die erste Zeile und Spalte ausrdumen. Die resultierende Matrix hat die Gestalt

1 0

0 A

A’ hat den Rang r — 1, also ist das Ideal der r X r-Minoren der obigen Matrix gleich dem Ideal der
(r—1) x (r — 1)-Minoren von A’. Nun folgt per Induktion, da} A durch Elementaroperationen auf
die in (a) behauptete Gestalt gebracht werden kann.

Dies wenden wir auf Matrizen in GL,(R) an und sehen, da jede invertierbare Matrix ein
Produkt von Elementarmatrizen ist. Es gelte nun die Aussage (a). Dann ist I auch das Ideal der
r x r-Minoren der rechten Matrix in (5.1), also I = R. O

Proposition 5.3. Fs seien R ein Polynomring iber einem Korper und M ein endlich erzeugter
R-Modul. Dann gibt es Ideale Iy, I1, I3, ... in R, so daf fiir P € X := Spec(R) und m > 0 gilt:

P € Xaet(ary>m = P € Vx(Iny(p)—nt(P,M)+m—1)-

Falls R eine Graduierung tragt, beziglich der M ein graduierter R-Modul ist, so kann man die I;
als homogene Ideale wihlen.

Beweis. Wegen des Hilbertschen Syzygiensatzes existiert eine endliche freie Auflésung von M:
0—F, 23 ko 23 .0 2% 2% B M—0. (5.2)

Es sei P € X. Rp ist flach iiber R (siehe Eisenbud [18, Proposition 2.5]), also ergibt sich aus (5.2)
durch Tensorierung mit Rp eine freie Aufldsung

O—>F8’p — stl,P —_— e —> Fl,P — Fo}p—>Mp—>0. (53)
Die Formel von Auslander und Buchsbaum (siehe Eisenbud [18, Theorem 19.9]) besagt
depth(Mp) = depth(Rp) — pd(Mp) = ht(P) — pd(Mp),

wobei pd(Mp) die projektive Dimension, also die Linge einer minimalen projektiven Aufldsung von
Mp ist. Demnach ist def(Mp) < m genau dann, wenn pd(Mp) < ht(P) —ht(P,M)+m — 1 =: k.
Es gilt also P ¢ Xqef(ar)>m genau dann, wenn es eine projektive Auflésung

O—>F,§ — Flé—l — s — Fll — F6—>Mp—>0

gibt. Da projektive Moduln iiber einem lokalen Ring frei sind (siehe Eisenbud [18, Theorem A3.2]),
ist dies eine freie Auflosung. Ist k > s, so liefert (5.3) eine solche Auflosung, und die Behauptung
stimmt mit I := R. Wir nehmen also k < s an und vergleichen die obige Auflésung mit (5.3).
Wegen der Eindeutigkeit von minimalen freien Auflésungen (siehe Eisenbud [18, Theorem 20.2]) ist
das Bild bzw. der Kern von ¢p := Rp ® ¢, in (5.3) ein freier direkter Summand von Fj p bzw.
Fi+1.p. Falls umgekehrt das Bild und der Kern von ¢p freie direkte Summanden sind, so kann
man (5.3) zu einer freien Auflésung der Lénge k kiirzen. Also gilt P ¢ Xger(ar)>m genau dann,
wenn @p beziiglich geeigneter Basen von Fy, p und Fj1 p eine Form wie in (5.1) annimmt. Es sei
A die Darstellungsmatrix von ¢y, beziiglich Basen von Fj; und Fy, und I C R sei das von den
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r X r-Minoren von A erzeugte Ideal, wobei r der Rang von A iiber Quot(R) sei. Dann folgt aus
Lemma 5.2, daB8 P ¢ Xget(ar)>m genau dann, wenn Iy Rp = Rp, was gleichbedeutend mit I P
ist. Damit ist ein geeignetes Ij, gefunden.

Ist R graduiert und ist M ein graduierter R-Modul, so kann man die Auflésung (5.2) so wihlen,
daB die F; graduierte Moduln mit homogenen Basen und die ¢; graderhaltend sind. Ein Minor
eines solchen Homomorphismus ¢; ist gleich der Determinante eines Homomorphismus ¢: F — F’
zwischen zwei freien, graduierten Moduln vom gleichen Rang. Es seien di,...,d, bzw. e1,...,e,
die Grade von freien Erzeugern von F' bzw. F', und (a; ;)1<; j<n sei die Darstellungsmatrix von 1.
Fiir eine Permutation 7 € S, gilt dann

n n

deg(H Wir(i)) = Z deg(ain(i) = Y _(€i —dnp) = > _ei— Y _d;,
=1 =1 =1

i=1 =1

also haben alle Summanden der Determinante den gleichen Grad. Damit ist die Determinante
homogen, die Ideale I; werden also von homogenen Polynomen erzeugt. O

Satz 5.4. Es seien R eine endlich erzeugte Algebra iiber einem Kérper und M ein endlich erzeugter
R-Modul. Fir 0 < d < dim(R) + 1 sei Jyg der Schnitt iber alle minimalen Primideale @ aus
Suppp (M) mit dim(R/Q) > d, wobei der leere Schnitt gleich R gesetzt wird. Dann existieren Ideale
I, 15, Is,... in R, so dafy mit n := dim(R) und m > 0 gilt:

Xaet(anyzm = | J (VX(In+m—d) NVx(Ja) \ VX(Jd+1)> :
d=0

Insbesondere ist Xqer(ary>m konstruierbar, und Zariski-abgeschlossen, falls Supp(M) ungemischt
ist, d.h. alle minimalen Primideale von R/ Anng(M) dieselbe Dimension haben.

Sind R eine graduierte Algebra und M ein graduierter R-Modul mit Supp(M) ungemischt, so
ist Xaet(ary>m €in Kegel, d.h. Xqer(ary>m = Vx (I) mit einem homogenen Ideal I C R.

Beweis. Es sel P € Spec(R). Falls P nicht in Suppg(M) liegt, so liegt es in keinem der Vx (Jqg),
und def(Mp) = 0, also gilt die Behauptung in diesem Fall. Wir kénnen also P € Suppp(M)
annehmen. Es sei Ry ein Polynomring mit einem surjektiven Homomorphismus ¢: Ry — R von
Algebren. Dadurch wird M zum Ry-Modul. Mit Py := ¢~ *(P) € Suppp, (M) gelten depth(Mp,) =
depth(Mp) und ht(Py, M) = ht(P, M), also def(Mp,) = def(Mp). Um Proposition 5.3 anwenden
zu kénnen, miissen wir ht(FPy) —ht(Pp, M) ermitteln. Jedes Q € Suppp, (M) mit Q C P, ist in einer
Kette der Lange ht(Py) von Primidealen in Ry zwischen 0 und Py enthalten (siehe Eisenbud [18,
Corollary 13.6]), also gilt mit ng := dim(Ry)

ht(Py) — ht(Po, M) = min{ht(Q) | Q € Suppp,(M),Q C P} =
=ng — max{dim(R/Q) | @ € Suppgr(M),Q C P} =ng —min{d | J; £ P} + 1.

Mit den Idealen Iy, I,... C Ry aus Proposition 5.3 folgt

n

Xaernzm = | (Vx(@ngtm-a-1) 1 Vx () \ Vx (Jas1) ) -
d=0

Mit der entsprechenden Umbenennung der Ij, folgt die Behauptung.
Die Homogenitét der Ideale I; im graduierten Fall folgt aus Proposition 5.3. O

5.2 Obere und untere Schranken

Eine obere Schranke. Falls R eine endlich erzeugte Algebra iiber einem Koérper K ist und G
eine endliche Gruppe mit einer Operation durch Automorphismen auf R, so ist die relative Spurab-
bildung trg /g : RH — RC fiir H < G ein Homomorphismus von R“-Moduln. Der relative Spurort,
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also (X//G)trG/H =Vxya (trg/H(RH)), wurde in Abschnitt 4.1 untersucht, mit dem Ergebnis, daf3
er mit dem wilden Verzweigungsort (X /G)x jf—w. libereinstimmt (Satz 4.7). Die folgende Propo-
sition stellt eine Beziehung zwischen dem relativen Spurort und (X /G)ger>m her. Sie stellt eine
gemeinsame Verallgemeinerung von Proposition 1.21 und des Resultats (V/G)ocm € (V/G)tre
fir G < GL(V) (Broer [10]) dar. Wir formulieren die Proposition in einer etwas allgemeineren
Situation.

Proposition 5.5. Sei A C R eine Erweiterung mit Abstiegseigenschaft von endlich erzeugten Al-
gebren dber einem Korper. Weiter sei ¢: R — A ein Homomorphismus von A-Moduln. Mit
X :=Spec(R), Y := Spec(A) und dem kanonischen Morphismus w: X — 'Y gilt dann fir m >0

Ydefzm C 7"'(AXdeme) U VY(‘P(R))

Beweis. Wegen Satz 5.4 und Hartshorne [27, Kap. II, Exercise 3.19] stehen auf beiden Seiten der
behaupteten Inklusion konstruierbare Mengen. Wegen Lemma 4.6 geniigt es also zu zeigen, dafl jedes
maximale Ideal P € Spec,, .. (A) mit P ¢ 7(Xder>m)UVy (p(R)) nicht in Yer>pm, liegt. Es sei also P
ein solches maximales Ideal. Wegen Proposition 1.17 existiert ein maximales Ideal Q) € Spec(R) mit
7(Q) = P und depth(P, R) = depth(Q, R). Nach Bruns und Herzog [11, Proposition 1.2.10(a)] gilt
depth(Q, R) = depth(Rg). Nach Voraussetzung gilt aber depth(Rg) > ht(Q) — m, also insgesamt
depth(P, R) > n — m mit n := ht(P), da wegen Proposition 1.15 ht(Q) = ht(P) gilt. Es gibt also
eine R-regulére Sequenz ai,...,ar € P mit k > n —m. Wir mochten zeigen, daf§ aq,...,a; auch
Ap-regulir ist. Es sei also fir 1 <r <k

qgia1 +- -+ gra, =0

mit g; € A. Aufgrund der R-Regularitit gibt es hy,...,h.—1 € R, so daf} g, = Z:ll hia;. Wegen
P ¢ Vy(o(R)) existiert ein f € R mit ¢(f) ¢ P. Wir multiplizieren die Gleichung fiir g, mit f und
wenden ¢ an. Dies ergibt

r—1
o(f) g0 =Y _o(fhi) - ai,
=1

also liegt ¢, in (a1,...,a,—1)Ap, und aq,...,ax ist in der Tat Ap-regulér. Es folgt def(Ap) < m,
was zu zeigen war. O

Eine untere Schranke. Das néchste Ziel ist das Herleiten einer unteren Schranke fiir den Nicht-
Cohen-Macaulay Ort. Hierfiir benutzen wir Korollar 1.18. Wie dort sei A eine Hopf-Algebra iiber
einem Ring K, R eine Noethersche A-Algebra, und M ein iiber R endlich erzeugter (R#A)-Modul.
Wir setzen voraus, da A endlich dimensional und R endlich erzeugt als R“-Algebra sei, und
daB R/ Annpa (M) C R/ Anng(M) eine Erweiterung mit Abstiegseigenschaft sei. Wir schreiben
X = Spec(R), X /A = Spec(R"), und

2 X = XA, P— R NP.

Lemma 5.6. Mit der obigen Notation sei S C R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von
RM mit 1 € S. Dann gelten
STHRY) =(STIR)"
und
STHM™) = (STIM)A.

Beweis. ST!R besteht aus Briichen a/s mit a € R und s € S, wobei a/s = a’/s', falls t € S existiert
mit t(sa’ — s'a) = 0. Fiir a/s € STIR gilt a/s € (ST'R)" genau dann, wenn es fiir jedes A € A ein
tx € S gibt mit tx(A — €(A))a = 0. Da A endlich dimensional ist, ist dies gleichbedeutend mit der
Existenz eines ¢ € S mit (A — e()\))a = 0 fiir alle A € A, also ta € R*. Es folgt, daB die Abbildung

STHRM — (STIR)™, a/s s a/s
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ein Isomorphismus ist. Entsprechend verfihrt man fiir die zweite Isomorphie, wobei man einen
Isomorphismus von Moduln iiber S~!(RY) 2 (S7'R)" erhiilt. O

Proposition 5.7. Unter den obigen Voraussetzungen sei Extf\ (K, M) =0 fiir0<i<r mitr>0.
Weiter seien o € Ext’y (K, M) und I = Annga (). Dann gilt fiir jedes P € Assga (I)NSupppga (M*)
mit ht(P, M™) > r + 1, dafs

Vx ya(P)\ ma(Xar—nem) € (X JA) pa—nem-

Beweis. Wir sehen wie im Beweis zu Korollar 1.18, dafl es geniigt,

Vi yaI) \ ma(Xnr—nem) € (XJ/A)pa—nem

unter der Voraussetzung ht(I, M*) > r + 1 zu zeigen. Es sei also P C R" ein Primideal mit
I C P, so daBl Mg fiir alle Q € X mit R* N @Q = P Cohen-Macaulay ist. Wir miissen zeigen,
daB (M™)p nicht Cohen-Macaulay ist. Es seien S = R*\ P, R = S~'Rund M’ = S~'M. Wir
behaupten, dal M’ Cohen-Macaulay iiber R’ ist. Sei ndmlich Q' C R’ ein maximales Ideal. Dann
ist Qo :={a € R|a/l € Q'} ein Primideal in R und Qo NS = 0, also R* N Qo € P. Wegen des
Aufstiegslemmas existiert ein Q € X mit R*NQ = P und Qy € Q. Es folgt Q' € S~'Q, also
Gleichheit wegen der Maximalitit von @Q’. Wir erhalten (nach einer kurzen Rechnung) R, = Rq
und Mg, = Mg, aber Mg ist nach Voraussetzung Cohen-Macaulay. Da Q' C R’ ein beliebiges
maximales Ideal war, folgt, dal M’ Cohen-Macaulay ist, wie behauptet.

Nun sei @ € Ext) (K, M’) das Bild von « unter der von dem kanonischen Homomorphismus
M — M’ induzierten Abbildung Ext} (K, M) — Ext} (K, M’). Dann gilt Anng-1(gay(a) = S™'1
und ht (S71, 871 (M*)) > ht(I, M*) > r + 1. Wegen Lemma 5.6 ist S~!(M*) = (M')", also ist
Korollar 1.18 anwendbar und liefert, da$ (M’)* nicht Cohen-Macaulay ist. Wegen (M*)p = (M')A
ist dies die Behauptung. O

Wir kombinieren die Schranken fiir den Nicht-Cohen-Macaulay Ort mit Resultaten aus Ab-
schnitt 4 iiber den relativen Spurort und die Geometrie von Annullatoren.

Satz 5.8. Fine endliche Gruppe G operiere durch Automorphismen auf einer endlich erzeugten
Algebra R iiber einem Kérper K der Charakteristik p. Weiter seien zwei Normalteiler N, H 1 G
gegeben, so daff G/N p-elementar abelsch ist und alle Bireflexionen von G in N liegen. Mit den
kanonischen Morphismen ng: X := Spec(R) — X /G und ng g: X JH — X |G gilt dann

U 76 (X7)\ 76 (Xuom) € (X/Gnem € maya (X H)ucm) U U me(X7).

oceG\N c€QG,
ord(cH)=p

Gilt insbesondere N = H und sind R und RN Cohen-Macaulay, so folgt

(X)Gnem = |J ma(Xx7).

oc€G\N

In diesem Fall stimmt also der Nicht-Cohen-Macaulay Ort mit dem wilden Verzweigungsort von
XN — X /|G dberein.

Beweis. Da wegen Satz 5.4 und Hartshorne [27, Kap. II, Exercise 3.19] alle in der Inklusionskette
vorkommenden Mengen konstruierbar sind, kénnen wir wegen Lemma 4.6 annehmen, dafl K alge-
braisch abgeschlossen ist. Es gibt also einen Homomorphismus G — K mit dem Kern N. Nach
Korollar 4.8 gilt fiir das entsprechende o € H'(G, R)

Vxyc (Amge(e) = | ma(X9).
oce€G\N
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Mit Proposition 5.7 folgt die erste Inklusion. Weiter gilt nach Satz 4.7 und Proposition 4.5
(X) Gy = (X[ G)xppi—e = |J 76(X7),

€@,
ord(c H)=p

woraus mit Proposition 5.5 die zweite Inklusion folgt. O

Die ,,getwistete* Spurabbildung. In Satz 5.8 wurde die relative Spurabbildung benutzt, um
mit Proposition 5.5 eine obere Schranke fiir den Nicht-Cohen-Macaulay Ort zu erhalten. Um eine
kleinere obere Schranke zu erreichen, kann man auch eine Abbildung von der Form

g R — RE, [ trgu(f/9)

mit ¢ € R¥ \ {0} benutzen. Voraussetzung ist, da8 R¥ ein Integrititsbereich ist, und daf die
Differente Dpn/pe im Hauptideal R - g enthalten ist. Nach Benson [5, Theorem 3.10.2] ist eine
notwendige Bedingung hierfiir, daf alle iiber R - g liegenden Primideale von der Hohe 1 verzweigt
sind. Die Situation wird noch iibersichtlicher, wenn wir uns auf ¢ € R und H <G, R = S(V)
beschranken. Wir erinnern daran, dafl ein Endomorphismus ¢ eines Vektorraums V' eine Trans-
vektion heifit, falls 0 — idy den Rang 1 hat und nilpotent ist.

Proposition 5.9. G < GL(V) sei eine endliche lineare Gruppe, H I G ein Normalteiler, R =
S(V), und f € RY sei ein Primelement (in RY). Genau dann ist jedes Element von trg,p(R™)

ein Vielfaches von f, wenn f einen Teiler v € V hat mit (o0 — 1)V = Kwv fiir eine Transvektion
ceG\ H.

Beweis. Wegen R® - f € X /G := Spec(R%) gilt nach Proposition 4.5 und Satz 4.7

trgu(R") CRY-f = RY-fe |J ma(X7),
ceq,
ord(c H)=p

wobei p die Charakteristik des Grundkorpers ist. Die rechte Bedingung ist gleichbedeutend damit,
daB es ein o0 € G mit ord(c H) = p und ein P € X gibt mit 7¢(P) = R®-f. Wegen Proposition 1.13
und 1.15 hat P die Hohe 1, also ist P nach Benson [5, Proposition 3.5.1] ein Hauptideal, P = R - g
mit einem Primteiler g von f. P € X7 impliziert nun (o —idy )V C K - g, also liegt g € V und
rky (o —idy) < 1. Wegen ord(c H) = p folgt, dafl o eine Transvektion ist.

Falls f umgekehrt einen Teiler v € V' hat mit (¢ — 1)V = Kw fiir eine Transvektion ¢ € G\ H,
so folgt (R -v) = R® - f und R-v € X7, nach obigem also trg, y(R”) C RY - f. O

Beispiel 5.10. Proposition 5.9 zeigt, da$ man durch die Abbildung f +— trg g (f/g) gute Abschiit-
zungen erwarten kann, wenn G viele Transvektionen enthélt. Die in Beispiel 4.14 behandelten
Gruppen von Nakajima sind daher naheliegende Kandidaten fiir diese Methode. Tatséchlich gelingt
es, auf diesem Wege fiir die Gruppen von Nakajima den Nicht-Cohen-Macaulay Ort zu bestimmen.
Die Rechnungen hierzu sind jedoch relativ lang, und wir verzichten darauf, sie an dieser Stelle
widerzugeben, da im n#chsten Abschnitt eine wesentlich einfachere Methode eingefiihrt wird, um
den Nicht-Cohen-Macaulay Ort fiir dieses und andere Beispiele zu bestimmen.

5.3 Benutzung des Scheibensatzes von Luna

Wir schrinken uns nun auf den Fall einer linearen Gruppenoperation auf einem Vektorraum ein.
Wie wir sehen werden, kann man hier den Scheibensatz von Luna (siehe Luna [18] oder Slodowy [63])
verwenden, um eine relativ einfache Beschreibung des Nicht-Cohen-Macaulay Orts zu erhalten. Der
Scheibensatz wurde von Luna [18] nur fiir reduktive Gruppen in Charakteristik 0 formuliert. Fiir den
Fall positiver Charakteristik gaben Bardsley und Richardson [2] ein Kriterium fiir die Giiltigkeit an.
Dies Kriterium ist fiir endliche Gruppen immer erfiillt, wie wir im Beweis zur folgenden Proposition
sehen werden.
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Proposition 5.11. Es seien G eine endliche Gruppe, K ein algebraisch abgeschlossener Korper
und V ein endlich erzeugter KG-Modul. Fir x € V schreiben wir G, := {o € G | o(z) = z},
R:= S(V*) und RS := (R%)p,, wobei P, = {f € R® | f(x) =0}. Fiirx € V gilt dann

o~ —

G ~ PG
RG = RC-,

wobei jeweils L die Komplettierung eines lokalen Rings L bezeichnet.

Beweis. Da G endlich ist, ist die G-Bahn G - x von x abgeschlossen und separabel. Weiter ist der
Tangentialraum T, (G- ) bei z an die Bahn gleich dem Nullraum. T, (G- z) hat also ein Komplement
als KG-Modul in T, (V). Damit existiert nach Bardsley und Richardson [2, Proposition 7.3] eine
offene, affine Umgebung S C V von z, die eine étale Scheibe um x bildet. Insbesondere existiert
ein étaler Morphismus S/G, — V /G, der also einen Isomorphismus

—
—

RG -~ K[S|S*

der komplettierten lokalen Ringe induziert. Wegen der Offenheit von S gilt K[S], = R,, also
auch K[S]G+ = RG=. Weiter liefert die Translation mit x einen G,-iquivarianten Automorphismus
R — R, wobei einer polynomialen Abbildung f: V — K die Abbildung v — f(v+ z) fir v € V
zugeordnet wird. Wir erhalten einen Isomorphismus R, —— Ry von KG,-Moduln, also auch
sz = Rgz. Zusammensetzen der Isomorphien liefert nun die Behauptung. O

Nun erhalten wir die angekiindigte einfache Beschreibung des Nicht-Cohen-Macaulay Orts und
der Mengen (X //G)def>m.-

Satz 5.12. Es scien G eine endliche Gruppe, K ein Kérper und V' ein endlich erzeugter KG-
Modul. Mit R := S(V*), X := Spec(R) und dem kanonischen Morphismus ng: X — X /J/G gilt
dann firm >0 und P € X

76(P) € (X )G)actsm <=  def(R'¢P)) >m.
Dabei ist I (P) die Trigheitsgruppe von P.
Beweis. Wegen Satz 5.4 ist (X /G)qef>m €ine konstruierbare Menge. Fiir eine gegebene Untergrup-
pe H < G gilt
Yp:={PeX|Ils(P)=H}= (] X7\ |J X7,
oc€H c€G\H

Yy ist also konstruierbar. Die Menge Y := {P € X | def(R!¢(")) > m} ist die Vereinigung aller
Yy mit def(R) > m, also konstruierbar. Nach Hartshorne [27, Kap. II, Exercise 3.19] auch 75 (Y))
konstruierbar. Es ist die Gleichheit von mg(Y) und (X /G)der>m zu zeigen, wegen Lemma 4.6
konnen wir also annehmen, dafl K algebraisch abgeschlossen und P ein maximales Ideal ist. Es
gibt ein z € V,so dafl P = {f € R| f(z) = 0}, und es gilt I¢(P) = G, (siehe Notation 4.1). Es
ist also def(RS) = def(R%*) nachzuweisen. Nach Definition der Tiefe eines graduierten Rings und
nach Bruns und Herzog [11, Proposition 1.2.10(a)] gilt aber

def(R%) = dim(R%*) — depth(R%*) = dim(R®*) — depth(R$*) = def(RS"),
und weiter nach Bruns und Herzog [11, Corollary 2.1.8]
def(RS") = def(RS*) und  def(RY) = def(RS).

Nun folgt die Behauptung aus Proposition 5.11. O
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Anmerkung 5.13. Neben dem Nicht-Cohen-Macaulay Ort kann man auch den singuldren Ort
eines (affinen) Schemas Y = Spec(A) betrachten. Dieser ist definiert durch

Yiing = {P € Y | Ap ist kein reguldrer lokaler Ring}.

Da jeder regulire lokale Ring Cohen-Macaulay ist (siehe Bruns und Herzog [1 1, Corollary 2.2.6]), gilt
Yacm € Yiing. Falls A eine endlich erzeugte Algebra tiber einem Kérper ist, so ist Yiine abgeschlossen
inY (siehe Eisenbud [18, S. 402-403]). In der Situation von Satz 5.12 erhalten wir durch Anwendung
von Proposition 5.11 fiir P € X:

ma(P) € (X/)G)sing <= R'e(P) it nicht isomorph zu einer Polynomalgebra.
Dies ist (zumindest im Fall char(K) { |G|) wohlbekannt.

Korollar 5.14. Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von Satz 5.12 gilt fir jedes P € X
depth(RI¢")) > depth(RY).
Ist insbesondere RS Cohen-Macaulay, so gilt dies auch fir jedes R'¢F) mit P € X.

Beweis. Mit m := def(R'¢(")) gilt nach Satz 5.12 7¢(P) € (X/G)det>m, also (X )/G)det>m #
0. Nach Satz 5.4 ist (X/G)act>m = Vxyc(I) mit I C R homogen, also I C RY. Es folgt
Tc(Ry) = R € (X G)der>m und wieder mit Satz 5.12 def(RY) > m, da Ig(Ry) = G gilt. Wegen
def(RM) = dim(R) — depth(R) fiir jedes H < G folgt die behauptete Ungleichung.

Die zweite Aussage folgt, da R genau dann Cohen-Macaulay ist, wenn depth(R¢) = dim(R%)
gilt (siehe Bruns und Herzog [11, Exercise 2.1.27]). O

Die Dimension des Nicht-Cohen-Macaulay Orts. Bevor wir Satz 5.12 auf einige Klassen
von linearen Gruppen anwenden, vermerken wir eine weitere Folgerung.

Korollar 5.15. Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von Satz 5.12 sei m > 0, und
(X /@) det>m sei nicht-leer. Dann ist die Dimension von (X }/G)det>m mindestens 1 und hdchstens
dimg (V) —m — 2.

Beweis. Wegen der Zariski-Abgeschlossenheit von (X /G)ger>m konnen wir annehmen, daf§ K alge-
braisch abgeschlossen ist, und es geniigt, fiir die algebraische Menge Y := {z € V | def(RS) > m}
die behaupteten Dimensionsschranken nachzuweisen. Aus Y # ) folgt 0 € Y, da Y nach Satz 5.4
ein Kegel ist, und damit

def(R®) = def(RS) > m.

Wegen m > 0 muf} |G| durch p := char(K) teilbar sein, da R sonst Cohen-Macaulay wire. Es
sei P eine p-Sylowgruppe von G. Fiir 0 # v € V besteht der von der P-Bahn von v aufgespannte
F,-Vektorraum aus endlich vielen Vektoren und ist P-stabil. Da P eine p-Gruppe ist, wird ein
Vektor v’ # 0 aus diesem Raum von P festgelassen. Es folgt dim(V ') > 0. Fiir € V¥ gilt aber
P C G, also mit Proposition 1.21

def(R%*) > def(R%) > m.

Aus Satz 5.12 folgt nun V¥ C Y, also dim(Y) > 0.

Aus Satz 5.12 und der Abgeschlossenheit von Y folgt, dafl Y die Vereinigung von Unterrdumen
der Form V# ist, wobei H gewisse Untergruppen von G durchliuft, fiir welche def(R) > m gilt. Zu
einem solchen H sei Py < H eine p-Sylowgruppe. Wieder mit Proposition 1.21 folgt def(R7#) > m.
Nach Ellingsrud und Skjelbred [19] gilt aber depth(RF#) > dim(VF#) + 2, also folgt

dim(VH) < dim(VP7) < depth(RP#) — 2 < dim(V) —m — 2.

Damit gilt auch dim(Y") < dim(V) — m — 2. O
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Anmerkung. Mit ganz entsprechenden Argumenten bekommen wir fiir den singuldren Ort die
Abschitzung

Diese ist wohlbekannt und folgt auch aus der Tatsache, daB der Invariantenring R® ganz abge-
schlossen in seinen Quotientenkorper ist. Interessant ist der Vergleich mit der oben bewiesenen
Schranke

dim ((X//G)nCM) S dlmK<V> - 3.

Als Beispiel betrachten wir die zyklische Gruppe der Ordnung 2, die auf V' durch v — —v operiert,
wobei char(K) # 2 vorausgesetzt wird. Ist dim(V) > 1, so folgt (X /G)sing = {0} nach Anmer-
kung 5.13. Im Falle dim(V') = 2 schen wir, daf§ sich die Schranke dimg (V') — 2 fiir dim((X /G)sing)
nicht verbessern l&8t. Auflerdem kann der singuldre Ort aus nur einem Punkt bestehen, was nach
Korollar 5.15 fiir den Nicht-Cohen-Macaulay Ort nicht moglich ist. Aus der Existenz von vierdi-
mensionalen Invariantenringen, die nicht Cohen-Macaulay sind (siehe Bertin [7] oder Korollar 4.11),
folgt auBlerdem, dafl die Schranken aus Korollar 5.15 nicht verbessert werden kénnen.

Der Nicht-Cohen-Macaulay Ort fiir einige Klassen von Gruppen. In Korollar 4.13 wurde
eine Klasse von Gruppen angegeben, fiir die sich zu jeder Darstellung iiber einem Koérper der
Charakteristik p leicht feststellen 148t, ob der Invariantenring Cohen-Macaulay ist. Dies sind die
Gruppen G mit der Eigenschaft, dal es einen Normalteiler N mit p 1 |N| gibt, so dal G/N eine
zyklische p-Gruppe ist. Man beachte, dafl auch jede Untergruppe einer solchen Gruppe G diese
Eigenschaft hat. Es sei V' ein KG-Modul fiir eine Gruppe G mit der genannten Eigenschaft, und
M sei die Menge aller Untergruppen H < G mit den Eigenschaften

(i) (NN H,Bir(H)) # H,
(i) V¥ SV fiw HG H' < G.
Dann folgt aus Satz 5.12, Korollar 4.13 und der Abgeschlossenheit des Nicht-Cohen-Macaulay Orts

(X/Gwen = |J X7,
HeM

wobei X = Spec(S(V*)) und X =
wesentlich {ibersichtlicher.

ser X7 In dem folgenden Spezialfall wird das Ergebnis

Satz 5.16. Es seien K ein Korper der Charakteristik p, G = N x Z das direkte Produkt aus einer
zyklischen p-Gruppe Z und einer endlichen Gruppe N mit p t |N|, und V ein endlich erzeugter
KG-Modul. Mit X := Spec(S(V*)) gelten:

(a) Falls Z von einer Bireflexion erzeugt wird, so ist (X /G)ncm leer. Andernfalls sei (o) < Z
die kleinste Untergruppe, die nicht von einer Bireflexion erzeugt wird. Dann gilt

(X)G)nem = 7 (X7).

(b) Zusitzlich sei N abelsch. Fir 1 < m < r := dimg (V) — dimg (VZ?) — 2 sei (0,,) < Z die
kleinste Untergruppe mit dimg (Vo) < dimg (V) — m — 2. Dann gilt

(X )@ det>m = ma(X™) fir 1<m<r

und
(X @)aetsm =0 fir m>r.
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Beweis. Wir beweisen zuerst Aussage (a). Falls Z von einer Bireflexion erzeugt wird, so ist R?
(mit R := S(V*)) nach Ellingsrud und Skjelbred [19] Cohen-Macaulay (siehe (4.6)). Wegen Propo-
sition 1.21 ist dann auch R Cohen-Macaulay, also (X /G)ncm = 0. H < G sei eine Untergruppe.
Dann gilt H = (HNN)x (HNZ). Falls Z; := (o) keine Untergruppe von H ist, so folgt HNZ & Z1,
also wird H N Z von einer Bireflexion erzeugt. Dann ist R wie oben Cohen-Macaulay. Gilt an-
dererseits Z; C H, so enthilt H N Z einen Normalteiler Z’' von Index p mit Bir(Z) C Z’'. Dann
hat N’ := (HN N) x Z' << H den Index p. Es sei 7p € Bir(H) mit 7 € HNN und p € HN Z.
Dann gilt pIVl = (7p)INl € Bir(Z), also 7p € N’. N’ enthilt also alle Bireflexionen aus H, also ist
RH nach Korollar 4.10 nicht Cohen-Macaulay. Wir haben also gesehen, da R¥ genau dann nicht
Cohen-Macaulay ist, wenn Z; C H. Fiir P € X folgt nun nach Satz 5.12:

1a(P) € (X)Guem < RSP isnot Cohen-Macaulay < Z; C Ig(P).

Die letzte Bedingung ist dquivalent zu P € X°.

Fiir den Beweis von (b) benutzen wir die von Campbell et al. [15] gelieferte Verallgemeinerung
der Tiefenformel von Ellingsrud und Skjelbred. Man beachte, daf jede Untergruppe H < G (als
abelsche Gruppe mit zyklischer p-Sylowgruppe H N Z) flach ist. Also gilt fiir H < G

depth(R?) = min{dim g (V%) + 2 dimg (V)}.

Fiir m > 1 ist genau dann def(R) > m, wenn dim (VM%) < dimg (V) — m — 2 gilt. Fiir m > r
kommt dies nicht vor, und fiir m < r ist es gleichbedeutend mit o, € H N Z. Aus Satz 5.12 folgt
also (X /G)det>m = 0 fiir m > r. Es seien 1 <m <r und P € X. Dann gilt

1¢(P) € (X)Qaetsm & def(R€P))>m < o,clg(P) & PeXom.
Damit ist auch (b) gezeigt. O

Anmerkung. Durch entsprechende Auswahl der Gruppen N und Z und der Darstellung V' in
Satz 5.16 kann man erreichen, dafl (X /G)ncm echt in (X /G)sng enthalten ist (siehe Anmer-
kung 5.13), und dafl auBerdem die Kette

(X/@sing D (X)) Gncm 2 (X @)der>2 2 (X G)det>3 2 - ..
beliebig viele ,,Sprungstellen hat.

Wir benutzen nun Satz 5.12, um wie in Beispiel 4.14 angekiindigt den Nicht-Cohen-Macaulay
Ort fiir die Gruppen von Nakajima [54] zu berechnen.

Beispiel 5.17. Wir iibernehmen die Voraussetzungen und Bezeichnungen von Beispiel 4.14, und es
sei X /G = Spec(R%). Um (X //G)der>k fiir k& > 0 auszurechnen, kénnen wir wegen Satz 5.4 K
als algebraisch abgeschlossen annehmen, und wir miissen nur fiir maximale Ideale P € Spec,,,.(R)
testen, ob mg(P) € (X /G)der>k liegt. Den maximalen Idealen in R entsprechen Vektoren v aus V/,
und wir miissen nach Satz 5.12 die Tiefe depth(R%*) mit G, = {0 € G | o(v) = v} ermitteln. Es

sei also v = peg+ - - -+ Eomean mit & € K, wobei eg, . .., e, € V = K" die Standardbasisvektoren
sind. Fiir a, ..., 0, € Fy liegt 0q,....,a,, genau dann ist G, wenn
O[ofo + Cl{l'fi =0 fiiri= 1, ceey M. (54)

Wir unterscheiden vier Falle:

(1) &o---&m # 0 und /& € Fy fiir alle 1 <4 < m. Dann ist (5.4) genau fir o = —aoéo/&:
(1 <i<m) erfiillt. Fiir 1 # 0 € G, gilt dimg (Vo) = m + 1 = dimg (V), also ist G, flach,
und nach Campbell et al. [15] folgt depth(R%") =m + 3.

(2) &o---&m # 0, aber &; /&y ¢ F, fiir mindestens ein 1 <4 < m. Aus (5.4) folgt dann a9 = a; =0
und weiter a; = ... = a,, =0, also G, = {1}. R ist also in diesem Fall ein Polynomring.
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(3) & = ... = &, = 0. Damn gilt G, = G, also ist RS nach Beispiel 4.14 nicht Cohen-
Macaulay. Genauer gilt wegen Korollar 5.14 und Fall (1) die Abschiitzung depth(R%) < m+3.
Andererseits haben wir nach Ellingsrud und Skjelbred [19]

depth(RY) > min{dimg (V) 4 2,dimg (V)} = m + 2,
also depth(RY) € {m +2,m + 3}.
(4) Es gibt 0 <4,5 <m mit §& =0 und §; # 0. Nach (5.4) folgt
Gy ={0ag,....am | @00 = ... = &y =0},

Ist & # 0, so hat G, die von Nakajima [54] als Kriterium fiir abelsche Transvektionsgruppen
mit polynomiellem Invariantenring angegebene Gestalt. Ist andererseits £y = 0, so nimmt G,
beziiglich der Basis

€0y, €Em, em+l + e + €2m, em-‘rla U] em+j—17€m+j+17 ey €2m
die entsprechende Gestalt an. In beiden Fillen ist R also ein Polynomring.

Zusammenfassend erhalten wir folgende Ergebnisse:
(X//G)HCM = (X//G)Sing = VX//G' (I(ll_l — qu_l, N ,x‘};l — Jjg_l> = }/,

und auflerdem (X/G)aer>r = Y fir 1 < k < m — 2. Es ist unklar, ob (X/G)det>m-1 =
Vxjc(o, ..., xm) oder (XG)aer>m—1 = 0 gilt. Dies héingt davon ab, ob depth(R®) = m + 2
oder m + 3 gilt. Auf jeden Fall gilt (X /G)qet>r = 0 fiir k > m.

Fiir m = 3 und ¢ = 2 lassen sich der Invariantenring und seine Tiefe mit MAGMA bestimmen.
Das Ergebnis lautet depth(R%) = 6 = m + 3, also gilt hier (X /G)det>m—1 = 0.



60 LITERATUR
Literatur
[1] Alejandro Adem, R. James Milgram, Cohomology of Finite Groups, Springer-Verlag, Berlin,

2]
3]

(4]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]
[18]

[19]

Heidelberg, New York 1994.

Peter Bardsley, R. W. Richardson, Etale Slices for Algebraic Transformation Groups in Cha-
racteristic p, Proc. London Math. Soc. 51 (1985), 295-317.

David J. Benson, Representations and Cohomology I, Cambridge Studies in Advanced Mathe-
matics 30, Cambridge Univ. Press, Cambridge 1991.

David J. Benson, Representations and Cohomology 1I, Cambridge Studies in Advanced Mathe-
matics 31, Cambridge Univ. Press, Cambridge 1991.

David J. Benson, Polynomial Invariants of Finite Groups, Lond. Math. Soc. Lecture Note
Ser. 190, Cambridge Univ. Press, Cambridge 1993.

Michel Van den Bergh, Modules of Covariants, in: Proceedings of the International Congress
of Mathematics, ICM 94, Bnd. 1, S. 352-362, Birkh&user, Basel 1995.

Marie-José Bertin, Anneauzr d’invariants d’anneaux de polynomes, en caractéristique p, Comp-
tes Rendus Acad. Sci. Paris (Série A) 264 (1967), 653—656.

Wieb Bosma, John J. Cannon, Catherine Playoust, The Magma Algebra System I: The User
Language, J. Symbolic Comput. 24 (1997), 235-265.

Nicolas Bourbaki, Lie Groups and Lie Algebras, Chapters 1-3, Springer-Verlag, Berlin, Heidel-
berg, New York 1989.

Abraham Broer, Remarks on Invariant Theory of Finite Groups, preprint, Université de Mon-
tréal, Montréal, 1997.

Winfried Bruns, Jiirgen Herzog, Cohen-Macaulay Rings, Cambridge University Press, Cam-
bridge 1993.

H. E. A. Campbell, I. P. Hughes, R. D. Pollack, Rings of Invariants and p-Sylow Subgroups,
Canad. Math. Bull. 34(1) (1991), 42-47.

H. E. A. Campbell, I. P. Hughes, R. J. Shank, D. L. Wehlau, Bases for Rings of Coinvariants,
Transformation Groups 1 (1996), 307-336.

H. E. A. Campbell, A. V. Geramita, I. P. Hughes, R. J. Shank, D. L. Wehlau, Non-Cohen-
Macaulay Vector Invariants and a Noether Bound for a Gorenstein Ring of Invariants, Canad.
Math. Bull. 42 (1999), 155-161.

H. E. A. Campbell, I. P. Hughes, G. Kemper, R. J. Shank, D. L. Wehlau, Depth of Modular
Invariant Rings, Transformation Groups 5 (2000), 21-34.

B. Char, K. Geddes, G. Gonnet, M. Monagan, S. Watt, Maple Reference Manual, Waterloo
Maple Publishing, Waterloo, Ontario 1990.

Miriam Cohen, Davida Fishman, Hopf Algebra Actions, J. of Algebra 100 (1986), 363-379.

David Eisenbud, Commutative Algebra with o View Toward Algebraic Geometry, Springer-
Verlag, New York 1995.

Geir Ellingsrud, Tor Skjelbred, Profondeur d’anneauzx d’invariants en caractéristique p, Com-
pos. Math. 41 (1980), 233—-244.



LITERATUR 61

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[29]

[30]

[31]

[32]
[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

Walter R. Ferrer Santos, Finite Generation of the Invariants of Finite Dimensional Hopf Al-
gebras, J. of Algebra 165 (1994), 543-549.

Mark Feshbach, p-Subgroups of Compact Lie Groups and Torsion of Infinite Height in H*(BG),
II, Mich. Math. J. 29 (1982), 299-306.

Peter Fleischmann, Relative Trace Ideals and Cohen-Macaulay Quotients of Modular Inva-
riant Rings, in: P. Dréxler, G.O. Michler, C. M. Ringel, Hsg., Computational Methods for
Representations of Groups and Algebras, Euroconference in FEssen, April 1-5 1997, Progress in
Mathematics 173, Birkh&user, Basel 1999.

Robert M. Fossum, Phillip A. Griffith, Complete Local Factorial Rings which are not Cohen-
Macaulay in Characteristic p, Ann. scient. Ec. Norm. Sup., 4¢ série 8 (1975), 189-200.

Donna Glassbrenner, The Cohen-Macaulay Property and F-rationality in Certain Rings of
Invariants, J. of Algebra 176 (1995), 824-860.

Daniel Gorenstein, Richard Lyons, Ronald Solomon, The Classification of the Finite Simple
Groups, Number 3, Bnd. 40.3 von Mathematical Surveys and Monographs, American Mathe-
matical Society, Providence, Rhode Island 1998.

William J. Haboush, Reductive Groups are Geometrically Reductive, Ann. of Math. 102 (1975),
67-83.

Robin Hartshorne, Algebraic Geometry, Springer-Verlag, New York, Heidelberg, Berlin 1977.

Melvin Hochster, John A. Eagon, Cohen-Macaulay Rings, Invariant Theory, and the Generic
Perfection of Determinantal Loci, Amer. J. of Math. 93 (1971), 1020-1058.

Melvin Hochster, Joel L. Roberts, Rings of Invariants of Reductive Groups Acting on Regular
Rings are Cohen-Macaulay, Adv. in Math. 13 (1974), 115-175.

Tan Hughes, Gregor Kemper, Symmetric Powers of Modular Representations, Hilbert Series
and Degree Bounds, Comm. in Algebra 28 (2000), 2059-2088.

James E. Humphreys, Linear Algebraic Groups, zweite Aufl., Springer-Verlag, Berlin, Heidel-
berg, New York 1981.

Bertram Huppert, Endliche Gruppen I, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York 1967.

Nathan Jacobson, A Note on Lie Algebras of Characteristic p, Amer. J. Math. 74 (1952),
357-359.

Victor G. Kac, Kei-Ichi Watanabe, Finite Linear Groups whose Ring of Invariants is a Com-
plete Intersection, Bull. Amer. Math. Soc. 6 (1982), 221-223.

Gregor Kemper, Calculating Invariant Rings of Finite Groups over Arbitrary Fields, J. Sym-
bolic Comput. 21 (1996), 351-366.

Gregor Kemper, Lower Degree Bounds for Modular Invariants and a Question of I. Hughes,
Transformation Groups 3 (1998), 135-144.

Gregor Kemper, Computational Invariant Theory, The Curves Seminar at Queen’s, Volume
XII, in: Queen’s Papers in Pure and Applied Math. 114 (1998), 5-26.

Gregor Kemper, An Algorithm to Calculate Optimal Homogeneous Systems of Parameters,
J. Symbolic Comput. 27 (1999), 171-184.



62

[39]

[40]

LITERATUR

Gregor Kemper, Hilbert Series and Degree Bounds in Invariant Theory, in: B. Heinrich Matzat,
Gert-Martin Greuel, Gerhard Hiss, Hsg., Algorithmic Algebra and Number Theory, S. 249-263,
Springer-Verlag, Heidelberg 1999.

Gregor Kemper, On the Cohen-Macaulay Property of Modular Invariant Rings, J. of Algebra
215 (1999), 330-351.

Gregor Kemper, A Characterization of Linearly Reductive Groups by their Invariants, Trans-
formation Groups 5 (2000), 85-92.

Gregor Kemper, Gunter Malle, The Finite Irreducible Linear Groups with Polynomial Ring of
Invariants, Transformation Groups 2 (1997), 57-89.

Gregor Kemper, Gunter Malle, Invariant Fields of Finite Irreducible Reflection Groups, Math.
Ann. 315 (1999), 569-586.

Gregor Kemper, Gunter Malle, Invariant rings and fields of finite groups, in: B. Heinrich
Matzat, Gert-Martin Greuel, Gerhard Hiss, Hsg., Algorithmic Algebra and Number Theory, S.
265281, Springer-Verlag, Heidelberg 1999.

Gregor Kemper, Allan Steel, Some Algorithms in Invariant Theory of Finite Groups, in:
P. Dréxler, G.O. Michler, C. M. Ringel, Hsg., Computational Methods for Representations of
Groups and Algebras, FEuroconference in FEssen, April 1-5 1997, Progress in Mathematics 173,
S. 267285, Birkhéuser, Basel 1999.

Hanspeter Kraft, Geometrische Methoden in der Invariantentheorie, Vieweg, Braunschweig
1985.

Hanspeter Kraft, Frank Kutzschenbauch, Fquivariant Affine Line Bundles and Linearization,
Mathematical Research Letters 3 (1996), 619-627.

Domingo Luna, Slices étales, Bull. Soc. Math. France 33 (1973), 81-105.

Susan Montgomery, Hopf Algebras and their Action on Rings, Regional Conference Series in
Mathematics 82, Amer. Math. Soc., Providence, Rhode Island 1993.

David Mumford, John Fogarty, Frances Kirwan, Geometric Invariant Theory, Ergebnisse der
Math. und ihrer Grenzgebiete 34, dritte Aufl., Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York
1994.

Masayoshi Nagata, Complete Reducibility of Rational Representations of a Matriz Group, J.
Math. Kyoto Univ. 1 (1961), 87-99.

Masayoshi Nagata, Lectures on the Fourteenth Problem of Hilbert, Tata Institute of Fundamen-
tal Research, Bombay 1965.

Haruhisa Nakajima, Invariants of Finite Groups Generated by Pseudo-Reflections in Positive
Characteristic, Tsukuba J. Math. 3 (1979), 109-122.

Haruhisa Nakajima, Invariants of Finite Abelian Groups Generated by Transvections, Tokyo J.
Math. 3 (1980), 201-214.

Wiadystaw Narkiewicz, Elementary and Analytic Theory of Algebraic Numbers, zweite Aufl.,
Spinger-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York 1990.

P. E. Newstead, Intoduction to Moduli Problems and Orbit Spaces, Springer-Verlag, Berlin,
Heidelberg, New York 1978.



LITERATUR 63

[57]

[58]

Vladimir L. Popov, On Hilbert’s Theorem on Invariants, Dokl. Akad. Nauk SSSR 249 (1979),
English translation Soviet Math. Dokl. 20 (1979), 1318-1322.

Vladimir L. Popov, Ernest B. Vinberg, Invariant Theory, in: N. N. Parshin, I. R. Shafarevich,
Hsg., Algebraic Geometry IV, Encyclopaedia of Mathematical Sciences 55, Springer-Verlag,
Berlin, Heidelberg 1994.

David R. Richman, On Vector Invariants over Finite Fields, Adv. in Math. 81 (1990), 30-65.

Issai Schur, Vorlesungen tber Invariantentheorie, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New
York 1968.

R. James Shank, David L. Wehlau, On the Depth of the Invariants of the Symmetric Power
Representations of SLy(F,), J. of Algebra 218 (1999), 642-653.

R. James Shank, David L. Wehlau, The Transfer in Modular Invariant Theory, J. of Pure and
Applied Algebra 142 (1999), 63-77.

Peter Slodowy, Der Scheibensatz fiir algebraische Transformationsgruppen, in: Hanspeter
Kraft, Peter Slodowy, Tonny A. Springer, Hsg., Algebraische Transformationsgruppen und In-
variantentheorie, DMV Seminar 13, Birkhduser, Basel 1987.

Larry Smith, Polynomial Invariants of Finite Groups, A. K. Peters, Wellesley, Mass. 1995.

Larry Smith, Some Rings of Invariants that are Cohen-Macaulay, Can. Math. Bull. 39 (1996),
238-240.

Larry Smith, Homological Codimension of Modular Rings of Invariants and the Koszul Com-
plex, J. Math. Kyoto Univ. 38 (1998), 727-747.

Tonny A. Springer, Invariant Theory, Lecture Notes in Math. 585, Springer-Verlag, Berlin,
Heidelberg, New York 1977.

Tonny A. Springer, Aktionen reduktiver Gruppen auf Varietdten, in: Hanspeter Kraft, Peter
Slodowy, Tonny A. Springer, Hsg., Algebraische Transformationsgruppen und Invariantentheo-
rie, DMV Seminar 13, Birkhduser, Basel 1987.

Richard P. Stanley, Invariants of Finite Groups and their Applications to Combinatorics, Bull.
Amer. Math. Soc. 1(3) (1979), 475-511.

Bernd Sturmfels, Algorithms in Invariant Theory, Springer-Verlag, Wien, New York 1993.
Moss E. Sweedler, Hopf Algebras, Benjamin, New York 1969.

Jacques Thévenaz, G-Algebras and Modular Representation Theory, Clarendon Press, Oxford
1995.

William C. Waterhouse, Intoduction to Affine Group Schemes, Springer-Verlag, Berlin, Heidel-
berg, New York 1979.



64 NOTATIONEN

Notationen
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Ass(M), 15

Bir(@), 31
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dim(R), 7

e(A), 9
Lt(I, M), 7

I6(Q), 42

KI[G], 10
KG, 9

Mk, 11
M7 9

TG, 41

RA 9

Ry, 7
rk(o — 1), 31
R®" 35

S(V), 20

OH 17
Specax(R), 7
Spec(R), 7
Supp(M), 7

trG/H7 41
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Register

1-Kozyklus, 41

Abstiegseigenschaft, 14
additive Gruppe, 25
Aquivarianten, 9, 33, 35
affines G-Schema, 24
affines Gruppenschema, 24
algebraische Gruppe
linear, siehe lineare algebraische Gruppe
algebraische Menge, 41
algebraischer Quotient, 41
alternierende Gruppe, 40
Annullator, 7
Antipode, 9
Aufstiegslemma, 14

Bireflexion, 31, 46

Cohen-Macaulay, 8
Cohen-Macaulay-Defekt, 49
Cup-Produkt, 22

Differente, 54
Dimension eines Moduls, 7

Ext-Funktoren, 9, 11, 12

flache Gruppen, 47, 58
freie Auflésung, 50

G-graduierter Vektorraum, 10, 30

G-Modul, 24

geometrisch reduktiv, 19, 23

graduierter Modul, 7

graduierter Ring, 7

Gruppenschema, 10, siche affines Gruppen-
schema

gruppentheoretisch reduktiv, siehe reduktiv

halbeinfach, 19
Hohe, 7
Hopf-Algebra, 9, 52
endlich dimensionale, 13, 19

INVAR, 38
Invariantenkorper, 39
Invariantenmodul, 9
Invariantenring, 9
einer linearen algebraischen Gruppe, 24

Jacobson-Ring, 32, 44
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kokommutative Hopf-Algebra, 9
konstruierbare Menge, 43, 45
Koordinatenring
einer linearen algebraischen Gruppe, 27,
30

eines affinen Gruppenschemas, 10
Koszul-Komplex, 10
Kovarianten, 2
Krull-Dimension, 7

A-Algebra, 9

Lie-Algebra, 10, 26

linear reduktiv, 19, 23, 25, 26
lineare algebraische Gruppe, 24

M-regular, 7
MAGMA, 37, 38, 40, 59
Modul-Algebra, 9

Nicht-Cohen-Macaulay Ort, 49
Noethersche Problem, 39

Permutationsgruppen, 38
Primvermeidungslemma, 13
projektive Dimension, 50

(R#A)-Modul, 9

Rang von ¢ — 1, 31

reduktiv, 25
geometrisch, siche geometrisch reduktiv
gruppentheoretisch, siehe reduktiv
linear, siehe linear reduktiv

regulére Darstellung, 37

regulédre Sequenz, 7

reguldrer Modul, 31, 37

relative Spurabbildung, 41

relativer Reynolds-Operator, 17

relativer Spurort, 41, 44

Reynolds-Operator, 20
relativer, siehe relativer Reynolds-Operator

singuldrer Ort, 56
Smash-Produkt, 9

Spiegelung, 31

Spiegelungsgruppe, 39, 48

Spur, siehe relative Spurabbildung
Spurort, siehe relativer Spurort
stark p-eingebettet, 17, 37

stark R-eingebettet, 17
Steenrod-Algebra, 10
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symmetrische Algebra, 9, 20
symmetrische Gruppe, 39, 40
symmetrische Potenz, 19

Tiefe, 7

Trager, 7
Tragheitsgruppe, 43
Transfer, 41
Transvektion, 54

ungemischter Ring, 51
unipotentes Radikal, 25
universell Einhiillende, 10

Vektorinvarianten, 35

wild verzweigt, 43
wilder Verzweigungsort, 43, 44, 53

Yoneda-Kompositum, 22
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