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Gruppen

Der erste Teil der Vorlesung besteht aus einer Einfithrung in die Gruppen-
theorie.
1 Gruppen und Untergruppen

Definition 1.1. Fine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Ab-
bildung G x G — G, (0,7) — o - T, so dass die folgenden Axiome gelten:

VorpeG: (c-1)-p=0c-(T-p), (AG)
JieG: VYoeG: 1-0=o, (NE)
VoeG: Fde€G: o o= (IE)

(Hierbei ist (IE) eigentlich eine weitere Eigenschaft von ¢.)
Eine Gruppe G heifst abelsch (oder auch kommutativ), falls auferdem
gilt:
VoreG: o-T=7-0. (KG)
Sehr hiufig werden wir bei Gruppen ot statt o - T schreiben.
Die Elementanzahl |G| € NU {co} heif§it die Ordnung der Gruppe G.

Haufig werden folgende Abschwéichungen des Gruppenbegriffs betrachtet:

Halbgruppe: Nur (AG) wird gefordert.
Monoid: Es wird (AG) gefordert und auerdem

dieG: YoeG: 1-o=0c-1=o0. (NE?)
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Bevor wir Beispiele von Gruppen anschauen, beweisen wir das folgende
Resultat:

Satz 1.2 (elementare Eigenschaften von Gruppen). Fir jede Gruppe G gel-
ten:

(a) Es gibt genau ein v € G, das (NE) erfillt. Dieses ¢ heifit das neutrale
Element von G.

(b) Fiir jedes 0 € G gibt es genau ein o' € G, das (IE) erfillt. Dieses o’
heifit das inverse Element zu o und wird mit o' = o~ bezeichnet.

(c) Fir jedes o € G gelten

oo=0 und oo '=..

Beweis. Wir beginnen mit (¢). Fir o € G gibt es wegen (IE) ¢/ € G mit
o'c =1tund ¢” € G mit 0”0’ = 1. Es folgt

oo ) L(j(j/)/(E) /(O'/IU/)((/T/O'/)/(A_G) o’ /(/U//(UO'/)) )
e o’ ((¢'o)0”) = o"(wo") ) oo 5 L,
und weiter
5 o(o'o) e (00')o o Lo ) o. (1.2)

Damit ist (c) nachgewiesen. Zum Beweis von (a) sei 7 € G ein weiteres Ele-
ment, das (NE) erfiillt. Dann folgt

T =1 =
(1.2)  (NE)

was die behauptete Eindeutigkeit liefert. Zum Beweis von (b) sei ¢ € G ein
weiteres Element mit oo = ¢. Dann folgt

o = oo = d(od’) z)(5a)a =10 = 0.

Dies schliefit den Beweis ab. a

Beispiel 1.3. (1) Die Mengen Z, Q und R zusammen mit der gewohnlichen
Addition sind abelsche Gruppen.

(2) Die Menge Z zusammen mit der gewohnlichen Multiplikation ist ein Mo-
noid.

(3) Essei V ein Vektorraum. Dann ist die allgemeine lineare Gruppe GL(V)
mit ¢ - ¢ := ¢ o ¢ (Hintereinanderausfithrung) fiir ¢,v¢ € GL(V) eine
Gruppe. GL(V) ist nicht abelsch, falls dim(V") > 2.

(4) Die Menge der Drehungen, die ein Quadrat in sich selbst iiberfiihren, ist
mit der Hintereinanderausfiihrung eine Gruppe. Sie hat 4 Elemente.

(5) Es seien n € Ny eine natiirliche Zahl und 2 := {1,...,n}. Dann ist
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Sy = {o: 2 — §2| o ist bijektiv}

mit der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe. S,, heiffit die symme-
trische Gruppe und hat die Ordnung |S,| = n!. S, ist nur fir n < 2
abelsch. 4q

Fiir eine Gruppe G gelten die folgenden Rechenregeln:

e VoeG: (oc7!)l=o0,
e Vo,reG: (or)t=7"to"1

Wir verwenden die folgenden Schreibweisen:

Firn € Nsg:o"=¢g---0,0=rund 07" = (o)~ L.

——

n mal
Abelsche Gruppen schreiben wir manchmal additiv: Statt o - 7 schreiben
wir 0 4+ 7. In diesem Fall benutzen wir eher lateinische Buchstaben (statt
griechische) fiir die Gruppenelemente, und wir schreiben 0 fiir das neutrale
Element und —a fiir das inverse Element von a € G.

Definition 1.4. FEine Teilmenge H C G einer Gruppe heifst Untergruppe,

fal

o~

ls v € H, und fiir alle o,7 € H auch das Produkt o und das Inverse
L Elemente von H sind. Es folgt, dass H (zusammen mit der auf H x H

eingeschrinkten Abbildung G x G — G) eine Gruppe ist.

Beispiel 1.5. (1) Fiir n € Ny ist die Gruppe

A, ={c€S,]|sgn(c) =1} C S,

wegen der Multiplikativitit des Vorzeichens sgn eine Untergruppe. A,
heif}t die alternierende Gruppe.

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Wegen des Determinan-
tenmultiplikationssatzes ist die spezielle lineare Gruppe SL(V) C GL(V)
eine Untergruppe.

Fiir jede Gruppe G sind {¢} C G und G C G Untergruppen. Diese beiden
bezeichnet man auch als die trivialen Untergruppen.

Fiir die symmetrische Gruppe

S3 = {idv (17 2, 3)a (37 2, 1)7 (la 2)7 (17 3)a (27 3)}

finden wir folgende Untergruppen: die trivialen Untergruppen {id} und
Ss3, die alternierende Gruppe As = {id, (1,2,3),(3,2,1)} und die Unter-
gruppen H; = {id,(1,2)}, Hs = {id, (1,3)} und Hs = {id,(2,3)}. Es
stellt sich heraus, dass dies alle Untergruppen sind. N

Proposition 1.6 (Schnitte von Untergruppen). Es seien G eine Gruppe und

u

C B(G) (die Potenzmenge) eine nicht-leere Menge bestehend aus Unter-

gruppen von G. Dann ist auch der Schnitt

ﬂHgG
Helu
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eine Untergruppe.

Beweis. Das neutrale Element ¢ € G ist Element von jedem H € U, also auch
vom Schnitt. Weiter liegen fiir zwei Elemente o, 7 aus dem Schnitt auch das
Produkt o7 und das Inverse o~! im Schnitt. Damit ist alles gezeigt. a

Proposition 1.6 ermdoglicht die folgende Definition:

Definition 1.7. Es seien G eine Gruppe und M C G eine Teilmenge. Dann

heifst
(M) = N H

HeP(G),
H Untergruppe,
MCH

die von M erzeugte Untergruppe von G (auch: das Erzeugnis von M ).
Dies ist die kleinste Untergruppe von G, die M als Teilmenge enthdlt. Es ist
leicht zu sehen, dass (M) aus allen Produkten o104 - - - oy, beliebiger Linge k
aus Elementen o; von M oder Inversen von Elementen von M besteht. Falls
M ={o1,...,0,} endlich ist, schreiben wir auch {o1,...,0,) fir (M).

Falls es eine endliche Teilmenge M C G gibt mit G = (M), so heifit G
endlich erzeugt. Insbesondere ist jede endliche Gruppe auch endlich er-
zeugt. Im Spezialfall M = {o} heifit

(M) = (o) ={o" | i€ Z}
eine zyklische Gruppe. Fir o € G heifst
ord(o) := |{o)| € NU {c0}

die Ordnung von o.

Beispiel 1.8. (1) Z zusammen mit der gewdhnlichen Addition ist zyklisch:
Z = (1). Es gilt ord(1) = occ.

(2) Q zusammen mit der gewohnlichen Addition ist nicht endlich erzeugt.
(Frage: Wie lisst sich das begriinden?)

(3) Die ,,Drehgruppe des Quadrats® (siehe Beispiel 1.3(4)) ist zyklisch von
der Ordnung 4.

(4) Es sei n € N5 eine positive natiirliche Zahl. Wir schreiben

Z/(n) ={a+nZ|acZ}

fiir den Ring der Restklassen modulo n. Zusammen mit der Addition bil-
det Z/(n) eine zyklische Gruppe der Ordnung n, die wir kiinftig mit Z,,
bezeichnen. In diesem Zusammenhang wird Z zusammen mit der gewohn-
lichen Addition oft als Z,, bezeichnet.

(5) Fiir die symmetrische Gruppe S gilt:

S3 = <(172)’ (1’3)> = <(172)’ (1’273»'
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Die S3 ist nicht zyklisch. Die Transpositionen (1,2), (1,3) und (2,3) ha-
ben die Ordnung 2. <
Wir werden im Folgenden Begriffe aus der Arithmetik ganzer Zahlen , naiv*
benutzen. Fiir ganze Zahlen a,b € Z schreiben wir a | b, falls a ein Teiler von b
ist. Wir werden spater auch Primzahlen und die eindeutige Primzerlegung
benutzen. Diese Begriffe und Aussagen werden in Abschnitt 13 in einem all-
gemeineren Rahmen eingefiihrt und bewiesen. Es entsteht keine Zirkularitét
unserer Argumente.
Ist o € G ein Gruppenelement, so gilt fiir i,j € Z

ol=0 = o= (1.3)

Wir setzen m := min{k € N5¢ | 0% = 1} € NU {oo} (mit der Konvention
min () := 00). Falls m = oo, dann folgt |(c)| = co aus (1.3). Falls aber m < oo,
so konnen wir fiir jedes k € Z Division mit Rest durchfithren und erhalten
k=gm+r mit ¢,r € Z und 0 < r < m. Es folgt
O_k — O_qm+7‘ _ (O_m)qa,r _ O'T,

also 0¥ = 1 genau dann, wenn 0" = ., was wegen der Definition von m
gleichbedeutend ist mit r» = 0. Wir erhalten 0¥ =/ genau dann, wenn m | k.
Mit (1.3) bedeutet dies 0? = 07 genau dann, wenn i = j mod m (,,kongruent
modulo m*). Hieraus folgt nun m = |(¢)| = ord(c). Wir fassen zusammen:

Proposition 1.9. FEs sei 0 € G ein Gruppenelement. Dann gilt

ord(c) = min{k € Nsg | 0% = ¢}
(mit der Konvention min() := oo). Falls m := ord(c) < oo, so gelten fiir
i, ke

ot =1 <= ml|k und o'=0¢' < i=j modm.

Insbesondere gilt
(o) ={1,0,0%,...,6™ 1}

Lemma 1.10 (Zerlegung in Nebenklassen). Es sei H C G eine Untergrup-
pe. Fiir o,7 € G schreiben wir o ~ 7, falls 0717 € H.

(a) Durch ,~* wird eine Aquivalenzrelation auf G definiert.
(b) Die Aquivalenzklasse eines o € G ist

[0~ =0H :={op|pe H}.

(¢) Fiir jedes o € G gilt:
[oH| = [H]|.

Beweis. (a) Wir weisen die Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitidt von
~“nach. Fiir 0 € G gilt 0o = € H. Falls ¢ ~ 7 mit 0,7 € G gilt,



10 Gruppen und Untergruppen

so folgt
7 lo = (0_17')_1 € H,

also 7 ~ o. Falls schliellich ¢ ~ 7 und 7 ~ p mit o,7,p € G gelten, so
folgt

1

o lp=0"trrpem,

also o ~ p.

(b) Fiir 7 = op € oH gilt 0~'7 = p € H, also o ~ 7. Umgekehrt folgt aus
o ~ 7, dass T ein Element von o H ist.

(¢) Dies folgt daraus, dass H — o H, p — op eine Bijektion ist. O

Anmerkung. Man nennt die Mengen o H aus Lemma 1.10(b) Linksneben-
klassen von H. Entsprechend kann man Rechtsnebenklassen betrachten und
das Lemma auf diese iibertragen. <

Die Aufteilung von G in Nebenklassen gibt Anlass zu folgender Definition:
Definition 1.11. FEs sei H C G eine Untergruppe. Dann heifit

(G:H):=|{cH |oeG} eNU{oo}

(also_‘dz'e Anzahl der Aquivalenzklassen beziiglich der in Lemma 1.10 definier-
ten Aquivalenzrelation) der Index von H (in G).

Aus Lemma 1.10 folgt die Gleichung

G| = [H]- (G : H), (1.4)

und hieraus unsere ersten wirklich interessanten Resultate:

Satz 1.12 (Satz von Lagrange). Es seien G eine endliche Gruppe und H C
G eine Untergruppe. Dann ist |H| ein Teiler von |G)|.

Korollar 1.13 (kleiner Satz von Fermat). Fir jedes Element o € G einer

endlichen Gruppe gilt:
olGl =

Beweis. Setze H := (o) C G. Wegen Satz 1.12 ist |G| ein Vielfaches von
|H| = ord(o), und die Behauptung folgt aus Proposition 1.9. O

Korollar 1.14. Es sei G eine Gruppe, so dass |G| eine Primzahl ist. Dann
ist G zyklisch.

Beweis. Wegen |G| > 1 gibt es 0 € G\ {¢}. Mit H := (o) gilt dann |H| > 1,
und |H| teilt |G|. Nach Voraussetzung folgt |H| = |G|, also H = G. Damit
ist G zyklisch. O
Beispiel 1.15. Wir konnen jetzt die Gruppen der Ordnung < 5 bestimmen.

Gl=1: G={..
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|G| =2: G ist zyklisch. Unter Vorwegnahme des Isomorphiebegriffs (sie-
he Definition 2.9) kénnen wir G = Z5 schreiben (siche Beispiel 1.8(4)).
Es beeintréichtigt das Verstdndnis nicht, wenn diese vorweggenommene
Schreibweise hier ignoriert wird.

|G| =3: @ ist zyklisch, also G = Zs.

|G| =4: Wir betrachten zunéchst den Fall, dass G zyklisch ist. Dann ken-
nen wir die Struktur von G (némlich G 2 Z,). Als zweiten Fall nehmen wir
an, dass G nicht zyklisch ist. Dann gibt es kein Element der Ordnung 4.
Da die Elementordnungen alle Teiler von 4 sind, muss also jedes Element
auer ¢ die Ordnung 2 haben. Es gibt 0 € G\ {¢} und 7 € G\ (o). Man
sieht sofort, dass die Elemente ¢, o, 7, 07 paarweise verschieden sind, also

G={i,0,1,07}.

Auflerdem bleibt fiir das Produkt 7o nur die Moglichkeit 70 = o7. Damit
sind alle Produkte von Elementen in G bekannt. Es ist nicht schwer zu
verifizieren, dass ein G mit diesem Produkt tatséchlich eine Gruppe bildet.
Sie heifit die Kleinsche Vierergruppe.

|G| =5: @ ist zyklisch, also G & Zs.

Nebenbei haben wir gesehen, dass alle Gruppen der Ordnung < 5 abelsch
sind. Es gibt aber eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 6, ndmlich die
53. <

2 Normalteiler und Homomorphismen

Definition 2.1. FEs sei G eine Gruppe.
(a) Zwei Elemente o,7 € G heiffen konjugiert, falls es p € G gibt mit

T = pap_l.

Fiir o € G schreiben wir
[o] :={pop~' | p€G}C G

und nennen diese Menge die Konjugiertenklasse von o.
(b) Zwei Untergruppen Hy, Ho C G heiflen konjugiert, falls es p € G gibt
mit
Hy = pHip™t :={pop™" | o0 € H,}.

Eine Untergruppe N C G heif$t Normalteiler von G, falls fiir alle p € G
gilt: pNp=* = N. (Dies ist gleichbedeutend mit pN = Np.) Die Schreib-
weise N < G bedeutet, dass N ein Normalteiler von G ist.

(c) G heifit einfach, falls G # {1} und G nur die Normalteiler {¢} und G
(also die trivialen Normalteiler) hat.
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Beispiel 2.2. (1) Zwei Matrizen in G = GL,(K) mit Eintrigen in einem
Korper sind genau dann konjugiert, wenn sie dhnlich sind.

(2) In Beispiel 1.5(4) haben wir die Untergruppen der S5 aufgelistet. Man
rechnet leicht nach, dass {id}, A3 und S5 Normalteiler sind, die H; aber
nicht. Sie sind untereinander konjugiert.

(3) Fiir jede natiirliche Zahl n gelten:

A, <S, und SL,(K)<GL,(K)

(K ein Kérper).
(4) In einer abelschen Gruppe ist jede Untergruppe ein Normalteiler.
(5) Ist p eine Primzahl, so ist die zyklische Gruppe Z, einfach. <

Anmerkung. Fiir den Nachweis, dass eine Untergruppe N C G ein Nor-
malteiler ist, geniigt es, die Inklusion

pNp™ ' C N (2.1)

fiir alle p € G zu zeigen. Die umgekehrte Inklusion ergibt sich dann ndmlich
aus
N=pp 'Npp~" CpNp~'.
——
CN
(1)
In Zukunft werden wir haufig nur (2.1) zeigen, um die Normalteilereigenschaft
einer Untergruppe nachzuweisen. N

Normalteiler zeichnen sich dadurch aus, dass man die Menge ihrer Links-
oder Rechtsnebenklassen in sinnvoller Weise mit einer Gruppenstruktur ver-
sehen kann. Diese wird im folgenden Satz definiert.

Satz 2.3 (Faktorgruppe). Es sei N < G ein Normalteiler einer Gruppe.
Dann wird die Menge der (Links-)Nebenklassen von N zu einer Gruppe, in-
dem man fir o,7 € G definiert:

(oN)-(TN):=0o7N.

Diese Gruppe heifit die Faktorgruppe von G nach N (auch: modulo N ) und
wird mit G/N bezeichnet.

Beweis. Der wesentliche Teil dieses Beweises ist der Nachweis der Wohlde-
finiertheit des Produkts: Wir miissen nachweisen, dass die Definition von
(oN)-(7N) nicht von der Wahl der Vertreter o, 7 der Nebenklassen abhéngt.
Es seien also o/, 7’ weitere Vertreter, d.h. ¢’N = ¢ N und 7N = 7N. Dann
gibt es p,n € N mit ¢/ = op und 7 = 71). Es folgt

o'T'"N = oprqN = or 7 'prnN = o7 N.
~——

eEN
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Nachdem die Wohldefiniertheit geklért ist, iibertragt sich das Assoziativge-
setz (AG) von G auf G/N. Ein neutrales Element wird durch ¢«N = N € G/N
gegeben, und das inverse Element zu o N ist 0! N. a

Ist N <G ein Normalteiler, so folgt aus (1.4):
|G| = N]-|G/N|. (2.2)

Beispiel 2.4. (1) Wegen (2.2) gilt |S5/A3] = 2, also ist S3/A3 nach Bei-
spiel 1.15 zyklisch.

(2) Es sei n eine natiirliche Zahl. Die zyklische Gruppe Z, ist die Faktor-
gruppe von Z., nach der von n erzeugten Untergruppe. N

Definition 2.5. FEs sei G eine Gruppe.

(a) Die Menge
Z(G):={oceG|VT€G: or =70}

heif§t das Zentrum von G.

(b) Firo,7 € G heifst

[o,7] == oro 177!

der Kommutator von o und 7. Es gilt also o = 70 (,0 und 7 kom-
mutieren “) genau dann, wenn [o, 7] = ¢.
(¢) Die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe

G = ([o,7]| 0,7 € G)

heift die Kommutatorgruppe von G.
Bevor wir Beispiele betrachten, beweisen wir:

Proposition 2.6 (Eigenschaften von Z(G) und G’). Es sei G eine Gruppe.
Dann gelten:

(o) Z(G) <4@G.
(b) G <@. )
(¢) Fiir jede Untergruppe H C G gilt die Aquivalenz:

H<JG wund G/H ist abelsch << G’ C H.

(Verkiirzt ausgedriickt: Die Kommutatorgruppe ist der kleinste Normal-
teiler mit abelscher Faktorgruppe.)

Beweis. (a) ergibt sich durch direktes Nachrechnen.

(b) folgt aus (c).

(¢) Zunéchst seien H < G und G/H abelsch. Dann gilt fur alle o, 7 € G:
oro 't H = (cH)(rH)(¢cH) *(tH)™' = H = H,

also [0, 7] € H. Es folgt G' C H.
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Nun sei umgekehrt G’ C H. Dann gilt fiir alle 0 € H und p € G-

pop ' =poptolo =[p,o]-0 € H.

Dies zeigt (2.1) fiir H, also H<G. Weiter ist fiir 0,7 € G der Kommutator
[0,7] in H enthalten, also ist der Kommutator [cH,7H] € G/H das
neutrale Element. Dies bedeutet, dass o H und 7H kommutieren. Also
ist G/H abelsch. O
Beispiel 2.7. (1) Fir G = S3 ist Z(G) = {id} und G’ = A;. Die Kommu-
tatorgruppe findet man unter den ,Kandidaten* {id}, A3 und S (siehe

Beispiel 2.2(2)) am einfachsten durch Anwendung von Proposition 2.6(c).
(2) Ist G abelsch, so folgt Z(G) = G und G’ = {:}. N

Das folgende Resultat gibt Aufschluss iiber die Untergruppen einer Fak-
torgruppe.

Proposition 2.8 (Untergruppen einer Faktorgruppe). Es sei N<G ein Nor-
malteiler einer Gruppe. Wir betrachten die Mengen

A:={H C G| H Untergruppe und N C H}

und
B:= {9 C G/N | $ Untergruppe} .
Dann liefert &: A — B, H — H/N eine Bijektion. Auflerdem gelten:

(a) VH,He A: HH C Hy <= @(Hl)gé(Hg)
(Man sagt auch, dass ¢ inklusionserhaltend ist.)
(b) VHl,HQEA.' H, < Hy <~ @(Hl)ﬁds(Hg)

Beweis. Die Abbildung
U:B—> A H—{oceG|oN e H}

liefert die Umkehrabbildung von @ (also @ o ¥ = idg und ¥ o @ =id4). Dies
rechnet man leicht nach. Ebenso einfach ist der Nachweis von (a) und der
Implikation ,=“ in (b). Fiir den Nachweis von ,,<=* in (b) sei &(H;) IP(Hs).
Nach (a) folgt Hy C Hs, und fiir alle 0 € Hy und p € Hs gilt

pop N = (pN)(@N)(pN) " € B(Hy),
also pop~t € W (P(H,)) = H;. Es folgt Hy < H,. O

Definition 2.9. FEs secien G und H Gruppen. Eine Abbildung ¢: G — H
heifst ein Homomorphismus (von Gruppen), falls fir alle o,7 € G gilt:

p(oT) = p(a)p(T).



Normalteiler und Homomorphismen 15

Man sieht leicht, dass hieraus automatisch p(tg) = vy (mit der offensichit-
lichen Bezeichnung fiir die neutralen Elemente der beiden Gruppen) und
oo 1) = (o) folgen.

Fiir einen Homomorphismus ¢: G — H heifit

Kern(p) :={oc € G| p(o) =t}

der Kern von ¢.

Ein Isomorphismus ist ein bijektiver Homomorphismus. G und H heiffen
isomorph (in Zeichen: G = H ), falls es einen Isomorphismus G — H gibt.
Einen Isomorphismus G — G bezeichnen wir auch als Automorphismus.
Die Menge

Aut(G) :=={p: G = G | p ist ein Automorphismus}

heifit die Automorphismengruppe von G. Aut(G) wird eine Gruppe mit
der Hintereinanderausfithrung als Produkt.

Ein Homomorphismus ist das gruppentheoretische Analogon zu einer li-
nearen Abbildung. Anschaulich gesprochen bedeutet die Isomorphie zweier
Gruppen, dass sie gruppentheoretisch nicht unterscheidbar sind.

Beispiel 2.10. (1) Die Determinante liefert einen Homomorphismus von der
GL,(K) in die multiplikative Gruppe von K \ {0} (K ein Koérper). Der
Kern ist die SL, (K).

(2) Das Vorzeichen liefert einen Homomorphismus S,, — {1,—1}, dessen
Kern die alternierende Gruppe A,, ist.

(3) Es gelten Ag = Z5 und S3/A3 = Zs.

(4) Es sei 7 € G ein Gruppenelement. Dann ist

0 G =G, o= Tor !

ein Automorphismus von G. <
Wie in der linearen Algebra lisst sich die Injektivitit am Kern ablesen:
Proposition 2.11 (Kern und Injektivitit). Ein Homomorphismus ¢: G —

H von Gruppen ist genau dann injektiv, wenn Kern(p) C {tg} (und dann
gilt Kern(p) = {tg}, denn 1o liegt immer im Kern).

Beweis. Zunichst sei ¢ injektiv. Dann gilt fiir o € Kern(yp):

p(o) =1m = p(Le),

also o = ¢.

Umgekehrt sei Kern(p) C {ig}. Fiir 0,7 € G mit ¢(0) = (1) folgt dann
o(ot™1) = 1y, also o771 € Kern(¢) C {1g} und damit ¢ = 7. Demnach
ist ¢ injektiv. a
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Aus (a) und (c¢) des folgenden Satzes geht hervor, dass die Normalteiler
genau diejenigen Teilmengen einer Gruppe sind, die als Kerne von Homomor-
phismen auftreten.

Satz 2.12 (Eigenschaften von Kern und Bild). (a) Es sei ¢: G — H ein
Homomorphismus. Dann gilt Kern(p) < G.

(b) Es sei p: G — H ein Homomorphismus. Dann ist Bild(p) C H eine
Untergruppe.

(c) Es sei N 9 G ein Normalteiler. Dann liefert op: G — G/N, o — oN
einen Homomorphismus mit Kern(p) = N.

Beweis. (a) Es ist klar, dass Kern(p) C G eine Untergruppe ist. Zum Nach-
weis der Normalteilereigenschaft seien p € G und o € Kern(p). Dann
gilt

p(pop™) = w(p)e(a)p(p) ™ = @lp)p(p) ™" = va,
also pop~t € Kern(yp).

(b) ist klar.

(c) Dass ¢ ein Homomorphismus ist, folgt direkt aus der Definition von G/N.
Es gilt Kern(p) = ¢N = N. O

Der folgende Satz liefert ein wichtiges Werkzeug fiir den Nachweis, dass
zwei Gruppen isomorph sind.

Satz 2.13 (Homomorphiesatz). Es sei ¢: G — H ein Homomorphismus.
Dann gilt
G/ Kern(p) = Bild(yp).

Beweis. Wir schreiben N := Kern(y) und betrachten die Abbildung
&: G/N — Bild(y¢), oN — (o).

Zunéchst miissen wir uns vergewissern, dass @ wohldefiniert ist, d.h., dass
das Bild von oN nicht von der Wahl des Vertreters ¢ abhéngt. Es sei also
o’ € G ein weiterer Vertreter, also 6’ N = o N. Wir haben ¢/ = o7 mit 7 € N,
also

p(0’) = p(o)p(1) = ¢(0).

Damit ist die Wohldefiniertheit gezeigt.

Es ist klar, dass @ surjektiv und ein Homomorphismus ist. Zum Nachweis
der Injektivitdt nehmen wir ¢ € G mit (o N) = vgy. Dann gilt ¢(0) = ty,
also 0 € N. Also folgt die Injektivitit von @ aus Proposition 2.11. O

Beispiel 2.14. Fiir n > 2 ist die Vorzeichen-Abbildung sgn: S, — {1,-1}
surjektiv. Nach Beispiel 2.10(2) ist Kern(sgn) = A,,, also liefert Satz 2.13

Sn/An = {1, —1}H(= Zs).

Insbesondere folgt mit (2.2):



Kompositionsreihen und einfache Gruppen 17

n!
Al = —.
Al ="

<

Wir schlieflen den Abschnitt mit zwei Anwendungen des Homomorphie-
satzes ab.

Korollar 2.15. Es seien M, N <G Normalteiler mit N C M. Dann gilt
(G/N) [ (M/N) = G/M.
Beweis. Die Abbildung
¢: G/IN - G/M, oN — oM

ist wegen N C M wohldefiniert. Es ist klar, dass ¢ surjektiv und ein Homo-
morphismus ist. AuBerdem gilt Kern(¢) = M/N. Nun folgt die Behauptung
aus Satz 2.13. O

Korollar 2.16. Es seien N < G ein Normalteiler und H C G eine Unter-
gruppe einer Gruppe. Dann gelten:

(a) HN :={o7|oc € H, T € N} C G ist eine Untergruppe.
(b) HAON < H und N < HN.
(c) H/(HNN)=(HN)/N.

Wir stellen den Beweis als Ubungsaufgabe.

3 Kompositionsreihen und einfache Gruppen

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, die endlichen einfachen Gruppen als ,, Ato-
me“ der endlichen Gruppen herauszustellen.

Definition 3.1. Es sei G eine Gruppe. Eine Normalreihe (der Linge r)
von G ist eine endliche Folge von ineinander enthaltenen Untergruppen

(=N N G G MG No=G,

so dass fir i = 1,...,r gilt: N; ist ein Normalteiler in N;_1 (aber nicht
notwendig N; < G). Wir schreiben eine Normalreihe als

{L}:NTQNT_lﬁ"'QNlﬂN():G, (N)

Ist
{t}=M;<aMs_1<---<My<aMy=H (M)

eine weitere Normalreihe (von einer Gruppe H ), so heiffen (N) und (M)
Adquivalent, falls r = s und es eine Permutation m € S, ¢ibt, so dass
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Ni1/Ni 2 Mriy—1/Mriy fir i=1,...,m.

FEine Normalreihe (N') heifit Kompositionsreihe, falls alle Faktorgruppen
N;_1/N; einfache Gruppen sind. Dann heiffen die N;_1/N; die Kompositi-
onsfaktoren.

Beispiel 3.2. (1) Fiir die S5 finden wir die Kompositionsreihe
{id} <Az <85s.

Die Kompositionsfaktoren sind isomorph zu Z5 und Zs.
(2) Wir schreiben Zg = {0,1,...,5} und finden zwei Kompositionsreihen:

{0} < (2) < Z

und
{0} < (3) <1 Zs.

Bei beiden sind die Kompositionsfaktoren isomorph zu Zs und Z3, sie
sind also dquivalent.

(3) Die unendliche zyklische Gruppe Z, (d.h. Z mit der Addition) hat keine
Kompositionsreihe. Jede Untergruppe # {0} hat nidmlich die Form mZ
mit m # 0, ist also isomorph zu Z,, und damit nicht einfach. N

Das obige Beispiel hat uns gezeigt:

e Es gibt Gruppen, die mehrere verschiedene Kompositionsreihen haben (die
im Beispiel allerdings dquivalent waren).

e Es gibt nicht-isomorphe Gruppen, die dquivalente Kompositionsreihen ha-
ben.

e Es gibt Gruppen, die gar keine Kompositionsreihe haben.

Satz 3.3. Jede endliche Gruppe hat eine Kompositionsreihe.

Beweis. Es sei G eine endliche Gruppe. Wir benutzen Induktion nach |G]|.
Im Falle |G| =1 ist {t} = Ny = G eine Kompositionsreihe der Lange 0.
Falls |G| > 1, so gibt es einen echten Normalteiler (némlich {¢}). Wir
konnen also unter allen echten Normalteilern von G einen auswéhlen, der
maximale Ordnung hat. Wir nennen diesen Normalteiler N;. Es liegt also
kein weiterer Normalteiler zwischen N7 und G. Nach Proposition 2.8 bedeutet
dies, dass G/N; einfach ist. Nach Induktion hat N7 eine Kompositionsreihe

{L}ZNTQNT_1<]"'<]N2<]N1.

Durch Hinzufiigen von Ny = G an der rechten Seite erhalten wir eine Kom-
positionsreihe von G. a

Es folgt das wichtigste Resultat dieses Abschnitts. Es zeigt, dass unsere
Beobachtung in Beispiel 3.2(2) kein Zufall war, und steht in Analogie zum
Satz iiber die eindeutige Primzerlegung natiirlicher Zahlen.
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Satz 3.4 (Jordan-Holder). Alle Kompositionsreihen einer endlichen Gruppe
sind dquivalent.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach |G|. Fiir |G| = 1 ist
{t} = Ny = G die einzige Kompositionsreihe. Ab jetzt konnen wir also |G| >
1 voraussetzen, es gibt also keine Kompositionsreihe der Lénge 0. Es seien

{L}:NTQNT_1<]"‘<]N1<]N0:G (N)

und
{L}:M8<M3_1<]"'<]M1<]M0=G (M)

zwei Kompositionsreihen. Wir haben deren Aquivalenz zu zeigen. Wir be-
trachten zunéchst den Fall M; = N;. Dann bilden die bei Ny bzw. M; abge-
schnittenen Folgen (N) und (M) Kompositionsreihen fiir dieselbe Gruppe,
und die Aquivalenz folgt per Induktion.

Es verbleibt der Fall My # N;. Es folgt My} € N; oder Ny € M, also ist
Nj oder Mj echt im Produkt M; Ny enthalten. (In Wirklichkeit trifft dies fiir
N7 und M; zu, aber dies brauchen wir hier nicht.) Wegen der Einfachheit von
G/N; und G/My, und wegen Proposition 2.8 sind N7 und M; maximal unter
den echten Normalteilern von G. Wie man leicht nachrechnet, gilt M; N, <G,
also folgt M1 N, = G. Mit H := M; N N; liefert Korollar 2.16:

M/H=G/N; und N;/H=G/M. (3.1)
Wir wéhlen nun noch eine Kompositionsreihe
{L}ZLtQLt_1<]"'<]L1<]L0=H

von H, deren Existenz von Satz 3.3 garantiert wird. Die Situation wird durch
folgendes Diagramm veranschaulicht:

/G\
M, Ny
o

M, Ly N

{e} {e} {e}
Aus (3.1) folgt, dass

{}a-- <Li<aHaM <G (0)
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und
{t}9---<Li<H<IN, <G 0)

zwei dquivalente Kompositionsreihen von G sind. Ferner haben wir im obigen
Diagramm zwei Kompositionsreihen von M7, die nach Induktion dquivalent
sind. Ebenso verhélt es sich mit den beiden Kompositionsreihen von V7. Also
sind auch die Kompositionsreihen (M) und (() sowie (N') und ()) dquivalent.
Da die Aquivalenz von Kompositionsreihen transitiv ist, folgt die behauptete
Aquivalenz von (M) und (N). 0

Wir betrachten nun eine weitere Eigenschaft, die eine Gruppe haben kann,
und bringen diese dann in Zusammenhang mit Kompositionsreihen.

Definition 3.5. Es seien G eine Gruppe und G' die Kommutatorgruppe.
Wir definieren G := G und rekursiv GtV .= (GMY fiir n € Ny. G
heifst die n-te Kommutatorgruppe von G.

G heifit auflésbar, falls es ein v € N gibt, so dass G = {1}.

Beispiel 3.6. (1) Ist G abelsch, so folgt GV = G’ = {1}, also ist G auflésbar.

(2) Fir G = S5 gilt G’ = A3 (siehe Beispiel 2.7(1)). Da As = Z3 abelsch ist,
gilt G?) = A} = {1}, also ist S3 auflésbar.

(3) In Beispiel 3.10(1) (das auf Ergebnissen aus Abschnitt 4 aufbaut) werden
wir sehen, dass die symmetrische Gruppe S,, fiir n > 5 nicht auflésbar
ist. In Abschnitt 23 werden wir dann sehen, dass dies zur Folge hat, dass
man die Nullstellen von Polynomen vom Grad > 5 im Allgemeinen nicht
durch verschachtelte Wurzelausdriicke darstellen kann. <

Proposition 3.7 (Auflosbarkeit und Untergruppen). Es sei G eine Gruppe.

(a) Ist G auflésbar und H C G eine Untergruppe, so ist auch H aufldsbar.
(b) Ist N 4G ein Normalteiler, so gilt die Aquivalenz

G ist auflisbar <= N und G/N sind auflisbar.

Den Beweis stellen wir als Ubungsaufgabe.
Wir werden jetzt die Auflosbarkeit einer endlichen Gruppe mit Hilfe der
Kompositionsreihe charakterisieren. Wir benttigen zunéchst ein Lemma.

Lemma 3.8 (auflosbare einfache Gruppen). FEine einfache Gruppe G ist ge-
nav dann auflosbar, wenn es eine Primzahl p gibt mit G = Z,.

Beweis. Als abelsche Gruppe ist Z, auflosbar.

Es sei jetzt umgekehrt G auflssbar. Dann ist G’ ein echter Normalteiler,
also G’ = {i} wegen der Einfachheit von G. Damit ist G abelsch. Also sind
{¢} und G die einzigen Untergruppen von G. Wir wihlen ein o € G \ {¢}.
Es folgt G = (o). Falls ¢ unendliche Ordnung hiitte, wire o ¢ (02), also
(0?) # G, ein Widerspruch. Also n := ord(c) < oco. Es sei p ein Primteiler
von n. Dann gilt o™/ # 1, also G = (¢™/P) = Zy. O
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Satz 3.9 (Kompositionsreihen auflésbarer Gruppen). Fiir eine endliche Grup-
pe G sind dquivalent:

(a) G ist aufliésbar.
(b) Alle Kompositionsfaktoren von G sind zyklisch von Primzahlordnung.

Beweis. Wir betrachten eine Kompositionsreihe
{L}:NTQNT_1<]"'<IN1<N0:G. (N)

Zunichst sei G auflosbar. Alle N; sind Untergruppen von G, also nach
Proposition 3.7(a) auflosbar. Nach Proposition 3.7(b) sind auch die Faktor-
gruppen N;/N;y; auflésbar. Da sie einfach sind, sind sie wegen Lemma 3.8
zyklisch von Primzahlordnung.

Fiir die Riickrichtung benutzen wir Induktion nach |G|. Fiir |G| = 1 ist
nichts zu zeigen. Es sei also |G| > 1, und alle Faktorgruppen N;/N,+; seien
zyklisch von Primzahlordnung. Wenn man (N') bei N; abschneidet, erhilt
man eine Kompositionsreihe von Nj. Per Induktion folgt, dass N7 auflésbar
ist. Aulerdem ist G /Ny zyklisch von Primzahlordnung, also wegen Lemma 3.8
auflosbar. Nun folgt mit Proposition 3.7(b) die Auflésbarkeit von G. O

Beispiel 3.10. (1) In Abschnitt 4 werden wir zeigen, dass fiir n > 5 die al-
ternierende Gruppe A,, einfach ist. S,, hat also im Falle n > 5 die Kom-
positionsreihe

{id} < 4, < S,

mit Kompositionsfaktoren Zs und A,,. Insbesondere ist S, nicht auflésbar.
(2) Hingegen ist S, fiir n < 4 auflosbar. Fiir n < 3 wissen wir das schon
(siehe Beispiel 3.6(2) fiir n = 3), und fiir n = 4 lisst sich leicht eine
Kompositionsreihe mit den Faktoren vom Typ Z, finden. <

4 Die symmetrische Gruppe

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit den symmetrischen und al-
ternierenden Gruppen. Hauptziel ist es zu zeigen, dass die alternierenden
Gruppen A,, fiir n > 5 einfach sind.

Eine Permutation o € S,, schreiben wir als Produkt von elementfremden
Zykeln, d.h.

g = ((Zl,l, a172, - 7(1177«1)(@271, ey 0,27”) e (as,l, ey as,rs) (41)
mit a;; € {1,...,n}, wobei (a;1,a;2,...,a;r,) fiir die Permutation steht,
die a;; auf a;j4+1 abbildet (1 < j < ), a;,, auf a;1 abbildet und alle
z € {1,...,n}, die nicht unter den a; 1, ...,a;,, vorkommen, festlésst. ,Ele-

mentfremd® bedeutet, dass die a; ; paarweise verschieden sind, so dass die
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Reihenfolge der Zykel in (4.1) keine Rolle spielt. Wir kénnen sie so anordnen,
dass 11 <719 < --- <7y gilt. Dann heifit (rq,...,rs) der Permutationstyp
(auch: Zykeltyp) von o.

Beispiel 4.1. Wir schreiben die Permutation o € S5 mit (1) = 3, 0(2) =5,
0(3) =4, 0(4) =1 und o(5) = 2 als Produkt von elementfremden Zykeln:

o= (1,3,4)(2,5).

Der Permutationstyp ist (2, 3). q

Wir untersuchen jetzt, wie die Konjugation in der .S,, wirkt.

Lemma 4.2 (Konjugation in S,,). Es seien 0 = (a1,...,a,) € S, ein Zykel
und p € S,. Dann gilt

pop—t = (p(ar), plaz), ..., p(ar)).

Beweis. Die Permutation pop~! bildet p(a;) auf p(a; 1) ab (1 <i < r) und
p(a,) auf p(a;). Da alle anderen Elemente von {1,...,n} festbleiben, ergibt
sich die Behauptung. a

Aus dem Lemma folgt, dass zwei Elemente der S,, genau dann konju-
giert sind, wenn sie den gleichen Permutationstyp haben. Es folgt auch, dass
o= (ay,...,a.) zu (1,2,...,r) konjugiert ist. Durch Z#hlen der Fehlstellen
der letzteren Permutation ergibt sich sgn(o) = (—1)"~!. Wegen der Mutipli-
kativitdt des Vorzeichens sehen wir auch, dass das Vorzeichen eines o € S,
vom Permutationstyp (r1,...,7s) sich zu

S

sen(o) = [~

i=1

ergibt.
Wir erinnern uns, dass eine Transposition eine Permutation der Form
(i,7) ist, also vom Permutationstyp (2).

Proposition 4.3. Die Gruppe S, wird von Transpositionen erzeugt.

Beweis. Wir benutzen Induktion nach n. Fiir n < 1 ist |S,] = 1, also er-
zeugt durch die leere Menge. Wir setzen ab jetzt n > 2 voraus und betrach-
ten zunéchst den Fall o(n) = n. Dann liefert die Einschréinkung von o auf
{1,...,n — 1} ein Element von S,,_1, welches nach Induktion ein Produkt
von Transpositionen ist. Also ist auch ¢ ein Produkt von Transpositionen.

Schliefllich betrachten wir den Fall o(n) # n. Wir setzen k := o(n) und
bilden

7:=(k,n)oo.

Es folgt 7(n) = n, also ist 7 nach dem obigen Fall ein Produkt von Transpo-
sitionen, und o = (k,n) o 7 auch. O



Die symmetrische Gruppe 23

Nun wenden wir uns der alternierenden Gruppe A,, zu.

Lemma 4.4. Die alternierende Gruppe A,, wird von Dreierzykeln (d.h. von
Elementen der Form (i,j,k) mit i,7,k € {1,...,n} paarweise verschieden)
erzeugt.

Beweis. Da die Transpositionen das Vorzeichen —1 haben, ergibt sich aus
Proposition 4.3, dass A,, erzeugt wird von allen Elementen der Form (i, j) o
(k,1) mit 4,7,k,0 € {1,...,n}, i # j und k # . Wir behaupten, dass jedes
solche Element in der durch die Dreierzykeln erzeugten Untergruppe liegt.

1. Fall: 4,5, k,[ sind paarweise verschieden. Dann gilt

(7"]) © (k7l) = (k7l7l) © (i’jv k)a

wie man leicht nachrechnet.

2. Fall: 4,7, k,1 sind nicht paarweise verschieden. Wir kénnen (7, j) # (k,1)
voraussetzen, da bei Gleichheit das Produkt ohnehin in der durch die Drei-
erzykeln erzeugten Untergruppe liegt. Da wir auflerdem i, 7 und k,[ ver-
tauschen konnen, diirfen wir [ = j aber i # k annehmen. Es folgt

(i,5) o (k,1) = (i, 7) o (k,j) = (i, 5, k).
Damit ist alles gezeigt. ad

Lemma 4.5. Es sei N <A, ein Normalteiler, der einen Dreierzykel enthilt.
Dann gilt N = A,,.

Beweis. Wir haben (i, j,
jeder Dreierzykel o := (a

()=a, p()=b und p(k)=c

und setzen 7 := (a,c) o p. Dann liegt p oder n in der A,. Aus Lemma 4.2
folgt

k) € N. Wegen Lemma 4.4 geniigt es zu zeigen, dass
,b,c) € S, in N liegt. Wir wihlen p € S, mit

B

polijk)op ™ =o und no(i,jk)on ' = (c,ba) =0 ".

Wegen N < A, folgt o € N. O
Satz 4.6. Firn > 5 ist die alternierende Gruppe A, einfach.

Beweis. Wir nehmen an, dass es einen Normalteiler N < A4,, mit {id} # N #
Ay gibt. Unter allen Elementen aus N \ {id} wihlen wir ein o, das eine
maximale Anzahl von Elementen aus {1,...,n} fixiert. Wir unterscheiden
drei Félle. Dabei sind im Folgenden die a; stets als paarweise verschiedene
Elemente aus {1,...,n} zu verstehen.
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1. Fall: Im Permutationstyp von ¢ kommt eine 3 vor. Dann gilt
o = (a1,az,a3) o o,

so dass a1, az, az von o’ € S, fixiert werden. Wegen Lemma 4.5 kann o kein
Dreierzykel sein, also gibt es a4 und a5 mit o(as) # a4 und o(as) # as.
2. Fall: Im Permutationstyp von o kommt keine 3, aber ein > 4 vor. Dann
gilt
o= (ai,az,...,a;)00,

so dass ai,...,a, von o' € S, fixiert werden. Im Fall r = 4 ist 0 =
(a1, az2,a3,as) unmoglich (da dieser Zykel das Vorzeichen —1 hat), also
gibt es a5 mit o(as) # as.
3. Fall: Der Permutationstyp von o ist (2,2,...,2). Wegen o € A, gilt
dann
g = ((11,112)((13,(14) @) 0'/,

so dass ai,...,a4 von o’ € S, fixiert werden. In diesem Fall kénnen wir
wegen n > 5 (was an dieser Stelle zum einzigen Mal verwendet wird) eine
von aiy,...,a, verschiedene Zahl a; wahlen.

In allen drei Fillen setzen wir

lop e N.

p:=(as,a4,a5) € A, und T:=0 'p~
Wir werden nun zeigen, dass 7 # id und dass 7 mehr Elemente fixiert als o,
was einen Widerspruch zur Wahl von o liefert. Wir stellen fest:

Fille 1, 2:  7(a1) = aq, T(az) = 0~ as) # o~ (az) = az,

Fall 3: 7(a1) = aq, T(az) = ag, 7(as) = as.

Jedenfalls folgt 7 # id. Es sei nun i € {1,...,n} mit o(¢) = ¢. In den Féllen 1
und 2 folgt i ¢ {a1,as,as, a4, a5}, also auch 7(i) = i. In diesen Fillen fixiert 7
also jedes Element, das von o fixiert wird, und zusétzlich a;. Im Fall 3 folgt
i ¢ {a1,as9,as,a4}. Bis auf as fixiert 7 also jedes Element, das von o fixiert
wird, und zusétzlich a; und as. In jedem Fall fixiert 7 also mehr Elemente
als o, was zu zeigen war. O

Beispiel 4.7. (1) Auch die Aj ist einfach, denn A3 = Z3, was nach Bei-
spiel 2.2(5) einfach ist.

(2) Die Ay ist nicht einfach. Die Stelle im obigen Beweis, wo n > 5 verwendet
wird, liefert eine Idee, wie ein nicht-trivialer Normalteiler zu finden sein
konnte. In der Tat ist

N = {id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} < A4

ein solcher. N ist isomorph zur Kleinschen Vierergruppe. N
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Korollar 4.8. Fiir n > 5 ist die symmetrische Gruppe S, nicht auflosbar.

5 Operationen von Gruppen

Definition 5.1. Es seien G eine Gruppe und M eine Menge. Fine Opera-
tion von G auf M st eine Abbildung G x M — M, (o,x) — o(x), so dass
folgende Bedingungen erfillt sind:

(a) Fiir alle 0,7 € G und alle x € M gilt

(o7)(z) = o (7(x)).

(b) Fiir alle x € M gilt
u(z) = .

Wir sagen, dass G auf M operiert, falls eine Operation von G auf M gegeben
ist. Ab jetzt sei dies der Fall. Fir x € M heifst

Gy ={oc€eG|ox)=2}CG
die Fixgruppe von x und
G(x):={o(z)|ce G} C M

die Bahn von x.

Die Operation heifit treu, falls ¢ das einzige Gruppenelement ist, das alle
v € M fiziert (anders ausgedriickt, falls (V,cpy Ge = {t}). Die Operation
heifst transitiv, falls es ein x € M gibt mit G(x) = M.

Wir definieren noch die symmetrische Gruppe auf M als

Sn = {p: M — M | ¢ ist bijektiv} .

Bevor wir Beispiele anschauen, beweisen wir ein erstes Resultat.

Proposition 5.2 (Operationen und Homomorphismen). FEs seien G eine Grup-
pe und M eine Menge.

(a) Zu einer Operation von G auf M gibt es einen Homomorphismus w: G —
Sy, 0 g, wobei p, gegeben ist durch

vo(z) =0(x) firoe G undx e M.

(b) Umgekehrt gibt es zu einem Homomorphismus w: G — Sy eine Operati-
on von G auf M, gegeben durch

o(x) = (n(0))(x) firoe G undx € M.
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(¢) Eine Operation von G auf M ist genau dann treu, wenn der zugehdrige
Homomorphismus m: G — Sy injektiv ist.

Beweis. (a) Die Abbildung ¢,: M — M ist bijektiv, denn

Po OPs-1 = Ps-10Ps = 1d]\/[ .

Weiter ist m ein Homomorphismus, denn fiir 0,7 € G und x € M gilt

Por(x) = (07)(x) = 0 (1(2)) = (o © ¢r) (2)-

Die Behauptungen (b) und (c) ergeben sich direkt aus den Definitionen.
O

Beispiel 5.3. (1) Die orthogonale Gruppe Oz (R) operiert ,,in natiirlicher Wei-
se auf R?, d.h. durch A(v) = A - v fiir A € O2(R) und v € R2. Die Ope-
ration ist treu. Die Bahnen sind die Kreise um den Nullpunkt. Fiir einen
Punkt # 0 besteht die Fixgruppe aus der Identitdt und der Spiegelung,
die diesen Punkt fixiert.

(2) Es sei G C SO3(R) die Gruppe derjenigen riumlichen Drehungen, die
ein vorgegebenes Tetraeder (mit Schwerpunkt im Koordinatenursprung)
in sich selbst iiberfithren. (Man nennt G auch die Symmetriegruppe des
Tetraeders.) G operiert in natiirlicher Weise auf R3. Es gibt aber auch
eine Operation auf der Menge der Eckpunkte des Tetraeders. Es ist klar,
dass (auch) diese Operation treu ist. (Wir diirfen hier zum Zweck des
Beispiels unsere geometrische Intuition einsetzen.) Nach Proposition 5.2
erhalten wir einen injektiven Homomorphismus nm: G — S4. G enthilt
alle Drehungen um 120°, die einen Eckpunkt fixieren. Diese wirken als
Dreierzykel auf den Eckpunkten. Wegen Lemma 4.4 folgt A4 C 7(G), also
m(G) € {Aq4, S4}. Da es keine Drehung gibt, die zwei Ecken vertauscht und
die beiden anderen fixiert (wieder diirfen wir unsere Intuition bemiihen),
gibt es in 7(G) keine Transposition, also 7(G) = A4. Wir erhalten G =
A4. <

Anmerkung. Einen Homomorphismus G — S,, von einer Gruppe G in eine
symmetrische Gruppe nennt man auch eine Permutationsdarstellung von G.
<

Gibt es zu jeder Gruppe G eine Menge M, auf der sie treu operiert? Die
Antwort ist ja: Wir kénnen M = G nehmen mit der Operation gegeben
durch o(7) = o7. Mit Proposition 5.2 erhalten wir folgendes Ergebnis, das
die Bedeutung der symmetrischen Gruppen unterstreicht.

Satz 5.4. Jede endliche Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe einer
symmetrischen Gruppe S,,.

Wir entwickeln nun die allgemeine Theorie der Gruppenoperationen wei-
ter.
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Satz 5.5. Fine Gruppe G operiere auf einer Menge M. Fir x,y € M schrei-
ben wir x ~ vy, falls es ein o € G gibt mit o(x) = y.

(a) Durch ,~“ wird eine Aquivalenzrelation auf M definiert.
(b) Die Aquivalenzklassen sind die Bahnen.
(c) Firz e M gilt:

G@)| = (G Ga).

(In Worten: Die Bahnlinge ist der Index der Fixgruppe.)

Beweis. (a) Wir weisen die definierenden Eigenschaften einer Aquivalenz-
relation nach. Wegen «(z) = z gilt  ~ z fiir alle x € M. Gilt z ~ y fir
z,y € M, d.h. o(z) = y mit o € G, so folgt 071 (y) = z, also y ~ z. Gilt
weiter x ~ y und y ~ z fiir x,y,z € M, d.h. o(z) = y und 7(y) = z mit
o,7 € G, so folgt (t0)(x) =7 (c(x)) = 2, also = ~ 2.

(b) ist klar.

(c) Wir betrachten die Menge S := {0G, | ¢ € G} der Linksnebenklassen.
Die Abbildung

$: S = G(x), 060Gy — o(x)

ist offenbar wohldefiniert (d.h. o(z) ist unabhingig von der Wahl des
Vertreters o) und surjektiv. Aulerdem ist sie injektiv, denn aus o(z) =
7(x) mit 0,7 € G folgt 770 € G, also 0G, = 7G,. Also ist @ bijektiv,
und es folgt |G(x)| = |S| = (G : G,). O

Aus Satz 5.5 ergibt sich direkt:

Korollar 5.6 (Bahnbilanzgleichung). FEine Gruppe G operiere auf einer end-
lichen Menge M. Weiter seien x1, . ..,x, € M Vertreter der Bahnen, d.h. M
ist die disjunkte Vereinigung der Bahnen G(x;). Dann gilt

T

M| = (G :G,,).

i=1
Das folgende Beispiel ist wichtig, und der Teil (1) wird fiir den Beweis der
Satze 5.9 und 6.2 benutzt.
Beispiel 5.7. Es sei G eine Gruppe.
(1) G operiert auf sich selbst (also M = G) durch Konjugation, d.h. o(7) =

oro~! (0,7 € G). Fiir 7 € G ist G(7) = [7] die Konjugiertenklasse von 7,
und die Fixgruppe ist

G, ={oceGlor=r10}=:Cs(7).

Die Gruppe C¢/(7) heifit der Zentralisator von 7. Es gilt 7 € Z (Cq(7)).
Falls G endlich ist, konnen wir Vertreter 74, ..., 7, der Konjugiertenklas-
sen wéhlen. Die Bahnbilanzgleichung sagt dann
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n

Gl =) (G:Ca(m)).

=1

Wir kénnen die 7; so anordnen, dass 71, ...,7, nicht im Zentrum Z(Q)
liegen (hierbei ist r = 0 méglich) und 7,41,...,7, € Z(G). Fiir jedes
T € Z(G) gilt [7] = {7}, also ist 7 selbst der einzige Vertreter der Kon-
jugiertenklasse, und (G : Cg(7)) = 1. Die obige Gleichung erhélt nun die
Gestalt

Gl =12(G)|+)_(G:Calm)), (5.1)
i=1
wobei die Summanden in der rechten Summe alle > 1 sind.
(2) G operiert auch auf der Menge M := {H C G | H Untergruppe} aller

Untergruppen durch Konjugation, d.h. o(H) = cHo ! fir 0 € G, H €
M. Fir H € M ergibt sich die Fixgruppe

Gu={0€G|oHo ' =H} =: Ng(H).
Die Gruppe Ng(H) heiflt der Normalisator von H. Sie ist die gréfite
Untergruppe von G, in der H ein Normalteiler ist. N

Wir kénnen (5.1) benutzen, um eine interessante Eigenschaft sogenannter
p-Gruppen zu beweisen. Diese definieren wir jetzt.

Definition 5.8. Es sei p eine Primzahl. Fine Gruppe G heifit p-Gruppe,
falls |G| = p* mit k € Ny.

Der folgende Satz erscheint zunéchst etwas unscheinbar, hat aber das wich-
tige Korollar 5.10 als Konsequenz.

Satz 5.9. Es sei G # {1} eine p-Gruppe. Dann gilt

Z(G) # {e}-

Beweis. Dies folgt direkt aus (5.1), da |G| und alle (G : Cg(7;)) durch p teilbar
sind. O

Korollar 5.10. Jede p-Gruppe ist auflésbar.

Beweis. Es sei G eine p-Gruppe. Wir verwenden Induktion nach |G|. Fiir
|G| = 1 ist nichts zu zeigen. Im Fall |G| > 1 liefert Satz 5.9, dass |G/Z(G)| <
|G|. Also ist G/Z(G) nach Induktion auflésbar. Aulerdem ist Z(G) als abel-
sche Gruppe ohnehin auflosbar. Also ergibt sich die Behauptung nach Pro-
position 3.7(b). O

Korollar 5.11. Es seien p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ord-
nung p?. Dann ist G abelsch.
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Beweis. Wir nehmen an, dass G nicht abelsch ist. Dann hat Z(G) die Ord-
nung p, also |G/Z(G)| = p. Wegen Korollar 1.14 ist G/Z(G) also zyklisch.
Wir stellen es als Ubungsaufgabe nachzuweisen, dass jede Gruppe, deren Fak-
torgruppe nach dem Zentrum zyklisch ist, abelsch ist. Die Annahme ist also
falsch. O

In Abschnitt 7 werden wir sehen, dass es genau zwei Isomorphietypen von
abelschen Gruppen der Ordnung p? gibt (siehe Beispiel 7.6(2)).

6 Die Sylow-Sitze

Wir wissen, dass als Ordnungen von Untergruppen einer endlichen Gruppe
nur Teiler der Gruppenordnung auftreten konnen (Satz 1.12). Es treten aber
im Allgemeinen nicht alle Teiler der Gruppenordnung auf, beispielsweise hat
die A4 keine Untergruppe der Ordnung 6. Der folgende Satz besagt, dass
Primzahlpotenzen immer als Ordnungen von Untergruppen auftreten, wenn
sie Teiler der Gruppenordnung sind. Wir beweisen zunéchst ein Lemma.

Lemma 6.1. G se: eine endliche, abelsche Gruppe, und p sei ein Primteiler
der Ordnung |G|. Dann enthilt G ein Element der Ordnung p.

Beweis. Wir benutzen Induktion nach |G|. Ist G einfach, so folgt mit Lem-
ma 3.8, dass G = Z,,, und es ist nichts mehr zu zeigen. Andernfalls gibt es
einen Normalteiler N <G mit {¢} # N # G. Falls p ein Teiler von |N]| ist, so
liefert die Induktionsannahme ein Element der Ordnung p in N und damit
in G. Andernfalls ist |G/N| durch p teilbar, also liefert die Induktionsannah-
me ein Element o N € G/N der Ordnung p. Setzen wir k := ord(c), so folgt
(oN)F = LG/N, also p | k wegen Proposition 1.9. Nun folgt ord (ak/p) =p. O

Anmerkung. Aus dem folgenden Satz und Korollar 1.14 gehen hervor, dass
in Lemma 6.1 die Voraussetzung, dass G abelsch ist, unnétig ist. (Dass das
Lemma trotzdem im Beweis von Satz 6.2 benutzt wird, ist interessant.) Die
Voraussetzung, dass p eine Primzahl ist, kann jedoch nicht weggelassen wer-
den. Beispielsweise hat die Kleinsche Vierergruppe kein Element der Ord-
nung 4. N

Satz 6.2 (Untergruppen von Primpotenzordnung). FEs seien G eine endli-
che Gruppe, p eine Primzahl und k € Ny, so dass p* ein Teiler von |G| ist.
Dann gibt es eine Untergruppe H C G mit |H| = p*.

Beweis. Wir benutzen Induktion nach |G|. Fiir &k = 0 wird der Satz durch
H = {u} erfiillt, wir konnen also k¥ > 1 annehmen. Nach (5.1) gilt

G = 12(6)| + 3 (G : Calr) (61)
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wobei r > 0 und 7; € G\ Z(G). Wir unterscheiden zwei Félle.

1. Fall:  |Z(G)| ist nicht durch p teilbar. Wegen (6.1) und p | |G| muss es
dann ein ¢ € {1,...,r} geben, so dass auch (G :Cg(7;)) nicht durch p
teilbar ist. Also ist |Cg(7;)| durch p* teilbar. Wegen 7; ¢ Z(G) ist Co(i)
eine echte Untergruppe von G, nach der Induktionsannahme hat Cg(7;)
also eine Untergruppe der Ordnung p”.

2. Fall: |Z(G)| ist durch p teilbar. Wegen Lemma 6.1 enthilt Z(G) dann
ein Element o der Ordnung p. Wegen o € Z(G) ist N := (o) <G ein
Normalteiler, und G/N hat die Ordnung |G|/p. Nach der Induktions-
annahme hat G/N also eine Untergruppe $ der Ordnung p*~!. Nach
Proposition 2.8 existiert eine Untergruppe H C G mit $ = H/N. Also
[H| =[N |9] = p*. 0

Definition 6.3. Es seien G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Wir
schreiben |G| = p* - m mit k,m € Ny und p { m. Eine Untergruppe P C G
mit |P| = p* heifit eine p-Sylow-Gruppe von G.

Es folgen nun die sogenannten Sylow-Sétze, die diesem Abschnitt seinen
Namen geben, und die die Teile (a)—(c) des folgenden Satzes bilden.

Satz 6.4 (Sylow-Sitze). Es seien G eine endliche Gruppe und p eine Prim-
zahl. Wir schreiben |G| = p* - m mit k,m € Ng und p { m.

(a) Es sei H eine p-Gruppe, die als Untergruppe in G enthalten ist. Dann
gibt es eine p-Sylowgruppe P C G mit H C P.

(b) Alle p-Sylow-Gruppen von G sind kongugiert, d.h. zu zwei p-Sylow-
Gruppen P,P' C G gibt es p € G mit P' = pPp~1.

(c¢) Fir die Anzahl n, der p-Sylow-Gruppen gelten:

n,=1 modp (dh. p teilt die Differenzn, —1) und n,|m.

Beweis. Aus Satz 6.2 folgt, dass es eine p-Sylow-Gruppe P gibt. Wir betrach-
ten die Menge
M :={pPp~"|pe G}

der zu P konjugierten Untergruppen. G operiert transitiv auf M durch Kon-
jugation, und die Fixgruppe von P ist Gp = Ng(P). Aus Korollar 5.6 folgt
M| = (G : Ng(P)). Wegen P C Ng(P) ist p* ein Teiler von |[Ng(P)|, also
ist der Index (G : Ng(P)) ein Teiler von m. Wir erhalten:

M| teilt m. (6.2)

Nun sei H eine p-Gruppe, die als Untergruppe in G enthalten ist. Auch
H operiert durch Konjugation auf M. Sind Q1,...,Q, € M Vertreter der
Bahnen dieser Operation, so liefert Korollar 5.6:

T

M| =) (H:Hqg,). (6.3)

i=1
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Da es sich bei allen (H : Hg,) um p-Potenzen handelt, muss es wegen (6.2)
ein ¢ geben mit (H : Hg,) = 1. Wir behaupten, dass hieraus H C @); folgt.
Wir haben Hg, = H. Das bedeutet, dass fiir alle p € H gilt: pQip~! = Q;.
Also gilt H C Ng(Q;). Wir kénnen nun Korollar 2.16 anwenden (wobei
Ng(Q;) die Rolle des dortigen G und Q; die Rolle des dortigen N iibernimmt)
und erhalten

H/(HNQ;) = (HQ:)/Q:-

Wegen Q; € M ist Q; zu P konjugiert, also |Q;| = | P| = p¥, und damit ist der
Index (HQ; : Q;) nicht durch p teilbar. Aber H/(HNQ;) eine p-Gruppe. Aus
dem obigen Isomorphismus folgt daher |[H/(HNQ;)| =1, also HNQ,; = H.
Damit ist H C @Q; bewiesen. Insbesondere folgt die Behauptung (a).

Ab jetzt betrachten wir den Spezialfall, dass H eine p-Sylow-Gruppe ist.
Dann folgt aus H C Q; die Gleichheit, denn beide Gruppen haben dieselbe
Elementanzahl. Nach der Definition von M ist H also konjugiert zu P, und
es folgt (b).

Nachdem wir (b) bewiesen haben, folgt |M| = n,. Die zweite Behauptung
von (c) ergibt sich also aus (6.2).

Wir haben gesehen, dass aus (H : Hg,) = 1 fiir ein ¢ die Gleichheit H = @),
ergibt. Dies kann also nur fiir ein 4 auftreten. Da alle (H : Hg,) Potenzen
von p sind, folgt die erste Behauptung von (6.2) aus (6.3). O

Den Rest des Abschnitts widmen wir zwei Anwendungen der Sylow-Sétze.
Zunéchst bestimmen wir alle Gruppen, deren Ordnung das Produkt zweier
verschiedener Primzahlen ist.

Es sei also G eine Gruppe mit |G| = pgq, wobei p und ¢ Primzahlen mit
p > g seien. Fiir die Anzahl n, der p-Sylow-Gruppen liefert Satz 6.4(c) die
Einschrankungen n, = 1 mod p und n, | ¢. Es folgt n, = 1, also gibt es
genau eine Untergruppe P C G mit |P| = p, die demnach Normalteiler ist.
Wegen Korollar 1.14 folgt

P = (o) =Z,

Wir unterscheiden zwei Fille.

1. Fall: G enthélt ein Element der Ordnung pg. Dann ist G zyklisch, also
G =2 Zy.

2. Fall: G enthilt kein Element der Ordnung pq. Es sei @ eine ¢-Sylow-
Gruppe, also Q@ = (1) = Z,. Wir nehmen an, dass auch ny = 1 gilt. Dann
folgt @ <G und

oro trlte PNQ = {1},

also o7 = 70. Fiir i € Z gilt also (o7)! = o'r?, woraus ord(o7) = pq
folgt, im Widerspruch zum angenommenen Fall. Aus Satz 6.4(c) folgt nun
ng = p, also

p=1 mod gq.
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Ist diese Bedingung verletzt, so kann der 2. Fall nicht auftreten. Wir be-
haupten

G={r'o’|ie{0,...,q—1}, j€{0,....p—1}}.

Fiir den Nachweis geniigt es zu zeigen, dass die 7%¢7 in der obigen Menge
paarweise verschieden sind. Es sei also 7°¢? = 7% ¢ mit i, € {0,...,q—
1} und j,5' € {0,...,p — 1}. Es folgt

i =gl e QNP = {},

also 7 = ¢’ und j = j'. Damit ist der Nachweis erbracht. Wir miissen noch
wissen, wie das Produkt auf G funktioniert. Fiir 41,4, j1, j2 € Ng gilt

T giipie gi2 — piitie =2 g pia pde — piitie (T—iz o2 )jl oz,
Hierbei ergibt sich 772072, indem man o genau i mal mit 7! konjugiert.
Das Produkt ist also bekannt, wenn die Konjugation 7~ 'o7 bekannt ist.
Wegen P <G gibt es ein k € {0,...,p — 1} mit

r~lor =oF.

Fiir ¢ € Z folgt dann

ot = oki.
Fiir ¢ = q ergibt dies wegen 79 = ¢, dass
k9=1 modp (6.4)

gelten muss. Hierbei ist £ = 1 unmdglich, sonst hétte das Produkt 7o
die Ordnung pg. Wegen ord(c) = p ist auch klar, dass es nur auf die
Restklasse k+pZ € Z/(p) = F), von k modulo p ankommt. In Abschnitt 11
werden wir sehen, dass diejenigen Restklassen modulo p, die (6.4) erfiillen,
eine (multiplikative) zyklische Gruppe der Ordnung ¢ bilden (siehe die
Bemerkung nach Beispiel 11.8). Wegen k& > 1 wird diese also von k + pZ
erzeugt. Wir kénnen nun das kleinste n € N mit n > 1 nehmen, so dass
n? =1 mod p. Dann gilt n = k* mod p mit s € {1,...,q — 1}. Indem
man 7 durch 7° ersetzt, erreicht man

rlor =o".
Damit ist das Produkt von G vollstédndig aufgeklart, und es folgt, dass alle
nicht zyklischen Gruppen der Ordnung pq isomorph sind. Gibt es denn
iiberhaupt nicht-zyklische Gruppen der Ordnung pq? Die Antwort lautet
ja, was belegt wird durch das Beispiel

G = {((1) Cbl> la,beT,, qu1} C GLy(F,). (6.5)
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Hierbei steht I, wie iiblich fiir den Koérper der Restklassen modulo p.

Wir fassen unser Ergebnis zusammen: Falls p nicht kongruent zu 1 mo-
dulo ¢ ist, ist jede Gruppe G der Ordnung pg zyklisch, also G = Z,,. Falls
aber p =1 mod ¢, so gibt es genau zwei Isomorphietypen von Gruppen der
Ordnung pg: Die Z,, und die Gruppe mit Elementen 7%07 (i € {0,...,q—1},
j€{0,...,p—1}) und der Multiplikation

7 gl iz gdz — plitiz giin +]27 (66)

wobei die Exponenten modulo ¢ bzw. p zu reduzieren sind und n > 1 minimal
ist mit n? =1 mod p. Man kann diese Gruppe auch durch Erzeugende und
Relationen definieren:

G={o7|o?=79=4, T lor = o).

Alternativ kann man den zweiten Isomorphietyp auch durch seinen in (6.5)
gegebenen Représentanten beschreiben.

Beispiel 6.5. Wir betrachten zwei konkrete Beispiele.

(1) Jede Gruppe der Ordnung 15 ist zyklisch, denn 5 ist nicht kongruent zu 1
modulo 3.

(2) Es sei p eine ungerade Primzahl und ¢ = 2. Dann ist p = 1 mod g,
und das minimale n > 1 mit n? =1 mod p ist p — 1. Es gibt also zwei
Isomorphietypen von Gruppen der Ordnung 2p, némlich G' = Z5, und

Gg{w‘ga‘p‘e{o,l}, je{0,...,p—1}} =

(o,7|o?=72=1, 770 =0"

2 1 1>_
Man nennt diese Gruppe eine Diedergruppe und bezeichnet sie mit D,.
Es gibt auch Diedergruppen D,, der Ordnung 2n fiir n eine natiirliche
Zahl, die wie oben definiert sind. Die Gruppe aller orthogonaler Abbil-
dungen, die ein regelméfiges n-Fck in sich selbst tiberfiihrt, ist isomorph
zur Diedergruppe D,,. N

Als zweite Anwendung der Sylow-Sétze mochten wir nachweisen, dass al-
le Gruppen der Ordnung < 60 auflésbar sind. Fiir p-Gruppen haben wir
das schon gezeigt (Korollar 5.10), und fiir Gruppen der Ordnung pg mit p
und g Primzahlen folgt es aus dem Obigen. Wir behandeln die verbleibenden
Gruppenordnungen im Folgenden. Dabei geniigt es, jeweils die Existenz eines
nicht-trivialen Normalteilers nachzuweisen.

|G] =12: Wegen Satz 6.4(c) gilt ns = 1 mod 2 und ns | 3, also ny €
{1,3}. Im Fall ng = 1 liefert die 2-Sylow-Gruppe einen nicht-trivialen
Normalteiler.
Wir betrachten den Fall no = 3. G operiert durch Konjugation auf der
Menge der 2-Sylow-Gruppen, was nach Proposition 5.2 einen Homomor-
phismus G — S3 liefert. N <G sei der Kern dieses Homomorphismus. Wére
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N = G, so wiire die Operation nicht transitiv, was Satz 6.4(b) widerspre-
chen wiirde. Wiire N = {¢}, so wire G isomorph zu einer Untergruppe
der Ss, was wegen |S3] = 6 < 12 = |G| unmdglich ist. Also ist N ein
nicht-trivialer Normalteiler.

|G] =18: Wegen Satz 6.4(c) gilt n3 = 1 mod 3 und n3 | 2, also n3 = 1.
Die 3-Sylow-Gruppe liefert also einen nicht-trivialen Normalteiler.

|G| =20: Wir haben ns =1 mod 5 und ns | 4, also ns = 1.

|G| =24: Wir haben ng € {1,3}. Nun geht es weiter wie fiir |G| = 12.

|G| =28: Wir haben ny = 1.

|G] =30: Satz 6.4(c) liefert ns € {1,6}. Der Fall n; = 1 ist klar, also neh-
men wir ns = 6 an. Der Schnitt von zwei verschiedenen 5-Sylow-Gruppen
ist {¢} (denn sie sind isomorph zu Zy), also gibt es 6 - 4 = 24 Elemente
der Ordnung 5. Andererseits haben wir ng € {1,10}, und mit obigem Ar-
gument 2n3 Elemente der Ordnung 3. Wir erhalten 24 + 2n3 < |G| = 30,
also n3 = 1.

|G| =36: Wir haben ng € {1,4} und miissen den Fall ng = 4 betrachten.
Die Operation von G auf der Menge der 3-Sylow-Gruppen liefert einen
Homomorphismus G — Sy. Wegen |G| > 24 = |Sy| funktioniert dasselbe
Argument wie fur |G| = 12.

|G‘ = 44: ni1 = 1.

|G] =48: ng € {1,3}. Nun geht es weiter wie fiir |G| = 12.

|G| =50: n5;=1.

|G‘ = 52: niz = 1.

|G| =56: ny € {1,8}. Ist n; = 8, so gibt es 8 - 6 = 48 Elemente der
Ordnung 7. Es verbleiben 8 Elemente in G. Da eine 2-Sylow-Gruppe 8
Elemente hat, folgt no = 1.

Es folgt, dass eine nicht-abelsche, einfache Gruppe mindestens 60 Elemente
haben muss. Umgekehrt wissen wir von der As, dass sie einfach ist (Satz 4.6)
und 60 Elemente hat. Es ist schwieriger zu zeigen, dass jede einfache Gruppe
der Ordnung 60 isomorph zur Ay ist.

7 Abelsche Gruppen

In diesem Abschnitt werden wir die Struktur der endlichen, abelschen Grup-
pen aufkldren. Wir beginnen aber mit einem ,,Vorspann“ {iber direkte Pro-
dukte.

Definition 7.1. G und H seien Gruppen (die nicht abelsch sein miissen).
Das kartesische Produkt
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GxH={(o,7)|0c€G, e H}
wird zu einer Gruppe durch
(01,71) - (02, 72) := (0102, T1T2) fir o; € G, 7, € H.

G x H mit diesem Produkt heiffit das direkte Produkt von G und H.
In derselben Weise wird auch das direkte Produkt G1 X --- x G, mehrerer
Gruppen G; definiert.

Beispiel 7.2. (1) Es sei G die Kleinsche Vierergruppe. Man iiberzeugt sich
leicht, dass G = Z5 x Zs gilt.

(2) Essei G = Zy x Z3. Das Element (1+2Z,1+3Z) € G hat die Ordnung 6,
also gilt G = Zs. N

Anmerkung 7.3. Es gibt noch weitere Mo6glichkeiten, das kartesische Pro-
dukt zweier Gruppen zu einer Gruppe zu machen. Eine Verallgemeinerung
des direkten Produkts ist das semidirekte Produkt. Eine noch allgemeinere
Konstruktion ist die sogenannte Gruppenerweiterung. Alle diese Konstruk-
tionen haben gemeinsam, dass eine der beteiligten Gruppen als Normalteiler
und die andere als Faktorgruppe nach diesem Normalteiler auftritt. N

Proposition 7.4 (,inneres direktes Produkt®). In einer Gruppe G seien N, M'<
G zwei Normalteiler mit NN M = {1} und NM = G. Dann gilt

G=Nx M,
wobei ein Isomorphismus durch
& NxM—G, (o,7)—~0o-T
gegeben ist.

Beweis. Um zu zeigen, dass @ ein Homomorphismus ist, nehmen wir o1, 09 €
N und 7,79 € M. Es gilt

-1 —1
P(o1,71) - P02, T2) = 01T102T2 = 0102 04 T102T] * TiTe = 0102T1T2
————
eENNM={c}

= (15((0'1,7'1) : (U2a7-2)) )

also ist @ ein Homomorphismus. Auflerdem ist @ injektiv, denn ®(o,7) = ¢
(mit 0 € N, 7 € M) impliziert

c=1"te NNM= {1},

also (o,7) = (¢,¢). SchlieBlich folgt die Surjektivitit von @ direkt aus der
Voraussetzung NM = G. a
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Der folgende Satz beschreibt die Struktur der endlichen erzeugten abel-
schen Gruppen. Da jede endliche Gruppe endlich erzeugt ist, sind die end-
lichen abelschen Gruppen inbegriffen. Der Satz ist das Hauptergebnis des
Abschnitts.

Satz 7.5 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen). Es sei G ei-
ne endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es s und r € Ny und
di,...,ds € Nay mit d; | diyq fiiri € {1,...,s — 1}, so dass gilt:

GXZg X X Zg, X T X+ X Lo - (7.1)
—_——

r mal

Fiir s =0 oder r = 0 ist das ,leere® direkte Produkt als triviale Gruppe zu
interpretieren, v = 0 tritt also genau dann auf, wenn G endlich ist.

Beweis. Wir haben G = (071, ..., 0,) und fithren den Beweis durch Induktion
nach n. Wir behaupten aulerdem r + s < n. Zunéchst betrachten wir den
Fall, dass es keine Relationen zwischen den o; gibt. Damit meinen wir, dass
aus [, of" = ¢ mit e; € Z folgt, dass alle e; Null sind. In diesem Fall folgt
aus Proposition 7.4
G2 (01) X+ X{(0On) = Zoo X+ X Zo.

Es bleibt der Fall, dass es Relationen []!"_; of" = ¢ gibt mit e; € Z, nicht alle
e; = 0. Durch Umnummerieren und, falls notig, Ersetzen der e; durch —e;
konnen wir e; > 0 erreichen. Nun wéhlen wir n Erzeuger o1, ..., 0, und eine
Relation der o;, so dass e; > 0 minimal wird. Fiir keine alternative Wahl der
Erzeuger gibt es also eine Relation mit kleinerem positiven e;.

Wir behaupten, dass alle e; Vielfache von e; sind. Fiir den Nachweis be-
nutzen wir Division mit Rest: e; = ge; +r mit ¢,r € Z, 0 < r < e;. Mit

71 := o010y gelten dann G = (11,09, ...,0,) und
n
T el €j _
ol Tt H o) =1
Jj=2,
J#i

Die Annahme r # 0 wiirde also zu einem Widerspruch zur Minimalitit von e;
fithren. Es folgt, wie behauptet, e1 | ;. Nun setzen wir 7 := oy - [}, fi/el.
Dann gelten G = (7,09,...,0,) und 7¢* = . Die Ordnung k von 7 teilt
also e;. Da aber 7% = ¢ auch eine Relation ist, folgt £ = e;. Im Falle e; = 1
gilt 7 = ¢, also G = (09,...,0,), und der Satz folgt per Induktion. Wir
koénnnen also e; > 1 annehmen.

Die néchste Behauptung lautet

(T)N{og,...,0n) = {t}.
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Jedes Element aus dem Schnitt kann man nédmlich schreiben als 7% und zu-
gleich als H?:Q o mit a,a; € Z. Wegen ord(7) = e; kénnnen wir 0 < a < e;
annehmen. Wir erhalten 7% - [[;, 0, = ¢, was im Falle a > 0 der Mi-
nimalitéit von e; widersprechen wiirde. Also ¢ = 0 und 7% = ¢, womit die
Behauptung bewiesen ist. Mit Proposition 7.4 und d; := e folgt

G= <T> X <023"'ao—n> = Zdl X <02,...,0'n>.
Die Induktionsannahme liefert
<O'2,...,O'n> %Zd2 X e Xst XZoo X oo XZoo

mit d; | di4q fiir 1 < i < s, und auBerdem r + s — 1 < n — 1. Insgesamt
folgt (7.1) mit r + s < n. Es ist nur noch dy | dy zu zeigen. Jedem Zj
(mit d = d; oder o) in (7.1) entspricht ein Erzeuger von 7; von G. Wir
konnen 7 + s = n annehmen, denn sonst gidbe es weniger als n Erzeuger,
und wir wiren per Induktion fertig. Wir haben die Relation 7752 = ..
Falls ds kein Vielfaches von d; = e; ist, so folgt aus obigem Argument, dass
man (nach Andern der Erzeuger) eine Relation mit einem kleineren positiven
Exponenten als e; bekommt, im Widerspruch zur Minimalitdt von e;. Damit
ist alles gezeigt. O

Beispiel 7.6. (1) Es sei G eine abelsche Gruppe der Ordnung 8. Dann gibt
es die Moglichkeiten G = Zg, G =2 Zy X Z4 oder G = Zy X Zg X Zs.

(2) Es sei G eine Gruppe der Ordnung p? mit p eine Primzahl. In Korol-
lar 5.11 haben wir gesehen, dass G abelsch ist. Aus Satz 7.5 erhalten wir
zwei Moglichkeiten: G = Z2 oder G = Z, X Z,.

(3) Die durch —1, 2 und 3 erzeugt Untergruppe von Q \ {0} (mit der
gewohnlichen Multiplikation) ist isomorph zu Zs X Zo, X Zoo.

(4) Die Gruppe Q zusammen mit der gewohnlichen Addition ist nicht endlich
erzeugt, der Hauptsatz ist also nicht anwendbar. Man kann aber zeigen,
dass jede endlich erzeugt Untergruppe zyklisch ist. N

Anmerkung. Zu einer gegebenen abelschen Gruppe G sind die Zahlen s, r
und dq, ..., ds in Satz 7.5 sind eindeutig bestimmt: Es gibt keine Wahlfreiheit.
Die d; heiflen die Elementarteiler von G, und r heifit der Rang. Den Beweis
werden wir hier nicht fithren. <

Wir schlieflen den Abschnitt mit einer Definition ab.
Definition 7.7. Fir eine endliche Gruppe G heifst

exp(G) := kgV {ord(c) | o € G}

der Exponent von G.

Beispiel 7.8. (1) Die S3 und die A4 haben den Exponenten 6, die Kleinsche
Vierergruppe hat den Exponenten 2 und die zyklische Gruppe Z, hat
den Exponenten n.
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(2) Eine endliche abelsche Gruppe hat die Form G & Z;, X -+ X Z4, mit
d; | diy1, also exp(G) = d;. Es folgt, dass es ein Element o € G gibt mit
ord(o) = exp(G).

(3) Es sei G = Zg x Zi¢. Dies ist nicht die in Satz 7.5 angegebene Gestalt.
Wir erhalten aber exp(G) = 30. Somit bleibt als einzige Moglichkeit
G Zg X Z30. <

8 Einfache Gruppen

Aus Abschnitt 3 wissen wir, dass die endlichen Gruppen in gewisser Weise
(die iibrigens durch die Theorie der Gruppenerweiterungen beschrieben wird,
siche Anmerkung 7.3) aus den endlichen, einfachen Gruppen zusammenge-
setzt sind. Diese bilden also so etwas wie die ,,Atome®“ der Gruppentheorie.
Ziel dieses Abschnitts ist es, einen groben Uberblick (ohne Beweise) iiber die
Gesamtheit aller endlichen, einfachen Gruppen zu geben.

Wir haben bereits zwei Serien einfacher Gruppen kennengelernt: die zy-
klischen Gruppen Z, mit p eine Primzahl (siehe Lemma 3.8) und die alter-
nierenden Gruppen A, mit n > 5 (siehe Satz 4.6). Wir werden nun einige
weitere einfache Gruppen beschreiben.

Lineare Gruppen

Zu einem Korper K und n € N5 ist die spezielle lineare Gruppe SL,, (K) im
Allgemeinen nicht einfach, denn

ZZ:{Q'In|a€Ka anzl}SISLn(K)’

wobei I, fir die Einheitsmatrix steht. (Es stellt sich heraus, dass Z das
Zentrum von SL,, (K) ist.) Fiir die projektive spezielle lineare Gruppe

PSL,,(K) := SL,(K)/Z

gilt jedoch:

Satz 8.1. Es seien n > 1 und (n, |K|) ¢ {(2,2),(2,3)}. Dann ist PSL,(K)
einfach.

Den Beweis lassen wir weg. Fiir |K| = oo ist auch PSL(n, K) unendlich.
Endliche, einfache Gruppen ergeben sich also, wenn man fiir K einen end-
lichen Korper nimmt. Am Ende von Abschnitt 18 werden wir sehen, dass
es (abgesehen von den Korpern F), mit p eine Primzahl) zu jeder Primzahl-
potenz ¢ = p* einen Korper F, mit ¢ Elementen gibt. Fiir n € N5; und ¢
eine Primzahlpotenz mit (n, ¢) ¢ {(2,2), (2, 3)} erhalten wir also die endliche,
einfache Gruppe PSL,, (F,).
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Fiir niedrige n und ¢ gibt es ein paar Isomorphien:
PSLy(Fy) 253 und  PSLy(F3) = Ay
(diese Gruppen sind also in der Tat nicht einfach), auBBerdem

PSL2 (F4) = PSL2 (Fg,) = A5 und PSL2 (]F’y) = PSL3(F2)

Weitere klassische Gruppen

Abgesehen von den linearen Gruppen gehoren die orthogonalen, unitéren und
symplektischen Gruppen zu den sogenannten klassischen Gruppen. Auch aus
diesen weiteren klassischen Gruppen entstehen einfache Gruppen. Da wir hier
nur an endlichen Gruppen interessiert sind, setzen wir voraus, dass K = IF,
ein endlicher Kérper ist, und wir bilden V' = Fg mit n > 1. Wir betrachten
nun eine Funktion

[V XV =T,

die im zweiten Argument linear sei, und die auBerdem nicht ausgeartet sei,
d.h. aus f(v,w) = 0 fiir alle w € V folgt v = 0. Dann ist

Gy :={A€GL,(F,) | Vo,weV: f(A-v,A -w) = f(v,w)}

eine Untergruppe der GL,(F,). Wir betrachten drei Spezialfélle, die die
Moglichkeiten fiir f bei weitem nicht abdecken, die aber zu einfachen Grup-
pen fiithren.

1. Spezialfall: Die Funktion f ist alternierend, d.h. fiir alle v,w € V gelten
f(v,w) = —f(w,v) und f(v,v) = 0. Hieraus folgt automatisch, dass f bili-
near ist. Es stellt sich heraus, dass es nur dann eine solche Bilinearform f
gibt, wenn n = dim(V') gerade ist, und dass die Gruppe Gy dann bis auf Iso-
morphie unabhéngig von der Wahl von f ist. Gy heifit symplektische Gruppe
und wird (in etwas laxer Notation) mit Sp, (F,) bezeichnet. Die projektive
symplektische Gruppe ist die Faktorgruppe

PSp, (Fq) := Sp,,(Fq) /{In, —In}
nach dem Zentrum.

Satz 8.2. Es seienn € N5 gerade und q eine Primzahlpotenz. Bis auf einige
Ausnahmen fiir kleine n und q ist PSp,,(F,) einfach.

2. Spezialfall: Die Funktion f ist hermitesch. Dieser Fall ist nur moglich,
wenn ¢ eine Quadratzahl ist. Dann dient die Abbildung 7: F, — Fy, a — aV?
als Analogon zur komplexen Konjugation, und , hermitesch® bedeutet, dass
fiir alle v,w € V die Regel f(v,w) = 7(f(w,v)) gilt. Dadurch wird f semili-
near im ersten Argument. Wieder stellt sich heraus, dass die entsprechende
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Gruppe G bis auf Isomorphie unabhéngig von der Wahl von f ist. Indem
man Gy mit SL,(F,) schneidet und dann das Zentrum herausfaktorisiert,
erhdlt man die projektive spezielle unitdre Gruppe PSU, (Fy).

Satz 8.3. Es seienn € Nsj und q eine Primzahlpotenz, die eine Quadratzahl
ist. Bis auf einige Ausnahmen fir kleine n und q ist PSU, (F,) einfach.

3. Spezialfall: Die Funktion f ist symmetrisch, d.h. fiir alle v,w € V gilt
f(v,w) = f(w,v). Damit ist f bilinear, und G heifit die (durch f gegebene)
orthogonale Gruppe. Falls n ungerade ist, sind die orthogonalen Gruppen zu
verschiedenen f isomorph, und wir schreiben sie als GO, (F,). Fiir gerade n
treten zwei Isomorphietypen auf, die wir als GO (F,) schreiben. Wir merken
an, dass die Definition der orthogonalen Gruppen fiir gerade ¢ modifiziert
werden muss, indem man statt mit f mit einer quadratischen Form arbeitet.
Die Kommutatorgruppe

GO&#)(Fq)/ = -ngi)(Fq)

hat fiir ungerade ¢ den Index 4, sonst 1 oder 2. .Q,(li)(IFq) hat wiederum ein
Zentrum der Ordnung 1 oder 2, und durch Faktorisieren nach diesem erhélt
man die Gruppen PQ#)(F(]).

Satz 8.4. Es sei n € Nso und q eine Primzahlpotenz. Bis auf einige Aus-
nahmen fiir kleine n und q ist PQr(Li)(]Fq) einfach.

Exzeptionelle Gruppen vom Lie-Typ

Die endlichen klassischen Gruppen bilden vier doppelt-parametrisierte Se-
rien (lineare, symplektische, unitire und orthogonale, jeweils parametrisiert
durch n und ¢). Es gibt einige einfach-parametrisierte Serien endlicher, ein-
facher Gruppen. Diese werden bezeichnet mit

Ga(q), Fu(q), Es(q), E7(q), Es(q) (8.1)
sowie
’Es(q), ®Dalq),”B2(2™1h), 2Go(3°™1h), 2Fy(2*™1) und  *Fy(2). (8.2)

Uberall steht ¢ wieder fiir eine Primzahlpotenz. Im Gegensatz zu den klas-
sischen Gruppen ist es uns hier nicht moglich, auch nur die Definition die-
ser Gruppen anzugeben. Ein paar Erlduterungen moégen trotzdem niitzlich
sein. Sowohl die klassischen Gruppen als auch die in (8.1) und (8.2) ge-
nannten Gruppen sind Gruppen vom Lie- Typ, die durch sogenannte Dynkin-
Diagramme beschrieben werden konnen. Dynkin-Diagramme sind ganz be-
stimmte Graphen, von denen es vier unendliche Serien (A, bis D,,) sowie
fiinf exzeptionelle Typen (G2, Fy und Eg bis Eg) gibt. Beispielsweise hingt
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das Dynkin-Diagramm

A, o

mit den Gruppen PSL,, 41 (F,) zusammen, und das Diagramm

D,,: 3

mit den Gruppen PQ;'n(IE"q). Nun gibt es bei einigen Dynkin-Diagrammen
Graph-Automorphismen. Diese fithren zu sogenannten getwisteten Gruppen
vom Lie-Typ. Beispielsweise kann man das Diagramm A,, an seinem Mittel-
punkt spiegeln und erhélt so einen nicht-trivialen Graph-Automorphismus,
aus dem die Gruppen PSU, (F,) hervorgehen. Die exzeptionellen Gruppen
in (8.2) gehen alle aus Graph-Automorphismen hervor, wihrend die in (8.1)
ungetwistet sind.

Sporadische einfache Gruppen

Schliellich gibt es noch 26 einfache Gruppen, die sich nicht in die bishe-
rige Systematik einordnen und die deshalb sporadisch genannt werden. Sie
sind fast alle nach ihrem Entdecker benannt. Die Liste geht los mit Mg
(Mathieu, Ordnung 7920), M12 (Mathieu, Ordnung 95040), J; (Janko, Ord-
nung 175560) und endet mit F; (Fischer-Griess, genannt , Monster, Ordnung
808017424794512875886459904961710757005754368000000000).

Satz 8.5 (Klassifikation der endlichen, einfachen Gruppen). Jede endliche, ein-
fache Gruppe ist isomorph zu (mindestens) einer Gruppe aus der folgenden
Liste:

Z, mit p eine Primzahl;

A, mitn >5;

die einfachen, endlichen klassischen Gruppen;
die exzeptionellen Gruppen vom Lie-Typ;

die 26 sporadischen Gruppen.

Dieser Satz ist das Resultat eines der umfangreichsten Projekte der Ma-
thematikgeschichte, das sich von den 1920er bis in die 1980er Jahre hin-
zog. Der Beweis ist verteilt auf zahlreiche Fachartikel und diirfte etwa 15000
Druckseiten umfassen, allerdings sind nicht alle Teile publiziert. Inzwischen
ist das ,,Revisionsprojekt“ weit gediehen, in dem der Beweis vereinfacht und
liickenlos verdffentlicht werden soll. Fast alle Gruppentheoretiker haben festes
Vertrauen in die Richtigkeit des Satzes.
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Eine graphische Aufbereitung der Klassifikation als , Periodentafel® fin-
det man auf https://irandrus.files.wordpress.com/2012/06/
periodic-table-of-groups.pdf.


https://irandrus.files.wordpress.com/2012/06/periodic-table-of-groups.pdf
https://irandrus.files.wordpress.com/2012/06/periodic-table-of-groups.pdf
https://irandrus.files.wordpress.com/2012/06/periodic-table-of-groups.pdf

Ringe

Im zweiten Teil der Vorlesung beschéftigen wir uns mit Ringen.

9 Ringe und Ideale

Definition 9.1. Fin Ring ist eine Menge R zusammen mit zwei Abbildun-
gen Rx R — R, (a,b) — a+b (,Addition”) und R x R — R, (a,b) — a-b
( ,Multiplikation®), so dass gelten:

(a) Zusammen mit der Addition ist R eine abelsche Gruppe. (Wir benutzen
additive Notation und schreiben O fiir das neutrale Element.)

(b) Zusammen mit der Multiplikation ist R ein Monoid. (Wir schreiben das
neutrale Element als 1.)

(¢) Fiir alle a,b,c € R gelten:

a-(b+c)=a-b+a-c und (a+bd)-c=a-c+b-c
Ein Ring R heifst kommutativ, falls fir alle a,b € R gilt:
a-b=>b-a.

Anmerkung. (a) Manchmal wird nur gefordert, dass R zusammen mit der
Multiplikation eine Halbgruppe ist. Fiir uns ist ,Ring“ aber immer gleich-
bedeutend mit ,Ring mit Eins“.

(b) Als weitere Abschwéchung kann man nur fordern, dass R zusammen mit
der Addition eine Halbgruppe ist. Man erhélt dann den Begriff eines
Halbrings. Ein typisches Beispiel ist der Halbring N. <

Bevor wir Beispiele von Ringen anschauen, beweisen wir das folgende Re-
sultat:
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Satz 9.2 (elementare Eigenschaften von Ringen). FEs sei R ein Ring.
(a) Fir alle a € R gilt:
0-a=a-0=0.

(b) Falls 0 =1 gilt, so folgt R = {0}. (R ist dann der sogenannte Nullring.)
(¢) Fiir alle a,b € R gilt:

(—a)-b=a-(=b) =—(a-Db).
(d) FEs gilt
(-1)?2=1.
Beweis. (a) Wir haben
0-a=0-a+a—-a=0-a+l-a—a=0+1)-a—a=1l-a—a=a—a=0,

und ebenso folgt a -0 = 0.
(b) Ist 0 =1, so folgt fiir alle a € R:

a=1-a=0-a =0.
(a)

(c) Es gilt

(—a)-b=(—a)-b+a-b—(ab) =(—a+a)-b—(a-b) =0-b—(a-b) = —(a-b),

(a)

und ebenso folgt a - (—b) = —(a - b).
(d) Wir haben

Beispiel 9.3. (1) Z, Q, R und C sind kommutative Ringe.
(2) Es sei V ein Vektorraum. Dann ist

End(V) := {¢: V = V| ¢ ist linear}

zusammen mit der (punktweisen) Addition und der Multiplikation ge-
geben durch Hintereinanderausfiihrung ein Ring. Fiir dim(V) > 1 ist
End(V) nicht kommutativ.

(3) Ebenso bilden die n x n-Matrizen mit Eintridgen in einem Koérper K einen
Ring, der fiir n > 1 nicht kommutativ ist.

(4) Fiir n € Z bildet die Menge Z/(n) der Restklassen modulo n einen kom-
mutativen Ring, wobei Addition und Multiplikation vertreterweise defi-
niert sind.

(5) Es seien S eine Menge und A ein (kommutativer) Ring. Dann wird

R=A%:={f: S — A| f ist eine Abbildung}



Ringe und Ideale 45
mit
+ +
frgS—=A v f(z): g(x)
(also punktweiser Addition und Multiplikation) ein (kommutativer) Ring.
N

Definition 9.4. FEs sei R ein Ring.

(a) FEin Element a € R heifit eine Einheit, falls a invertierbar ist, d.h. es
gibt ein a’ € R mit
da=ad =1.

Dieses a' ist dann eindeutig bestimmt, und wir schreiben o' =: a~'. Die
Menge
R* :={a € R| a ist Finheit}

heifst die Einheitengruppe von R. (R* ist zusammen mit der Multipli-
kation eine Gruppe.)

(b) R heifst ein Schiefkérper, falls R* = R\ {0} (dies impliziert R # {0}!),
und ein Korper, falls R zusdtzlich kommutativ ist. (Der Kdérperbegriff
ist wohlbekannt und wurde schon mehrfach verwendet.)

(c) Ein Element a € R\ {0} heifst Nullteiler, falls es ein b € R\ {0} gibt
mita-b=0 oderb-a=0.

(d) R heifit ein Integritéitsbereich, falls R kommutativ ist, R # {0}, und
R keine Nullteiler hat. Jeder Korper ist also ein Integritdtsbereich.

Beispiel 9.5. (1) Z ist ein Integritétsbereich, und Z* = {1, —1}.
(2) Im Restklassenring R = Z/(6) gilt 2-3 =0, 2 und 3 sind also Nullteiler.
q

In der folgenden Definition geht es um Unterstrukturen eines Rings.
Definition 9.6. Es sei R ein Ring.

(a) FEine Teilmenge S C R heifsit ein Unterring, falls S ein Ring ist (mit
der Addition und Multiplikation von R), und 1 € S.

(b) Eine Teilmenge I C R heifst ein Linksideal (bzw. Rechtsideal), falls
I # () und es gelten:

(i) Fir alle a,b €I ist aucha+be 1.
(ii) Fira €I undr € R ist auch ra € I (bzw. ar € I).

(¢) Eine Teilmenge I C R heifst Ideal (auch: beidseitiges Ideal), falls I
ein Links- und Rechtsideal ist. Wir benutzen die Schreibweise I < R, um
auszudriicken, dass I ein Ideal ist.

Anmerkung. (a) Falls I C R ein Links- oder Rechtsideal ist mit 1 € I,
so folgt I = R. Schon hieran merkt man, dass die Begriffe ,,Ideal* und
,» Unterring® wenig miteinander zu tun haben.

(b) Jedes Links- oder Rechtsideal enthilt das Element 0.

(c) Die Teilmengen {0} und R sind immer Ideale. q
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Beispiel 9.7. (1) Z C Q ist ein Unterring.

(2) FirneZist (n):={n-a|a € Z} CZ ein Ideal.

(3) Es seien S eine Menge, A ein Ring und R = A°. Fiir eine Teilmenge
X C Sist

Ix ={feR|f(z)=0firallexe X} CR

ein Ideal.
(4) Es seien V ein Vektorraum, R = End(V) und W C V ein Unterraum.
Dann ist
I={¢€R|y|,=0}CR

ein Linksideal und
Ji={peR|p(V)CW}CR
ein Rechtsideal.
(5) In einem Koérper K sind {0} und K die einzigen Ideale. q

Proposition 9.8 (Schnitte von Idealen). Es seien R ein Ring und M C
B(R) (die Potenzmenge) eine nicht-leere Menge bestehend aus Idealen von
R. Dann ist auch der Schnitt

AREE:

IeM

ein Ideal.

Der Beweis verlduft ebenso wie der von Proposition 1.6. Die Proposition
ermoglicht die Definition eines Erzeugnisses analog zu Definition 1.7: Fiir eine
Teilmenge M C R eines Rings ist

(M):= (] I
I<R
mit MCI

das von M erzeugte Ideal. Falls M = {ay,...,a,} endlich ist, schreiben
wir auch (ay,...,ay,) fiir (M) (und nehmen in Kauf, dass diese Notation auch
ein Element des n-fachen kartesischen Produkts von R bedeuten kann). Die
ersten beiden Teile der folgenden Proposition kldren auf, was das Erzeugnis
(in den wichtigsten Spezialféllen) tatséchlich ist.

Proposition 9.9 (Idealerzeugnis). (a) Ist R kommutativ und aq,...,a, €
R, so gult

(a1y...,an) ={ra +---+rpan |7r1,...,7n € R}.
Insbesondere gilt fiir a € R:

(a) =R-a.
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(b) Sind I,J < R Ideale, so folgt
(IuJ)={a+blacl, beJ} =1+

(c) Sind I,J <R Ideale, so ist auch
1 7= {3 abi|neN, acl belf
i=1

ein Ideal. I -J heifst das Idealprodukt. Fir m € N schreiben wir I™
fiir das m-fache Idealprodukt von I.

Fiir alle Teile der Proposition ist der Beweis einfach und wird weggelassen.
Beispiel 9.10. In R =7 gilt

N

Anmerkung. (a) Bei der Definition von Idealen ist die Analogie zu Unter-
vektorrdumen augenfillig, ebenso wie die Analogie zu Linearkombinatio-
nen bzw. Summenrdumen in Proposition 9.9(a) bzw. (b).

(b) Die Menge aller Ideale bildet zusammen mit der Summe und dem Ideal-
produkt einen Halbring. <

Definition 9.11. FEs sei R ein kommutativer Ring.

(a) Ein Ideal von der Form (a) = R-a mit a € R heifit ein Hauptideal.

(b) R heifst ein Hauptidealring, falls R ein Integrititsbereich ist und alle
Ideale Hauptideale sind.

Beispiel 9.12. (1) Die Ideale {0} = (0) und R = (1) sind immer Hauptideale.

(2) Also ist jeder Korper ein Hauptidealring.

(3) Z[z] (der Ring aller Polynome mit Koeffizienten in Z) ist kein Haupt-
idealring. Zur Begriindung betrachten wir das Ideal

I=(2,2)={2g+zh|g,he€Zlzx]} ={f €Z[z]| f(0) ist gerade} .

und nehmen an, dass I = (f) mit f € I gilt. Wegen 2 € (f) ist f konstant,
also f = 2m mit m € Z. Aber dann gilt = ¢ (f), ein Widerspruch. <

Satz 9.13. Z ist ein Hauptidealring.

Beweis. Es sei I 7 ein Ideal mit I # {0}. Dann enthélt T Elemente aus N,
und wir kénnen ein minimales a € N5y mit a € I wihlen. Wir behaupten
I = (a). Es sei ndmlich b € I. Wir fithren Division mit Rest aus und erhalten

b=qa+r

mit ¢,r € Z und 0 < r < a. Hieraus ergibt sich r =b—qa € I, alsor =0
wegen der Minimalitéit von a. Wir erhalten b = qa € (a). O
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10 Faktorringe und Homomorphismen

Ideale stehen in einer starken Analogie zu Normalteilern von Gruppen, da
sich nach Idealen Faktorringe bilden lassen und da Ideale als Kerne von Ho-
momorphismen auftreten. Um diese (und andere) Themen geht es in diesem
Abschnitt.

Proposition 10.1. Es seien R ein Ring und I < R ein Ideal. Fir a,b € R
schreiben wir a ~ b, fallsa—b e 1.

(a) Durch ~ wird eine Aquivalenzrelation auf R gegeben.
(b) Fiir a,a’,b,b' € R folgt aus a ~ o’ und b ~V, dass auch a +b ~ a’ + V'
und ab ~ a'b’ gelten.

Beweis. (a) Dies folgt aus Lemma 1.10(a), da I eine Untergruppe der addi-
tiven Gruppe von R ist.
(b) Es gelten
at+b—(d+V)=(a—ad)+(BH-b)el

und

ab—ad't =ab—d'b+db—db =(a—d)+db-V)el.

Proposition 10.1 erméglicht es, der Menge
R/I:={a+1I|a€ R}

der Aquivalenzklassen eine Ringstruktur zu geben, indem Addition und Mul-

tiplikation vertreterweise definiert werden. Der Ring R/I heifit Faktorring

(auch: Restklassenring) von R modulo /. Seine Elemente heilen Restklas-

sen modulo I.

Beispiel 10.2. (1) Es seien n € Z und (n) C Z das von n erzeugte Ideal.
Dann ist Z/(n) der (bekannte) Restklassenring modulo n. Falls n = p
eine Primzahl ist, ist Z/(p) = I, ein Koérper mit p Elementen.

(2) Fiir jeden Ring R ist R/(1) = {0+ (1)} der Nullring. q

Definition 10.3. Es seien R ein kommutativer Ring und I I R ein Ideal.

(a) I heifst Primideal, falls R/I ein Integrititsbereich ist.
(b) I heifit maximales Ideal, falls R/I ein Kdrper ist.

Insbesondere ist jedes mazximale Ideal ein Primideal.

Beispiel 10.4. (1) Es sei n € N5 eine zusammengesetzte Zahl, also n = mk
mit m, k € Nsy. In Z/(n) gilt m - k = 0, (n) C Z ist also kein Primideal.

(2) Ist p eine Primzahl, so ist (p) C Z ein maximales Ideal.

(3) (0) C Z ist ein Primideal, aber nicht maximal.
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(4) I := (z,2) C Z[z] ist ein maximales Ideal, denn Z[z|/I = {0+ I,1+ I}

ist ein Korper mit zwei Elementen. N

Der folgende Satz liefert eine Charakterisierung fiir Primideale und maxi-
male Ideale.

Satz 10.5 (Primideale und maximale Ideale). Es seien R ein kommutativer
Ring und I < R ein echtes Ideal, also I # R.

(a) I ist genau dann ein Primideal, wenn fir alle a,b € R mita-b € I auch a
oder b ein Element von I ist.
(b) I ist genau dann ein mazimales Ideal, wenn fir jedes Ideal J < R mit

1GJ gilt: J=R.

Beweis. Die Bedingung in (a) ist eine direkte Ubersetzung der Bedingung,
dass R/I nullteilerfrei ist. Im Beweis zu (b) schreiben wir @ :=a+ 1 € R/I
fiir die Restklasse eines a € R.

Zunéchst sei I ein maximales Ideal, und es sei J < R ein Ideal mit [ ; J.
Es gibt also a € J\ I. Es gilt @ # 0, also gibt es nach Voraussetzung ein
b€ R mit @-b = 1. Dies bedeutet 1 — ab € I, also auch 1 — ab € .J. Wegen
a € J folgt 1 € J, also J = R.

Nun habe I umgekehrt die Eigenschaft aus (b), und es sei @ € R/I mit
@ # 0. Dann gilt I G I + (a) < R, also nach Voraussetzung I + (a) = R.
Insbesondere gilt 1 € I + (a), also gibt es b € R und ¢ € I mit 1 = ¢+ ab.
Dies bedeutet @ - b = 1, also ist @ invertierbar. Damit ist gezeigt, dass R/I
ein Korper ist. a

Ist I < R ein Ideal, dann gibt es genau wie in der Gruppentheorie eine
inklusionserhaltende Bijektion zwischen der Menge der Ideale J<JIR mit I C J
und der Menge der Ideale von R/I. Diese Bijektion ordnet jedem Ideal J <R
mit I C J das Ideal {a + I | a € J} < R/I zu. Die Bijektion iibertragt
Primideale in Primideale und maximale Ideale in maximale Ideale.

Definition 10.6. FEs seien R und S Ringe. Eine Abbildung p: R — S heif§it
ein Homomorphismus, falls fiir alle a,b € R gelten:

(a) pla+Db) = p(a)+ ¢(b),
(b) o(a-b) =p(a)- @(b) und
(c) p(1r) = 1s.

Fiir einen Homomorphismus p: R — S heifit

Kern(p) :={a € R | p(a) =0}

der Kern von ¢. Weiter heifit ¢ ein Isomorphismus, falls ¢ bijektiv ist.
Falls es einen Isomorphismus ¢: R — S gibt, schreiben wir R = S.

Beispiel 10.7. (1) Esseien A ein Ring, S eine Menge, © € S ein fest gewiihltes
Element und R = AS. Dann ist
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po: R A, [ f(2)
ein Homomorphismus. Fiir eine Teilmenge Y C S ist
oy: R—=AY, f fly

(die Einschrénkung auf Y) ein Homomorphismus.
(2) Fiir n € Z ist die Abbildung

©: Z—7Z/(n), a— a+ (n)

ein Homomorphismus mit Kern(y) = (n). In derselben Weise bekommt
man zu jedem Ring R und jedem Ideal I < R einen Homomorphismus

R— R/I.
(3) Fiir jeden Ring R gilt R/(0) = R. q
Wie in der Gruppentheorie gelten fiir einen Homomorphismus ¢: R — S:
Kern(p) < R.

Genau dann ist ¢ injektiv, wenn Kern(p) C {0}.
Das Bild von ¢ ist eine Unterring von S.
R/ Kern(yp) = Bild(¢) (Homomorphiesatz).

Beispiel 10.8. Es seien A ein Ring, Y C S Mengen, R = A° und Iy :=
{f € R| fly = 0}. Wegen des Homomorphismus ¢y in Beispiel 10.7(1) folgt

R/Iy = AY.

N

Proposition 10.9. FEs sei R ein Ring. Dann gibt es genau einen Homomor-
phismus po: Z — R.

Beweis. Falls pg: Z — R ein Homomorphismus ist, muss ¢g(1z) = 1g gelten.
Fiir n € Ny folgt

wo(n) =po(lz+ - +1z) =1p+-- +1p

n mal n mal

und
¢o(—n) =—(1r+ -+ 1g).
n mal
Da auBlerdem ¢((07) = Og gilt, ist ¢ hierdurch eindeutig bestimmt. Umge-

kehrt ist das durch die obigen Gleichungen gegebene ¢y ein Homomorphis-
mus. O

Wegen Proposition 10.9 koénnen wir folgende Definition machen.

Definition 10.10. Es seien R ein Ring und pg: Z — R der eindeutig be-
stimmte Homomorphismus. Da Z ein Hauptidealring ist (siehe Satz 9.13),
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gilt Kern(pg) = (n) mit n € Ng. Dieses n heifit die Charakteristik von R,
geschrieben als n = char(R).
Alternativ kann man die Charakteristik als das kleinste n € Nsg definieren,
fiir das
lg+--+1r=0r
—_——
n mal
gilt, wobei char(R) := 0, falls dies fiir kein n € Nsq eintritt.
Beispiel 10.11. (1) Z und R haben die Charakteristik 0.
(2) Fiir n € Ny gilt char (Z/(n)) = n.
(3) Der Nullring R = {0} hat char(R) = 1. N
Proposition 10.12 (Charakteristik eines Integritéitsbereichs). Ist R ein In-

tegrititsbereich (zum DBeispiel ein Kdrper), so ist char(R) eine Primzahl
oder 0.

Beweis. Wir setzen n := char(R). Der Homomorphiesatz liefert Z/(n) =
©vo(Z) C R, also ist Z/(n) ein Integritéitsbereich. Damit ist (n) ein Primideal,
also ist n nach Beispiel 10.4 eine Primzahl oder 0. O

Wir schliefen den Paragraphen ab mit einem Resultat, das speziell fiir
Ringe von Primzahlcharakteristik gilt.

Satz 10.13 (Der Frobenius-Homomorphismus). Es seien R kommutativ und
p := char(R) eine Primzahl. Dann wird durch

F:R— R, a—adP

ein Homomorphismus gegeben. F heif$t der Frobenius-Homomorphismus.

Beweis. Es ist klar, dass F'(1) = 1, und dass F(a-b) = F(a) - F(b) fiir alle
a,b € R gilt. Es sei ¢g: Z — R der eindeutig bestimmte Homomorphismus.
Fiir a,b € R gilt:

Fla+b)=(a+b)P = iz:@o <©) At

wobei (’;) den Binomialkoeflizienten bezeichnet. Fiir 0 < i < p ist (P) =

3

i!(ppiii)l ein Vielfaches von p, also gilt ¢o ((7)) = 0. Es folgt also F(a +b) =
a? +bP = F(a) + F(b). O
11 Polynomringe

In diesem Abschnitt steht R immer fiir einen kommutativen Ring.
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Wir wollen Polynome mit Koeffizienten in R bilden. Nach dem naiven Po-
lynombegriff sind Polynome Funktionen von einer bestimmten Form. Wenn
wir das Polynom f = z® — z als Polynom mit Koeffizienten in F3 anschau-
en, sechen wir, dass f(0) = f(1) = f(—1) = 0, also miisste f nach diesem
Polynombegriff das Nullpolynom sein. Wir méchten aber auch Elemente aus
grofleren Ringen, beispielsweise dem Matrizenring ]Fg“7 in Polynome einset-
zen konnen. Mit obigem f gilt

((50) = (Bo):

also sollte f doch nicht als Nullpolynom angesehen werden. Ein anderer Poly-
nombegriff ist also gefragt, und dieser wird in folgender Definition festgelegt.
Die Idee ist, dass Polynome durch die Folge ihrer Koeffizienten bestimmt
sind.

Definition 11.1. Die Menge aller Abbildungen No — R (d.h. aller R-
wertiger Folgen) wird mit R[[x]] bezeichnet. Es seien f: Ng — R, i — a;
und g: Ng — R, i — b; zwei Elemente von R[[z]]. Wir definieren

f+9:No—= R, i a;+b; (koeffizientenweise Addition)

und
f-9:Ng—= R, i— Z a; - by. (,Cauchy-Produkt®)
j,k€Ng
mit j+k=i
Mit dieser Addition und Multiplikation heifit R[[z]] der formale Potenz-
reihenring dber R. Die a; heiffen die Koeffizienten von f, und f heifst
ein Polynom, falls hichstens endlich viele Koeffizienten ungleich 0 sind. In
diesem Fall heift
deg(f) := max{i € Ny | a; # 0}

der Grad von f, wobei deg(f) := —oo, falls alle a; gleich 0 sind. Weiter
heifft f konstant, falls deg(f) <0, und normiert, falls aqegy) = 1.

Die Menge aller Polynome heifit der Polynomring tiber R und wird mit
Rlx] bezeichnet. Mit x € R|[[x]] bezeichnen wir das spezielle Polynom, bei dem
1€ Ny auf 1l € R und alle anderen i € Ny auf 0 € R abgebildet werden. Fir
a € R bezeichnen wir das Polynom mit 0 — a und i — 0 firi > 0 mit a. Dies
fiihrt zu keinen Verwechslungen, liefert aber fiir n > deg(f) die Beziehung

n
f=a+ar-c+---+ay- 2" = E a;x’.
i=0

Von nun an werden Polynome nur noch in dieser Form geschrieben, und
formale Potenzreihen werden (symbolisch) als > ;- a;x" geschrieben.
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Es ist leicht zu sehen, dass R][[z]] ein kommutativer Ring ist (der Nachweis
des Assoziativgesetzes der Multiplikation erfordert als einziges etwas Arbeit),
und dass R[z] ein Unterring ist. Die Abbildung R — R]z], die jedem a € R
das konstante Polynom a zuordnet, ist ein injektiver Homomorphismus, der
es uns ermoglicht, R als Unterring von R[x] aufzufassen. Man sieht auch
leicht, dass fiir einen Integritédtsbereich R auch R[[z]] und somit auch R[x]
Integritétsbereiche sind, und dass gelten:

R[z]* = R* und RJz]]* = {iaixi | ap € RX}.

Definition 11.2. Es seien f = Y. (a;,z' € R[z] und S ein Ring, so dass
R C S ein Unterring ist. (S muss nicht kommutativ sein.) Fir o € S heifft

fla) = Zaiof €S
i=0

die Auswertung von f bei a, und o heifit eine Nullstelle von f, falls
f(a) =0.

Anmerkung. Falls (mit der Notation von Definition 11.2) R im Zentrum
von S liegt, d.h. r-s=s-r fiir alle r € R und s € 5, so liefert

Rlz] = 8% f fs mit fs: S =S, ar f(a)

einen Homomorphismus. Dieser ordnet jedem Polynom seine Polynomfunkti-
on zu. <

Zusétzlich zu Addition, Multiplikation und Auswerten liefert der folgende
Satz eine weitere Operation, die mit Polynomen durchfiihrbar ist.

Satz 11.3 (Division mit Rest). Es seien f,g € R[z], wobei g = > . a;z"
mit a, € R* und auflerdem R # {0}. Dann gibt es Polynome q,r € R[x] mit

f=q-g+r wund deg(r)< deg(g).

Beweis. Wir schreiben f = 2210 b;z* mit b; € R und benutzen Induktion
nach m. Im Fall m < n stimmt der Satz mit ¢ = 0 und r = f. Falls m > n,
bilden wir

f:: f- a;lbmxm_” - g.
Dann gilt f = 227501 c;x' mit ¢; € R. Nach Induktion gibt es ¢,r € R[x] mit

f=¢q¢-g+r und deg(r)< deg(g).

Es folgt

f=rf+a, bpa™ " g=(7+a, bpz™ ") g+

=:q
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O

Satz 11.4. Es seien R ein Integrititsbereich, f € R[x] und n = deg(f) > 0.
Dann hat f hochstens n Nullstellen (in R).

Beweis. Wir benutzen Induktion nach n. Im Fall n = 0 ist f # 0 konstant,
hat also keine Nullstellen. Wir konnen also n > 0 und die Existenz einer
Nullstelle o € R voraussetzen. Division mit Rest liefert

f=a (@—a)+r
mit ¢, € R[z] und deg(r) < 1, also ist r konstant. Auswerten bei « liefert
0=g(a)-(@a—a)+r(e)=r,
also

f=q (z—a). (11.1)
Falls 8 € R eine Nullstelle von f mit 8 # « ist, so folgt

0=r(B)=aqB)-(B-a),

wegen der Nullteilerfreiheit von R also ¢(8) = 0. Aus (11.1) folgt deg(q) =
n — 1, also hat ¢ nach Induktion hochstens n — 1 Nullstellen. Es folgt die
Behauptung. a

Das folgende Beispiel zeigt, dass auf die Voraussetzung, dass R ein Inte-
gritatsbereich sei, nicht verzichtet werden kann.
Beispiel 11.5. Mit R = Z/(8) hat das Polynom f = 22 — 1 die Nullstellen T,
3,5 und 7. 4
Aus Satz 11.4 ziehen wir eine interessante Folgerung tiber Einheitengrup-
pen R*.

Satz 11.6. FEs seien R ein Integrititsbereich und G C R* eine endliche
Untergruppe. Dann ist G zyklisch.

Beweis. Mit e := exp(G) ist jedes a € G eine Nullstelle des Polynoms
x¢ — 1 € R[z], aus Satz 11.4 folgt also |G| < e. Da G abelsch ist, folgt
aus Beispiel 7.8(2) die Existenz von a € G mit ord(a) = e. Wir erhalten
G = {(a). O

Korollar 11.7 (Einheitengruppen in endlichen Koérpern). Ist K ein endli-
cher Korper, so ist K* zyklisch. Insbesondere gilt

FX =7, ,

In einem endlichen Koérper K heifit ein a € K* eine Primitivwurzel,
falls K* = (a).
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Beispiel 11.8. (1) Es gilt F¥ = Zs. Wir suchen eine Primitivwurzel. Die
Ordnung von 2 € F7 ist 3, und die Ordnung von 3 ist 6, da 3% = 2. Also
ist 3 eine Primitivwurzel. Eine weitere ist 5.

(2) 2> ={1,—1} = Z, ist zyklisch.

(3) Fiir R =7/(8) gilt R* = {1,3,5,7} & Zyx Z3. R* ist also nicht zyklisch.

(4) Q* ist nicht zyklisch. N

Wir kénnen nun die Liicke schlieflen, die wir bei der Analyse der Gruppen

der Ordnung pq 1n Abschnitt 6 gelassen haben. Dort wurde behauptet, dass

die k € F), mit k' =1 eine zyklische Gruppe der Ordnung ¢ bilden, wobei

p=1 mod g vorausgesetzt wurde (siehe Seite 32). In der Tat folgt aus

FY = Z,_1, dass fiir jeden Teiler n € N von p — 1 die Elemente @ € [}, mit

@™ =1 eine zyklische Gruppe der Ordnung n bilden.

Satz 11.9 (Interpolationspolynome). Es seien K ein Korper, ag, ..., oy €
K paarweise verschieden und By, ..., Bn € K beliebig. Dann existiert genau
ein Polynom f € K[x] mit deg(f) < n und f(a;) = B; firi=0,...,n
Beweis. Fiir die Polynome
T — Oy .
= —_— efo,...,
e | L UL R CIRRO)
J€{0,...,nP\ {4}

gelten deg(f;) = n und

1 fallsi=j
i i :(51: ’ ., 7 €40,..., .
filay) ¥ {0 sonst (4,5 €{ n})

Also liefert f:=3"" B f; das Gewiinschte. Ist g € K[z] ein weiteres solches
Polynom, so hat f — g mindestens n + 1 Nullstellen, also f — g = 0 wegen
Satz 11.4. a

Bisher haben wir nur den univariaten Polynomring R[x] betrachtet. Zum
Abschluss des Abschnitts beschéftigen wir uns noch mit multivariaten Poly-

nomringen R[x1,...,x,]. Diese lassen sich rekursiv definieren als Polynom-
ring iiber R[z1,...,2,_1]:
Rlxy,...,zn] = (R[z1, ..., 2n-1]) [xn]

Alternativ kann man sie definieren als einen Spezialfall von sogenannten Mo-
noidringen, die wir nun einfiihren.

Definition 11.10. Es sei G ein Monoid. Auf der Menge
RG :={f: G— R| f(0) #0 fiir hichstens endlich viele o € G}

definieren wir eine Addition und Multiplikation, indem wir fir f,g € RG
setzen:
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f+9:G—= R, c— f(o)+g(o)

und

fr9:G=R, o > f(r)gp)-

T,0€G
mit T-p=o

(Man beachte, dass in der obigen Summe hdchstens endlich viele Summanden
# 0 sind.) RG heifit der Monoidring von G (iber R). Falls G eine Gruppe
ist, heiffit RG der Gruppenring.

Man rechnet leicht nach, dass RG ein Ring ist. Er ist genau dann kommu-
tativ, wenn G abelsch ist (oder wenn R = {0}). Vermoge der Einbettungen

falls o =
R— RG, a— f, mit fa:G%R,aHa.amz{a s o=t
’ 0 sonst

und

1 falls o =
G = RG, 7+ f» mit fT:G—>R,U»—>50,T={ aso=T
0 sonst

konnen wir R und G als Teilmengen von RG auffassen. Damit erhalten wir
fiir f € RG die Darstellung

f = Z ao’ : U?
oeG
wobei a, = f(0) € R.
Beispiel 11.11. (1) Fiir G = Ny (mit der natiirlichen Addition) erhalten wir

RG = RJz].

(2) Fir G = Ng x --- x Ny (n-faches kartesisches Produkt mit kompo-
nentenweiser Addition) liefert RG die oben angekiindigte alternative
Definition des multivariaten Polynomrings. Mit der Schreibweise z; =
0,...,0,1,0,...,0) € N} (mit der 1 in der i-ten Komponente) lidsst sich
jedes Element f € RG schreiben als

— . . . l]‘ RS i
f= § Aiy,.yin L7 Ty
i1,eonrin€No

mit a;, ..., € R, wobei hochstens endlich viele der a;, . ;
sind.
(3) Fir G = Z sel x € G ein Erzeuger. Dann lésst sich jedes f € RG

schreiben als
N
f= g a;x’
i=—N

ungleich 0

n
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mit N € N und a; € R. RG heif}t der Ring der Laurent-Polynome und
wird mit R[z,x~!] bezeichnet.

(4) Fir G = (0) @ Zy ist RG = R- 1 & R -0 mit 0 = «, also RG =
R[z]/(2* —1). Die Gleichung (0 —1)(c+1) = 0 zeigt, dass RG auch dann
Nullteiler hat, wenn R ein Integritétsbereich ist. N

12 Quotientenkorper

In diesem Abschnitt wollen wir einen Ring zu einem Ko&rper machen. Als
Modell dient der Ubergang von Z zu Q. Wir haben Q = {% | r,s € Z, s # 0},
und fiir {+ und 2 € Q gilt:

! T2
—_— = — <<= SaT1 = S1T2.
S1 52

Dies motiviert die Einfithrung einer Relation, von der wir nachweisen, dass
sie eine Aquivalenzrelation ist:

Lemma 12.1. Es sei R ein Integrititsbereich. Fir (r1,s1), (r2,s2) € R X
(R\ {0}) schreiben wir

(ri,81) ~ (r2,82), falls sory = sira.
Durch ,~“ wird eine Aquivalenzrelation auf R x (R \ {0}) definiert.

Beweis. Die Reflexivitéit und Symmetrie von ,,~*“ sind klar. Zum Beweis der
Transitivitéit seien (r1,s1), (1, s2),(r3, s3) € R x (R\ {0}) mit sory = s179
und s3re = Sor3. Dann folgt

528371 = 838211 = 838172 = 518372 = S152T3 = 525173,
also sg (8371 — s173) = 0. Wegen so # 0 und der Nullteilerfreiheit von R folgt
8311 = 8173, also (r1,s1) ~ (13, 83). O
Beispiel 12.2. Ohne die Voraussetzung, dass R ein Integritdtsbereich ist,
wire Lemma 12.1 falsch. Beispielsweise gilt in Z/(4):
(1,1) ~ (2,2) und (2,2) ~(0,2), aber nicht (1,1) ~ (0,2).

<

Auch die Addition und die Multiplikation in folgender Definition wird
durch den Ubergang von Z zu Q motiviert.

Definition 12.3. Es sei R ein Integrititsbereich. Mut Quot(R) bezeichnen
wir die Menge der Aquivalengklassen beziiglich der Relation ,~“ aus Lem-
ma 12.1. Wir schreiben die Aquivalenzklassen als Briiche, d.h. fiir r,s € R
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- - e T e T1 T2 ; 1
mit s # 0 schreiben wir % := [(r, s)]~. Fir &, 72 € Quot(R) definieren wir
e, T2 Sa11 + 5172 LT T1T2
—4+ === und — —:=—.

S1 S92 5152 S1  S2 S182

Versehen mit dieser Addition und Multiplikation heiffit Quot(R) der Quoti-
entenkdrper von R.

Zu dieser Definition ist zunichst nachzuweisen, dass die Addition und die
Multiplikation auf Quot(R) wohldefiniert sind, d.h. unabhingig von der Wahl
der Klassenvertreter. Dies geschieht durch Rechnungen, die wir hier weglas-
sen. Als niichstes kann man nachrechnen, dass Quot(R) ein kommutativer
Ring ist. Das Nullelement ist %, und das Einselement ist % Auflerdem sieht
man, dass es zu jedem % mit 7 # 0 ein Inverses gibt, némlich 2. Damit ist
Quot(R) in der Tat ein Korper.

Wir haben einen injektiven Homomorphismus
r
e: R — Quot(R), r — T

der es uns erlaubt, R als Unterring von Quot(R) aufzufassen.

Beispiel 12.4. (1) Quot(Z) = Q.
(2) Es sei K ein Korper. Dann heifit

Quot (Kla) = {2 | .9 € Klal. g 2 0} = K(a)

der rationale Funktionenko6rper iiber K.
(3) Falls K ein Korper ist, gilt Quot(K) = K. <

Anmerkung. Die Bildung des Quotientenkorpers ist ein Spezialfall des all-
gemeineren Prinzips der Lokalisation: Fiir einen kommutativen Ring R und
ein (multiplikatives) Untermonoid S C R wird S™!R so definiert, dass die
Elemente aus S invertierbar werden. Genauer definiert man auf R x S eine
Relation ,,~* durch

(r1,81) ~ (re,82) <= esgibt s€S mit ssary = ss172.

Nun kann man nachpriifen, dass ,~“ eine Aquivalenzrelation ist, und man
kann der Faktormenge S™'!R = (R x S)/~ wie in Definition 12.3 eine
Ringstruktur geben.

Typische Beispiele fiir Untermonoide S C R sind S = {a’ | i € No} mit
a € Rund S =R\ P mit P C R ein Primideal. <
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13 Teilbarkeit und Primzerlegung

Wiéhrend des gesamten Abschnitts steht R fiir einen Integritéitsbereich. Wir
verallgemeinern einige fiir die Arithmetik von Z bekannte Begriffe.

Definition 13.1. FEs seien a,b € R.

(a) Die Sprechweise ,a teilt b“ (Schreibweise: a | b) bedeutet, dass es ¢ € R
gibt mit b = c- a.

(b) Falls a|b undb|a, so heiffen a und b assoziiert (Schreibweise: a ~b.)
Hierzu gleichbedeutend sind die Bedingungen b = ¢-a mit ¢ € R* und
(a) = (b). Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation.

(¢) Wir nennen a irreduzibel, falls a # 0, a ¢ R*, und fiir alle b,c € R
mit a =0b-c gilt: b~ a oder c ~ a.

(d) Wir nennen a ein Primelement, falls a # 0, a ¢ R*, und fiir alle
bce Rmita| (b-c) gilt: a | b oder a | c. Hierzu gleichbedeutend ist die
Bedingung, dass das Hauptideal (a) ein Primideal ist. Es ist klar, dass
jedes Primelement irreduzibel ist.

(e) Wir sagen, dass R die Eigenschaft F1 hat, falls es fiir jedes a € R mit
a # 0 und a ¢ R* irreduzible Elemente pi,...,p, € R gibt mit a =
p1 - pr. (Achtung: dies ist nicht allgemein gingige Sprechweise!)

(f) R heifit faktoriell (auch: Ring mit eindeutiger Primzerlegung), falls R
die Figenschaft F'1 hat und jedes irreduzible Element von R ein Primele-
ment 1st.

Beispiel 13.2. Wir betrachten den formalen Potenzreihenring R = KJ[x]
iiber einem Korper K. Fiir 0 # f = Y ;o a;a" € R schreiben wir subdeg(f) :=
min{i € Ny | a; # 0}. Weil f genau dann eine Einheit ist, wenn ag # 0 gilt,
folgt

f ~ xsubdeg(f).

Mit subdeg(0) := oo gelten also fiir f,g € R:
flg <= subdeg(f) < subdeg(g)

und
f~g <= subdeg(f)=subdeg(g).

Wegen subdeg(fg) = subdeg(f) + subdeg(g) gilt
f ist irreduzibel <= subdeg(f) =1 <= f ist Primelement.

Es folgt, dass R faktoriell ist. <

In Beispiel 13.4 werden wir einen nicht faktoriellen Ring kennenlernen.
Die folgende Proposition liefert eine dquivalente Formulierung von Definiti-
on 13.1(f).

Proposition 13.3 (Charakterisierung von faktoriellen Ringen). R erfiille F1.
Dann sind dquivalent:
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(a) R ist faktoriell.
(b) Fir irreduzible Elemente p1,...,pr,q1,--.,qs € R mit

PioPr =1 gs

gilt r = s, und es gibt eine Permutation m € Sy, so dass firi=1,...,r
gilt:
qi ~ Pr(i)-

Beweis. Wir setzen zunichst (a) voraus und benutzen Induktion nach r fiir
den Nachweis von (b). Fiir r = 1 folgt aus der Irreduzibilitidt von p; sofort
s =1 und p; = ¢;. Fiir » > 2 ist p; ein Teiler des Produkts ¢; - - - g5, wegen
der Primelementeigenschaft von p; gibt es also ein ¢ mit p; | ¢;. Wegen der
Irreduzibilitdt von ¢; folgt

¢ =e-p1 mit ec€ R*.

Wir kénnen p; durch ¢; und p, durch e !p, ersetzen. Wegen der Nullteiler-
freiheit von R folgt

P2-Pr=4q1""-qi—14i+1 """ (gs-

Hieraus folgt (b) per Induktion.
Nun setzen wir (b) voraus und zeigen (a). Fiir a,b,¢,p € R mit

C'p:a'b

und p irreduzibel miissen wir p | a oder p | b zeigen. Dies folgt sofort, falls a,
b oder ¢ in R* U {0} liegt. Andernfalls erhalten wir zwei Zerlegungen in
irreduzible Faktoren:

(Zerlegung von a) - (Zerlegung von b) = p - (Zerlegung von c),

nach Voraussetzung ist p assoziiert zu einem irreduziblen Faktor von a oder b,
also p | a oder p | b. O

Beispiel 13.4. Wir betrachten den Ring
R=7Z[V=5]:={a+b/=5|a,be Z} CC.
Die sogenannte Norm, also die Abbildung
N: R—=7Z, a+b/=5 (a+by=5)(a—bv/—=5) = a® + 5b°

ist multiplikativ. Dies benutzen wir, um zu zeigen, dass 2 € R irreduzi-
bel ist. Ist ndmlich 2 = z;z5 mit z; € R, so folgt 4 = N(z1) - N(z2), also
N(z;) € {1,2,4}. Aber N(z;) = 2 ist wegen der speziellen Gestalt der Norm
unmoglich. Also hat eines der z; Norm 1, und es folgt z; € R*. Der andere



Teilbarkeit und Primzerlegung 61

Faktor ist also zu 2 assoziiert. Auf der anderen Seite ist 2 kein Primelement,
denn 2 teilt 6 = (1 +/=5) - (1 — v/=5), aber 2 teilt keinen der Faktoren. R
ist also nicht faktoriell.

Man gewinnt aus der obigen Betrachtung auch ein sehr instruktives Bei-
spiel fiir eine nicht eindeutige Zerlegung in irreduzible Elemente:

2-3=(14++v=5)-(1-+v=5)

Ringe von dieser Art werden in der algebraischen Zahlentheorie betrachtet.
q

Unser néchstes Ziel ist es zu zeigen, dass jeder Hauptidealring faktoriell
ist.

Lemma 13.5. Es seien R ein Hauptidealring und I, Is, Is, . . . R eine Folge
von Idealen mit I; C I; 1 fiir alle i. Dann gibt es ein n € N, so dass I; = I,
fiir i > n gilt.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass die Vereinigungsmenge I := (J,cy [; ein
Ideal ist. Zu a,b € I gibt es4,j € Nmit a € I; und b € I,;. Mit k := max{i, j}
folgt a,b € I, also a + b € I}, und damit a + b € I. Auflerdem gilt fiir r € R:
raecl; ClI.

Da R ein Hauptidealring ist, gilt I = (a) mit a € I, also a € I, fiir ein
n € N. Fur ¢ > n folgt

also Gleichheit. a

Ein Ring, der die Eigenschaft von Lemma 13.5 erfiillt, heifit ein Noether-
scher Ring. Noethersche Ringe spielen in der kommutativen Algebra (d.h.
der Theorie der kommutativen Ringe) eine wichtige Rolle.

Lemma 13.6. Jeder Hauptidealring erfullt die Figenschaft F1.

Beweis. Es sei R ein Hauptidealring. Aus Lemma 13.5 folgt, das jede nicht-
leere Menge von Idealen von R ein (beziiglich der Teilmengenrelation) ma-
ximales Element hat. Unter der Annahme, dass R die Eigenschaft F1 nicht
erfiillt, ist die Menge

A:={(a) |0# a € R\ R*,a ist nicht Produkt von irreduziblen Elementen }

nicht leer, hat also ein maximales Element (a). Wegen (a) € A ist 0 # a €
R\ R*, und a ist nicht irreduzibel, also a = b- ¢ mit b % a und ¢ # a. Es
folgt (a) & (b) und (a) G (c), also liegen (b) und (c) wegen der Maximalitéit
von (a) nicht in A. Folglich sind b und ¢ und damit auch a Produkte von
irreduziblen Elementen, im Widerspruch zu (a) € A. Damit ist der Beweis

erbracht. O
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Satz 13.7. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jedes irreduzible Element p € R eines
Hauptidealrings ein Primelement ist. Wegen p ¢ R* ist I := (p) # R. Es
sei I G J <9 R. Dann gilt J = (a) mit a | p und a o p, also folgt a € R* aus
der Irreduzibilitéit von p. Wir erhalten J = R. Dies zeigt, dass I = (p) ein
maximales Ideal ist, also auch ein Primideal. Es folgt die Behauptung. a

Wir definieren nun euklidische Ringe als Ringe, in denen es in folgendem
Sinne eine Division mit Rest gibt.

Definition 13.8. R heifit euklidisch, falls es eine Funktion §: R — Ny
gibt, so dass fiir alle a,b € R mit b # 0 Elemente q,r € R existieren mit

a=q-b+r und 0(r)<db).

Beispiel 13.9. (1) R =Z mit 6(a) = |al ist euklidisch.
(2) Es sei K ein Korper und R = K|[z] der Polynomring. Wegen Satz 11.3
ist R mit

5: R — Ny, f»—){geg(f)+1 falls f # 0,

sonst
ein euklidischer Ring.
(3) Jeder Kérper K wird mit der Funktion
1 fall 0
5: K — Ny, ai—>{ alls a 0,
0 sonst

ein euklidischer Ring. Fiir a,b € K mit b # 0 kann man ¢ = a/b und
r = 0 nehmen.

(4) R=1ZJi] :={a+bi|a,be Z} C C ist ein euklidischer Ring. Wir stellen
dies als Ubungsaufgabe. Z[i] heifit auch der Ring der Gaufschen ganzen
Zahlen. <

Satz 13.10. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis. Es sei I < R ein Ideal in einem euklidischen Ring. Wir kénnen I #
{0} annehmen, da I = (0) ohnehin ein Hauptideal ist. Dann existiert ein
b € I\ {0}, so dass §(b) minimal wird. Wir behaupten I = (b). Fiir den
Nachweis sei a € I. Es gibt ¢,r € R mit

a=q-b+r und 6(r) < ).

Wegen r = a — ¢ - b € I folgt aus der Minimalitét von 6(b), dass r = 0 gelten
muss. Also a = ¢ - b € (b) wie behauptet. O

Korollar 13.11. (a) Z ist faktoriell.
(b) Jeder Polynomring K|x] iiber einem Kérper ist faktoriell.
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Im ersten Teil der Vorlesung haben wir die eindeutige Primzerlegung in Z
naiv benutzt. Dies ist hiermit gerechtfertigt.

Fiir den Rest des Abschnitts seien R ein faktorieller Ring und K =
Quot(R) sein Quotientenkorper. Ist p € R ein Primelement, so ist auch jedes
zu p assoziierte Element ein Primelement. Da Assoziiertheit eine Aquivalenz-
relation ist, konnen wir ein Vertretersystem Pr der Assoziiertheitsklassen von
Primelementen wihlen. Dann hat jedes a € R\ {0} eine eindeutige Darstel-

lung als
a = aO . H pep
pEPR

mit ap € R* und e, € Ny, wobei hichstens endlich viele e, positiv sind.
Beispiel 13.12. (1) Fir R =7 ist

Pz := {p € N | p ist Primzahl}

eine naheliegende Wahl.
(2) Fir R = k[z] (mit k ein Korper) ist

Pz := {f € k[z] | f ist irreduzibel und normiert }

eine naheliegende Wahl. N

Nachdem wir Pr gewéhlt haben, kénnen wir einen eindeutigen gréfiten

gemeinsamen Teiler (ggT) definieren, indem wir fiir a = ag - HpePR pf? und
b="bo [Lcp, pr definieren:

geT(a,b) := ] pmntersol.
pEPR

Weiter setzen wir ggT(a,0) = ggT(0,a) := [[,cp, p* und ggT(0,0) := 0
Falls ggT(a,b) = 1, so heilen a und b teilerfremd. Fir aq,...,a, € R
definieren wir rekursiv

ggT(a1,...,an) = ggT (a1, 28T (az, ..., an)).

Es ist klar, dass der ggT alle a; teilt, aber umgekehrt ein Vielfaches von
jedem gemeinsamen Teiler der a; ist. Durch diese beiden Eigenschaften wird
der ggT bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt. Es diirfte klar sein, dass
man auf ganz dhnliche Weise auch ein kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV)
definieren kann.

Abgesehen davon, dass der ggT an sich interessant ist, werden wir ihn nun
benutzen, um zu zeigen, dass mit R auch der Polynomring R]x] faktoriell ist.

Definition 13.13. Es sei f = . ,a;z" € Rz] ein Polynom.
(a) Der Inhalt von f ist

e(f) :=geT(ag,...,an).
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(b) Wir nennen f primitiv, falls ¢(f) = 1.
(c) Falls f #0, heifst

der primitive Teil von f.
Lemma 13.14 (Gauflisches Lemma). Sind f,g € R[z] primitiv, so auch f-g.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass kein p € Pg ein Teiler von ¢(f - g) ist. Das
ist gleichbedeutend mit pt (f - g). Wir betrachten den Homomorphismus

¢: Rla) > (R/0) o], Y aia' = 3 (ai+ () "

Da f und g primitiv sind, sind ¢(f) und ¢(g) ungleich Null. Also ist auch
o(f-9) = e(f) - olg) # 0,

weil (R/(p)) [x] ein Integritdtsbereich ist. Dies bedeutet aber pt (f-g). O

Wir erinnern an die Bezeichnung K = Quot(R).

Definition 13.15. Es sei f € K[z]. Wir wdihlen ein a € R, welches ein
Produkt von Elementen aus Pg ist, so dass a- f € R[z]. (Man kénnte a als
einen gemeinsamen Nenner der Koeffizienten von f bezeichnen.) Dann ist

der Inhalt von f.

Die folgende Proposition garantiert unter anderem die Unabhéngigkeit der
obigen Definition von der Auswahl von a.

Proposition 13.16. Es sei f € K[x].

(a) Die Definition von ¢(f) hingt nicht von der Wahl von a ab.
(b) Genau dann gilt f € R[z], wenn c(f) € R.
(c¢) Falls f #0, so ist

f

p(f):=—= € Rz

()= < Rl
primitiv.

(d) Ist g € K[x] ein weiteres Polynom, so gilt

c(f-g) =c(f) - c(g)

Beweis. (a) Es sei b € R eine alternative Wahl fiir a. Dann gilt

a-c(bf) =c(abf) =0b-c(af),
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also

was zu zeigen war.

(b) Falls f € R[z], kann man a = 1 wihlen, also ¢(f) € R. Ist umgekehrt
c(f) € R, so ist a ein Teiler von c(a - f). Also teilt a alle Koeffizienten
von af und damit af selbst. Es folgt f = % € RJx].

(c) Aus

_ Jea

c(af)

p(f)

folgt p(f) € R[x] primitiv.
(d) Wir kénnen schreiben

f=c(f) p(f) und g=c(g)-plg),

also fg = c(f)c(g) - p(f)p(g) und

Da wegen (c) und Lemma 13.14 das Produkt p(f)p(g) primitiv ist, folgt

die Behauptung. O

Falls a € R ein irreduzibles Element ist, bleibt es im Allgemeinen nicht

irreduzibel, wenn man es als Element eines grofleren Rings betrachtet. Hieraus
ergibt sich die Brisanz des folgenden Satzes.

Satz 13.17. Ein primitives Polynom f € Rx] ist genau dann irreduzibel als
Element von K|[z], wenn es als Element von R[z] irreduzibel ist.

Beweis. Zunichst sei f als Element von K[x] irreduzibel. Dann ist f jeden-
falls nicht konstant. Zum Nachweis der Irreduzibilitit in R[x] sei f = g-h
mit g,h € R[z]. Nach Voraussetzung liegt g oder h in K[z]* = K*, wir
koénnen also h = a € K annehmen, wegen h € R[x] also a € R. Mit Proposi-
tion 13.16(d) erhalten wir

L=c(f) = c(g) - c(h) ~ a-cg),

also a € R*, und es folgt h € R[z]*. Damit ist f irreduzibel in R[x].

Nun sei umgekehrt f irreduzibel in R[z]. Dann ist f nicht konstant, denn
sonst lige es wegen der Primitivitdt in R*. Es sel f = g - h mit g,h € K[x].
Wegen ¢(g) - c(h) = c(f) = 1 folgt

p(g) -p(h)=g-h=f.

Weil die primitiven Teile in R|x] liegen, folgt aus der Voraussetzung p(g) €
R[z]* oder p(h) € R[z]*. Also ist g oder h konstant, was zu zeigen war. O
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Beispiel 15.18. Das Polynom f = 23 —x—1 € Z[z] ist irreduzibel, denn sonst
gibe es einen Teiler von der Form ax — b mit a,b € Z, und dann miissten a
und b Einheiten sein. Aber f(£1) # 0. Aus Satz 13.17 folgt, dass f auch in
Q[z] irreduzibel ist. q

Wir kénnen nun den angekiindigten Satz beweisen, dass mit R auch R[x]
faktoriell ist.

Satz 13.19. Ist R ein faktorieller Ring, so ist auch R[x] faktoriell.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass R[z] die Eigenschaft F1 erfiillt. Nach Vor-
aussetzung ist jedes konstante Polynom # 0 Produkt von Primelementen aus
R. Fiir f € R[z] \ R gilt

c(f)=pi-pr

mit p; € Pr (wobei r = 0, falls ¢(f) = 1). Wegen Korollar 13.11(b) haben
wir auflerdem eine Zerlegung

p(f) = fur- fs

mit f; € Klz] irreduzibel. Mit Proposition 13.16(d) erhalten wir p(f) =
p(f1) - p(fs), also konnen wir voraussetzen, dass die f; in R[x| liegen und
primitiv sind. Wegen Satz 13.17 sind die f; auch in R[z] irreduzibel. Insgesamt
liefert

f=p1-pr-fioo fs

eine Zerlegung als Produkt von irreduziblen Elementen.

Es bleibt zu zeigen, dass jedes irreduzible Polynom f € R[z] ein Primele-
ment ist. Es gelte also f | (gh) mit g, h € R[z]. Wir betrachten zunéchst den
Fall, dass f konstant ist und machen das durch die Umbenennung f =:p € R
sichtbar. Aus p | (gh) folgt p | c(gh) = c(g)e(h). Da R faktoriell ist, teilt p
einen der beiden Inhalte, etwa p | ¢(g). Hieraus folgt aber p | g.

Nun betrachten wir den verbleibenden Fall, dass f nicht konstant ist. Aus
der Faktorisierung f = ¢(f)p(f) folgt wegen der Irreduzibilitit c(f) = 1.
Nach Satz 13.17 ist f also in K[z] irreduzibel. Weil K|[z] faktoriell ist, ist f
also ein Teiler von g oder h in K(z|, etwa f | g. Wir erhalten g/f € Klx].
Wegen

e(g/f) = elg)/ef) = clg) € R

liefert Proposition 13.16(b), dass ¢g/f in R[z] liegt, also ist f auch in R[X]
ein Teiler von g. Damit ist gezeigt, dass f in beiden Féllen ein Primelement
ist. a

Korollar 13.20. (a) Der Polynomring Z[x] ist faktoriell.
(b) Fiir einen Kérper K ist der multivariate Polynomring K[z1,...,x,)] fak-
toriell.

Wir haben uns folgende Hierarchie von Eigenschaften eines kommutativen
Rings R erarbeitet:
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R Korper = R euklidisch = R Hauptidealring
= R faktoriell = R Integritétsbereich.

Zum Abschluss dieses Abschnittes besprechen wir das Verfahren wvon
Kronecker zur Faktorisierung von Polynomen. Gegeben sei ein Polynom
f € RJx] iiber einem Ring R von positivem Grad. Wir setzen voraus, dass R
faktoriell ist und |R*| endlich. Dies ist erfiillt fiir R = Z oder fiir Polynom-
ringe iiber Z. Wegen Satz 13.17 ist das Verfahren auch auf Polynome iiber
Quot(R), also beispielsweise iiber Q, anwendbar. Gesucht ist ein Polynom
g9 € Rlz] mit g | f und deg(g) < [ deg(f)] =: s.

Falls R endlich ist, gibt es hochstens |R|*T! Polynome vom Grad < s,
die man alle durchprobieren kann. Wir kénnen also voraussetzen, dass R
unendlich ist.

Wir wihlen paarweise verschiedene , Stiitzstellen“ ag,...,as € R. Ist
f(a;) = 0 fiir eines der a;, so ist mit ¢ = = — a; bereits ein Teiler von f
gefunden. Wir kénnen also ab jetzt f(a;) # 0 fiir alle ¢ voraussetzen. Falls g
ein Teiler von f ist, so sind die g(a;) auch Teiler von f(a;). Auerdem ist g
durch die Werte g(a;) nach Satz 11.9 eindeutig bestimmt. Wegen |R*| < oo
sind die Mengen

T :={be R|bteilt f(a;)} (i=0,...,s)

endlich. Fiir jedes (b, ...,bs) € Ty X - - - x Ty konnen wir also nach Satz 11.9
das Interpolationspolynom g € Klx] mit g(a;) = b; und deg(g) < s bilden
(wobei K = Quot(R)). Dann testen wir, ob die Koeffizienten von g in R
liegen, ob g eine Einheit ist, und schliefllich, ob es ein Teiler von f ist.

Falls nach Durchlaufen von Ty x --- x T kein Teiler von f gefunden ist,
ist die Irreduzibilitéit von f nachgewiesen.

Beispiel 13.21. Wir betrachten f = x5+24+1 € Z[r] und withlen Stiitzstellen
—1,0,1. Die Werte von f sind 1,1, 3, also

To=T1={1,-1} und Tp=1{1,-1,3,-3}.
Allgemein hat das Interpolationspolynom die Form

b

Gbo,b1,b2 = ?0( 2 - ‘T) - bl(zZ - 1) +

b

5 (27 +7)

Wir kénnen immer by = 1 wéhlen, da wir andernfalls g durch —g ersetzen
konnen.

Fir (bo, b1,b2) = (1,1,1) ergibt sich g = 1, eine Einheit. Fiir (bg, b1, b2) =
(1,1, —1) ergibt sich ¢ = —2% — x + 1, welches kein Teiler von f ist. Fiir
(bo,b1,b2) = (1,1,3) ergibt sich g = 22 + 2 + 1. Der Test auf Teilbarkeit
liefert

f=@E+z+ 1)@ -z +1),

womit eine Faktorisierung von f gefunden ist. <
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14 Resultante und Diskriminante

In diesem Abschnitt ist K ein Korper.
Das folgende Lemma (und danach auch der Satz 14.3) geben Kriterien,
wann zwei Polynome f, g € K|[z] teilerfremd sind.

Lemma 14.1. Zwei Polynome f,g € Klz]\ {0} sind genau dann nicht tei-
lerfremd, wenn es s,t € K[z]\{0} gibt mit s- f+t-g = 0 und deg(s) < deg(g),
deg(t) < deg(f).

Beweis. Wir schreiben h = ggT(f,g). Im Falle h # 1 wird die Bedingung
durch s := g/h und ¢t = —f/h erfiillt.

Umgekehrt seien » = 1 und s,¢ € K[z] \ {0} mit s- f +¢-¢g = 0. Dann
ist f ein Teiler von ¢ - g und damit auch von ¢. Es folgt deg(t) > deg(f). O

Wir kénnen Lemma 14.1 auch folgendermafien formulieren: Fiir £ € Ny
betrachten wir den k-dimensionalen Vektorraum

Py = {h € K[a] | deg(h) < K},
und mit n := deg(f), m := deg(g) bilden wir
©f.g: P @ Pp = Poym, (s,t)—=s-f+t-g.
Dann sagt Lemma 14.1:
ggT(f,g) =1 <= ¢y, ist injektiv. (14.1)

Um eine Darstellungsmatrix von ¢y, zu bekommen, schreiben wir f

S gaixt, g => 1", bz’ und wihlen fiir P, die (geordnete) Basis © x
Dann lautet die gesuchte Darstellungsmatrix
an o --- 0 b, 0
An1 Gn - bme1
Coap_1 - 0 T by
S = a " an b b1 | € K mmxm),
0 ag an—1 bo
: R b1
0 - 0 a 0 bo

wobei der (linke) Block mit den a;-Koeffizienten m Spalten umfasst und der
(rechte) mit den b;-Koeffizienten n Spalten. Man nennt S(f, g) die Sylvester-
Matriz von f und g.

k—1 k-2
y 5.

.o, 1.
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Definition 14.2. Es seien R ein kommutativer Ring und f,g € R[z]\ {0}.
Dann heifst

res(f, g) :=det (5(f,9)) € R

die Resultante von f und g. Falls f € R konstant ist, ergibt sich al-
so res(f,g) = f3809) wund entsprechend fiir g konstant. Weiter setzen wir
res(f,0) =res(0,g) := 0.

Aus (14.1) ergibt sich:

Satz 14.3. Zwei Polynome f,g € K[z] sind genau dann teilerfremd, wenn

res(f,g) # 0.
Quantitativ gilt der folgende Satz:

Satz 14.4 (Produktdarstellung der Resultante). Es seien f,g € Kl[z| mit
f= H?:1($ —«;), a; € K. Dann gilt

n

res(f,9) = [ ] g(cw)-

=1

Beweis. Da der Satz fiir g konstant direkt aus Definition 14.2 folgt, kénnen
wir voraussetzen, dass g nicht konstant ist. Wir bilden den rationalen Funk-
tionenkorper K := K(Ay,...,A,,y) in n+ 1 Unbestimmten und setzen

f= ﬁ(x—Ai) € K[z] und h:= res(f, g —y) € K.

i=1

Die Resultante h wird gebildet mit der Matrix S (f, g—1Y), bei der gegeniiber

S (f, g) jeder Eintrag by durch by —y ersetzt wird. Hieraus sehen wir, dass h ein
Polynom (mit Koeffizienten in K(A1,...,A4,)) in der Unbestimmten y vom

Grad n mit hochstem Koeffizienten (—1)™ ist; letzteres weil f den hochsten

Koeflizienten a,, = 1 hat. Weil fiir jedes i € {1,...,n} die Polynome f und
g — g(A;) die gemeinsame Nullstelle A4; haben, folgt aus Satz 14.3:

h(g(A:) =res (F.g = g(40)) = 0.

Weil ¢ nicht konstant ist, sind die g(A;) paarweise verschieden. Weil h den
Grad n und hochsten Koeffizienten (—1)™ hat, erhalten wir

h=(~1)"

?

(y —g(4Ai)),
1

n

also
n

res(f,g) = h(0) = [ ] 9(4s). (14.2)

=1
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Auf beiden Seiten der Gleichung stehen Polynome in K[A44,...,A,]. Nun
betrachten wir den Homomorphismus

o K[Ay,..., Ap, 2] = Klz], p— plag,...,an, ).
und erhalten

res(f,9) = res (#(F),g) = (res(7.9)) = & ([[o(40) = [T gcs)-

14.2
(a.2) = Ay =1

Korollar 14.5. Fir f = [[;_,(z — o) und g = [[}L,(z — ;) € K[| gilt

res(f.9) = [[ T [ (s = )

Definition 14.6. FEs seien R ein kommutativer Ring und f = Z?:o a;x’ €
Rx] ein Polynom.

(a) Die (formale) Ableitung von f ist

n

f= Zz a;z"! € Rlx).

i=1

In dieser Formel ist i zu interpretieren als po(i) mit po aus Propositi-
on 10.9.
(b) Falls a,, # 0, heifst

n(n—1)

D(f) = (=1)" 7 res(f, f)

die Diskriminante von f.

Beispiel 14.7. Fiir f = 2° + az +b € R[x] (wobei wir char(R) # 2 vorausset-
zen) gilt f/ = 2z + a, also

120
D(f)=—det |aa?2]| =a®— 4b.
b0a

N

Proposition 14.8. Fiir zwei Polynome f,g € Rlx| dber einem kommutati-
ven Ring gelten:

(a) (f+9) = +g und
(b) (f-9)=f-9+g-f (,Leibniz-Regel®).



Der Chinesische Restsatz 71

Beweis. Der Teil (a) ist klar. Fiir den Nachweis von (b) schreiben wir f =
Yoisgaix’ und g = 377 bja? mit n > max{deg(f), deg(g)}. Es gelten

n

(f-9) =D (i+aibja™

4,j=0

und andererseits
fog' =" gabe Tt und g f =) dagbattioL
i,7=0 1,7=0
Hieraus ergibt sich (b). O
Satz 14.9. Es sei f =[[,—,(z — «;) € K[z]. Dann gilt
D(f)y= ] (-0

1<i<j<n

Insbesondere hat f genau dann mehrfache Nullstellen, wenn D(f) = 0.

Beweis. Durch mehrfache Anwendung von Proposition 14.8(b) ergibt sich

= 11 @-a,
i=1 je {1, L\ (i}

nach Satz 14.4 also

D(f) = (D)= [[Fe) = (D)7 [[as —a) = ] (e =)

i=1 i#j 1<i<j<n
O
Beispiel 14.10. Ein quadratisches Polynom f = z? + az + b hat also genau
dann eine doppelte Nullstelle, wenn a? —4b = 0 gilt. Sind «, 3 die Nullstellen,

so gilt (a — B)% = a? — 4b. AuBerdem sieht man direkt die Beziehung o+ 3 =
—a. Es ergibt sich die bekannte Formel

R
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15 Der Chinesische Restsatz

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit sogenannten Kongruenzsyste-
men wie x =2 mod 6, z = —1 mod 5 oder x =2 mod 6, x = —1 mod 4.
Die Losbarkeit aller solcher Systeme (mit mod 5 und mod 6) ist gleichbe-
deutend mit der Surjektivitit der Abbildung

Z—17/(6)xZ/(5), x+— (x4 (6),z+ (5)).

Es ist praktisch, die Zielmenge dieser Abbildung mit einer Ringstruktur zu
versehen.

Definition 15.1. FEs seien R1,..., R, Ringe. Das kartesische Produkt S :=
Ry x -+ X R, wird mit komponentenweiser Addition und Multiplikation, also

(al,...,an)'!_(bl,...,bn) = (al"!'bl,...,an"!_bn),

zu einem Ring. S heifit die direkte Summe von Ry,..., R, und wird mit
Ry ® - @ R, bezeichnet.

Das Einselement der direkten Summe ist (1g,,...,1g,). Es ist klar, dass
fiir die Einheitengruppe gilt:

(Rl@"'@Rn)X:RT X"'XR:;

(direktes Produkt der Einheitengruppen). Sind R ein kommutativer Ring und
ai,...,a, € R, so erhalten wir einen Homomorphismus

p:R—R/(a1)® - ®R/(an), 7= (r+(a1),...,7+ (an)). (15.1)

Unter gewissen Voraussetzungen werden wir dessen Surjektivitéit beweisen.

Lemma 15.2. FEs seien R ein Hauptidealring, a4, ...,a, € R undd € R ein
99T der a; (wobei allgemein ein ggT definiert ist als ein gemeinsamer Teiler,
der Vielfaches jedes anderen gemeinsamen Teilers ist). Dann gilt

(a1y...,ayn) = (d).
Beweis. Da d ein gemeinsamer Teiler ist, folgt
I:=(ay,...,a,) C (d).

Nach Voraussetzung gilt I = (¢) mit ¢ € R, ¢ ist also ein gemeinsamer Teiler
der a;. Es folgt ¢ | d, also
(d) S (c) = 1.

Insgesamt folgt I = (d), wie behauptet. O
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Falls also aq,...,a, € R teilerfremde Elemente in einem Hauptidealring
sind (d.h. 1 ist ein ggT der a;), so gibt es e1,...,e, € R mit

e1aq _|_ PN + Cnly = 1. (152)

Wie folgendes Beispiel zeigt, gilt dies im Allgemeinen in faktoriellen Ringen
nicht.

Beispiel 15.3. ITm Polynomring R = K|z, y] iiber einem Kérper sind z und y
teilerfremd, aber es gibt keine ej,es € R mit eyx + egy = 1. <

Satz 15.4 (Chinesischer Restsatz). Fs seien R ein Hauptidealring und aq, . . .

R paarweise teilerfremd (d.h. fir i # j sei 1 ein ggT von a; und a;). Dann
ist der in (15.1) definierte Homomorphismus ¢ surjektiv. Mit a :== ay -+ - ay,
gilt

Kern(y) = (a).

Beweis. Die b; :== a/a; (i = 1,...,n) sind teilerfremd, denn fiir jedes Prim-
element p, das sémtliche b; teilt, gibt es ein j mit p | a;, aber dann folgt
nach Voraussetzung p 1 b;. Wegen Lemma 15.2 gibt es also eq,...,e, € R

mit Y., e;b; = 1. Es folgt

eib; =1— Z ejbj =1 moda; und eb;=0 moda; furj#i.
JE{L,..,nP\ {4}

Es sei nun (1 + (a1),...,7 + (an)) € R/(a1) & --- ® R/(a,) beliecbig. Mit
ri=r1e1by + - +rpepby

gilt dann ¢(r) = (r1 + (a1), ..., + (an)). Also ist ¢ surjektiv.

Aus ¢(r) = 0 fir r € R folgt a; | r fir alle ¢, also a | r wegen der
Teilerfremdheit der a;. Da umgekehrt a im Kern von ¢ liegt, folgt Kern(p) =
(a). O

Korollar 15.5. Mit den Voraussetzungen und der Notation von Satz 15./
gilt
R/(a) = R/(a1) @ --- & R/(an).

Es folgt also auch

(R/(a)) = (R/(a1))" x -+ x (R/(an))”" . (15.3)

Der Beweis zu Satz 15.4 liefert eine Methode, wie man Losungen von Kon-
gruenzgleichungssystemen bestimmen kann. Wir demonstrieren dies an einem
Beispiel

Beispiel 15.6. Es seien R =7, a1 = 4, as = 5 und az = 7. Mit der Notation
des Beweises ist also by = 35, by = 28 und b3 = 20. Wir bendtigen nun
e1,€2,e3 € Z mit e1b; + esby + esbs = 1. Wir beginnen, indem wir 1 als
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Linearkombination von a; und as schreiben, was ganz einfach ist: 1 =5 — 4.
Es folgt
7=235—28=b; — bs.

Wenn wir nun 1 als Linearkombination von 7 und b3 = 20 schreiben kénnen,
haben wir unser Ziel erreicht. Division mit Rest ergibt

20=3-7—-1,
also
1=3-7—20=3(by —ba) — bz = 3by — 3by — b3 = 105 — 84 — 20.

Mit dieser ,,Zerlegung der Eins“ kann man nun Kongruenzsysteme 16sen. Fiir
1, T, x3 € Z liefert ndmlich

x = 10521 — 84x5 — 2023
eine Losung von
r=x7 mod4, xz=xo modbH, x=2x3 mod?7.

Mit etwas Gliick ging die Rechnung hier ziemlich schnell. Im Allgemeinen
muss man mehrere Divisionen mit Rest durchfithren, was auf den Euklidi-
schen Algorithmus fiihrt. <

Wir schlieen den Abschnitt mit der Einfithrung der sogenannten Euler-
schen (p-Funktion ab.

Definition 15.7. Die Eulersche ¢-Funktion ist definiert als
X
¢:Nsg = N, n— ‘(Z/(n)) ‘ .

Beispiel 15.8. (1) =1, p(2) = 1, ¢(3) = 2, p(4) = 2, p(5) = 4, 9(6) = 2,
.. <

Wir entwickeln nun eine Formel, mit der man ¢(n) berechnen kann, sofern
eine Primzerlegung von n bekannt ist.

Proposition 15.9. Fir n € Nyg gilt:

o(n) = Hz’GN |1<i<n, ggT(i,n) = 1}‘

Beweis. Die Proposition folgt aus folgender Behauptung: Fiir ¢ € N mit
1 <i < n gilt die Aquivalenz

ie(Z/(n))X —  ggT(in) = 1.
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. — X
Zum Nachweis der Aquivalenz nehmen wir zunéchst i € (Z / (n)) an, es gibt

also j € Z mit i - j = 1. Dies bedeutet ij + xzn = 1 mit 2 € Z, also teilt jeder
gemeinsame Teiler von ¢ und n auch 1, und es folgt ggT(i,n) = 1.
Umgekehrt setzen wir ggT(i,n) = 1 voraus. Wegen (15.2) folgt zi+yn =1

- — _ X
mit z,y € Z, also i - T =1 € Z/(n). Dies bedeutet i € (Z/(n)) . O
Fiir eine Primzahl p und e € Ny gilt also:

p(r*) = (p—1p*
Hieraus und aus (15.3) folgt die angekiindigte Formel zum Berechnen der

-Funktion.

Satz 15.10. Es sein = []._, pj', wobei die p; paarweise verschiedene Prim-
zahlen und die e; € Nsg sind. Dann gilt

T

p(n) = H(pz‘ —1)p§it.

i=1






Korper

16 Korpererweiterungen

Definition 16.1. FEs sei L ein Kérper. Fine Teilmenge K C L heifit ein
Teilksrper (gleichbedeutend: Unterkdrper ), falls K ein Unterring von L
und aufserdem ein Korper ist. L heifit dann eine K6rpererweiterung von
K. Wir bezeichnen Kirpererweiterungen mit K < L oder L/K und sagen
auch, dass L iiber K liegt.

Beispiel 16.2. Q < Quot (Z[\/g]) < R < C < C(x) (rationaler Funktio-
nenkorper iiber C). q

Proposition 16.3. FEs seien L/ K eine Korpererweiterung und M eine nicht-
leere Menge von Zwischenkdrpern (d.h. K < M < L fiir alle M € M). Dann
ist auch der Schnitt

N M

MeMm

eine Korpererweiterung von K.
Beweis. Dies ist offensichtlich. a

Hiermit kénnen wir die von einer Teilmenge erzeugte Korpererweiterung
definieren.

Definition 16.4. Es seien L/K eine Kdérpererweiterung und S C L eine
Teilmenge. Dann heifst
K(S):= (] M

K<M<L

mit SCM
die von S erzeugte Korpererweiterung von K. Falls S = {aq,...,a,}
endlich ist, schreiben wir auch K(S) = K(oq,...,0p). L/K heift endlich
erzeugt, falls L = K(S) mit S C L endlich.
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Es stellt sich die Frage, wie man die von einer Menge S erzeugte Korper-
erweiterung explizit beschreiben kann. Wir beantworten dies fiir S endlich.

Proposition 16.5 (endlich erzeugte Koérpererweiterungen). Es seien L/K

eine Korpererweiterung und ay,...,a, € L. Dann gilt
flag,...,«

K(ag,...,apn) = {(ln) fig€ Kz, ... 2], glaq,...,an) #£0p,
glag,...,an)

wobei Kxy,...,xy,] fir den Polynomring in n Unbestimmten steht.

Beweis. Wir schreiben L’ fiir die rechte Seite der obigen Gleichung und
M ={M|K<M<L, aj,...,a, € M}. Es ist klar, dass L' € M. Es
sei andererseits M € M. Dann folgt L' C M. Insgesamt erhalten wir
L' =MNprer M, was zu zeigen war. O

Beispiel 16.6. (1) C =1R(i).
(2) Es seien K ein Korper und L = Quot(K|[z]) der rationale Funktio-
nenkorper. Dann ist L = K(z) die von z erzeugte Korpererweiterung.
q

Definition 16.7. Es sei L/K eine Korpererweiterung.

(a) Ein Element « € L heifit algebraisch ber K, falls es ein Polynom
f e Klz] \ {0} gibt mit f(o) = 0. Andernfalls heifft o transzendent
tber K.

(b) Die Korpererweiterung L/K heifst algebraisch, falls alle o« € L algebra-
isch iber K sind. Andernfalls heifit L/ K transzendent.

Beispiel 16.8. (1) Uber Q ist v/2 € R als Nullstelle von 22 — 2 algebraisch.
(2) C/R ist algebraisch, denn ein z € C ist Nullstelle von

22 —2Re(2) - + |2]* € R[z].

(3) Jedes o € K ist algebraisch iiber K, denn es ist Nullstelle von x — o €
K|z].

(4) Im rationalen Funktionenkérper K (x) ist das Element x transzendent
iiber K, und ebenso jede nicht-konstante rationale Funktion.

(5) R ist transzendent iiber Q. Falls man iiber hinreichende Kenntnisse in
Kardinalzahlarithmetik verfiigt, kann man dies aus der Uberabzéhlbar-
keit von R folgern. Schwieriger ist es zu zeigen, dass spezielle reelle Zahlen,
beispielsweise 7 und e, transzendent iiber Q sind. N

Der folgende Satz beschreibt sogenannte einfache Korpererweiterungen,
d.h. Korpererweiterungen vom Typ K(a).

Satz 16.9 (einfache Korpererweiterungen). Es seien L/K eine Korperer-
weiterung und o € L.

(a) Falls « transzendent dber K ist, so gilt K(a) = K(x) (der rationale
Funktionenkdrper).
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(b) Falls « algebraisch diber K ist, gibt es genau ein normiertes Polynom
g € K[x] von minimalem Grad mit g(a)) = 0. Auferdem ist g irreduzibel,

und die Abbildung

Klzl/(9) = K(a), f+(g9) = f(a)
st ein Isomorphismus.

Beweis. Wir betrachten den Homomorphismus
¢: K[z] = L, frr f(a).

Genau dann ist a transzendent iiber K, wenn ¢ injektiv ist. Falls dies erfiillt
ist, lésst sich ¢ fortsetzen zu

¢ K(x) = L, f/g f(a)/g(a).

Auch ¢’ ist injektiv, und wegen Proposition 16.5 gilt Bild(¢’) = K(a). Es
folgt also (a).

Nun sei « algebraisch iiber K. Die Menge aller g € K[z] mit g(a) = 0
ist nichts anderes als Kern(yp). Weil K|[z]| ein Hauptidealring ist, wird das
Ideal Kern(y) # {0} von einem eindeutig bestimmten normierten Element
minimalen Grades erzeugt, also Kern(¢) = (g). Hieraus folgt die Eindeutig-
keit von g. Wegen des Homomorphiesatzes folgt die Wohldefiniertheit und
Injektivitit der Abbildung Kx]/(9) — L, f+ (g) — f(a). Somit gilt

Klx]/(9) = Bild(¢) € L,

also ist K[z]/(g) ein Integritiitsbereich. Es folgt die Irreduzibilitét von g. Da
K|z] ein Hauptidealring ist, folgt hieraus, dass (g) ein maximales Ideal ist,
also ist Bild(p) < L ein Teilkdrper. Wegen « € Bild(yp) folgt K («) C Bild(yp).
Andererseits ist Bild(¢) = {f(@) | f € K[x]} wegen Proposition 16.5 in K («)
enthalten, also

K(0) = Bild(p) = K[z)/(g).

Dies schliefit den Beweis ab. a

Definition 16.10. Das Polynom g aus Satz 16.9(b) heifit das Minimalpo-
lynom von « iber K. Es wird mit g =: irr(a, K) bezeichnet.

Falls L/ K eine Korpererweiterung ist, ist L ein K-Vektorraum (mit Addi-
tion und Multiplikation gegeben durch die Korperstruktur von L), denn die
Vektorraum-Axiome sind erfiillt. Diese Beobachtung motiviert die folgende
Definition.

Definition 16.11. Es sei L/K eine Kdrpererweiterung. Dann heifst

[L: K] := dimg (L) € NU {o0}
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der Grad der Korpererweiterung. Die Korpererweiterung heifst endlich, falls
[L: K] < oc0.

Beispiel 16.12. (1) [C:R] = 2.
(2) Fiir jeden Korper K gilt: [K : K] = 1.
(3) Fiir den rationalen Funktionenkérper K (x) gilt: [K(z) : K] = 0. q

Proposition 16.13 (Grad einer einfachen Korpererweiterung). Es seien L/K
eine Korpererweiterung und o € L algebraisch iber K. Mit g := irr(«, K)
und n := deg(g) gilt dann

[K(a): K] =mn,

und die Elemente 1 = a0

Vektorraum.

L, ..., a1 bilden eine Basis von K(a) als K-

Beweis. Wegen des Isomorphismus von Satz 16.9(b) ist zu zeigen, dass die
Elemente 1 + (g9),z + (9),...,2" ! + (g) eine Basis von K|x]/(g) als K-
Vektorraum bilden.

Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit sei also Z?;Ol ai(xt + (9)
0 + (g). Dann ist g ein Teiler von f := Z;:Ol a;x", und wegen deg(g) = n
folgt f=0,alsoag=...=a,_1 =0.

Zum Nachweis der Erzeugereigenschaft sei f € K[x] beliebig. Division mit
Rest liefert

f=aq9+r
mit ¢, € K[z|, deg(r) < n, also r = Z?;ol a;z’ mit a; € K. Es folgt

n—1
fF+9) = ail="+(9).
=0

Dies schliefit den Beweis ab. O

Proposition 16.14 (Multiplikativitit des Grades). Es seien L/K und M/L
Korpererweiterungen. Dann gilt

[M:K]|=[M:L]-[L:K].

Insbesondere ist M/K genau dann endlich, wenn M/L und L/K endlich
sind.

Beweis. Falls [L : K| = oo, so ist auch M unendlich-dimensional als K-
Vektorraum, also [M : K] = oco. Falls [M : L] = oo, so hat M kein endliches
Erzeugendensystem als L-Vektorraum, also auch nicht als K-Vektorraum,
und es folgt [M : K] = oc.

Es bleibt der Fall zu behandeln, dass M/L und L/K endlich sind. Mit
m := [M : L] gibt es eine L-lineare, bijektive Abbildung M — L™. Da diese
auch K-linear ist, ist M als K-Vektorraum isomorph zur direkten Summe
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L@ - - @ L von m Exemplaren von L. Mit n := [L : K] gilt L & K™, also
M = K™ (Isomorphien als K-Vektorrdume). Es folgt [M : K| = mn. O

Der folgende Satz charakterisiert endliche Korpererweiterungen und enthélt
auBlerdem die Aussage, dass algebraisch erzeugte Korpererweiterungen alge-
braisch sind.

Satz 16.15 (endliche und endlich erzeugte Korpererweiterungen). Fiir eine
Korpererweiterung L/ K sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) L/K ist endlich.
(b) L/K ist endlich erzeugt und algebraisch.
(c) Es gibt algebraische Elemente oy, ... ,am € L mit L = K(ay,...,0n).

Beweis. Wir setzen zuniichst (a) voraus und zeigen, dass hieraus (b) folgt.
Da jedes Erzeugendensystem von L als K-Vektorraum auch ein Erzeugen-
densystem als Kérpererweiterung ist, folgt, dass L/K endlich erzeugt ist. Es
sei nun a € L. Mit n := [L : K] sind dann 1,q,...,a" linear abhingig. Dies
liefert f € K[z]\ {0} mit f(a) = 0. Also ist L/K algebraisch.

Es ist klar, dass die Bedingung (c) aus (b) folgt.

Nun setzen wir (¢) voraus und beweisen (a) durch Induktion nach m. Mit
L' := K(a1,...,am-1) gilt L = L'(ayy,). Das Element «,, ist algebraisch
iiber K, also auch iiber L', Proposition 16.13 liefert also

[L:L'] < o0.

Da nach Induktion auch [L' : K] < oo gilt, folgt [L : K] < co wegen Propo-
sition 16.14. 0

Korollar 16.16. Es seien L/K eine Kérpererweiterung und «, 8 € L alge-
braisch. Dann sind auch a+ 8, a—f, a- 5 und /B (falls 8 # 0) algebraisch.

Beweis. Dies folgt durch Anwendung von Satz 16.15 auf L' := K(«, 8). O

Korollar 16.17 (Tiirme von algebraischen Erweiterungen). Es seien L/K
und M/L Kérpererweiterungen. Genau dann ist M /K algebraisch, wenn
L/K und M/L algebraisch sind.

Beweis. Falls M /K algebraisch ist, ist klar, dass dies auch fiir L/K und M/L
gilt.

Umgekehrt seien L/K und M/L algebraisch, und es sei &« € M belie-
big. Dann gibt es g = > i iz’ € Llz] \ {0} mit g(e) = 0. Also ist «
algebraisch tiber L’ := K(cg,...,c,) < L. Die Kérpererweiterung L'/K ist
algebraisch und endlich erzeugt, nach Satz 16.15 also endlich. Aus den Pro-
positionen 16.13 und 16.14 folgt, dass L'(a))/ K endlich ist. Wegen Satz 16.15
ist L'(a))/ K also auch algebraisch. Damit ist gezeigt, dass « algebraisch iiber
K ist. O
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17 Transzendenzbasen

In diesem Abschnitt werden wir die Darstellung sehr knapp halten und die
Beweise weglassen. Die Ergebnisse werden in keinem anderen Teil der Vorle-
sung verwendet.

Definition 17.1. Es sei L/K eine Korpererweiterung.

(a) Elemente aq,...,a, € L heiffen algebraisch unabhingig, falls fir
jedes multivariate Polynom f € K[x1,...,xz,)\ {0} gilt: f(aq,...,an) #
0. FEine Teilmenge S C L heifst algebraisch unabhéngig, falls jede
endliche Teilmenge von S algebraisch unabhdngig ist.

(b) Die Erweiterung L/K heifit rein transzendent, falls L = K(S) mit S C
L algebraisch unabhingig. Falls S = {ai,...,a,} endlich ist, bedeutet
dies, dass L isomorph ist zum rationalen Funktionenkérper K (x1,...,x,)
in n Unbestimmten.

(¢) Eine Teilmenge B C L heifit eine Transzendenzbasis von L/K, falls
B algebraisch unabhingig ist und L/K(B) algebraisch ist.

Man beachte die Analogie von (a) und (c¢) mit den Begriffen linear un-
abhingig und Basis aus der linearen Algebra.

Beispiel 17.2. (1) Es sei L = K(z1,...,x,) der rationale Funktionenkérper
in n Unbestimmten. Dann ist jede Teilmenge von {1, ..., z,} algebraisch
unabhingig, ebenso jede Teilmenge von {x%,...,22}. Aber {z1, x2, 2322}
ist algebraisch abhéngig.

(2) Falls L/K algebraisch ist, so ist () eine Transzendenzbasis.

(3) Fiir den rationalen Funktionenkérper L = K(z) ist {z} eine Transzen-
denzbasis und ebenso {z?}. q

Auch der folgende Satz steht in starker Analogie zu Sétzen aus der linearen
Algebra.

Satz 17.3 (Existenz von Transzendenzbasen). Es sei L/K eine Korperer-
weiterung.

(a) Ist S C L eine algebraisch unabhingige Teilmenge (beispielsweise S = (),
so gibt es eine Transzendenzbasis B C L mit S C B.

(b) Falls L/K eine endliche Transzendenzbasis hat, so sind alle Transzen-
denzbasen endlich und haben gleich viele Elemente.

Wie angekiindigt lassen wir den Beweis weg. Aus Teil (a) folgt, dass je-
de endlich erzeugte Korpererweiterung isomorph ist zu einer algebraischen
Erweiterung eines rationalen Funktionenkérpers. Der Teil (b) gibt Anlass zu
folgender Definition:

Definition 17.4. Der Transzendenzgrad einer Kirpererweiterung L/ K
ist die Elementanzahl einer Transzendenzbasis. Er wird mit trdeg(L/K) be-
zeichnet und ist eine Zahl aus Ny oder oco.
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Beispiel 17.5. (1) Fiir den rationalen Funktionenkérper K (x1,...,%,) gilt:
trdeg (K (z1,...,2,)/K) = n.

(2) Eine Korpererweiterung L/ K ist genau dann algebraisch, wenn trdeg(L/K) =
0 gilt.

(3) Der Transzendenzgrad von R/Q ist unendlich. Falls man iiber hinreichen-
de Kenntnisse in Kardinalzahlarithmetik vefiigt, kann man dies aus der
Uberabzihlbarkeit von R folgern. <

18 Zerfillungskorper

In diesem Abschnitt werden wir uns mit der Frage beschéftigen, ob ein ge-
gebenes (nicht-konstantes) Polynom f € KJ[z] in einem geeigneten Erweite-
rungskorper von K eine Nullstelle hat, oder sogar in Linearfaktoren zerfillt.

Satz 18.1 (Korpererweiterungen mit Nullstellen). Fs sei f € K|x] ein nicht-
konstantes Polynom tber einem Korper. Dann gibt es eine Korpererweiterung
L/K, so dass f in L eine Nullstelle hat.

Beweis. Es sei g € KJz] ein irreduzibler Faktor von f. Weil KJ[z] ein
Hauptidealring ist, folgt, dass (¢g) < KJz]| ein maximales Ideal ist, also ist
L := K|[z]/(g) ein Korper. Via der Abbildung K — L, a — a + (g) kénnen
wir K also als Teilkorper von L auffassen. Fiir a := 2+ (g) € L gilt g(«) = 0,
also auch f(a) =0. O

Die folgende Eindeutigkeitsaussage bendtigen wir in einer recht allgemei-
nen (und damit etwas umstéindlichen) Form.

Proposition 18.2 (Fortsetzung von Isomorphismen). Es seien f € K|x]
ein irreduzibles Polynom iber einem Kéorper K, L/K eine Kérpererweiterung
und a € L eine Nullstelle von f. Auflerdem seien K' ein Korper, p: K — K’
ein Isomorphismus, L' | K' eine Korpererweiterung und o € L' eine Nullstel-
le des Polynoms ¢(f) € K'[z], das durch Anwenden von ¢ auf die Koeffizi-
enten von [ entsteht. Dann gibt es einen Isomorphismus

P K(a) = K'(d)

!/

mit Y|k = ¢ und Y(a) = o/.

Beweis. Es sei g € K[x] das Minimalpolynom von «. Aus f(a) = 0 folgt
g | f, also nach Voraussetzung f ~ g. Es ist klar, dass ¢(f) auch irreduzibel
ist, also ist ¢’ := ¢(g) das Minimalpolynom von «'. Durch

Klz]/(g) = K'[2]/(¢"), b+ (9) = @(h) + (¢')
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wird ein Isomorphismus gegeben, der ¢ fortsetzt. Wenn man ihn mit den
Isomorphismen K (o) — K[z]/(g) und K'[z]/(¢’) — K'(') aus Satz 16.9(b)
verbindet, erhélt man den gewiinschten Isomorphismus K(«) — K'(a/). O

Anmerkung. In Proposition 18.2 kann ¢ auch als Homomorphismus K —
L’ gegeben sein, woraus man K’ als Bild dieses Homomorphismus erhélt.
Der Isomorphismus ¢ lidsst sich dann auch als Homomorphismus K (a) — L’
auffassen. In dieser etwas variierten Form wird Proposition 18.2 beipielsweise
im Beweis der Sétze 18.6 und 19.4 benutzt. N

Der Spezialfall K = K’ und ¢ = idg liefert, dass fiir zwei Korperer-

weiterungen L/K und L'/K mit Nullstellen @ € L und o € L' von f die
Erweiterungen K(«) und K (o) im Sinne der folgenden Definition isomorph
sind.
Definition 18.3. Es seien L1/K und Lo/ K zwei Korpererweiterungen. Ein
K-Homomorphismus st ein Ringhomomorphismus ¢: Ly — Lo mit
vlk = idg (d.h. ¢(a) = a fir alle a € K). Falls ¢ zusdtzlich bijektiv ist,
so heifit ¢ ein K-Isomorphismus, und gilt zudem noch L1 = Lo, so heifit ¢
ein K-Automorphismus. Fulls es einen K-Isomorphismus L1 — Lo gibt,
so heifien die Korpererweiterungen isomorph.

Beispiel 18.4. Das Polynom f = x* — 2 € Qlx] ist irreduzibel, wie man bei-
spielsweise mit dem Eisenstein-Kriterium sieht. In C haben wir die Nullstellen
++v/2 und +i - /2. GemiB Proposition 18.2 (angewandt auf ¢ = idg) sind
Q(v/2)/Q und Q(iv/2)/Q isomorph. q
Definition 18.5. Es seien f € K|x] ein Polynom iiber einem Kérper K mit

f # 0 und L/K eine Korpererweiterung. L heifit ein Zerfillungskorper
von f (iber K ), falls es aq,...,cqn,c € L gibt, so dass

f:c~]:[(xfal-)

i=1

und auflerdem
L=K(a,...,an).

Satz 18.6 (Existenz und Eindeutigkeit von Zerfiallungskorpern). Fs sei f €
K[z]\ {0} ein Polynom iber einem Korper K. Dann gelten:

(a) Es gibt einen Zerfillungskorper von f iber K.
(b) Zwei Zerfillungskérper von f iber K sind (als Korpererweiterungen von
K ) isomorph.

Beweis. (a) Wir benutzen Induktion nach deg(f) =: n. Fiir n = 0 ist K ein
Zerfallungskorper. Ist n > 0, so hat f nach Satz 18.1 eine Nullstelle «; in
einer Korpererweiterung von K. Wir setzen K’ := K(«aj). Dann gelten

f

r — 7

g:i= € K'[z]
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und deg(g) = n — 1. Nach Induktion hat g also einen Zerfillungskorper
L=K'(as,...,a,) iber K. Es folgt f = c-[[;-,(z — ;) mit ¢ € L und
L = K'(ag,...,an) = K(ag,...,a,), also ist L ein Zerfallungskorper
von f iiber K.

Es seien L; und Lo zwei Zerfdllungskorper von f. Weiter sei L'/ K ei-
ne Korpererweiterung maximalen Grades mit L' < L, so dass ein K-
Homomorphismus ¢: L' — Lo existiert. (Da L;/K wegen Satz 16.15
endlich ist, haben alle Zwischenkoérper hochstens den Grad [L; : K],
daher existiert so ein L'.) Es sei @ € Ly eine Nullstelle von f. Das Mi-
nimalpolynom g := irr(«, L') von « iiber L’ teilt f, also teilt ¢(g) auch
o(f) = f. Da Ly ein Zerféllungskorper von f ist, folgt, dass Lo eine
Nullstelle von ¢(g) enthélt. Nun liefert Proposition 18.2 eine Fortsetzung

’L/)Z L/(O(> — Lo

von ¢. Aus der Maximalitéit von [L' : K] folgt L'(a) = L/, also a € L'.
Wir haben gezeigt, dass L’ alle Nullstellen von f in L; enthilt. Da L
ein Zerfallungskérper von f ist, folgt L' = L;. Also gibt es einen K-
Homomorphismus ¢: L1 — L. Aus f =c- H?:l(x — ;) mit ¢,o; € Ly
folgt
pe)- [T (@ = la)) = o(f) = f,
i=1
also sind die ¢(«;) die Nullstellen von f in Ly. Da sie alle im Bild von ¢

liegen, und da sie Lo erzeugen, folgt die Surjektivitit von ¢. Also ist ¢
ein K-Isomorphismus. a

Den Teil (b) des Satzes hétten wir auch in derselben Allgemeinheit wie

Proposition 18.2 formulieren und beweisen kénnen.

Beispiel 18.7. Wir betrachten das Polynom f = z* — 2 iiber K = Q. Uber C
zerfallt f in Linearfaktoren:

f=<a:—<7§) (z+\‘7§) (m—zé/i) (a:+z€f2)

Ein Zerfallungskorper ist also

L;:Q({‘@,N@) :Q(é/i,z‘) ccC.

Wir kénnen auch den Grad von L bestimmen:

Im Allgemeinen ist es keine einfache Aufgabe, den Grad eines Zerfillungskorpers

zu

2= [r0(99)]-[o(¥8) ] =248

bestimmen. 4
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Wir sind nun so weit, dass wir die wichtige und interessante Frage beant-
worten konnen, welche endlichen Koérper es gibt.

Satz 18.8 (endliche Korper). (a) Zu jeder Primzahlpotenz q := p™ (mit p
einer Primzahl und n € Nsq) gibt es einen Korper mit g Elementen.

(b) Es sei K ein endlicher Korper. Dann gilt | K| = p™ mit p einer Primzahl
und n € Nsg, und K ist ein Zerfillungskirper des Polynoms zP" —x iiber
F,.

Beweis. Wir beginnen mit (b). Wegen Proposition 10.12 ist char(K) eine
Primzahl p, denn char(K) = 0 wiirde der Endlichkeit von K widersprechen.
Es folgt F, C K, K ist also eine Erweiterung von F,. Wegen |K| < oo ist
n = [K : F,] < oo. Es folgt |K| = |F}}| = p" =: ¢. Die Einheitengruppe K*
hat die Ordnung ¢ — 1, Korollar 1.13 liefert also a?~! = 1 fiir alle a € K\ {0}.
Alle a € K sind also Nullstellen des Polynoms f := 27 — z € F, [z]. Es folgt,
dass K ein Zerfallungskorper von f iiber I, ist.

Nun zeigen wir (a). Wegen Satz 18.6(a) gibt es einen Zerfiallungskorper L
von f:= 7 —x € F,[z] iiber F,. Wir setzen

K:={aeL|a?=0a}CL.

Es ist klar, dass O und 1 in K liegen, und dass mit a,b € K auch das Produkt
a-bund (falls @ # 0) a~! in K liegen. Wegen Satz 10.13 gilt auch a +b € K.
Somit ist K ein Korper. Die Diskriminante von f ist

a(g—1)

D(f) = (_1) 2 res(f,—l) 7&07

also hat f nach Satz 14.9 keine mehrfachen Nullstellen. Hieraus folgt | K| = ¢,
also ist K ein Korper mit ¢ Elementen. a

Mit Satz 18.6(b) folgt, dass es fiir jede Primzahlpotenz einen bis auf Iso-
morphie eindeutig bestimmten Kérper mit ¢ Elementen gibt. Wir bezeichnen
diesen Korper mit ;. In diesem Zusammenhang sei an Korollar 11.7 erin-
nert, nach dem F zyklisch von der Ordnung ¢—1 ist. Um Missverstéindnissen
vorzubeugen, sei betont, dass es sich bei dem Koérper F; nicht um den Rest-
klassenring Z/(q) handelt, es sei denn, ¢ ist eine Primzahl.

19 Algebraischer Abschluss

Definition 19.1. FEs sei K ein Korper.

(a) K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes nicht-konstante Poly-
nom f € K[x] eine Nullstelle in K hat.

(b) Eine algebraische Korpererweiterung K /K heifst ein algebraischer Ab-
schluss von K, falls K algebraisch abgeschlossen ist.
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Es ist klar, dass jedes nicht-konstante Polynom {iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper in Linearfaktoren zerfillt. Wegen Satz 18.1 ist ein
Korper genau dann algebraisch abgeschlossen, wenn er keine echte algebrai-
sche Korpererweiterung hat.

Beispiel 19.2. Es ist bekannt, dass C algebraisch abgeschlossen ist. Wir wer-
den den Nachweis in Abschnitt 24 fithren. C ist ein algebraischer Abschluss
von R. Es folgt auch, dass

Q := {2 € C | z ist algebraisch iiber Q}

ein algebraischer Abschluss von Q ist. <

Satz 19.3. Jeder Kdorper besitzt einen algebraischen Abschluss.
Beweis. Wir bilden die Menge

2:=KU{(f,k) € K[z] x N| f ist irreduzibel und normiert }.

Weiter betrachten wir die Menge M aller Tripel (L, +, -) mit:

(1) KCLCNund +,: LxL— L.
(2) Zusammen mit + und - ist L eine Korpererweiterung von K.
(3) Fiir jedes o = (f, k) € L'\ K gilt f(a) = 0.

M ist durch die Teilkérperrelation angeordnet. Um das Zornsche Lemma
anwenden zu kénnen, betrachten wir eine Kette C C M. Im Fall C = 0 liefert
(K,+,-) € M eine obere Schranke. Im Fall C # ) bilden wir

L:= U L.

(L,+,)ec

Die Additionen und Multiplikationen der (L,+,-) € C haben gemeinsame
Fortsetzungen auf L x E, und es ist klar, dass L zusammen mit diesen Fort-
setzungen ein Element von M bildet. Dies liefert eine obere Schranke von C,
und somit ist das Zornsche Lemma anwendbar.

So erhalten wir die Existenz eines maximalen Elements (K, +,-) von M.
Wegen (3) ist K /K algebraisch. Es sei L/K eine algebraische Erweiterung.
Es ist zu zeigen, dass L = K gilt. Mit Korollar 16.17 folgt, dass L/K algebra-
isch ist. Fiir jedes irreduzible, normierte Polynom f € K[X] bilden wir die
(endliche) Menge Ny := {\ € L\ K | f(\) = 0} und wiihlen eine Abbildung
Ny = N, A — k) mit

(1) (f kx) ¢ K und
(2) die k) sind paarweise verschieden.

Dies ist moglich, weil wegen (3) jedes (f,k) € K eine Nullstelle von f ist, es
gibt also nur endlich viele k mit (f, k) € K, die von den k) vermieden werden
miissen. Nun definieren wir
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A falls A € K

L= 02, A—
4 {(irr()\,K),kA) sonst

Wegen (1) und (2) ist ¢ injektiv. Deshalb kénnen wir mit ¢ die Kérperstruktur
von L auf L := ¢(L) iibertragen, indem wir fiir o = o(A) und 8 = o(p) de-
finieren: a3 := p(ATn). Dadurch wird L eine Kérpererweiterung von K
und ¢ ein K-Homomorphismus. AuBerdem folgt fiir o = (f,k) € L\ K mit
a = ¢(A) aus der Definition von ¢ bzw. aus (3) fir K, dass f(A) = 0 gilt.
Wir erhalten

fla) = f(eV) = o(f(V) =0,

wobei die zweite Gleichheit aus ¢|, = id folgt. Insgesamt ergibt sich
(L,+,-) € M. Die Maximalitit von (K, +,) liefert nun L = K, also L = K.
Dies schliefit den Beweis ab. ad

Der folgende Satz zeigt, dass sich jede algebraische Erweiterung von K in
einen gegebenen algebraischen Abschluss einbetten ldsst.

Satz 19.4 (Einbettungen in einen algebraischen Abschluss). Es seien K ein
Korper, K ein algebraischer Abschluss, L/K eine algebraische Korpererwei-
terung, Lo ein Zwischenkorper (d.h. K < Loy < L) und ¢: Ly — K ein

Homomorphismus. Dann gibt es einen Homomorphismus ¢: L — K mit

w|L0 =¢
Beweis. Wir betrachten die Menge

M= {(L',¢) | Ly < L' <L, ¢: L'’ = K Homomorphismus, ¥|, = ¢} .
Es gilt (Lo, ¢) € M. Wir definieren auf M eine Ordnungsrelation durch
(L',9) < (L",n) <= L' <L" und n|p =1p.

Ist ) # C C M eine Kette, so ist L := U(L',w)ec L' ein Zwischenkérper, und
die Abbildungen % mit (L’,1) € C haben eine gemeinsame Fortsetzung n
auf L. Wir erhalten also (L, ) als obere Schranke von C in M. Somit liefert
das Zornsche Lemma ein maximales Element (L’,) € M. Der Beweis ist
abgeschlossen, wenn wir L' = L zeigen kénnen.

Es sei a € L beliebig und f := irr(a, L'). Da K algebraisch abgeschlossen
ist, enthélt es eine Nullstelle 8 von 9 (f). Nach Proposition 18.2 gibt es einen
Homomorphismus : L'(a) — K mit {/?\L/ = 1), also (L/(a),i) € M. Aus
der Maximalitét von (L', ) folgt L'(a) = L', also a € L'. Wir erhalten
L' = L, wie behauptet. O

Nun erhalten wir auch eine Eindeutigkeitsaussage fiir algebraische Ab-
schliisse.
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Korollar 19.5 (Eindeutigkeit des algebraischen Abschlusses). Fs seien K ein
Korper und K und K zwei algebraische Abschliisse. Dann gilt K = K (K-
Isomorphie).

Beweis. Satz 19.4 (angewandt auf den Spezialfall L; = K und ¢; = id)
liefert einen K-Homomorphismus ¢: K — K. Jeder Homomorphismus von
Korpern ist injektiv, also auch . K is algebraisch iiber K, also auch iiber
¢(K). Da p(K) = K algebraisch abgeschlossen ist, folgt K = ¢(K). Also
ist ¢ auch surjektiv. a

Korollar 19.5 rechtfertigt es, immer die Schreibweise K fiir einen alge-
braischen Abschluss eines Korpers K zu benutzen und bisweilen von dem
algebraischen Abschluss zu sprechen.

20 Normale und separable Korpererweiterungen

Definition 20.1. FEine algebraische Korpererweiterung L/K heiffit normal,
falls fiir jedes o € L das Minimalpolynom f = irr(a, K) dber L in Linearfak-
toren zerfdllt, d.h. alle Nullstellen von f in L liegen.

Beispiel 20.2. (1) Q (\4/5) /Q ist nicht normal, denn fiir das Minimalpolynom

z* — 2, fehlen“ die Nullstellen =i \‘757
(2) Fiir jeden Kérper K sind K/K und K/K normal. <

Satz 20.3 (Charakterisierung von Normalitét). Fir eine endliche Kérper-
erweiterung L/ K sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) L/K ist normal.

(b) L ist Zerfillungskorper eines Polynoms f € Klx] iiber K.

(c) Sind p1,02: L — K zwei K-Homomorphismen in einen algebraischen
Abschluss von K, so gilt Bild(y1) = Bild(ps2).

Beweis. Wir setzen zunéchst (a) voraus und zeigen (b). Nach Satz 16.15 gibt

es algebraische Elemente o1, ...,q, € L mit L = K(«a1,...,a,). Wegen der
Normalitéit von L zerfallen alle f; := irr(q;, K) iiber L in Linearfaktoren.
Also ist L der Zerfallungskorper von f =[]\, fi.

Nun setzen wir (b) voraus. Es gilt also L = K(ai,...,q,) mit f =

[Ti_,(x — a;) € Klz]. Andererseits gibt es f1,...,5, € K mit f =
[T, (z— B:). (Man beachte, dass wir hier nicht L C K voraussetzen kénnen.
L und K haben gewissermaflen nichts miteinander zu tun.) Ist nun p: L — K
ein K-Homomorphismus, so folgt

[[— () =e(f)=f= _H(o: —Bi),

i=1
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also {p(a1),...,p(an)} = {bF1,...,8n} Es folgt
Blld(%’) =K (50(0‘1)7 ) (p(an)) = K(ﬁl; ceey /Bn)v

was unabhingig von der Wahl von ¢ ist. Die Aussage (c) gilt also.
Schliefllich setzen wir (c) voraus. Um (a) nachzuweisen, betrachten wir
ein beliebiges a@ € L und setzen f := irr(a, K). Wir haben f1,...,8, €
K mit f = [[;_,(x — ;). Proposition 18.2 liefert zu jedem i einen K-
Homomorphismus ¢;: K (o) — K mit ¢;(a) = B;. Satz 19.4 liefert einen
Homomorphismus v;: L — K, der ; fortsetzt. Wegen (c) gilt

Bi = Yi(a) € Bild(y;) = Bild (1),

wir haben also a; := ¥ '(8;) € L, und es gilt

f=vi' () =i (IT@-69) =TI @ = v ) = [T - ).
i=1 i=1 i=1
Damit haben wir gezeigt, dass L/K normal ist. a

Beispiel 20.4. (1) Q(v/2,i) /Q ist normal.
(2) Q(7)/Q ist normal.

(3) Fiir p eine Primzahl und ¢ eine p-Potenz ist F,/F, normal. <

Zum Thema Normalitdt beweisen wir noch die folgende Proposition.

Proposition 20.5. Es seien L/K und M/L Kérpererweiterungen. Falls
M/K normal ist, so auch M/L.

Beweis. Es sei o € M. Dann gilt f := irr(a, K) =[]\, (z — ;) mit a; € M.
Das Minimalpolynom g := irr(«, L) ist (in L[z]) ein Teiler von f, also ist g
das Produkt einiger der (z — ;) und zerfillt damit iiber M in Linearfaktoren.
Dies war zu zeigen. a

Als zweite Eigenschaft, die Kérpererweiterungen haben kénnen, behandeln
wir in diesem Abschnitt die Separabilitit. Wir fithren den Begriff zunéchst
fiir Polynome ein.

Definition 20.6. FEs sei K ein Korper.

(a) Ein Polynom f € K[z]\ {0} heifit separabel, falls es in K keine mehr-
fachen Nullstellen hat.

(b) K heifit vollkommen, falls jedes irreduzible Polynom in K|[x] separabel
15t.

Nach Satz 14.9 ist ein nicht-konstantes Polynom genau dann separabel,
wenn seine Diskriminante # 0 ist.

Proposition 20.7 (irreduzible separable Polynome). Es sei f € K|x] ein
irreduzibles Polynom tber einem Korper K.
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(a) Im Falle char(K) = 0 ist f separabel.
(b) Im Falle char(K) =p > 0 gilt folgende Aquivalenz:

[ ist nicht separabel <— f' =0 <= f=g(aP) mit g€ K|x].

Beweis. Ist f' # 0, so folgt wegen der Irreduzibilitit von f, dass f und f’
teilerfremd sind, also D(f) # 0 wegen Satz 14.3. Ist umgekehrt f' = 0, so
folgt D(f) = 0. Also ist f genau dann separabel, wenn f’ # 0. Hieraus
folgt (a), und wir haben die erste Aquivalenz von (b). Wir schreiben f =
S paixt, also f/ =" da;z""'. Im Fall (b) gilt also f’ = 0 genau dann,
wenn a; = 0 fiir alle ¢ mit p 1 ¢ gilt. Dies ist gleichbedeutend mit f = g(zP)
mit g € K[z]. O

Beispiel 20.8. Es sei K = F,(t) der rationale Funktionenkérper iiber F,,. Das
Polynom f = xP —t ist nach dem Eisenstein-Kriterium irreduzibel in F,[t, z],
wegen Satz 13.17 also auch in K[x]. Wegen f’ = 0 ist es aber nicht separabel.
Tatséichlich ist ¢/t eine p-fache Nullstelle: f = (z — ¢/t)P. Es folgt, dass K
nicht vollkommen ist. <

Satz 20.9 (vollkommene Korper). Es sei K ein Kérper.

(a) Falls char(K) = 0, so ist K vollkommen.
(b) Falls K ein endlicher Korper ist, so ist K vollkommen.

Beweis. Der Teil (a) ergibt sich direkt aus Proposition 20.7(a).

Fiir den Nachweis von (b) sei f € KJz] ein Polynom, so dass f = g(z?)
mit g € KJz] gilt. Der Frobenius-Homomorphismus F: K — K, a — ad?
ist (als Homomorphismus von Kérpern) injektiv, wegen |K| < oo also auch
surjektiv. Daher gibt es ein Polynom h = Y a;x%, so dass g = >, alz".
Es folgt

n
f= E alaP' = hP,
i=0

wobei die letzte Gleichheit aus Satz 10.13 folgt. Also ist f nicht irreduzibel.
Aus Proposition 20.7(b) folgt, dass K vollkommen ist. O

Nun kommen wir zu separablen Korpererweiterungen.
Definition 20.10. Es sei L/K eine algebraische Kérpererweiterung.

(a) FEin Element « € L heifst separabel (iiber K ), falls das Minimalpolynom
irr(a, K) € K[z] separabel ist.
(b) L/K heifst separabel, falls alle o« € L iiber K separabel sind.

Es ist klar, dass jede algebraische Erweiterung iiber einem vollkommenen
Kérper (z.B. einem Korper der Charakteristik 0) separabel ist.

Wir kénnen nun einen wichtigen Satz iiber separable Korpererweiterungen
beweisen.
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Satz 20.11 (Satz vom primitiven Element). Es sei L/K eine endliche Kor-
pererweiterung, die von tber K separablen Elementen erzeugt wird. Dann
gibt es ein tiber K separables Element v € L mit

L=K(v).

Anmerkung. Wir werden spéter sehen, dass eine durch endlich viele se-
parable Elemente erzeugte Korpererweiterung separabel ist (siche Anmer-
kung 21.4). Mit diesem Wissen konnen wir den Satz auch ohne Verlust an
Aussagekraft so formulieren: Jede endliche separable Korpererweiterung wird
von einem einzigen Element erzeugt. Insbesondere gilt dies also fiir jede end-
liche Erweiterung eines Korpers der Charakteristik 0. N

Beweis von Satz 20.11. Wir behandeln zunéchst den Fall, das K ein endli-
cher Korper ist. Dann gilt dies auch fiir L, also L = F, mit ¢ einer Primzahl-
potenz. Ist v € L eine Primitivwurzel (d.h. L* = (v)), so folgt L = K (7).
Weiter ist v eine Nullstelle von f = 27 — x, also ist g := irr(«y, K) ein Teiler
von f. Wegen D(f) # 0 ist f und damit auch g separabel.

Nachdem dieser Fall abgehandelt ist, kénnen wir |K| = oo annehmen.
Aus der Endlichkeit von L/K folgt, dass L/K durch endlich viele separa-
ble Elemente erzeugt wird. Eine Induktion nach deren Anzahl reduziert die
Behauptung auf den Fall L = K(«,8) mit «a, 8 € L separabel. Wir setzen
f=irr(a, K) und g := irr(3, K). In einem algebraischen Abschluss L von L
gibt es a1, ...,a, und By, ..., By mit

n m

f= H(sc —a;) und g¢= H(az—ﬂj),

i=1 j=1

wobei wir @y = o und 81 = 8 voraussetzen kénnen. Wegen |K| = oo existiert
A € K, so dass
=

o {ﬂj’ — B

(man beachte, dass die 8; ebenso wie die «; paarweise verschieden sind.) Es
folgt, dass die Elemente

|1§z’,i'§n,1§j<j’§m}. (20.1)

Yiji=ai+ NG EL (i=1,...,n, j=1,...,m)
paarweise verschieden sind. Wir setzen
yi=mai=a+AeL und L :=K(v)

und behaupten L’ = L. Der Nachweis ist trickreich. Wir betrachten das
Polynom
h:= f(y — \x) € L'[z]

Fir j € {1,...,m} gilt
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h(B;) = f (a1 + A(B1 — =[] (2 — i + A3 - B))).,
i=1

also h(B1) = 0 und h(B;) # 0 fir j > 1 wegen (20.1). Die Polynome g
und h haben also 1 = § als (einzige) gemeinsame Nullstelle. Deshalb sind
beide Polynome Vielfache des Minimalpolynoms s := irr(8, L) iiber L'. Falls
der Grad von s grofler als 1 wire, so hitten g und h weitere gemeinsame
Nullstellen. Es folgt s = z — 3, wegen s € L'[z] also 8 € L. Nun folgt auch
a=v— A3 € L und damit L' = L, wie behauptet.

Es bleibt zu zeigen, dass <y separabel iiber K ist. Da die v; ; paarweise
verschieden sind geniigt es zu zeigen, dass

H H —i5) € K[z]. (20.2)

Auch der Nachweis hierfiir ist trickreich. Im bivariaten Polynomring K|z, 3]
bilden wir

f=(1)"f(x—y) € K[z,y] und §:=A"g(A\'y) € K[y]

(Man beachte A # 0 wegen (20.1)). Es gelten

und nach Korollar 14.5 ergibt sich fiir die Resultante beziiglich y als Haupt-
variablen

n m

res, (f, §) = H H (r — a; — ABj) H H = Yi,5)-
i=1j=1 j

Wegen resy(f7 g) € K|z] folgt (20.2). Damit ist der Beweis vollstindig. O

Anmerkung. Aus dem Beweis sieht man, dass man v als eine (geeignete)
K-Linearkombination der gegebenen Erzeuger wihlen kann, und dass die
,meisten“ Linearkombinationen dabei zum Erfolg fithren. <

Beispiel 20.12. (1) Q (vV2,v3) =Q (V2 + v3).

(2) Um einzusehen, dass die Separabilititsvoraussetzung in Satz 20.11 nicht
iiberfliissig ist, betrachten wir den bivariaten rationalen Funktionenkorper
L :=F,(z,y) als Erweiterung von K :=TF,(a?,y?). Es gilt

[L: K] = [L:Fy(a®,y)] - [Fp(a?,y) : K] = p*.

Fiir jedes g = g(x,y) € L gilt aber wegen Satz 10.13 und wegen af = a
fiir alle a € Fy:
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g’ =g, y?) € K,

also
[K(9) : K] <p.

Es folgt K(g) g L, also wird L nicht durch ein einziges Element erzeugt.
<

21 Galoistheorie

Der Abschnitt iiber Galoistheorie bildet den Kulminationspunkt der in dieser
Vorlesung behandelten Korpertheorie.

Definition 21.1. Ist L/K eine Korpererweiterung, so heifst
Aw(L/K) :={p: L = L| ¢ ist ein K-Isomorphismus}

die Automorphismengruppe von L/K. Aut(L/K) wird mit der Hinter-
einanderausfiihrung als Produkt zu einer Gruppe.
Fiir eine Untergruppe H C Aut(L/K) ist

L7 .= {a e L|o(a)=a firaleoc H}

der Fixkérper von H. Es ist klar, dass LT ein Zwischenkorper zwischen K
und L ist.

Beispiel 21.2. Wir betrachten L = Q(/2) als Erweiterung von K = Q. Durch
o:L—>L, a+bV2—a—bV2

(fiir a,b € Q) wird ein Automorphismus in Aut(L/K) gegeben. Fiir jeden Au-
tomorphismus ¢ € Aut(L/K) muss gelten: p(v/2)? = ¢ (\/52) =p(2) =2,
also ¢(v2) = £v/2. AuBerdem ist ¢ durch das Bild ¢(v/2) eindeutig be-
stimmt. Wir erhalten

Aut(L/K) = {0’, ldL} = ZQ.

Mit G := Aut(L/K) gilt L¢ = K.
Ebenso sieht man

H := Aut (Q(%)/Q) = {r,id} = Z,
mit 7(v/2) = —v/2, und es gilt Q(v/2)7 = Q(v/2). N

Satz 21.3. Fir eine endliche Korpererweiterung L/K sind folgende vier
Aussagen dquivalent:
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(a) L/K ist normal und separabel.

(b) L ist der Zerfillungskirper eines separablen Polynoms iiber K.
(c) |Aut(L/K)|=[L: K].

(d) Es gibt eine endliche Untergruppe H C Aut(L/K) mit K = L.

Falls eine Untergruppe H C Aut(L/K) die Bedingung (d) erfillt, so folgt
H = Aut(L/K).

Beweis. Wir beginnen mit der Implikation ,,(d) = (a)“. Wir setzen also die
Existenz von H C Aut(L/K) mit L = K voraus und miissen zeigen, dass
fiir jedes @ € L das Minimalpolynom ¢ := irr(«, K) separabel ist und iiber
L in Linearfaktoren zerfillt. Wegen |H| < oo ist die Menge S := {o(a) | 0 €
H} C L endlich. Wir kénnen also

f=1[@=-5)

BeS

bilden. Es gilt f(a) =0 (weil id;, € H) und f € L [z] = K[z], also ist f ein
Vielfaches von g. Da f separabel ist und iiber L in Linearfaktoren zerfillt,
folgt dies auch fiir g.

Nun beweisen wir die Implikation ,,(a) = (b)“. Wegen der Endlichkeit von
L/K gilt L = K(aq,...,a,). Wegen (a) sind die Minimalpolynome g¢; :=
irr(ay;, K) separabel und zerfallen iiber L in Linearfaktoren. Also ist auch
deren kleinstes gemeinsames Vielfache f = kgV (g1, ..., gn) separabel, und L
ist ein Zerfallungskorper von f iiber K.

Wir betrachten noch die folgende zusétzliche Bedingung;:

(b’) L = K(«), so dass irr(a, K) separabel ist und iiber L in Linearfaktoren
zerfallt.

Nun zeigen wir die Implikation ,,(b) = (b’)“. Wir setzen also L = K (a1, ..., ap)
voraus, so dass f := [[I_, (z — o;) in K |[z] liegt und separabel ist. Die a; sind
dann separabel, und Satz 20.11 liefert L = K («) mit o separabel. Da L/K
nach Satz 20.3 normal ist, zerfillt irr(a, K) iiber L in Linearfaktoren.

Als néchstes zeigen wir die Implikation ,,(b’) = (¢)*. Wir haben also

n

g :=irr(a, K) = H(z — ;) (21.1)

i=1

mit «; € L paarweise verschieden und o = a. Aus Proposition 16.13 folgt
n=[L: K]. Fiir jedes 0 € Aut(L/K) =: G gilt

g(o(a)) =0 (g9(a)) = a(0) =0,
wegen (21.1) folgt also o(a) € {aq,...,ay}. Dies liefert eine Abbildung

PG —{ag,...,an}, o o).
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Wegen L = K(a) ist @ injektiv. Zum Nachweis der Surjektivitit nehmen
wir ¢ € {1,...,n}. Wegen g(a;) = 0 liefert Proposition 18.2 einen K-
Homomorphismus o: L — K(a;) mit o(a) = ;. Wegen [K(a;) : K] =
deg(g) =n =[L: K] ist o ein Automorphismus, also o € G und $(0) = ;.
Damit ist @ bijektiv, und es folgt |G| =n = [L : K].

Wir schlieBen den Beweis der Aquivalenz durch den Nachweis der Impli-
kation ,,(c) = (d)“ ab. Wir setzen H := Aut(L/K) und K’ := L. Es folgt
H C Aut(L/K'), also gilt (d) fiir L/K’. Nach dem bisher Bewiesenen gilt
also auch (c) fiir L/K’, also

[L:K']=|Aut(L/K")| > |H|=[L:K]=[L:K']-[K': K],

wobei die vorletzte Gleichheit wegen der Annahme (c) gilt und die letzte
wegen Proposition 16.14. Es folgt K’ = K, also gilt (d).

Fiir den Beweis der Zusatzaussage nehmen wir eine Untergruppe H C
Aut(L/K) mit L = K. Insbesondere gelten (a)—(d) und (b’). Wir haben
also a € L mit L = K(a). Mit g := irr(e, K) und f := [[,cpy (z — o(a))
folgt f € LY [z] = K[z], also ist g ein Teiler von f. Wir erhalten

|H| = deg(f) > deg(g) = [L : K] = | Aut(L/ K],

und es folgt H = Aut(L/K). Dies schlieit den Beweis ab. O

Anmerkung 21.4. Wir kénnen nun auch schliefien, dass eine (in folgendem
Sinne) separabel erzeugte Korpererweiterung separabel ist. Es sei némlich
L = K(ayq,...,a,)/K eine Koérpererweiterung mit aq,...,«, separabel.
Dann ist auch das Polynom f := kgV (irr(ay, K),. .., irr(on, K)) € K|x] se-
parabel. Wegen Satz 21.3 ist ein Zerfillungskorper IV von f separabel. Wegen
L C N (bei geeigneter Wahl von N) ist L/K also auch separabel. q

Definition 21.5. FEine endliche Kérpererweiterung L/ K, die die Bedingun-
gen aus Satz 21.3 erfillt, heifit galoissch. Fulls L/K galoissch ist, so heifit
Gal(L/K) := Aut(L/K)

die Galoisgruppe von L/K.

Beispiel 21.6. (1) L sei der Zerfillungskorper von f := 23 — 2 iiber K = Q,
also L = Q(ag,a,a3) mit 2° — 2 = (z — a1)(z — az2)(z — a3). Als
Zerfallungskorper ist L/ K galoissch. Wir méchten die Galoisgruppe be-
stimmen. Jedes o € G := Gal(L/K) permutiert die «;, denn

ola)® =o(a?) =0(2) =2.

Dies liefert eine Permutationsdarstellung G — Ss. Wegen L = Q(a, aa, a3)
ist diese injektiv. Es gilt

[L:Q] = [L:Q(a1)] - [Q(en) : Q] = [L: Q(an)] -3 >3,
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weil man o reell wiahlen kann, aber die anderen «; dann nicht reell sind.
Also folgt |G| > 3. Da G zu einer Untergruppe der S3 isomorph ist, folgt
G = Ss.
(2) L := Q(v/2) ist nicht galoissch iiber K := Q. Dies haben wir in Bei-
spiel 21.2 gesehen. Dort haben wir auch gesehen, dass H := Aut(L/K) =
Zy ist, und
L7 =Q(v2) #£Q.

<

Satz 21.7 (Hauptsatz der Galoistheorie). Fs seien N/K eine galoissche Korperer-
weiterung und G = Gal(N/K). Wir setzen

A:={H C G| H Untergruppe}

und
B:={L<N|K<L}

(die Menge der Zwischenkdrper). Dann gelten

(a) Die Abbildung
¢: A— B, H— N

st eine Bigektion mit Umkehrabbildung
U:B— A, L~ Gal(N/L).
(b) Fiir Hi, Hy € A gilt die Aquivalenz
HyCHy, <= &(H;)2P(Hs),

d.h. ® und ¥ sind inklusionsumkehrend.
(¢c) Fir H e A gelten

[N:Nf]=|H| wund [N¥:K]=(G:H).
(d) Fiir H € A gilt die Aquivalenz
NH" /K ist galoissch <= H <G (Normalteiler).
Falls diese Bedingungen erfillt sind, gilt
Gal(N/K) = G/H.

Beweis. (a) Es sei H € A. Dann trifft Satz 21.3(d) auf N/N¥ zu, also gilt
H = Gal(N/NH). Dies bedeutet ¥ o & = id4. Es sei nun L € B. Da
N/K normal und separabel ist, folgt dies auch fiir N/L (wegen Propo-
sition 20.5 und Definition 20.10). Wegen Satz 21.3 folgt L = NGal(N/L),
Dies bedeutet @ o ¥ = idp.

(b) Dies folgt unmittelbar aus der Definition von ¢ und ¥.
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(c) Wegen H = Gal(N/NH) liefert Satz 21.3(c) die Gleichung |H| = [N :
NH]. Hieraus folgt
|G| [N:K]

(G:H)_@_WZ[NH:K].

(d) Zur Vorbereitung bemerken wir, dass fiir alle o € G die Gleichung
o (NT) = NoHo™ (21.2)
gilt, denn fiir alle @ € N haben wir die folgende Aquivalenz:

a€o(N") = o a)e N

ocHo ™!

= V7€H: oto '(a)=a <= ac N

Wir nehmen nun an, dass L := N galoissch iiber K ist. Wegen
Satz 19.4 gibt es einen K-Homomorphismus ¢: N — K in einen alge-
braischen Abschluss von K. Fiir jedes 0 € G ist p ool L — K ein
K-Homomorphismus, wegen Satz 20.3 folgt also ¢(o(L)) = ¢(L). We-
gen der Injektivitdit von ¢ erhalten wir o(L) = L, also 0 'Ho = H
wegen (21.2) und (a).

Umgekehrt sei H <G ein Normalteiler. Wegen (21.2) bildet jedes 0 € G
dann den Korper L := N in sich selbst ab, und wir erhalten einen
Homomorphismus

res: G — Aut(L/K), o+~ olL.

Dessen Kern ist Gal(N/L) = H, also gilt G/H = Bild(res) =: G. Wir
haben ~
K C LY CN¢ =K,

also ist L/K galoissch mit Galoisgruppe Gal(L/K) =G =~ G/H. O
Beispiel 21.8. In Beispiel 21.6(1) haben wir die Galoisgruppe des Zerféllungskorpers
N := Q(aq,ag,a3) von f = 23—2 = [[>_, (r—a;) iiber K = Q bestimmt. Das
Ergebnis war G := Gal(N/K) = S3, d.h. jede Permutation der a; lésst sich
genau zu einem Element von G fortsetzen. Insbesondere haben wir Elemente
o,7 € G mit

oo ay—ag—a; und  TI o & ap, Qg & as,

und G = (o, 7). In Beispiel 1.5(4) haben wir die Untergruppen der S; be-
stimmt. Diese stellen wir in einem Diagramm dar, das die Untergruppenbe-
ziehungen beschreibt. Nach Satz 21.7 erhalten wir ein entsprechendes Dia-
gramm der Zwischenkorper. Weil unsere Bijektionen inklusionsumkehrend
sind, stellen wir das Untergruppendiagramm auf den Kopf, also mit der tri-
vialen Gruppe nach oben, so dass im Korperdiagramm der grofite Korper
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(N) oben steht. Wir erhalten folgende Diagramme:

{id} N

" 7

(r)  (ro)  (ro?) (a3)

Qa1) Q) Q
o \\ QV=3)
/ /
Q

Im rechten Diagramm stehen die Fixkorper, wobei Q(1/—3) als Fixkorper
von (o) erkldrungsbediirftig ist. Aus ajasaz = 2 folgt ajaz = a% = a3, also
a = g—i =: w. Es folgt o(w) = w, also w € N Fiir w gilt 0 = w® — 1 =

(w—1)(w?+w+1),alsow? +w+1=0, denn w # 1. Es folgt w = %\/:)’,
also Q(w) = Q(v/=3). Wir erhalten Q(v/—3) € N{?), und wegen

[N K] = (G : (o)) =2

G

folgt Gleichheit.

Im Untergruppendiagramm ist (o) der einzige nicht-triviale Normaltei-
ler, und entsprechend ist Q(v/—3) der einzige iiber Q galoissche echte Zwi-
schenkorper. Es gilt Gal (Q(v/=3)/Q) = G/(o) = Z,. Die anderen Zwi-
schenkorper sind kongjugiert, d.h. sie werden durch Automorphismen von
N/K ineinander iibergefiihrt, ebenso wie die entsprechenden Untergruppen
konjugiert sind. N

Beispiel 21.9 (endliche Korper). Es seien p eine Primzahl und ¢ = p™ mit
n € Nyo eine Potenz. Wir wissen, dass F, der Zerfillungskérper von
x? — z iber F, ist, und dass F,/F, separabel ist. Also ist F,/F, galoissch.
Um die Galoisgruppe zu bestimmen, erinnern wir uns an den Frobenius-
Homomorphismus

F:Fy =Ty a—af

(siehe Satz 10.13). F' ist injektiv, also auch surjektiv (wegen |F,| < 00), und
Flg, =id. Also F € Gal(F,/F,). Was ist die Ordnung von F? Falls F' = id,
so folgt o’ = a fiir alle o € F,. Das kleinste positive ¢, fiir das dies zutrifft,
ist ¢ = n. Es folgt ord(F) = n, also

[(F)| =n=[Fq:Fp] = [Gal(Fg/Fp)|-

Es folgt
Gal(Fy/F,) = (F) = Z,.
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Es folgt nun auch, dass die Galoisgruppe Gal(F,/L) fiir einen Zwischenkorper
L (als Untergruppe von Gal(F,/F,)) zyklisch ist. Wir ziehen das Fazit, dass
Erweiterungen von endlichen Koérpern galoissch sind mit zyklischer Galois-
gruppe. <

Zum Schluss erwahnen wir noch, dass man auch zu Polynomen eine Galois-
gruppe definieren kann. Es sei ndmlich f € K|[z] ein separables Polynom iiber

einem Korper und oy, .. ., a,, die Nullstellen von f in einem Zerfallungskorper
N.Firo € G:=Gal(N/K)und i € {1,...,n} gilt

f(o(ai)) = o (f(ai)) = o(0) =0,
also o(ey) = a; mit j € {1,...,n}. Dies liefert eine Permutationsdarstellung
G — S, mit o) = ) firc e G, i €{l,...,n}.
Wegen N = K(aq,...,ay,) ist 7 injektiv, also Bild(7) = G. Wir nennen
Gal(f) := Bild(w) C S,

die Galoisgruppe von f. Die Galoisgruppe eines Polynoms ist also ein Per-
mutationsgruppe.

Beispiel 21.10. (1) Fiir f =23 — 2 € Q[x] gilt wegen Beispiel 21.6(1)
Gal(f) = Ss.

(2) In Beispiel 18.7 wurde der Zerfillungskoérper N des Polynoms f = 2—2 €
Q[z] bestimmt und der Grad [N : Q] = 8 berechnet. Gal(f) ist also eine
Untergruppe der Ordnung 8 von Sy. Bis auf Isomorphie gibt es nur eine
solche Untergruppe, ndmlich die Diedergruppe Dy. Es folgt Gal(f) = Dy.
<

Anmerkung 21.11. Die ,meisten“ (in einem zu spezifizierenden Sinne) Po-
lynome iiber Q haben die Galoisgruppe S,. <

22 Kreisteilungskorper

Definition 22.1. Es seien K ein Korper und n € Nsg eine natirliche Zahl.
Der Zerfillungskérper des Polynoms x™ — 1 € K|x] dber K heifst der n-te
Kreisteilungskérper und wird mit K™ bezeichnet. Wir setzen

W, :={Ce K™ |¢ =1}

und bezeichnen die Elemente von W, als n-te Einheitswurzeln. Man be-
achte, dass W,, wegen Satz 11.6 eine zyklische Gruppe ist. Fine n-te Ein-
heitswurzel ¢ € W, heifit primitiv, falls W,, = (¢). Das Polynom
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CeEW,,
primitiv

heifit das n-te Kreisteilungspolynom dber K.

Beispiel 22.2. In K = C gibt es die vierten Einheitswurzeln +1 und =i.
Davon sind +i primitiv. Wir erhalten &, = (v —i)(z +i) = 2% + 1. q

Lemma 22.3. Es seien K ein Korper der Charakteristik p (mit p = 0 oder
Primzahl) und n € Nxq eine natiirliche Zahl.

(a) Falls n kein Vielfaches von p ist, so ist f :=a™ — 1 € K|x| separabel.
(b) Es sein =p"-m mit r,m € Nsg. Dann gilt

r

2" =1= (™ -1",
f st also nicht seprabel.

Beweis. (a) Wegen f = na™ ! sind f und f’ teilerfremd, also ist f separabel.
(b) Dies ergibt sich durch r-fache Anwendung des Frobenius-Homomorphismus
auf (z™ —1). O

Satz 22.4. FEs seien K ein Korper der Charakteristik p und n € N5 eine
natirliche Zahl. Falls p | n, schreiben wir n = p" - m mit r,m € Nsg und
ptm, und andernfalls m := n.

(a) K™ /K ist galoissch.

(b) Fiir das n-te Kreisteilungspolynom gilt: @, € K|[x].

(c) Es gelten |W,,| = m und deg(P,,) = ¢(m) (die Eulersche o-Funktion).
(d) Gal (K(")/K) ist isomorph zu einer Untergruppe von (Z/(m))™.

Beweis. (a) Wegen Lemma 22.3 ist K () der Zerfallungskorper des separa-
blen Polynoms ™ — 1.

(b) Jedes o € G := Gal (K™ /K permutiert die primitiven Einheitswurzeln.
Es folgt

P, € (K("))G 2] = K[a].

(¢) Aus Lemma 22.3 folgt |W,,| = |W,,| = m. Da W,, wegen Satz 11.6 zyklisch
ist, gibt es p(m) Elemente, die W, erzeugen, also deg(®,,) = ¢(m).

(d) G :=Gal (K(”)/K) operiert treu auf W,,, wobei jedes o € G als Gruppen-
Homomorphismus auf W,, wirkt. Dies liefert einen injektiven Homomor-

phismus
G — Aut(W,,) = Aut(Z,,) = (Z/(m))*,

wie behauptet. a

Beispiel 22.5. Wir haben @1 = x—1, &y = +1, P53 = 22 +x+1, Py = 22 +1,
Ps=at4+23+22+2+1, Ps=2>—2x+1, Pg=a*+1,... N
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Anmerkung. Uber K = Q sind simtliche Kreisteilungspolynome irreduzi-
bel, es gilt also Gal (Q™/Q) = (Z/(n))™. Wir werden dies nicht beweisen
und auch nicht benutzen. <

23 Auflésbare Polynome

Der Einfachheit halber seien alle Korper in diesem Abschnitt von der Cha-
rakteristik 0.

Eine der Motivationen fiir die Entwicklung der Galoistheorie war der Ver-
such, Formeln fiir die Nullstellen von Polynomen zu finden. Wir wissen, dass
22 +ax +b die Nullstelle =2+va"—4b W’ hat. Weiter hat das Polynom 23+ ax +b
(geméfl der berithmten Cardanischen Formeln) die Nullstelle

1 1/3 - 1/3
Z <(—108b +12v/1243 + 81b2) + (—108b — 12124 + 81b2) ) .

6

Es stellt sich die Frage, ob #hnliche Formeln auch fiir Polynome von héheren
Graden existieren. Diese Frage wird durch die folgende Definition prézisiert:

Definition 23.1. (a) Eine Kdérpererweiterung L/K heifit eine Radikaler-
weiterung, falls es Zwischenkorper

K=Ly<Li<---<L.=1L

gibt, so dass fir alle t = 1,...,r gelten: L; = L;_1(oy;) mit o € Ly
fiir einm; € Nsg. Genauer heifit L/K eine n-Radikalerweiterung (n €
Nso), falls n ein Vielfaches aller n; ist.

(b) Ein Polynom f € K|z]| heifit auflésbar, falls es eine Radikalerweiterung
L/K gibt, so dass f eine Nullstelle in L hat.

Die oben genannten Formeln besagen also, dass alle Polynome vom Grad
< 3 auflésbar sind.

Ziel des Abschnitts ist es, einen Zusammenhang zwischen auflésbaren Po-
lynomen und auflésbaren Gruppen herzustellen. Hierfiir benttigen wir drei
Lemmata.

Lemma 23.2. FEs secien L/K eine Kirpererweiterung und n € Nsg eine
natiirliche Zahl. Wir setzen K™ = K voraus, d.h. K enthalte n verschiedene
n-te Einheitswurzeln.

(a) Falls L = K(a) mit o™ € K, so ist L/K galoissch, und Gal(L/K) ist
1somorph zu einer Untergruppe von Z,.

(b) Ist L/K galoissch mit Gal(L/K) = Z,, und n eine Primzahl, so gibt es
A€ L mit L=K(\) und \" € K.

Beweis. (a) Mit W, :={( € K| (" =1} = Z,, ist L der Zerfallungskorper
von 2" — a” = [[.cw, (x — Ca) tiber K, also ist L/K galoissch. Wir
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konnen a # 0 voraussetzen und erhalten eine Abbildung

o(a)

o: G:=Gal(L/K) - W,, o+ o

Wegen L = K(«) ist ¢ injektiv, und wegen W,, C K gilt fiir 0,7 € G:

plor) = 2@ _; (T(O‘)> o(a) _7(e) o(a)

g ). TY T T o(o)e(r).

Also ist ¢ ein Homomorphismus.
(b) Wir wihlen einen Erzeuger o von G := Gal(L/K), einen Erzeuger ¢ von
Wy, und ein « € L\ K. Fiir die sogenannten Lagrangeschen Resolventen

n—1
A=Y (Uol(@) el (i=0,...,n—1)
j=0

gilt o(X;) = ¢'A;, also A} € L = K. Aus det (¢V), ., | #0 (Va-
dermondesche Determinante) folgt, dass sich « als K “Linearkombination
der \; schreiben lisst. (Explizit: o = %Z?gol A;.) Insbesondere gibt es
also ein ¢ mit \; ¢ K. Da n ein Primzahl ist und [L : K| = n, folgt
L=K(\). O

Wir erhalten nun den folgenden Zusammenhang zwischen Radikalerweite-
rungen und auflésbaren Gruppen.

Lemma 23.3. Es seien N/K eine galoissche Korpererweiterung und G =
Gal(N/K).

(a) Falls N/K eine n-Radikalerweiterung ist und K™ = K, so ist G
auflosbar.

(b) Falls G auflisbar ist und KU = K, so ist N/K eine Radikalerweite-
rung.

Beweis. Geméf dem Hauptsatz der Galoistheorie (Satz 21.7) entsprechen
sich Normalreihen

{L}:GTQGT_1<]"'<]G1<]G0:G
von G und Ketten von Korpererweiterungen
N=L.>L,1>--2>2L1>2Li=K

mit L;/L;_q galoissch (i =1,...,7), und es gilt Gal (L;/L;—1) = G;—1/G;.

Ist nun N/K eine n-Radikalerweiterung, so liefert Lemma 23.2(a) eine
Kette von galoisschen Korpererweiterungen mit zyklischen Galoisgruppen.
Wir bekommen also eine Normalreihe von G mit zyklischen Faktorgruppen,
und aus Proposition 3.7(b) folgt, dass G auflosbar ist.
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Ist umgekehrt G auflosbar, so liefert Satz 3.9 eine Normalreihe von G mit
zyklischen Faktorgruppen von Primzahlordnung. Lemma 23.2(b) beschreibt
also die entsprechenden Koérpererweiterungen L;/L; 1, und es ergibt sich,
dass N/K eine Radikalerweiterung ist. O

Lemma 23.4. Es sei L/K eine Radikalerweiterung. Dann gibt es eine ga-
loissche Radikalerweiterung N/K mit L C N.

Beweis. Wegen char(K) = 0 ist Satz 20.11 anwendbar und liefert L =
K(a). Es seien a3 = a,as,...,a, die Nullstellen von f := irr(o, K)
in einem Zerfallungskorper N von f. Wegen Proposition 18.2 ist jedes
K(a;)/K isomorph zu L/K und damit eine Radikalerweiterung. Also ist
auch K(aq,...,05)/K(a1,...,a;,-1) eine Radikalerweiterung. Es folgt, dass
N = K(ay,...,a,) ebenso eine Radikalerweiterung ist, und L C N wegen
a=a; € N. O

Satz 23.5. Fiir ein irreduzibles Polynom f € K|x] iber einem Korper der
Charakteristik 0 sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Das Polynom f ist auflésbar.
(b) Die Galoisgruppe Gal(f) ist auflisbar.

Beweis. Wir setzen zuniichst voraus, dass f auflosbar ist, also gibt es ei-
ne Radikalerweiterung N/K, so dass f ein Nullstelle & € N hat. We-
gen Lemma 23.4 kénnen wir annehmen, dass N/K galoissch ist. Es sei
N/K eine n-Radikalerweiterung. Es ist klar, dass auch N /K galoissch
ist und dass N /K eine n-Radikalerweiterung ist. Nach Lemma 23.3 ist
Gal (N /K(™) also auflssbar. Weiter ist K (™) /K nach Satz 22.4 galoissch
mit abelscher Galoisgruppe. Gal (N ) /K ) hat also einen auflésbaren Nor-
malteiler mit abelscher Faktorgruppe, ist nach Proposition 3.7(b) also selbst
auflssbar. Da f irreduzibel ist und in N eine Nullstelle hat, folgt aus der
Normalitit von N /K, dass N (") einen Zerfillungskorper L von f iiber
K enthilt. Gal(f) = Gal(L/K) ist nun als Faktorgruppe von Gal (N /K)
auflosbar.

Nun setzen wir voraus, dass Gal(f) auflosbar ist, fiir einen Zerféllungskorper
L von f iiber K ist also G := Gal(L/K) auflésbar. Mit n := |G| ist auch
L™ /K™ galoissch, und mit G := Gal (L™ /K ™) haben wir einen Homo-
morphismus B

v:G—=G, oo

Dieser ist injektiv, denn fiir o € Kern(yp) gilt 0| = id und o|gm) = id, also
o =id. G ist also isomorph zu einer Untergruppe der auflosbaren Gruppe G
und damit nach Proposition 3.7(a) selbst auflosbar. Weil n ein Vielfaches von
|G| ist, liefert Lemma 23.3, dass L(™ /K eine Radikalerweiterung ist. Da
K™ /K ohnehin eine Radikalerweiterung ist, gilt dasselbe fiir L(™ /K. Da f
eine Nullstelle in L(™) hat, ist f auflssbar. a
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Korollar 23.6. Alle Polynome vom Grad < 4 iiber einem Kérper der Cha-
rakteristik O sind aufldsbar.

Beweis. Ist f € K[z] ein Polynom vom Grad n, so ist G := Gal(f) eine
Untergruppe der S,,. Fiir n < 4 ist die S,, auflésbar (siehe Beispiel 4.7), also
auch G. a

Im Gegensatz hierzu ist die S, fiir n > 5 nicht auflosbar (siehe Korol-
lar 4.8). Wir konnen also bei Polynomen vom Grad > 5 keine Auflosbarkeit
erwarten, und wegen Anmerkung 21.11 sind sogar die , meisten“ Polynome
iiber Q von Grad > 5 nicht auflésbar.

Beispiel 23.7. Wir betrachten das Polynom f = 2% — 4z + 2 € Q[z]. Kurven-
diskussion liefert, dass f genau drei reelle Nullstellen hat. Die verbleibenden
zwei komplexen Nullstellen werden also durch die komplexe Konjugation per-
mutiert. Dies liefert eine Transposition 7 € G := Gal(f). Nach dem Eisen-
steinkriterium ist f irreduzibel, also gilt [Q(«) : Q] = 5 fiir jede Nullstelle «
von f. Fiir einen Zerfdllungskorper L von f folgt 5 | [L : Q], also teilt 5
auch |G|. Rechnungen in der S5 (die wir hier nicht wiedergeben) zeigen, dass
die einzige Untergruppe, die eine Transposition enthélt und deren Ordnung
durch 5 teilbar ist, die S5 selbst ist. Also Gal(f) = S5. Es folgt, dass f nicht
auflosbar ist. <

Schon aus dem obigen Beispiel folgt, dass es keine Formel gibt, die die
Nullstellen eines Polynoms von Grad 5 durch verschachtelte Wurzeln und die
Grundrechenarten ausdriickt. Ebensowenig geht das fiir Polynome vom Grad
> 5.

24 Bonusmaterial: Der Fundamentalsatz der Algebra

In diesem Abschnitt geben wir einen weitgehend algebraischen Beweis des
folgenden Satzes:

Satz 24.1 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Kérper C ist algebraisch ab-
geschlossen.

Wir benétigen zwei Lemmata.

Lemma 24.2. Es sei L/R eine endliche Kérpererweiterung mit [L : R] un-
gerade. Dann ist L = R.

Beweis. Es sei @ € L und f := irr(o,R). Dann ist deg(f) = [R(a) : R]
ein Teiler von [L : R], also ungerade. Es folgt, dass f positive und negative
Werte annimmt, nach dem Zwischenwertsatz hat f also eine Nullstelle ¢ € R.
Wegen der Irreduzibilitéit von f folgt f = x — ¢, also @ = ¢ € R. Wir erhalten
L=R. ad

Lemma 24.3. C hat keine Kéorpererweiterung vom Grad 2.
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Beweis. Wir nehmen an, dass es eine Korpererweiterung L/C gibt mit [L :
C] = 2. Es folgt L = C(a), so dass f := irr(a,C) den Grad 2 hat. Mit
z:= D(f) € C (die Diskriminante) folgt L = C(y/z). Wir schreiben z = z+iy
mit z,y € R. Wir bilden r := /22 4+ y? € Ry (wobei die Existenz von
Quadratwurzeln nicht-negativer reeller Zahlen durch den Zwischenwertsatz
garantiert wird). Es gilt

2
r+x+‘ () r—x r+x+2‘ () r+x |r—x r—x
78gn = 18gn —
2 S AT 2 YN TV 2
r2 — g2
= x + 2isgn(y) T =t hisen(y)vy?

:Z’

also /2 € C. Es folgt L = C. O

Beweis von Satz 24.1. Es sei « ein Element einer algebraischen Erweiterung
von C, und es sei N ein Zerfiallungskorper von f := irr(q,R) iiber C mit
a € N. Als Zerfillungskorper von (22 + 1) - f ist N auch galoissch iiber R.
Es sei P C G := Gal(IN/R) eine 2-Sylow-Gruppe der Galoisgruppe. Dann ist
[NF : R] = (G : P) ungerade, also N = R wegen Lemma 24.2. Es folgt
P = G, also ist G eine 2-Gruppe. Dasselbe gilt fiir H := Gal(N/C). Unter
der Annahme H # {id} hitte H wegen Satz 6.2 eine Untergruppe H; C H
vom Index 2, also [Nt : C] = 2, im Widerspruch zu Lemma 24.3. Es folgt
H = {id}, also N = C. Dies liefert o € C, also hat C keine echte algebraische
Erweiterung und ist damit algebraisch abgeschlossen. a

25 Bonusmaterial: Konstruktion mit Zirkel und Lineal

In diesem Abschnitt wenden wir Korpertheorie auf geometrische Konstruk-
tionsaufgaben aus der Antike an. Hierbei starten wir mit einer Punktmenge
S C R? in der euklidischen Ebene und gewinnen durch folgende Konstruk-
tionsschritte neue Punkte:

(1) Schnitt zweier Geraden: Fiir Punkte A, B,C;D € S mit A # B,
C # D bilde den Schnittpunkt der Geraden AB und CD, falls diese
nicht parallel sind.

(2) Schnitt eines Kreises und einer Geraden: Fiir Punkte A, B,C, D, E €
S mit A # B bilde die Schnittpunkte der Geraden AB mit dem Kreis
um C, dessen Radius der Abstand von D und FE ist. Anmerkung: Man
kann zeigen, dass man dieselbe Menge an konstruierbaren Punkten erhalt,
wenn man bei diesem Schritt die Einschriankung C' = D macht, also kein
»Abtragen“ von Léngen mit dem Zirkel zulédsst. Dasselbe gilt fiir (3).



Bonusmaterial: Konstruktion mit Zirkel und Lineal 107

(3) Schnitt zweier Kreise Bilde die Schnittpunkte zweier (verschiedener)
Kreise wie in (2).

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Konstuierbarkeit von Punkten
mit Methoden der Korpertheorie. Dazu bilden wir die durch alle Koordinaten
x,y von Punkten P = (z,y) € S erzeugte Korpererweiterung K C R von Q.

Lemma 25.1. Der Punkt P = (x,y) sei in einem Schritt aus der Punkt-
menge S C R? konstruierbar. Mit K wie oben gilt dann
[K(0.y): K] <2,

Beweis. Wir unterscheiden drei Fille entsprechend der drei méglichen Kon-
struktionsschritte.

(1) Die Gerade durch zwei Punkte (a,b) und (¢, d) in S ist gegeben durch die
Gleichung
(d=b)x+ (a —c)y = ad — be,

deren Koeffizienten in K liegen. Der Schnittpunkt P = (z,y) zweier
nicht paralleler Geraden ist also die eindeutige Losung eines LGS mit
Koeffizienten in K, also x,y € K.

(2) Der Kreis um (a,b) € S mit dem Abstand von (a1,b1) € S und (ag,bs) €
S als Radius ist gegeben durch

(z—a)®+ (y — b)* = (a1 — az)* + (by — b2).

Die Schnittpunkte mit einer durch cx + dy = e (wobei ¢,d,e € K und
ohne Einschrinkung ¢ # 0) gegebenen Gerade sind Losungen einer qua-
dratischen Gleichung fiir y, also [K(y) : K] < 2 und z € K(y).

(3) Zwei Kreise sind gegeben durch Gleichungen

(¢ —a1)® + (y = b1)? =i
und
(x —a2)” + (y —bo)? =713
mit a;, b;,r; € K. Subtraktion liefert eine lineare Gleichung, die auf den

zweiten Fall reduziert. O

Satz 25.2. Der Punkt P = (z,y) sei aus der Punktmenge S C R? mit
endlich vielen Schritten konstruierbar. Dann liegen x© und y in einer 2-
Radikalerweiterung L C R von K.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 25.1 durch Induktion nach der Anzahl der
Konstruktionsschritte. a

Anmerkung. Enthélt S mindestens zwei Punkte, so kann man diese durch
Drehen, Skalieren und Verschieben auf die Punkte (0,0) und (1, 0) transpor-
tieren. Falls nun (0, 0), (1,0) € S, dann gilt die Umkehrung von Satz 25.2. Der
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Beweis lauft mit einigen geometrischen Konstuktionen. Er ist nicht schwer,
wiirde aber den Umfang dieses Abschnitts erheblich erweitern. <

Mit Hilfe von Satz 25.2 kann man die Unltsbarkeit einiger klassischer
Konstruktionsaufgaben beweisen. Wir behandeln drei davon.

Delisches Problem Gegeben sei die Kantenlidnge a eines Wiirfels. Kon-
struiere die Kantenlénge eines Wiirfels mit dem doppelten Volumen (,, Wiir-
felverdoppelung®). Fiir @ = 1 miisste also (¥/2,0) konstruierbar sein. We-
gen [Q(v/2) : Q] = 3 liegt Q(+/2) aber in keiner 2-Radikalerweiterung von
Q, also ist dies unméglich.

Dreiteilung des Winkels Gegeben seien Punkte A,B und C, und ¢ :=
£(A, B,C) bezeichne den Winkel zwischen den Vektoren AB und AC.
Konstruiere einen Punkt D mit

1

Falls das Problem lgsbar wire, dann auch beispielsweise fir A = (0,0),
B = (1,0) und C = (% ﬁ), also ¢ = 60°. Der Schnitt der Gerade durch

A und den Punkt D rznit 2dem Einheitskreis wiirde dann einen Punkt mit
x = co0s(20°) liefern. Die Additionstheoreme ergeben fiir o € R allgemein
cos(3a) = 4cos(a)?® — 3cos(a). Fiir a = 20° folgt 42 — 3z = 1/2. Substi-
tution von x durch x/2 liefert 23 —3x —1 = 0. Das Polynom ist irreduzibel,
also [Q(7) : Q] = 3. Aufgrund der gegebenen Punkte hat aber K = Q[v/3]
den Grad 2. Wieder liegt z also in keiner 2-Radikalerweiterung von K, die
Winkeldreiteilung (auch , Trisektion“ genannt) ist also unméglich.

Quadratur des Kreises Gegeben eine Strecke der Lange r, konstruie-
re ein Quadrat mit dem gleichen Flacheninhalt wie der Kreis mit Ra-
dius 7. Fir r = 1 wiirde eine Losung bedeuten, dass /7 in einer 2-
Radikalerweiterung von Q liegt. Nach dem (schwierigen) Satz von Linde-
mann ist w aber transzendent iiber Q. Also ist die Quadratur des Kreises
unmoglich.
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primitiver Teil, 64

primitives Polynom, 64
Primitivwurzel, 54

projektive spezielle lineare Gruppe, 38
projektive symplektische Gruppe, 39

Quadratur des Kreises, 108
Quotientenkérper, 58

Radikalerweiterung, 102, 107

rationaler Funktionenkorper, 58, 78

Rechtsideal, 45

Rechtsnebenklasse, 10

rein transzendent, 82

Restklasse, 48

Restklassenring, siehe Faktorring

Resultante, 69

Ring, 43

Ring mit eindeutiger Primzerlegung,
siehe faktoriell

Ss, 7, 8,11, 12, 14, 18, 20, 37, 97
Satz vom primitiven Element, 92
Satz von Lagrange, 10

Schiefkorper, 45

semidirektes Produkt, 35

separabel, 90, 91

spezielle lineare Gruppe, 7, 38
Sylow-Gruppe, siehe p-Sylow-Gruppe

Sylow-Sétze, 30
Sylvester-Matrix, 68
Symmetriegruppe, 26
symmetrische Gruppe, 7, 21-26
auf einer Menge, 25
symplektische Gruppe, 39

teilerfremd, 63
Teilkorper, 77

transitive Operation, 25
Transposition, 22
transzendent, 78
Transzendenzbasis, 82
Transzendenzgrad, 82
treue Operation, 25
Trisektion, 108

trivialer Normalteiler, 11

univeriater Polynomring, 55
Untergruppe, 7
Ordnung, 10
trivial, 7
Unterkorper, 77
Unterring, 45

vollkommener Korper, 90
Vorzeichen
einer Permutation, 7, 22

Wiir fel ver dopp e lung, 108

Zentralisator, 27

Zentrum, 13

Zerfallungskorper, 84

Zp, 12, 20, 38

Zykel, 21

Zykeltyp, siehe Permutationstyp
zyklische Gruppe, 8
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