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Kapitel 1
Matrizen und Vektoren

In diesem Kapitel ist K immer ein Koérper (also ein Rechenbereich, der die
vier Grundrechenarten zulésst, z.B. K =R, C, Q ...).

Wir fithren Matrizen als grundlegenden ,, Datentyp“ in der linearen Algebra
ein.

Definition 1.1 (Matrizen). Es seien m,n € Nsq positive natirliche Zahlen.
Eine m x n-Matrix ist eine ,rechteckige Anordnung®

a1l ar2 - Ain
a1 A22 -+ A2n
Am,1 Am,2 " Qm.n

mit a;; € K. Formaler konnen wir eine m X n-Matriz definieren als eine
Abbildung {1,...,m}x{1,...,n} = K vom kartesischen Produkt der Mengen
{1,...,m} und {1,...,n} in K, die jedem Paar (i, j) das Korperelement a; ;
zuordnet. Mit dieser Definition wird die informelle Definition einer Matriz
als rechteckige Anordnung zu einer bloflen Schreibweise ,degradiert®.

Das Element a; ; einer Matriz A heifit der (i, j)-te Eintrag von A. Wir
benutzen verschiedene Schreibweisen fiir Matrizen:

A= (aij)i=1,..m = (@i j)1<i<m = (@ij)i; = (@),

Jj=1,..., n 1<j<n
wobei die beiden letzten benutzt werden, wenn m und n aus dem Kontext klar
sind. Durch die Definition einer Matrix ergibt sich automatisch der Gleich-
heitsbegriff von Matrizen: Zwei m x n-Matrizen A = (a; ;) und B = (b; ;)
sind gleich, falls a; ; = b; ; fir alle i und j gilt.
Die Menge aller m x n-Matrizen wird mit K™>" bezeichnet.
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BEine 1 x n-Matriz (ai,...,a,) € K" wird als Zeilenvektor, eine
ayi
m X 1-Matriz | € K™*1 qls Spaltenvektor bezeichnet. Wir schreiben
Am
K™ = K™*! und nennen dies den m-dimensionalen Standardraum.
Die Benennung wird spdter klar werden, und auch der Grund, weshalb hier-
bei den Spaltenvektoren trotz der umstdindlicheren Schreibweise der Vorzug
gegeben wird.
Fir A= (a;;) € K™" und i € {1,...,m} ist (ai1,...,a;n) € K™ die
alyj
i-te Zeile von A. Fir j € {1,...,n} ist : € K™ die j-te Spalte
Qm,j
von A.
FEine Matriz A € K™*™ mit m = n heifit quadratisch. Fir A = (a; ;) €
Kmxn st AT .= (a;;) € K™™ die transponierte Matrix; also z.B.

123T 14
456) —|2°
36

Fine quadratische Matriz heifft symmetrisch, falls AT = A gilt.

Wenn Matrizen und Vektoren im Spiel sind, bezeichnet man Elemente des
Korpers K oft als Skalare. Obwohl wir von Zeilen- und Spaltenvektoren ge-
sprochen haben, ist die korrekte Antwort auf die Frage ,, Was ist ein Vektor?*:
»ein Element eines Vektorraums® (siehe Kapitel 4).

Beispiel 1.2. Die folgenden Beispiele sollen die Relevanz von Matrizen de-
monstrieren.

(1) R? ={(3) | z,y € R} lisst sich als Ebene veranschaulichen.

(2) Wenn Si,...,S, Stddte sind und d; ; die Entfernung zwischen .S; und
S; bezeichnet, dann ist D = (d; ;) € R™*"™ (unter sinnvollen Annahmen)
symmetrisch. D ist die Distanzmatrix.

(3) Z1,...,2Z, seien Zustéinde, in denen sich ein gewisses System befin-
den kann. P;; sei die Wahrscheinlichkeit, dass das System von dem
Zustand Z; in den Zustand Z; iibergeht. (Man spricht auch von der
Ubergangswahrscheinlichkeit.) Die P, ; werden zusammengefasst in der
quadratischen Matrix

T := (Pi,j) S Rnxn7

die auch Ubergangs- oder Transitionsmatriz genannt wird. Fiir jedes
ie{l,...,n}gilt P,1+---+P,, =1, d.h. die i-te Zeilensumme ist 1. All-
gemein nennt man eine Matrix in R"*" (zeilen-)stochastisch, falls alle
Zeilensummen 1 und alle Eintrédge nicht-negativ sind. 7" ist also stocha-
stisch. Falls das System schrittweise seinen Zustand dndert, wie berechnet
sich dann die Wahrscheinlichkeit, in & Schritten vom Zustand Z; nach Z;
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zu gelangen? Diese Frage werden wir in Beispiel 1.5 nach der Definition
des Matrixprodukts klaren. N

Definition 1.3. Wir definieren nun die Summe und das Produkt von Ma-
trizen.

(a)

(b)

(c)

Fir A= (a; ;) € K™ und B = (b; ;) € K"™*" ist die Summe AB B €
K™*" definiert durch AB B = (¢; ;) mit ¢; j = a; ; + b; ;. Man spricht
auch von komponentenweiser Addition. Man kann Matrizen nur dann
addieren, wenn ihre Spalten- und Zeilenzahl (m und n) ibereinstimmen.
Wir haben B¢ fir die Unterscheidung von der Addition im Kérper K
verwendet. Ab jetzt werden wir aber immer A + B schreiben.

Fiir A = (a; ;) € K™ und B = (b; ;) € K™*! ist das Produkt AL B €
K™ definiert durch AQ B = (c; ;) mit

n
CiJ = E ai,kb;@j.
k=1

Das Produkt ist also nicht komponentenweise definiert. Es ist nur defi-

niert, wenn die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von B iibereinstimmit.

Im weiteren werden wir A - B oder AB statt A B schreiben. Fin wich-

tiger Spezialfall ist das Produkt einer Matrix A = (a; ;) € K™*™ mit
Z1

einem Spaltenvektor v = | | € K":

Ln

Y1 n
A-v= e K™ mit yi=Zai7jxj.
j=1
Ym

Wir definieren noch das Produkt einer Matriz mit einem Skalar: Fir
A= (a;;) € K™*" und s € K ist das Produkt s- A definiert durch s-A =
(cij) € K™*™ mit ¢; j := s-a; ;. Die Matriz wird also komponentenweise
mit s multipliziert.

Beispiel 1.4. Ein paar Beispiele zum Matrixprodukt:

(1)

Lo (1) (11401410 114024101 _ (12
o012/ |07 \oter 1420 01412421 T \14)

(2) Fiir z1,22 € K ist

(75)- ) - ()
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Mit ¢ € R ist

cos(p) — sin(p) (T _ cos(p)x1 — sin(p)xs
sin(¢) cos(y) xo )  \sin(p)zy + cos(p)zs )’
was einer Drehung des Vektors (1) um den Winkel ¢ bedeutet.

Mo Y1

(3) Firv= | : |,w= [ : | € K" liegt der transponierte Vektor v” in

T Yn
K™ also ist o7 -w € K™, Es gilt

n
’UT W = E TiYi-
=1

Dies werden wir in Kapitel 12 als das (Standard-)Skalarprodukt einfiihren.
q

Die Definitionen der Summe von Matrizen und des Produkts einer Matrix
und eines Skalars sind nicht weiter spannend. Die Definition des Produktes
ist jedoch komplizierter und damit interessanter. Wir fragen uns, warum das
Produkt so definiert wurde, und nicht etwa auch komponentenweise. Es gibt
hierfiir mehrere Griinde, und den wichtigsten werden wir in Kapitel 7 ken-
nenlernen. Ein Hinweis, weshalb die Definition sinnvoll ist, finden sich jedoch
schon in folgendem Beispiel.

Beispiel 1.5. Wie in Beispiel 1.2(3) sei P, ; die Wahrscheinlichkeit, dass ein
System vom Zustand Z; in den Zustand Z; iibergeht, und T’ = (P; ;) € R™*"
sei die Transitionsmatrix. Was ist die Wahrscheinlichkeit, in zwei Schritten
von Z; nach Z; zu gelangen? Hierfiir ist jedes Zj, als Zwischenschritt moglich.
Wir nehmen an, dass die Schritte unabhéngig voneinander sind. Dann ist
die Wahrscheinlichkeit, von Z; iiber Zj nach Z; zu gelangen, gleich P, -
]__Dk_’ j- Insgesamt ergibt sich also die Wahrscheinlichkeit ZZ=1 P; 1, P ; fir den
Ubergang von Z; nach Z; in zwei Schritten. Dies ist genau der (4, j)-te Eintrag
des Produkts T'- T = T2, also ist T? die entsprechende Transitionsmatrix.
Weiter ergibt sich die Matrix der Wahrscheinlichkeiten, in drei Schritten von
Z; nach Z; zu gelangen, als T°, u.s.w. Hier findet das Produkt bzw. die
Potenzen von Transitionsmatrizen also eine natiirliche Interpretation. N

Satz 1.6. Fir Matrizen gelten die folgenden Regeln.
(a) Fiir alle A= (a;;),B,C € K™*™ gelten:

(1) (A+B)+C=A+(B+0C),

(2) A+ B=B+ A,
00

(3) fir0:=|(: :)e&K™" (die Nullmatrix) gilt A+ 0= A
P

(4) und fir —A:= (—a; ;) gilt —A+ A=0.
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Mit anderen Worten, K™*"™ bildet zusammen mit der Addition eine abel-
sche Gruppe (siehe Kapitel 3, wo der Gruppenbegriff eingefihrt wird).
(b) Fiir alle A,B € K™ "™ und s,s" € K gelten:

(1) s-(A+B)=s-A+s-B,
(2) (s+5)- A=s-A+5 A,
(8) s-(s-A)=(ss)- A,

(4) 1-A=A.

(c) Seien A, B,C Matrizen, so dass jeweils die unten gebildeten Summen und
Produkte definiert sind. Dann gelten:

(1) (A-B)-C=A-(B-0),
(2) A-(B+C)=A-B+A-C,
(3) (A+B)-C=A-C+B-C

(4) und fir
1 0 0
0 1 :
In = L c Knxn
: 1 0
0 --- 0 1

(die Einheitsmatrix) gelten I, - A= A und B - I,, = B.

Beweis. Der Beweis ldsst sich durch direktes Nachrechnen fithren. Nur fiir
den Teil (c1) ist die Rechnung etwas umfangreicher. O

Anmerkung 1.7. (a) Im Allgemeinen ist die Formel A- B = B - A falsch!
Zum Beispiel gilt

11 10 21 10 11 11
(0 1> ' (1 1) - <1 1) ,  aber <1 1) ' <o 1> - (1 2> - (1)
Dieses Beispiel kann man auf beliebige n x n-Matrizen (n > 2) ausdehnen.

(b) Aus Satz 1.6(a) und (c) folgt, dass K™*" ein Ring mit Eins ist. Das
Eins-Element ist I,,. Fiir n > 2 ist dieser Ring nicht kommutativ. <






Kapitel 2
Lineare Gleichungssysteme

In diesem Kapitel untersuchen wir Gleichungssysteme von der Art

X + 2x3 + x4 = -3
2331 + 4333 - 2.]34 = 2
xro — Ty = 2

T + 2x3 + 224 = —5.

Wir kénnen dies umformulieren in eine einzige Matrixgleichung:

21 -3 102 1

w| | 2 , (204 2
S P Rl mit - A=1g19

T4 -5 102

Auch in diesem Kapitel steht K immer fiir einen Korper.

Definition 2.1. Fine Gleichung der Form A -x = b mit A € K™*"
und b € K™ heifit ein lineares Gleichungssystem (kurz: LGS). Die

Losungsmenge ist die Menge aller x € K™, die die Gleichung erfiillen.
0

Das LGS heifst homogen, fallsb= | : |, sonst inhomogen. Die Matriz A

0
heifst die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems. Man bildet

auch die Matriz (Ajb) € K™D indem man den Vektor b als (n + 1)-
te Spalte an A anheftet. Diese heifit die erweiterte Koeffizientenmatrix,
und sie kodiert die gesamte Information des LGS. (Dabei ist die Linie vor
der Spalte b nur eine schreibtechnische Hilfe und hat keine mathematische
Bedeutung.)

Unser Ziel ist es, einen Algorithmus zur Bestimmung der Lésungsmenge
eines LGS zu entwickeln. Hierfiir definieren wir zunéchst einige Manipulatio-
nen, die auf Matrizen allgemein und im besonderen auf die erweiterte Koef-
fizientenmatrix eines LGS angewandt werden kénnen. Diese Manipulationen
heiflen elementare Zeilenoperationen und gliedern sich in drei Typen:

11
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Typ I: Vertauschen zweier Zeilen;
Typ II: Multiplizieren einer Zeile mit einem Skalar s € K \ {0};
Typ III: Addieren des s-fachen einer Zeile zu einer anderen, wobei s € K.

Es ist unmittelbar klar, dass das Anwenden von elementaren Zeilenopera-
tionen auf die erweiterte Koeffizientenmatrix eines LGS die Lésungsmenge
unverdndert ldsst. Wir kénnen ein LGS also mit diesen Operationen mani-
pulieren mit dem Ziel, es auf eine so einfache Gestalt zu bringen, dass man
die Losungsmenge direkt ablesen kann. Die angestrebte Gestalt ist die Zei-
lenstufenform geméf der folgenden Definition.

Definition 2.2. FEs sei A € K™*"™. Wir sagen, dass A in Zeilenstufen-
form ist, falls gelten:

(a) Beginnt eine Zeile mit k Nullen, so stehen unter diesen Nullen lauter
weitere Nullen.

(b) Unter dem ersten Eintrag # 0 einer jeden Zeile (falls diese nicht nur aus
Nullen besteht) stehen lauter Nullen.

Wir sagen, dass A in strenger Zeilenstufenform ist, falls zusdtzlich gilt:

(c) Uber dem ersten Eintrag # 0 einer jeden Zeile (falls diese nicht nur aus
Nullen besteht) stehen lauter Nullen.

Beispiel 2.3. Zur Illustration mogen folgende Beispiele dienen:

012
(1) Die Matrix | 100 | ist nicht in Zeilenstufenform.
000
012
(2) Die Matrix | 011 | ist nicht in Zeilenstufenform.
000
12 -1
(3) Die Matrix [ 00 —1 | ist in Zeilenstufenform, aber nicht in strenger Zei-
000

lenstufenform.

120
(4) Die Matrix | 00 —1 | ist in strenger Zeilenstufenform. N
000

Beispiel 2.4. Wir wenden elementare Zeilenoperationen auf die erweiterte
Koeffizientenmatrix des LGS (2.1) an mit dem Ziel, die Matrix auf stren-
ge Zeilenstufenform zu bringen.
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102 1|-3 102 1]-3
204 -2 2 |2 | 0004 8|« _,
010—1| 2 e | 010 —1] 2 |« et
102 2(—5 )« = 000 1|-2

102 1|-3 102 1|-3

010—1| 2 . 010 1| 2 .
000 -4 8 |-(-%men 000 1|—2 | mrin
000 1|-2 000 1[|-2 )<
102 1|-3\* |- 1020|-1

0101 2}« 0100/ 0

000 1|-2 mei | 000 1[-2

000 0| 0 0000| 0

Hierbei haben wir jeweils gekennzeichnet, wie wir von einer Matrix zur
néichsten gekommen sind. Dies ist sehr zu empfehlen, damit die Rechnung
nachvollziehbar und Fehler korrigierbar sind. <

Nun kénnen wir das Verfahren formalisieren. Wir erhalten den berithmten
Gauf3-Algorithmus.

Algorithmus 2.5 (Gauf}).

Eingabe: Eine Matrix A € K™*",
Ausgabe: Eine Matrix B € K™*" in (strenger) Zeilenstufenform, die aus
A durch elementare Zeilenoperationen hervorgeht.

(1) Setze B := A.

(2) B sei bis zur r-ten Zeile in Zeilenstufenform, d.h. (a) und (b) aus Defini-
tion 2.2 seien bis zur r-ten Zeile erfiillt. (Hierbei ist » = 0 moglich!)

(3) Falls r = m, so ist B in Zeilenstufenform. Falls strenge Zeilenstufenform
gewiinscht ist, gehe zu (8).

(4) Suche den am weitesten links stehenden Eintrag # 0 von B unterhalb
der r-ten Zeile. (Falls es mehrere solche Eintréige gibt, wéhle einen aus.)

(5) Bringe diesen Eintrag in die (r + 1)-te Zeile (Operation Typ I).

(6) Erzeuge unterhalb dieses Eintrags lauter Nullen (Operationen Typ III,
optional auch IT).

(7) Gehe zu (2).

(8) Bringe B auf strenge Zeilenstufenform (Operationen Typ III).

Der GauBalgorithmus ist der wichtigste Algorithmus der linearen Algebra.
Wir werden noch sehen, dass er fiir viele rechnerische Aufgaben eingesetzt
wird. Wir haben ihn im Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen
eingefithrt. Da wir bereits gesehen haben, dass sich bei elementaren Zei-
lenoperationen die Losungsmenge nicht &ndert, miissen wir uns nur noch
iiberzeugen, dass wir anhand einer (strengen) Zeilenstufenform des Systems
die Losungsmenge besonders leicht ablesen kénnen.
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Beispiel 2.6. Wir setzen das Beispiel des in (2.1) gegebenen LGS fort. In
Beispiel 2.4 wurde die erweiterte Koeffizientenmatrix auf strenge Zeilenstu-
fenform gebracht, wodurch wir das dquivalente LGS

1020 T -1
0100 x| |0
0001 lazs] | -2
0000 z4 0

erhalten. In ausfiihrlicher Schreibweise liest sich dies als

T + 223 = —1,
To = 07
Ty = —2.

Die Losungsmenge lésst sich ablesen:
—2a -1

L:{ 2 |aeK}.
-2
<

Anmerkung. Der Aufwand fiir den GauB-Algorithmus bei Anwendung auf
eine Matrix in K™*" betriigt O(n3) Kérperoperationen. <

Jetzt geben wir unser Losungsverfahren fiir LGS in formalerer Weise an.
Algorithmus 2.7 (Losen von LGS).

Eingabe: Ein LGS A-z =bmit A € K™*" und b € K™ (also m Glei-
chungen mit n Unbekannten).
Ausgabe: Die Losungsmenge L.

(1) Bringe die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) € K™*("*+1) auf strenge
Zeilenstufenform. Ab jetzt setzen wir voraus, dass (A|b) bereits in stren-
ger Zeilenstufenform ist.

(2) Es sei r die Anzahl der Zeilen, die mindestens einen Eintag # 0 haben.
Firi=1,...,rseij; € {1,...,n+ 1} die Position (= Spalte), in der der
erste Eintrag # 0 der i-ten Zeile steht.

(3) Falls j, = n+ 1, so ist das LGS unlosbar, also L = (). (Die r-te Zeile
lautet dann némlich (0---0]b,) mit b, # 0, was der Gleichung 0 = b,
entspricht.)

(4) Andernfalls seien k1, ..., k,—, diejenigen Zahlen in {1,...,n}, die nicht
eines der j; sind. Also {1,...,n}\ {Jj1,..,drt = {k1 .- kn—r}

(5) Die Losungsmenge ist
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1o
L= { ‘xklwnaxkn,r € K beliebig,

xn n—r
x5, = a;}i : (bi - Zai,kj -xkj) firi=1,... ,r} . (2.2)
j=1

Die Loésungsmenge wird also parametrisiert durch die ,freien“ Variablen
xy,, wahrend die z;, von diesen abhéngig sind.

Es ist fast unmoglich, sich die Formel (2.2) zu merken, und noch unméglicher,
sie tatsichlich anzuwenden, es sei denn, man ist ein Computer und kein
Mensch. Man ist also weiterhin darauf angewiesen, die Losungsmenge ei-
nes LGS anhand der strengen Zeilenstufenform mit Hilfe von mathematisch-
handwerklichen Grundfertigkeiten abzulesen.

Bei homogenen LGS wird die Erweiterungsspalte b weggelassen, und der
Fall der Unlosbarkeit tritt nie ein.

Bei LGS konnen drei ,,Hauptfille* eintreten:

(1) Unlosbarkeit: L =0 < j, =n+1.

(2) Eindeutige Losbarkeit: |[L| =1 < r =n und j, = n. In diesem Fall gilt
automatisch j; = ¢ fiir alle 4, und die strenge Zeilenstufenform hat die
iibersichtliche Gestalt

1,1 0 e 0 bl

0 a2,2

Gnp—1n—1 0 bn—l

0 - 0 P
0 0] o

T b1/a1,1
Die (einzige) Losung ergibt sich dann als | @ | =
Tn b /an,n
(3) Uneindeutige Losbarkeit: |[L| > 1 < r < nund j, # n+ 1. Dann hat die

Losungsmenge n —r freie Parameter. Insbesondere folgt |L| = oo, falls K
unendlich viele Elemente hat (der Standardfall).

Allein aus der Anzahl der Gleichungen und der Unbekannten kann man
nicht auf den Eintritt eines der Hauptfille schlielen. Als Einziges lisst sich
sagen, dass eindeutige Losbarkeit nur dann eintreten kann, wenn mindestens
so viele Gleichungen wie Unbekannte vorhanden sind.
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Die Zahl r aus Algorithmus 2.7 spielt eine wichtige Rolle. Daher geben wir
ihr einen Namen.

Definition 2.8. FEs sei A € K™*", und A’ € K™*" sei eine Matriz in Zei-
lenstufenform, die durch elementare Zeilenoperationen aus A hervorgegangen
ist. Dann ist der Rang von A die Anzahl r der Zeilen in A’, die mindestens
einen Eintrag # 0 haben. Wir schreiben r =: rg(A).

Eine quadratische Matriz A € K™*™ heifst regulér, falls rg(A) = n.

Das Problem bei dieser Definition ist, dass es verschiedene Matrizen A’
gibt, die in Zeilenstufenform und durch elementare Zeilenoperationen aus A
hervorgegangen sind. Aber (bisher) ist nicht klar, dass all diese A’ dieselbe
Anzahl von Zeilen # 0 haben. Nur wenn dies klar ist, ist rg(A) eindeutig
definiert. Wir werden dies im Kapitel 6 nachtragen.

Wir sehen sofort, dass fiir die Einheits- und Nullmatrix gelten: rg(I,,) = n
(also reguldr) und rg(0) = 0. AuBerdem gilt fir A € K™*": rg(4) <
min{m, n}. Unser Losbarkeitskriterium fiir LGS kénnen wir nun so formulie-
ren:

Satz 2.9. Ein LGS A-x = b ist genau dann losbar, wenn die Koeffizienten-
matriz A denselben Rang hat wie die erweiterte Koeffizientenmatriz (A|b).



Kapitel 3
Gruppen

Definition 3.1. Fine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Ab-
bildung p: G x G — G (die wir Produkt nennen und fiir die wir die Schreib-
weise p(a,b) = a-b = ab verwenden), so dass die folgenden Aziome gelten:

VabeceG: (a-b)-c=a-(b-c), (AG)
decG: VaeG: e-a=a, (NE)
VaeG: FdeG: d-a=e (IE)

(Hierbei ist (IE) eigentlich eine weitere Eigenschaft von e.)
Eine Gruppe G heifst kommutativ (oder auch abelsch), falls auferdem
gilt:
VabeG: a-b=b-a. (KG)

Bevor wir Beispiele von Gruppen anschauen, beweisen wir das folgende
Resultat:

Satz 3.2. Fir jede Gruppe G gelten:

(a) Es gibt genau ein e € G, das (NE) erfillt. Dieses e heifst das neutrale
Element von G.

(b) Fiir jedes a € G gibt es genau ein o’ € G, das (IE) erfiillt. Dieses o' heifit
das inverse Element zu a und wird mit o’ = a~! bezeichnet.

(¢) Fiir jedes a € G gelten

ae=a und aa ' =e.

Beweis. Wir beginnen mit (c). Fiir a € G gibt es wegen (IE) o/ € G mit
a'a=-e und a” € G mit a”’a’ = e. Es folgt
r A "1 ANV /
aa’ = e(aa’) i (a"a")(ad") e a" (a'(aa")) o

17
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und weiter

li /
= = = = a. 2
ae 5 a(a’a) i (aa")a o ea ) a (3.2)

Damit ist (c) nachgewiesen. Zum Beweis von (a) sei € € G ein weiteres
Element, das (NE) erfiillt. Dann folgt

e = ee = e,
(3.2)  (NE)

was die behauptete Eindeutigkeit liefert. Zum Beweis von (b) sei a € G ein
weiteres Element mit aa = e. Dann folgt

a = ae = a(ad’) = (aa)a’ =ed = d.
(3.2)  (3.1) (AG) (NE)

Dies schliefit den Beweis ab. O

Beispiel 3.3. (1) Die Mengen Z, Q und R zusammen mit der gewohnlichen
Addition als Produkt sind kommutative Gruppen mit 0 als neutralem
Element.

(2) Die Mengen Q\{0} und R\{0} zusammen mit dem gewdhnlichen Produkt
sind kommutative Gruppen mit 1 als neutralem Element.

(3) Die Menge Z \ {0} mit dem gewohnlichen Produkt ist keine Gruppe,
da (IE) verletzt ist. Aber {1, —1} C Z ist mit dem gewéhnlichen Produkt
eine kommutative Gruppe.

(4) Auf der Menge

G = {(al,ag) S R? | aq 7é 0}

definieren wir ein Produkt durch
(a1,a2) - (b1,b2) = (a1b1,a1bs + as),

wobei wir in den Formeln die gewohnliche Addition und Multiplikation
von R verwenden. Fiir den Nachweis von (AG) nehmen wir (a1, az), (b1, b2), (¢1,¢2) €
G und bilden

((a1,a2) : (bl,bz)) “(c1,¢2) = (a1by, arbe + az) - (e1,c2)
= (alblcl, arbico + aibs + a2>
und
(a1, as) - ((b1,b2) . (01702)) = (a1,a2) - (bic1,bica + by)
= (alblcl,al(blcz +b9) + a2) .

Durch Vergleich erkennt man die Giiltigkeit von (AG). Mit e := (1,0)
gilt fiir alle (a1,a2) € G:
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e (ay,as) = (ay,a2).

AuBerdem gilt fiir (a;,a2) € G:

(a1_17 *al_laﬂ) (a1,a2) = (1,0) = e
(wobei a;* das reelle Inverse ist). Also ist G eine Gruppe. Ist G’ kommu-
tativ? Das Beispiel (1,1)-(2,1) = (2,2) und (2,1) - (1,1) = (2, 3) zeigt,
dass dies nicht der Fall ist.
Die schon in Beispiel 1.4(2) eingefithrten Drehmatrizen

<COS(<P) - Sin(w)>

sin(p) cos(p)

mit ¢ € R bilden (mit dem Matrixprodukt) eine Gruppe, die oft als SO(2)
bezeichnet wird.

Die Menge G = {e} mit e- e = e bildet eine Gruppe, die triviale Gruppe.
Die Menge aller Drehungen, die ein Quadrat in sich selbst iiberfiihren,
ist mit der Komposition eine Gruppe. Sie hat 4 Elemente. Man nennt G
die Symmetriegruppe des Quadrates. Auch andere geometrische Objekte
haben Symmetriegruppen, ebenso Kristalle oder Molekiile. Beispielsweise
hat der Wiirfel die Symmetriegruppe Sy (siche Definition 3.4), die nicht
kommutativ ist. <

Fiir eine Gruppe G gelten die folgenden Rechenregeln:

e VaceG: (a ) t=aq,
e Va,beG: (ab)"t=b"ta"t.

Wir verwenden die folgenden Schreibweisen:

Statt (a-b)-c¢=a-(b-c) schreiben wir a-b- ¢, und entsprechend a-b-c-d
und so weiter.

Firne€Nsg:a"=a---a, a°

=ecund a " = (a")" L.

n mal
Kommutative Gruppen schreiben wir oft additiv: Statt a - b schreiben wir
a+0b. In diesem Fall schreiben wir 0 fiir das neutrale Element und —a fiir
das inverse Element von a € G.

Das fiir uns wichtigste Beispiel einer Gruppe ist die symmetrische Gruppe,

die wir nun einfiithren.

Definition 3.4. Fir eine Menge A wird

Sa:={f:A— A| f ist bijektiv}

durch f-g:= fog (Komposition) eine Gruppe. (Die Giiltigkeit von (AG) ist
klar, die Identitdt ist das neutrale Element, und zu f € Sa ist die Umkehr-
abbildung das inverse Element.) S heifst die symmetrische Gruppe auf

A.

Die Elemente von S heiffen Permutationen. Besonders wichtig ist der
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Fall A={1,...,n} mit n € N. Hier schreiben wir S,, statt Sa und sprechen
von der symmetrischen Gruppe auf n Ziffern.

Beispiel 3.5. (1) Fir n = 2 ist

Sp = {id, a}

mit a(1) = 2 und a(2) = 1. Es gilt a® = id. S ist kommutativ.

Die S3 hat 6 Elemente, denn es gibt 6 = 3! bijektive Abbildungen
{1,2,3} — {1,2,3}. Wir benutzen folgende Schreibweise: (1,2,3) steht
fiir die Permutation aus Ss mit 1 — 2 — 3 — 1, und (1,2) steht fiir die
Permutation mit 1 + 2 — 1 und 3 — 3 (und entsprechend fiir andere
Ziffern). Dann gilt

S3 = {id, (1,2,3),(3,2,1),(1,2),(1,3), (2,3)} .
—— ——
Es gilt
aber

b-a=(2,3).

(Man beachte, dass man fiir die Bildung von a - b zuerst b und dann a
ausfithren muss.) S ist also nicht kommutativ. q

Das obige Beispiel zeigt, dass S, fiir n > 2 nicht kommutativ ist. Es gilt

allgemein

|Sn| = nl.



Kapitel 4
Vektorraume

Matrizen sind die Hauptobjekte der ,handwerklichen® linearen Algebra. Die
Hauptobjekte der strukturellen linearen Algebra sind Vektorrdume, die wir
in diesem Kapitel definieren. Wie friiher sei K durchweg ein Korper.

Definition 4.1. Ein K-Vektorraum (auch: Vektorraum iber K) ist eine
Menge V' zusammen mit zwei Abbildungen B: V XV =V, (v,w) —» vBw
und 0: K xV =V, (a,v) — awv, so dass folgende Aziome gelten:

(1) V ist mit B als Verkniipfung eine kommutative Gruppe.
(2) Fiir alle a € K und v,w €V gilt
aB(vBw)=albvBaeBDw

(mit der Konvention Punkt vor Strich).
3) Fiir alle a,b € K undv € V gilt
( 9

(a+b)Bv=aBvBbHw.
(4) Fiir alle a,b € K undv €V gilt
(a-b)Bv=al(BEv).
(5) Fiir allev €V gilt
18y =w.

Die Elemente eines Vektorraums heiffen Vektoren. Wir haben die Symbole
LB und 1 fir die Unterscheidung von der Addition und Multiplikation
im Korper K verwendet. Ab jetzt werden wir immer v+w fir vBw und a-v
oder av fiir a v schreiben.

Beispiel 4.2. (1) Wegen Satz 1.6(a) und (b) ist K™*™ ein K-Vektorraum.

(2) Insbesondere ist der n-dimensionale Standardraum K" ein K-Vektorraum.

(3) K selbst ist ein K-Vektorraum (mit der Addition und Multiplikation von
K). Dies ist der Spezialfall n =1 aus (2).

21



22
(4)
()
(6)

4 Vektorraume

V = {0} (kommutative Gruppe mit nur einem Element 0) wird mit a-0 :=
0 fiir a € K ein K-Vektorraum. Dieser Vektorraum heifit der Nullraum.
C (der Korper der komplexen Zahlen) ist ein R-Vektorraum; R ist ein
Q-Vektorraum.

Der Polynomring

Klz] = {anac”+an,1x”*1+~--a1:c+ao|n€N, a; GK}

ist ein K-Vektorraum (mit der iiblichen Polynomaddition und dem
iiblichen Produkt einer Konstanten aus K und eines Polynoms).

Fiir (festes) d € Ny ist {f € K|[z] | deg(f) < d} ein K-Vektorraum. (Hier-
bei bezeichnet deg(f) den Grad des Polynoms f, wobei das Nullpolynom
per Konvention den Grad —oo erhilt.)

M sei irgendeine Menge und

V := Abb(M, K) := {f: M — K | f Abbildung}.
Fiir f,g € V und a € K definieren wir f Hg und a J f € V durch
fBg M—-K, 2 f(z)+g(z) und alf: M - K, z— a- f(x).

(Man sagt auch, dass die Summe von Funktionen und das skalare Viel-
fache einer Funktion punktweise definiert werden.) Durch stures Nach-
rechen sieht man, dass V' ein K-Vektorraum ist. Der Nullvektor ist die
sogenannte Nullfunktion fo, definiert durch fo(z) =0 fiir alle x € M.

Gegenbeispiel: Es sei V' eine kommutative Gruppe mit neutralem FEle-
ment 0, aber V # {0}. Wir setzen a D v := 0 fiir alle a € K und v € V.
Dann sind die Axiome (1) bis (4) in Definition 4.1 erfiillt, aber (5) nicht.
Der mogliche Verdacht, dass (5) iiberfliissig sein konnte, erweist sich also
als unbegriindet. <

Aus den Vektorraumaxiomen ergeben sich ein paar Rechenregeln:

Proposition 4.3. Es seien V' ein K-Vektorraum und a € K, v € V. Dann
gelten:

(a)

(b)
(c)
Be

(a)

a-0=0und0-v=0 (in der ersten Gleichung bezeichnet die linke 0 den
Nullvektor, in der zweiten das Nullelement von K );
(—a)-v=a-(-v)=—(a-v);

aus a - v =0 folgt a =0 oder v = 0.

weis. Wir verwenden nur die Vektorraum- (und Korper-)Axiome.

Es gelten

a-0=a-0+a-0—(a-0 a-(0+0)—(a-0)=a-0—(a-0) =0
= (@0 = a- (040~ (a-0) = a-0~(a-0) =

@

und
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0+0)-v—(0-v)=0-v—(0-v) = 0.

Ocv=0-v+0-v—(0-v) =
(1) (3) (1)

(b) Es gelten

(—a)v 5 (—a)v + av — (av) 5 (—a+a)v — (av) = 0v — (av) o

—(av)

a(—v) = a(—v) + av — (aw) = a(—v +v) — (av) = a0 — (av) = —(av).

(1) 2) (1) @)

(¢) Esseia-v =0 aber a# 0. Dann folgt

v=1-v=(a"ta)-v=a' (aw)=a"t1-0=0

(5) (4) (a)
O

Definition 4.4. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heifit ein
Unterraum (auch: Untervektorraum, Teilraum), falls gelten:

(1) U#0;
(2) Firv,weU ist auchv+w € U;
(8) Firae K undveU gita-veU.

Aus der Definition folgt sofort:

e Jeder Unterraum enthélt den Nullvektor.
e Mit den Operationen ,,+“ und ,,-“ von V wird ein Unterraum U selbst ein
K-Vektorraum.

Beispiel 4.5. (1) V. = R? ist ein Vektorraum iiber K = R. Jede Gerade
durch den Nullpunkt ist ein Unterraum. Formaler: Wihle v € V. Dann
ist K-v:={a-v|ae€ K} CV ein Unterraum. Dies gilt sogar fiir jeden
Vektorraum V und v € V. Geraden im R?, die nicht durch den Nullpunkt
gehen, sind keine Unterrdume.

(2) U = {0} und V selbst sind Unterrdume eines Vektorraums V.

(3) Sei V = K|z] der Polynomring und d € Ny fest. Dann ist

U={feV|deg(f)<dCV
ein Unterraum (siehe Beispiel 4.2(6) und (7)).
(4) Sei M eine Menge und V' = Abb(M, K) (siehe Beispiel 4.2(8)). Wiihle
x € M fest. Dann ist
U={feV|fla)=0}CV

ein Unterraum. (Die Bedingung f(z) = 1 wiirde aber nicht zu einem
Unterraum fithren!)
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(5) Ein besonders wichtiges Beispiel: Die Losungsmenge eines homogenen
LGS A-2 =0 mit A € K™*" ist ein Unterraum von K".

(6) Die Vereinigungsmenge zweier Geraden Uy, Uy C R? durch den Nullpunkt
ist kein Unterraum (es sei denn Uy = Us). N

Das letzte Beispiel zeigt, dass Vereinigungen von Unterrdumen im Allge-

meinen keine Unterrdume sind. Die folgende Proposition beschéftigt sich mit
Schnitten von Unterrdumen.

Proposition 4.6. Es seien V ein K-Vektorraum und Uy, Us C V' Un-
terrdume. Dann gelten:

(a) Uy NUy CV ist ein Unterraum.

(b)) Uy + Uz :={v+w|veUy, weUy} CV ist ein Unterraum.

(c) Ist M # O eine nicht-leere Menge, deren Elemente Unterrdume von V
sind, so ist auch der Schnitt

ﬂ UcCv

UemM

eimn Unterraum.

Beweis. Wir miissen nur (b) und (c) zeigen, da (a) ein Spezialfall von (c) ist.

(b) Es gilt Uy + Us # 0. Seien v + w und v’ + w’ Elemente von Uy + Us mit
v,v" € Uy, w,w’ € Uy. Dann folgt

(v+w)+ (@ +w)=@w+v)+ (w+w') €U + Us,

und fiir a € K folgt a- (v+w) = av+aw € Uy + Us. Also ist Uy 4+ Us ein
Unterraum.

(c) Wir schreiben W := [ U. Fiir alle U € M gilt 0 € U, also 0 € W.
Weiter gilt fiir v,w € W, dass v und w in allen U € M liegen. Damit
auch v+w € U fiir alle U € M, also v +w € W. Ebenso folgt a-v e W
fir a € K und v € W. damit ist gezeigt, dass W ein Unterraum ist. O

Der Unterraum U; + Us aus Proposition 4.6(b) heifft der Summenraum
von Uy und Us. Proposition 4.6(c) driickt man manchmal aus, indem man
sagt, dass die Menge der Unterrdume eines Vektorraums ein durchschnitts-
abgeschlossenes System bilden. Diese Aussage macht die folgende Definition
moglich.

Definition 4.7. Es seien V ein K-Vektorraum und S C 'V eine Teilmenge.
(Wir setzen nicht voraus, dass S ein Unterraum ist.) Wir betrachten die
Menge M :={U CV | U ist ein Unterraum und S C U} und bilden

(S):== U (4.1)

UeM
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(S) heifit der von S erzeugte Unterraum (auch: aufgespannter Unterraum,
Erzeugnis) vonV. Falls S = {v1,...,v,} endlich ist, schreiben wir (S) auch
als (V1,...,0,).

(S) ist der kleinste Unterraum von V', der S (als Teilmenge) enthdlt. Ge-
nauer: Jeder Unterraum von V, der S enthilt, enthdilt auch (S).

Die obige Definition ist konzeptionell elegant. Sie wirft jedoch die Frage
auf, wie sich der von S erzeugte Unterraum explizit beschreiben ldsst. Dieser
Frage wenden wir uns jetzt und zu Beginn des folgenden Kapitels zu.

Beispiel 4.8. (1) Seiv € V ein Vektor. Wie sieht (v) aus? Die Antwort lautet:
(v) =K-v={a-v|a€ K}.Denn K -v ist ein Unterraum, der v enthélt,
und andererseits ist K - v in jedem Unterraum U mit v € U enthalten.

(2) Noch einfacher ist der Fall S = 0: (§) = {0}, der Nullraum. q

Wir betrachten nun den Fall, dass S die Vereinigung zweier Unterrdume
ist.

Satz 4.9. Es scien V ein K-Vektorraum, Uy, und Uy Unterrdume und S :=
Uy UUs. Dann gilt
(S)y = U + Us.

Beweis. Nach Proposition 4.6(b) ist U; + U ein Unterraum. Aufierdem liegt
jedes v € Uy (als v40) und jedes w € Us (als 04+w) in Uy +Usy. Uy +Us ist also
einer der Rdume U, die in (4.1) zum Schnitt kommen, also (S) C U; + Us.
Umgekehrt sei U C V ein Unterraum mit S C U. Fiir v € U; und w €
U, folgt dann v +w € U, also Uy + Uy C U. Wegen (4.1) impliziert dies
U, +U; C <S> O

Beispiel 4.10. Es seien U;,Us; C R? zwei verschiedene Geraden durch den
Nullpunkt. Dann ist Uy + Us eine Ebene. <






Kapitel 5
Linearkombinationen

Auch in diesem Kapitel ist K stets ein Korper. Falls nichts anderes gesagt
wird, ist V ein K-Vektorraum. Um eine allgemeingiiltige Antwort auf die
Frage nach einer expliziten Beschreibung des erzeugten Unterraums (S) einer
Teilmenge S C V' zu geben, bendtigen wir eine Definition.

Definition 5.1. (a) Es seien vi,...,v, € V Vektoren. Ein Vektor v € V
heifit Linearkombination von vy, ..., vy, falls es Skalare aq, ..., a, € K
gibt mit

UV =a1v1 + -+ ApUn.

(b) Sei S CV eine Teilmenge. Fin Vektor v € V heifst Linearkombination
von S, falls esm € N und vy, ...,v, € S gibt, so dass v eine Linearkombi-
nation von vy, ..., v, ist. Falls S = 0, so sagen wir, dass der Nullvektor 0
(die einzige) Linearkombination von S ist. (0 wird als leere Summe auf-

gefasst.)

Es ist klar, dass die Teile (a) und (b) der Definition fiir endliche Mengen
S ={v1,...,v,} iibereinstimmen. In (b) geht man iiber endliche Auswahlen
von Vektoren, da es in der linearen Algebra nur endliche Summen gibt (eben-
so wie in der Analysis, in der man Grenzwerte von endlichen Teilsummen
betrachtet). Nun beantworten wir die Frage nach dem erzeugten Unterraum.

Satz 5.2. Fiir eine Teilmenge S C V ist der erzeugte Unterraum (S) die
Menge aller Linearkombinationen von S':

(S) = {v e V| v ist Linearkombination von S} .

Insbesondere gilt fir vi,...,v, € V:

n
(vl,...,vn>={2awi|a1,...,aneK}.
i=1

Beweis. Es sei W C V die Menge aller Linearkombinationen von S. Es gilt
0 € W. Da die Summe zweier Linearkombinationen und ein skalares Vielfa-

27
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ches einer Linearkombination wieder Linearkombinationen sind, folgt, dass
W ein Unterraum ist. Aulerdem liegt jedes v € S in W. Damit ist W einer
der Unterrdume U, die in (4.1) zum Schnitt kommen. Es folgt (S) C W.
Andererseits sei U C V ein Unterraum mit S C U. Fiir vq,...,v, € S
und aq,...,a, € K liegen dann alle v; in U und damit auch Z?Zl a;v;.
Also enthélt U alle Linearkombinationen von S, d.h. W C U. Dies impliziert
W C (S), und der Beweis ist abgeschlossen. O

Beispiel 5.3. Wir betrachten V = R3.

1 0
(1) Firvy= [0 ) und vg = [ 1] ist
0 0
1 0 ay
<U1,’U2>:{a1 O +az |1 |a1,a2€R}:{ as |a1,a2€R}.
0 0 0
2 1
Die Vektoren v; = [ 0 | und v) = | 1 | erzeugen den selben Unterraum.
0 0
1 -2
(2) Firvy= (1) und vg = [ —2| ist
0 0
a] — 2(12
(v1,v9) = { ay —2as | |a,a0 €R } = (vy1).
0
102 1
(3) Das homogene LGS A-x =0mit A= ( 22 =2 ) (siche (2.1)). Aus der
102 2
Losung des inhomogenen LGS in Beispiel 2.6 geht die Losungsmenge
—2a -2
(| 0 Jmery=( 1))
a 1
0 0
hervor.
(4)
1 0 0
K3 — < ol. (1], [0 >
0 0 1

Dies lasst sich auf K™ verallgemeinern.
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(5) Ein Beispiel fiir ein unendliches Erzeugendensystem: Der Polynomring
V = K[z] wird (als K-Vektorraum) erzeugt von S = {z' | i € No} =
{1,2,2%,...}. q

Die folgende Proposition ist entscheidend fiir den Nachweis, dass unsere
Definition von Rang einer Matrix A nicht von der Wahl der Matrix A’, die
aus A durch elementare Zeilenoperationen hervorgegangen ist, abhéngt.

Proposition 5.4. FEs seien A, A’ € K™*" wobei A’ durch elementare Zei-
lenoperationen aus A hervorgegangen ist. Dann erzeugen die Zeilen von A
denselben Unterraum von K™ wie die Zeilen von A’.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass elementare Zeilenoperationen den von den
Zeilen vy, ..., v, erzeugten Raum U nicht &ndern.

Typ I: Offenbar dndert sich U nicht.

Typ II: ebenso.

Typ III: Nach Umnummerieren der Zeilen ersetzt die Operation v; durch
v1 4 Svg, s € K. Die neuen Zeilen erzeugen

m
(v1 + sv2, V9, ..., Uy) = { al(vl—i-svg)—i—Zaivi |a; € K } =0,
i=2

also auch hier keine Anderung. ad

Bei Beispiel 5.3(1),(3),(4) und (5) fillt auf, dass jeder Vektor aus dem
erzeugten Unterraum eindeutig als Linearkombination darstellbar ist, d.h. es
gibt nur eine Wahl fiir die Koeffizienten a;. Beim Beispiel 5.3(2) ist dies nicht
der Fall. Diese Beobachtung gibt Anlass zu folgender Definition.

Definition 5.5. (a) Vektoren vi,...,v, € V heiffen linear unabhingig,
falls fiir alle aq,...,ay, folgende Implikation gilt:

a4t ann =0 = a1 =0, az=0,...,a,=0.
Gleichbedeutend damit ist: Fir jede Linearkombination v € (vy,...,v,)
gibt es eindeutig bestimmte a1, ...,a, € K mit v= > a;v; (,eindeu-

tige Darstellungseigenschaft ). Der Beweis, dass lineare Unabhingigkeit
und die eindeutige Darstellungseigenschaft gleichbedeutend sind, sei dem
Leser iiberlassen. Die Vektoren vy, ..., v, heiflen linear abhingig, falls
sie nicht linear unabhdngig sind. Wir betonen, dass es sich hierbei nicht
um Figenschaften von einzelnen Vektoren handelt (aufer im Falln =1),
sondern um Figenschaften eines ,,Ensembles” von Vektoren.

(b) Eine Teilmenge S C V heifit linear unabhingig, falls fir alle n €
N und alle paarweise verschiedenen vq,...,v, € S gilt, dass vy,...,v,
linear unabhdngig ist. Andernfalls heifit S linear abhingig. S = () ist
(per definitionem) linear unabhdingig.
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Beispiel 5.6. (1) Seien V = R? v = (}) und ve = (_11

lineare Unabhéngigkeit. Es gelte also a1v1 4+ asvs = 0 mit a1,a2 € R.
Hieraus ergibt sich das homogene LGS a1 4+ az = 0, a; — as = 0. Die
einzige Losung ist a; = ag = 0, also sind v1, v2 linear unabhéngig.

). Wir testen auf

1 2
(2) Nun betrachten wir v; = [ =1 | und v, = [ =2 | € R®. Wenn wir wie
0 0

oben auf lineare Unabhéngigkeit testen, erhalten wir das homogene LGS
a1 +2a2 = 0, —a; —2ag = 0, 0 = 0, das (unter anderen) die nicht-triviale
Losung a; = 2, a; = —1 hat. Es folgt 2v; — vy = 0, also sind vy, v9 linear
abhéngig.

(3) Es seien V = Klz] und S = {z° | i € No}. Wir behaupten, dass S
linear unabhéngig ist. Zum Nachweis nehmen wir beliebige, paarweise
verschiedene z%, ..., z' € S und setzen 2?21 ajz’i = 0 mit a; € K
voraus. Hieraus folgt (mit dem iiblichen Identitétsbegriff fiir Polynome)
direkt, dass a; = 0 fiir alle j. Also ist S linear unabhéngig.

(4) Der Fall n = 1: Ein einzelner Vektor v € V ist genau dann linear un-
abhéngig, wenn v # 0. Dies folgt aus Proposition 4.3(c). <

Fiir Vektoren vy, ...,v, € K™ haben wir folgenden Test auf lineare Un-
abhéngigkeit: Man bilde die Matrix A := (v1|va]| - - |vp) € K™*™ mit den v;
als Spalten. (Die senkrechten Linien sollen nur der Verdeutlichung dienen.)
Dann gilt:

v1,...,0p sind linear unabhingig <= rg(A)=n.

Begriindung: Die v; sind genau dann linear unabhéngig, wenn das homogene
LGS A-z = 0 als einzige Losung den Nullvektor hat (siehe auch Beispiel 5.6(1)
und (2)). Nach (2) auf Seite 15 und Definition 2.8 trifft dies genau dann ein,
wenn rg(A) = n. Wegen rg(A4) < min{m,n} (siche nach Definition 2.8) folgt
aus unserem Test sofort, dass im K™ hochstens m Vektoren linear unabhéngig
sein konnen. Hat man mehr als m Vektoren, so sind diese automatisch linear
abhéngig. Im folgenden Kapitel wird diese Beobachtung verallgemeinert.



Kapitel 6
Basen

In diesem Kapitel fithren wir zwei zentrale Begriffe der linearen Algebra ein:
Basis und Dimension. Wie zuvor bezeichnet K immer einen Koérper und V
einen Vektorraum.

Definition 6.1. Es sei S CV eine Teilmenge.

(a) S heifit ein Erzeugendensystem von V, falls (S) =V.

(b) S heifst eine Basis von V, falls S ein linear unabhingiges Erzeugen-
densystem von V ist. Anders gesagt: S ist Basis, falls jedes v € V in
eindeutiger Weise als Linearkombination von S darstellbar ist.

Beispiel 6.2. (1) Die Vektoren

1 0 0
e1=|(0],e=1|1 und e3= (0
0 0 1
bilden eine Basis von K3.
(2) Auch die Vektoren
1 0 0
vp=|1],v=|1 und v3=1] 0
0 0 -1

bilden eine Basis von K3. Wir sehen also, dass ein Vektorraum mehrere
Basen haben kann. (In der Tat haben ,fast alle“ Vektorrdume ,sehr viele“
verschiedene Basen.)

(3) In Verallgemeinerung von (1) sei
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(7)

6 Basen

e;:= | 1| « (i-te Position) € K".

0
Dann ist S = {eq,...,e,} eine Basis von K. S heifit die Standardbasis
des K".

Fir V = Klx] ist S = {2° | i € Ny} eine Basis. Dies geht aus Bei-
spiel 5.3(5) und aus Beispiel 5.6(3) hervor. Wir haben es hier mit einer

unendlichen Basis zu tun.
Der Losungsraum

-2
des homogenen LGS aus Beispiel 5.3(3) hat die Basis S = { (1) }
0
Allgemeiner sei A - x = 0 ein homogenes LGS. Es seien ky, ..., k,_, die
im Losungsverfahren 2.7(4) bestimmten Indizes. Fiir j = 1,...,n —r sei
vj der durch (2.2) gewonnene Losungsvektor mit a2, = 1 und zp, = 0
fiir ¢ # j. Dann ist {v1,...,v,—,} eine Basis des Losungsraums L. Die

Erzeugereigenschaft ergibt sich direkt aus (2.2), und diese Gleichung zeigt
auBerdem, dass die k;-te Koordinate von Y " a,v; (mit a; € K) genau
a; ist, woraus die lineare Unabhéngigkeit folgt. Dieses Beispiel ist von
allgemeiner Bedeutung. Es zeigt, wie man eine Basis des Losungsraums
eines homogenen LGS gewinnt.

Der Nullraum V' = {0} hat die leere Menge S = 0 als Basis. Dies ist einer
der exotischen Félle, in denen es nur eine Basis gibt. <

Wir geben nun zwei (zur Definition alternative) Charakterisierungen von

Basen an.

Satz 6.3. Fiir eine Teilmenge S CV sind dquivalent:

(a)
(b)

(c)

S ist eine Basis von V.

S ist eine mazimal linear unabhingige Teilmenge von V' (d.h. S ist linear
unabhdingig, aber fir jedes v € V'\ S wird S U {v} linear abhingig).

S ist ein minimales Erzeugendensystem von V' (d.h. V. = (S), aber fiir
alle v € S ist S\ {v} kein Erzeugendensystem).
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Beweis. Wir beginnen mit der Implikation ,,(a) = (b)“. Sei also S eine Ba-
sis von V. Dann ist S linear unabhéngig, es ist also nur die Maximalitit
zu zeigen. Hierzu sei v € V' \ S. Da S ein Erzeugendensystem ist, gibt es
V1,...,0, € Sund aq,...,a, € K mit

n
v= § a;v;,
=1

also

n
(-1)-wv —I—Zaivi =0.
i=1

Dies zeigt, dass {v,vy,...,v,} linear abhingig ist, also auch S U {v}.

Nun zeigen wir ,,(b) = (c)“. Es sei also S maximal linear unabhingig.
Wir zeigen zunéchst, dass S ein Erzeugendensystem ist. Hierzu sei v € V.
Falls v € S, so gilt auch v € (S), und wir sind fertig. Wir diirfen also v ¢
S annehmen. Nach Voraussetzung ist S U {v} linear abhéngig, also gibt es
V1,...,U, € Sund a,aq,...,a, € K, die nicht alle 0 sind, so dass

n
av + E a;v; = 0.
i=1

(Selbst falls v in einer solchen Darstellung des Nullvektors nicht vorkime,
konnten wir es ,kiinstlich durch a := 0 hinzufiigen.) Falls a = 0, so wéren
V1, ..., U, linear abhéngig, im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von
S. Es folgt a # 0, also

n

v=— Za_laivi € (S).

i=1

Nun ist noch die Minimalitét von S als Erzeugendensystem zu zeigen. Hierzu
sei v € S. Falls S\ {v} ein Erzeugendensystem wire, dann gébe es insbeson-
dere vy,...,v, € S\ {v} und ay,...,a, € K mit

n
v = E a;V;.
i=1

Hieraus folgt (—1) - v + > 1", a;v; = 0, im Widerspruch zur linearen Un-
abhéngigkeit von S. Also ist S tatséichlich eine minimales Erzeugendensy-
stem.

Schliefllich zeigen wir ,,(c) = (a)“. Es sei also S ein minimales Erzeugen-
densystem. Wir miissen die lineare Unabhéingigkeit von S zeigen. Es seien also
v1,...,0, € S paarweise verschieden und aq,...,a, € K mit Z?:l a;v; = 0.
Wir nehmen an, dass nicht alle a; Null sind. Durch Umnummerieren kénnen
wir a; # 0 erreichen. Es folgt
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n
v = Z —aytaw; € (S')
i=2

mit S’ := S\ {v1}. Alle Elemente von S liegen also in (S’), also V' = (5'),
im Widerspruch zur Minimalitdt von S. Somit ist S linear unabhéngig. O

Hat iiberhaupt jeder Vektorraum eine Basis? Aus dem obigen Satz kénnen
wir sofort eine Teilantwort als Folgerung ziehen.

Korollar 6.4. Fualls V' ein endliches Erzeugendensystem besitzt, so hat V
auch eine Basis.

Beweis. Unter allen endlichen Erzeugendensystemen kann man eines mit mi-
nimaler Elementanzahl auswéhlen. Dieses ist dann auch minimal im Sinne
von Satz 6.3(c), also nach Satz 6.3 eine Basis. O

Es gilt aber noch mehr:
Satz 6.5 (Basissatz). Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Der Beweis dieses Satzes benutzt das Zornsche Lemma. Wir lassen den
Beweis weg. Wer mehr iiber das Zornsche Lemma erfahren mdochte, kann
Wikipedia konsultieren. In dieser Vorlesung wird Satz 6.5 nicht verwendet.

Beispiel 6.6. Es sei M eine unendliche Menge und V' = Abb(M, K). Fiir V
ist keine Basis bekannt, auch wenn Satz 6.5 die Existenz zusichert! Auch in
Spezialfillen oder fiir viele interessante Unterrdume ist keine Basis bekannt.
Beipielsweise ist keine Basis fiir den Vektorraum der konvergenten reellen
Folgen bekannt.

Fiir jedes + € M kann man die Abbildung 6, € V mit §,(y) = 1 fiir
y = x, 0 sonst, betrachten. Dann ist S := {J, | # € M} linear unabhingig.
S ist jedoch keine Erzeugendensystem, da es in der linearen Algebra keine
unendlichen Summen gibt. N

Wir haben gesehen, dass ein Vektorraum (sehr viele) verschiedene Basen
haben kann. Unser néchstes Ziel ist der Nachweis, dass alle Basen gleich viele
Elemente haben (sofern sie endlich sind). Der Schliissel hierzu ist das folgende
Lemma.

Lemma 6.7. Es seien E CV ein endliches Erzeugendensystem und U CV
eine linear unabhdingige Menge. Dann gilt fir die Elementanzahlen:

Ul <|E|.

Beweis. Als Teilmenge einer endlichen Menge ist auch E'\ U endlich. Wir be-
nutzen Induktion nach |E\U|. Wir schreiben E = {v1,...,v,} mit v1,...,v,
paarweise verschieden.

1. Fall: U C E. Dann ist automatisch |U| < |F|, also nichts zu zeigen.
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2. Fall:  Es gibt ein v € U \ E. Wir werden ein , Austauschargument“ be-
nutzen und einen Vektor von E durch v ersetzen. Dies funktioniert folgen-
dermafien: Wegen V' = (F) existieren aq,...,a, € K mit

v =aiV1 + -+ apv,. (6.1)

Wegen v ¢ E gilt v # v; fiir alle i. Es gibt ein 4, so dass v; ¢ U und
a; # 0, denn sonst ergibe (6.1) die lineare Abhiingigkeit von U. Nach
Umnummerieren haben wir v; € E'\ U und a; # 0. Dies zeigt auch, dass
der Induktionsanfang (|E \ U| = 0) automatisch in den 1. Fall fallt. Mit
E':={v,vq,...,v,} ergibt sich aus (6.1):

vy =ay’- (U - Z%‘W) € (E).
i=2

Hieraus folgt, dass auch E’ ein Erzeugendensystem ist. Nach Definition
von E' gilt |[E'\U| = |E\U| — 1. Induktion liefert also |U| < |E’|. Wieder
nach Definition gilt |E’| = |E|, und es folgt die Behauptung. O

Korollar 6.8. Falls V' ein endliches Erzeugendensystem hat, so sind alle
Basen von V' endlich und haben gleich viele Elemente.

Beweis. By und By seien Basen von V. Da B; und Bj linear unabhéngig
sind, liefert Lemma 6.7 |B1| < oo und |Bz| < oo. Weiter liefert Lemma 6.7
mit U = By und E = Bsy: |B1| < |Bs|. Nach Rollenvertauschung erhalten wir
ebenso |Bz| < | By, also Gleichheit. O

Nun konnen wir einen der wichtigsten Begriffe der linearen Algebra defi-
nieren.

Definition 6.9. Fualls V ein endliches Erzeugendensystem hat, so ist die
Dimension von V' die Elementanzahl einer (und damit jeder) Basis von
V. Wir schreiben dim(V') fiir die Dimension von V. Falls V kein endliches
Erzeugendensystem hat, schreiben wir dim(V) := oo, um diesen Sachver-
halt auszudriicken. Im ersten Fall heifit V endlich-dimensional, im zweiten
unendlich-dimensional.

Beispiel 6.10. (1) Der Standardraum K™ hat die Dimension n. Damit ist
auch die Bezeichnung ,,n-dimensionaler Standardraum® aufgeklért.

(2) Der Losungsraum des homogenenen LGS A - = 0 aus Beispiel 5.3(3)
hat die Dimension 1 (sieche Beispiel 6.2(5)).

(3) Der Nullraum V' = {0} hat die Dimension 0.

(4) Fir V = KJz] gilt dim(V) = oo. Hier kénnen wir eine unendliche Basis
angeben (siehe Beispiel 6.2(4)). Ist M eine unendliche Menge, so gilt auch
dim (Abb(M, K)) = oo. Wir kénnen zwar keine Basis angeben, aber doch
eine unendliche linear unabhingige Menge (siehe Beispiel 6.6), so dass
Abb(M, K) nach Lemma 6.7 nicht endlich erzeugt sein kann. N
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Aus Beispiel 6.2(6) gewinnen wir:

Proposition 6.11. FEs sei A-x = 0 ein homogenes LGS mit A € K™*™.
Dann gilt fir die Losungsmenge L:

dim(L) = n —rg(A).

Wie kann man eine Basis eines Unterraums U C K" finden? Wir neh-
men an, U sei durch erzeugende Vektoren vy, ..., v,, gegeben. Dann bilden
wir die Matrix A € K™*" mit den v; als Zeilen. Nun bringen wir A mit
dem GauB-Algorithmus auf Zeilenstufenform. Dann bilden diejenigen Zeilen
der Zeilenstufenform, die nicht komplett aus Nullen bestehen, eine Basis von
U. Begriindung: Nach Proposition 5.4 wird U von den Zeilen der Zeilenstu-
fenform erzeugt, also auch durch die Zeilen # 0. Auflerdem sieht man sofort,
dass die Zeilen # 0 einer Matrix in Zeilenstufenform immer linear unabhéngig
sind.

Es folgt insbesondere: dim(U) = rg(A). Damit haben wir bewiesen:

Proposition 6.12. Der Rang einer Matrix A € K™*" ist die Dimension
des von den Zeilen aufgespannten Unterraums von K'X™.

Hiermit haben wir fiir den Rang eine nicht-prozedurale Charakterisierung
gefunden. Hierdurch ist die Liicke, die sich durch Definition 2.8 ergeben hat,
geschlossen. Eine weitere Charakterisierung des Rangs ist bereits in Proposi-
tion 6.11 enthalten. Auch diese zeigt die eindeutige Bestimmtheit des Rangs.

Wir ziehen noch ein paar weitere Folgerungen aus Lemma 6.7. Die er-
ste ermdoglicht in vielen Féllen, die Basiseigenschaft zu verifizieren oder zu
falsifizieren.

Korollar 6.13. Es seien vi,...,v, € V paarweise verschieden und S =
{v1,...,vn}. Dann gelten:

(a) S ist eine Basis von V <= dim(V) = n und S ist linear unabhingig <
dim(V) =n und V = (5).

(b) Falls n < dim(V'), so folgt V # (S).

(¢) Falls n > dim(V), so ist S linear abhdngig.

Beweis. (a) Falls S eine Basis ist, so folgt aus Korollar 6.8 und Definition 6.1,
dass dim(V) = n, V = (S), und dass S linear unabhéingig ist. Ist umge-
kehrt dim(V') = n und S linear unabhingig, so folgt aus Lemma 6.7, dass
S maximal linear unabhéngig ist, also ist S nach Satz 6.3 eine Basis. Falls
dim(V) =n und V = (5), so folgt aus Lemma 6.7, dass S ein minimales
Erzeugendensystem ist, also ist S nach Satz 6.3 eine Basis.

(b) Falls n < dim(V), so gibt es eine linear unabhiingige Menge U C V mit
|S| < |U|. Nach Lemma 6.7 kann S kein Erzeugendensystem sein.

(c) Falls n > dim(V), so gibt es eine Basis B C V mit |B| < |S|. Nach
Lemma 6.7 kann S nicht linear unabhéngig sein. a
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Korollar 6.14. Es sei 'V endlich-dimensional und S C V' linear unabhdingig.
Dann gibt es eine Basis B von V. mit S C B. B heifit eine Basisergdnzung
von S.

Beweis. Wegen Lemma, 6.7 hat jede linear unabhéngige Menge in V" héchstens
dim (V') Elemente. Wir kénnen also innerhalb der linear unabhéngigen Men-
gen, die S enthalten, eine aussuchen, die maximale Elementanzahl hat. Diese
Menge B ist dann eine maximal linear unabhéangige Menge, also nach Satz 6.3
eine Basis. a

Beispiel 6.15. Der Vektor vy = <1> € R? ist linear unabhingig. Er lisst sich
durch v = <(1)) € R? zu einer Basis von R? ergéinzen. N

Anmerkung. Korollar 6.14 gilt auch, wenn V unendlich-dimensional ist (oh-
ne Beweis). N

Korollar 6.16. Es sei U CV ein Unterraum. Dann gelten:

(a) dim(U) < dim(V).
(b) Falls dim(U) = dim(V') < oo, so folgt U = V.

Beweis. Im Fall dim (V') = oo ist nichts zu zeigen, wir kénnen also dim(V) <
oo annehmen. Nach Korollar 6.14 kénnen wir jede linear unabhéngige Teil-
menge S C U zu einer Basis B von V ergénzen, also

|S| < |B| = dim(V).

Wegen dieser ,globalen Beschrianktheit® gibt es eine maximal linear un-
abhingige Teilmenge Sy, € U, die wegen Satz 6.3 eine Basis ist. Auch
fir Smax gilt |Smax| < dim(V). Dies ergibt (a). Falls dim(U) = dim(V), so
folgt Smax = B, also U = (Smax) = (B) = V. a






Kapitel 7
Lineare Abbildungen

Auch in diesem Kapitel sei K ein Korper. Weiter seien V und W zwei K-
Vektorrdume (iiber demselben Korper K!).

Definition 7.1. Fine Abbildung p: V — W heifit linear, falls gelten:

(1) Fiir alle v,v" € V:p(v+v') = p(v) + o('). (Hierbei ist das ,+% auf der
linken Seite das von V', das auf der rechten das von W.)
(2) FiralleveV unda e K: pla-v)=a-pv).

Insbesondere bildet eine lineare Abbildung den Nullvektor von V' auf den Null-
vektor von W ab.

Beispiel 7.2. (1) Sei A € K™*™. Dann ist
par KM= K™ v A-v

eine lineare Abbildung. Dies ist einer der wichtigsten Typen von linearen
Abbildungen. Die Bezeichnung ¢4 werden wir in Zukunft weiter benut-
zen.

(2) Die Nullabbildung V- — W, v+ 0 ist linear.

(3) Die folgenden geometrisch definierten Abbildungen R? — R? sind linear:
Drehungen um den Nullpunkt, Streckungen mit dem Nullpunkt als Zen-
trum und Spiegelungen an einer durch den Nullpunkt gehenden Geraden.
Drehungen um Punkte # 0 und Verschiebungen sind nicht linear.

(4) Fur V = R[z] ist

o: V=V, f f (Ableitung)

linear. Ebenso ist ¢: V' — R, f+ f(1) linear.
(5) Fir V=K" und i € {1,...,n} ist

Z1
i V= K, R

Ln

39



40 7 Lineare Abbildungen

linear. Man bezeichnet m; als das i-te Koordinatenfunktional.
(6) Es sei M eine Menge und z1,...,x, € M irgendwelche (fest gewihlten)
Elemente. Dann ist

f(x1)
©: V:=Abb(M,K) —» K", f+—
linear. <

Sind ¢, 1: V — W linear, so gilt dies auch fiir
e V=W, v o) +¢(v).
Auflerdem ist fiir ein @ € K auch
a-o: VoW, v a-pv)

linear. Dies bedeutet, dass die Menge Hom(V, W) aller linearer Abbildungen
V — W einen K-Vektorraum bildet.

Weiter gilt: Sind ¢: V. — W und ¢: W — U (mit U ein weiterer K-
Vektorraum) linear, so gilt dies auch fiir das Kompositum (= ,,Hintereinan-
derausfithrung®) ¥ o p: V' — U. Damit wird Hom(V, V') sogar zu einem Ring.
(Wir werden sehen, dass dieser fiir dim(V') > 2 nicht-kommutativ ist.)

Definition 7.3. Es sei p: V. — W linear. Der Kern von ¢ ist die Menge
Kern(p) :={v eV | p(v) =0} C V.
Das Bild von ¢ ist
Bild(g) := (V) = {¢(v) [ve V}CW.

Satz 7.4. Es sei p: V. — W eine lineare Abbildung.

(a) Kern(p) CV ist ein Unterraum.
(b) Bild(p) C W ist ein Unterraum.
(c) Es gilt die Aquivalenz:

@ ist injektiv <= Kern(p) = {0}.

Beweis. (a) Der Nullvektor von V ist in Kern(yp) enthalten. Fiir v,0v" €
Kern(yp) gilt p(v+v") = p(v) + ¢(v') = 0, also v + v’ € Kern(p). Weiter
gilt fir v € Kern(p) und a € K: ¢(a-v) = a-¢p(v) = a-0 = 0, also
a-v € Kern(p). Insgesamt folgt (a).

(b) folgt durch einfaches Nachrechnen.

(¢) Zunichst sei ¢ injektiv. Fir v € Kern(p) gilt ¢(v) = 0 = ¢(0), also
v = 0. Da umgekehrt 0 € Kern(y), folgt Kern(yp) = {0}.
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Nun setzen wir umgekehrt Kern(¢) = {0} voraus. Fiir den Injekti-
vitétsnachweis seien v,v" € V mit p(v) = ¢(v). Hieraus folgt

p(v—0") = () — () =0,

also v — v € Kern(y). Nach Voraussetzung erhalten wir v — v’ = 0, also
v =v'. Damit ist gezeigt, dass ¢ injektiv ist. a
Beispiel 7.5. (1) Sei A € K™*™. Dann ist Kern(p4) die Losungsmenge des
homogenen LGS A -z = 0. Also: ¢4 ist injektiv <= rg(A) = n.
(2) Sei V =Rlz]und ¢: V=V, f— f' (Ableitung). Kern(yp) ist die Menge
aller konstanter Polynome. (Wie wir wissen) ist ¢ nicht injektiv. Es gilt
Bild(¢) = V. g

Definition 7.6. Fine lineare Abbildung ¢: V — W heifit Isomorphismus,
falls o bijektiv ist. Dann ist auch die Umkehrabbildung o=': W — V ein
Isomorphismus. V und W heiflen isomorph, falls es einen Isomorphismus
V — W gibt. Notation: V= W.

Betrachten wir einen K-Vektorraum V' mit n = dim(V) < oco. Nachdem

wir eine Basis B = {v1,...,v,} von V gewihlt haben, kénnen wir die lineare
Abbildung
al n
p: K" =V, e Z a;v;
an i=1

definieren. Die lineare Unabhingigkeit von B liefert Kern(p) = {0}, also

ist ¢ nach Satz 7.4(c) injektiv. Da B ein Erzeugendensystem ist, folgt die

Surjektivitdt von . Also ist ¢ ein Isomorphismus. Die Umkehrabbildung

ist dadurch gegeben, dass jedem v € V sein Koordinatenvektor beziiglich
a

B zugewiesen wird, also der eindeutig bestimmte Vektor € K™ mit
v = E:L:l a;v;. Wir haben bewiesen:
Satz 7.7. Es sein :=dim(V) < co. Dann gilt

VK"

Beispiel 7.8. V. = {f € K|[x] | deg(f) < 3} = K3. Ein Isomorphismus wird
gegeben durch

ai
4,0:K3—>V7 as »—>a1+a2x+a3x2.
as
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Der Isomorphismus aus Satz 7.7 kann immer erst nach Wahl einer Basis an-
gegeben werden. Man spricht auch von einem nicht kanonischen Isomorphis-
mus. Satz 7.7 besagt, dass man sich beim Studium von endlich-dimensionalen
Vektorrdumen immer auf den Fall V = K" zuriickziehen kann.

Satz 7.9 (Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen). Sei ¢: V. — W linear.
Dann gilt:
dim(V) = dim (Kern(p)) + dim (Bild(y)) .

Beweis. Wir betrachten nur den Fall, dass Kern(yp) und Bild(y) endlich-
dimensional sind. (Der allgemeine Fall geht genauso, benétigt aber aufwindigere

Notation.) Es seien {wy, ..., w,} eine Basis von Bild(p) und {v1,..., v} €i-
ne Basis von Kern(y). Wir kénnen vi,...,v], € V wihlen mit ¢(v)) = w;.
Behauptung: B := {v1,...,0m,v],...,v,} ist eine Basis von V.

Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit sei
a1v1 + -+ AUy + b1V 4 -+ by, =0 (7.1)

mit a;,b; € K. Anwendung von ¢ auf (7.1) liefert:

m n

0=0(0) =Y aip(v:) + > bip(v) =Y bawi.
i=1 i=1 im1

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der w; liefert dies by = --- = b, = 0.
Nun folgt aus (7.1)
ai1v1 + -+ AUy, =0,

also auch a1 =--- = a,, = 0.

Fiir den Nachweis, dass B ein Erzeugendensystem ist, sei v € V beliebig.
Wegen ¢(v) € Bild(y) kénnen wir v schreiben als ¢(v) = > | bjw; mit
b € K. Mit v:=v— )", v folgt

P(v) = p(v) — Zbisﬂ(vg) = p(v) - Zbiwi =0,

also v € Kern(y). Damit gibt es ay,...,a, € K, so dass
V=ai1 + -+ AGnUm-

Insgesamt erhalten wir

m n

n
~ / !
v=0+ g biv; = g a;v; + g biv;,
i=1 i=1 i=1

also v € (B).
Wir haben nachgewiesen, das B eine Basis von V ist, also dim(V) = |B| =
m + n = dim (Kern(y)) + dim (Bild(y)). O
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Wir betrachten jetzt eine durch eine Matrix A € K™*" gegebene lineare
Abbildung p4: K™ — K™, v — A-v. Nach Proposition 6.11 hat Kern(p4) die
Dimension n — rg(A). Satz 7.9 liefert n = dim (Kern(p4)) + dim (Bild(¢4)),
also folgt dim (Bild(p4)) = rg(A). Was ist Bild(p4)? Das Bild besteht genau
aus allen Linearkombinationen der Spalten von A. Damit haben wir bewiesen:

Korollar 7.10. Der Rang einer Matriz A € K™*™ ist die Dimension des
von den Spalten aufgespannten Unterraums von K™.

Der Vergleich mit Proposition 6.12 ist besonders interessant! Die durch
Proposition 6.12 und Korollar 7.10 gegebenen Interpretationen des Rangs
laufen unter der Merkregel

»Zeilenrang® = | Spaltenrang*.

Korollar 7.11. Es gelte dim(V) = dim(W) < oo, und ¢: V.— W sei eine
lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

(a) @ ist ein Isomorphismus.
(b) o ist injektiv.
(c) ¢ ist surjektiv.

Beweis. Es wird behauptet, dass in der betrachteten Situation Injektivitét
und Surjektivitit von ¢ dquivalent sind. Nach Satz 7.4(c) ist Injektivitét
gleichbedeutend mit Kern(p) = {0}, also mit dim (Kern(y¢)) = 0. We-
gen Satz 7.9 ist dim (Bild(p)) = dim(V) — dim (Kern(y)) = dim(W) —
dim (Kern(y)). Also ist ¢ genau dann injektiv, wenn dim (Bild(y)) = dim(W).
Dies ist wegen Korollar 6.16(b) gleichbedeutend mit Bild(¢) = W, also mit
der Surjektivitét von ¢. a

Es sei A € K™*™. Wenn wir Korollar 7.11 auf ¢4 anwenden, erhalten wir
4 ist ein Isomorphismus <= rg(A) =n.

In diesem Fall liefert das folgende Verfahren eine inverse Matrix B € K"*"
mit AB = I,,.

(1) Bilde die ,erweiterte Matrix (A|I,) € K™*(??) durch Anhingen einer
Einheitsmatrix.

(2) Fiihre diese (mit dem GauB-Algorithmus) iiber in strenge Zeilenstufen-
form, so dass zusétzlich in jeder Zeile # 0 der erste Eintrag # 0 eine 1
ist.

(3) 1. Fall: Die Zeilenstufenform hat die Gestalt (I,,|B) mit B € K™*™: Dann
gilt AB = I,,, und wir sind fertig.

2. Fall: Die Zeilenstufenform hat eine andere Gestalt: Dann ist rg(A) < n,
also gibt es kein B € K™*™ mit AB = I,,.
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Die Korrektheit des Algorithmus begriinden wir wie folgt: Es werden si-
multan die LGSe A -z = e; (i-ter Standardbasisvektor) gelost. Der erste Fall
ist der Fall eindeutiger Losbarkeit. Dann sind die Spalten von B jeweils die
Losungsvektoren, und es folgt A - B = I,,. Bevor wir ein Beispiel bringen,
machen wir eine Definition.

Definition 7.12. Fine quadratische Matriz A € K™*™ heifit invertierbar,
falls es B € K™ ™ gibt mit A- B = I,,. Wie wir spdter sehen werden, ist B
dann eindeutig bestimmt, und es gilt auch B - A = I,,. B heifit die Inverse
von A und wird als B = A~ geschrieben.

Fiir A € K™ gilt also die Aquivalenz

A invertierbar <= A regulir.

1 -2 0
Beispiel 7.13. Wir mochten die Matrix A = | —1 3 —2 | invertieren. Obi-
-1 2 -1
ges Verfahren lauft wie folgt ab:
1 -2 01100 1-2 01100
-1 3 =2|010 — 01 =21110 —
-1 2 —1|001 00 —-1j101
1-20(100 100/-12—4
01 0f-11-2 — 010]-11-21,
00 —-1/101 001|—-10-1
-12 -4
also A=! = | =11 —2 |. Per Probe-Multiplikation priift man leicht A-A~! =
-10-1
A~'. A = I3 nach. N

Zum Abschluss dieses Kapitels beweisen wir einen Satz, der im folgenden
Kapitel eine wichtige Rolle spielen wird.

Satz 7.14 (lineare Fortsetzung). Es sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V.

(a) Eine lineare Abbildung ¢: V — W ist durch die Bilder der Basisvektoren
v; eindeutig bestimmt. Mit anderen Worten: Ist : V. — W eine weitere
lineare Abbildung mit p(v;) = ¥ (v;) fiir alle i, so folgt ¢ = .

(b) Seien wq,...,w, € W beliebig. Dann gibt es eine lineare Abbildung
p: V=W mit o(v;) = w; fiir alle i.

Zusammengefasst: Man kann lineare Abbildungen eindeutig definieren, indem
man die Bilder der Basisvektoren angibt. Dies nennt man das Prinzip der
linearen Fortsetzung.
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Beweis. (a) Es gelte p(v;) = v¥(v;) fiir alle 4. Sei v € V. Dann gibt es
ai,...,a, € K mit v =>"

i—1 @iV, also
p(v) = @(Z az’vi) = aip(vi) =Y aih(vi) = ZD(Z awi) =(v).
i=1 i=1 i=1 i=1

Dies bedeutet ¢ = 1.
(b) Wir definieren ¢: V — W folgendermafien: Fiir v € V sei v = Y 1| a;v;
mit a; € K. Dann setzen wir

p(v) = Z a;w;.
i=1

Die eindeutige Darstellungseigenschaft von B liefert die Wohldefiniertheit
von . Die Linearitét ergibt sich durch einfaches Nachpriifen. Auflierdem
gilt nach Konstruktion ¢(v;) = w;. O






Kapitel 8
Darstellungsmatrizen

In diesem Kapitel seien K ein Korper, V und W endlich-dimensionale K-
Vektorrdume und B = {v1,...,v,} bzw. C = {wy,...,w;} Basen von V
bzw. von W. Fiir das Folgende ist die Reihenfolge der Basisvektoren wichtig.
Wir kénnten dies zum Ausdruck bringen, indem wir als neues mathematisches
Objekt eine geordnete Basis einfithren, etwa als ein Element des n-fachen
kartesischen Produkts V' x --- x V (mit gewissen Zusatzeigenschaften). Wir
werden aber davon absehen, solchen begrifflichen und notationstechnischen
Aufwand zu betreiben.

Nun sei ¢: V' — W eine lineare Abbildung. Fiir j € {1,...,n} kénnen wir
schreiben:

m
p(v) = aijw;
i=1
mit a; ; € K. Nun bilden wir die Matrix

ai,1 -+ Ain
A= (&id‘) = c Kmxn,
Am,1 " Om,n
Die Spalten von A sind also die Koordinatenvektoren der ¢(v;).

Definition 8.1. Die oben definierte Matriz A heifit die Darstellungsma-
trix von ¢ (beziglich der Basen B und C). Schreibweise:

A= Dpc(p).

Falls V. = W gilt, so verwendet man dieselbe Basis B = C und schreibt
Dg(p) € K™*™,

Als Merkregel halten wir fest:

47
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Spalten der Darstellungsmatrix <+— Bilder der Basisvektoren

Es sei angemerkt, dass unsere Schreibweise fiir Darstellungsmatrizen nicht
allgemein gebréuchlich ist.

Wegen Satz 7.14 ist ¢ durch seine Darstellungsmatrix eindeutig bestimmt,
und jede Matrix taucht als Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung auf.
Beispiel 8.2. (1) Es sei V =W = R? mit Basis B = {e1,e2}, und : V =V

sei eine Drehung um 60° nach links. Wir haben

ote) = (Jh7,) = 1/201-+ V3262

p(e2) = <_{/32/2> = —V/3/2e; +1/2es,

also
(12 —V3)2
DB(‘)O)_<\/§/2 1/2 )

(2) Essei V = {f € Rlz] | deg(f) < 3} mit Basis B = {1, z,22}. Fiir p: V —
V, f— [’ (Ableitung) erhalten wir

p(1) =0, p(z) =1 und (z*) = 2z,

also
010

002
000

<

In Beispiel 7.2(1) haben wir mit Hilfe einer Matrix eine lineare Abbildung
K™ — K™ definiert, also bereits eine Zuordnung zwischen Matrizen und
linearen Abbildungen hergestellt. Besteht zwischen dieser Zuordnung und
Definition 8.1 ein Zusammenhang?

Satz 8.3. Gegeben seien V. = K™ und W = K™ mit den Standardbasen B
und C, und eine lineare Abbildung w: V — W. Mit A := D c(p) gilt dann
P = PA-

Insbesondere sind alle linearen Abbildungen V- — W wvon der Form ¢4 mit
A e K™ und A ist die Darstellungsmatriz von ¢ 4 beziiglich der Standard-
basen.
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1
Beweis. Wir schreiben A = (a;;) und rechnen nach: Fir v = | ! | =
Tn
n e ist
2j=1Tj€; 1

n m m
Zx]gp e;) :Z<x] Za”ei>zz Zamxj e =A-v,

= j=1
also p = 4. ad

Wir wissen, dass das Kompositum von linearen Abbildungen wieder linear
ist. Damit ergibt sich die Frage: Was passiert mit den Darstellungsmatrizen
bei Bildung des Kompositums?

Satz 8.4. Es seien U, V und W endlich-dimensionale K -Vektorriume mit
Basen A, B bzw. C, und es seien p: U =V und ¥: V — W lineare Abbil-
dungen. Dann gilt

Dac(Wop)=Dpc() Dap(p).

Als Merkregel halten wir fest:

Kompositum von linearen Abbildungen <+— Matrixprodukt

Beweis. Wir miissen zunéchst Bezeichnungen einfithren. Wir schreiben A =
{ui,...,un}t, B={v1,...,0m}, C ={wq,...,w} und

DB,C(1/J) = (ai,j) c Kle’ DA,B(QP) — (bi,j) e Kmxn,

Fir j e {1,...,n} gilt:

(Wop)(uj) = (Z bk,jvk> Zb PLACH)
k=1

Aus der Beobachtung, dass im letzten Ausdruck der Koeffizient von w; genau
der (i,7)-te Eintrag des Produkts Dp c(¢) - D4 g(yp) ist, folgt die Behaup-
tung. O

Der obige Satz liefert einen weiteren Beleg dafiir, dass unsere Definition des
Matrixprodukts sinnvoll war. Man kénnte auch sagen: Das Matrixprodukt ist
genau so definiert, dass Satz 8.4 gilt.
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Kombiniert man den Satz mit Satz 8.3, so erhilt man fiir Matrizen A €
K™m und B € K™*" (und die dadurch definierten Abbildungen p4: K™ —
K'und ¢p: K" — K™):

PACYB = PAB:

Ist insbesondere A € K™*"™ invertierbar, so folgt
pacpa-1 =¢r, =idgr

(die identische Abbildung von K™), also ist

a1 =4

die Umkehrabbildung von ¢ 4. Hieraus folgt, dass A~! die Darstellungsmatrix
von <p;‘1 beziiglich der Standardbasis ist, was die Findeutigkeit der inversen
Matrix liefert. Aulerdem gilt fiir die Umkehrabbildung auch gpzl ops = idgn,
was sich zu

A A=1,

iibersetzt. Hiermit sind zwei Liicken geschlossen, die in Definition 7.12 ent-
standen waren.

Definition 8.5. Die Menge
GL,(K) := {A € K™" | A ist invertierbar}

heifsit die allgemeine lineare Gruppe. (Die Buchstaben GL erkliren sich
aus der englischen Bezeichnung general linear group.) Wir wissen, dass
GL,(K) zusammen mit dem Matrizprodukt tatsichlich eine Gruppe bildet.

Wir wissen, dass Vektorrdume verschiedene Basen haben. Was passiert
mit der Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung V' — V| wenn man die
Basis von V' wechselt?

Es sei B = {v1,...,v,} eine Basis von V, und B’ = {v],...,v),} sei eine
weitere Basis. Wir kénnen die ,,neuen“ Basisvektoren v; mit Hilfe der alten
ausdriicken:

’U;— = Zamvi (81)
i=1

mit a;; € K. Hieraus kénnen wir die Matrix S := (a;;) € K™*" bilden.
S heiBt die Basiswechselmatrix. Sie beschreibt den Ubergang von B zu
B’. Man schreibt bisweilen S =: Sp pr. Die Basiswechselmatrix wird nach
folgender Merkregel gebildet:

Spalten von S = Koordinatenvektoren der ,,neuen* Basisvektoren
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Man kann auch umgekehrt die v; mit Hilfe der v} ausdriicken: v; = Y"1 | b; jv}
mit b, ; € K. Wir setzen T := (b; ;) € K™*". Fiir alle j € {1,...,n} folgt:

V5 = Zbi,j <Z Clk,ﬂ%) = Z (Z ak,ibi,j> Vi
k=1

i=1 k=1 \i=1

Den in der rechten Klammer stehenden Ausdruck erkennen wir als den (%, j)-
te Eintrag des Matrixprodukts S - T. Aus der Gleichung folgt (wegen der
linearen Unabhingigkeit von B), dass S -T = I,, gelten muss, also T = S~1.

Wir bemerken noch, dass jede invertierbare Matrix S = (a; ;) € GL(K)
einen Basiswechel beschreibt, indem man die neue Basis einfach durch (8.1)
definiert.

Wir kehren zuriick zu unserer Ausgangsfrage und betrachten eine lineare
Abbildung ¢: V' — V. Wir schreiben Dp(p) = (d; ;) € K™*™ und mochten
nun Dp/(p) bestimmen. Dazu rechnen wir

p(v;) = ¢ (Z ai,j'l}i) = Zai,jw(vi) = Zai,j <Z dkyl-vk) =
i=1 i=1 i=1 k=1
dk,iai,j (Z bl,k”g) = Z Z b[’kdkﬁ‘ai,j Ul/.
k=1

=1 1=1 \ik=1

K

Den in der rechten Klammer stehenden Ausdruck erkennen wir als den (1, §)-
te Eintrag des Matrixprodukts T-Dp(p)-S. Aus der Gleichung folgt, dass die-
ser Ausdruck andererseits der (I, j)-te Eintrag der Darstellungsmatrix D g ()
sein muss. Damit haben wir gezeigt:

Satz 8.6. FEs seien B und B' Basen eines endlich-dimensionalen K - Vektorraums
V und S := Sp,p' die Basiswechselmatriz. Dann gilt fir eine lineare Abbil-
dung p: V= V:

Dpi(p)=S~"-Dp(p) - S.

Dieser Satz beantwortet die Frage, was bei Wechsel der Basis mit der
Darstellungsmatrix passiert. Fiir lineare Abbildungen erhalten wir durch ein
ganz entsprechendes (aber notationstechnisch aufwindigeres) Argument:

Satz 8.7. Es seien B, B’ endliche Basen von V und C, C' endliche Basen
von W. Dann gilt fiir eine linear Abbildung ¢: V — W:

Dpci(p) = Sa,lcf “Dp,c(p) - Sp,pr-

Wir nehmen diese beiden Sétze (und die Bemerkung, dass jede invertierba-
re Matrix einen Basiswechsel vemittelt) zum Anlass fiir folgende Definition:
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Definition 8.8. (a) Zwei quadratische Matrizen A, B € K™*" heiffen &hnlich,
falls es S € GL,,(K) gibt mit

B = S"tAS.

(b) Zwei Matrizen A, B € K™*" heiflen dquivalent, falls es S € GL,(K)
und T € GL,,(K) gibt mit

B=T"1AS.

Wie man sich leicht iiberlegt, sind Ahnlichkeit und Aquivalenz Aquivalenzrelationen.
Von diesen beiden Begriffen ist die Ahnlichkeit der wichtigere.

Das folgende Beispiel soll einen Hinweis darauf geben, weshalb ein Basis-
wechsel niitzlich sein kann.

Beispiel 8.9. Es seien V = R? und ¢: V = V, (Z) — <z> Mit der Stan-
dardbasis B = {ej, e2} haben wir

Dp(yp) = <? é) :

Als neue Basis wihlen wir B’ = {(}) ) (11) }. Die Basiswechselmatrix und

ihre Inverse sind

S=Spp = (} _11) und S7'= % (1 _11> .

Es ergibt sich

pao=2 (1) (00 () =200 (=0

Die Darstellungsmatrix Dps(¢) beschreibt ¢ in einfacherer Weise: Der erste
Basisvektor wird durch ¢ festgehalten, der zweite wird ,,umgeklappt*. N

Der Abschnitt sei mit einer eindringlichen Warnung abgeschlossen: Man
neigt dazu, Basiswechselmatrizen eine Interpretation als eine Art von Dar-
stellungsmatrizen zu geben, etwa als Matrizen, die eine Basis auf eine andere
abbilden. Dies fithrt immer wieder zu grofler Verwirrung. Man sollte sich
vor solchen Interpretationen hiiten, und den Formalismus des Basiswechsels
stattdessen als Rezept, dessen Korrektheit bewiesen wurde, wortwortlich an-
wenden.



Kapitel 9
Determinanten

Bevor wir die Determinante definieren, miissen wir uns mit der symmetri-
schen Gruppe beschiéiftigen. Wir erinnern an Definition 3.4: Fiir n € Ny ist
die symmetrische Gruppe definiert als

Spi={o:{1,...,n} = {1,...,n} | o ist bijektiv}.

Die Elemente von S, heiflen Permutationen, und die Verkniipfung ist durch
die Komposition gegeben.

Definition 9.1. Fir o € S,, definieren wir

o w(o) als die Anzahl der Paare (i,j) € Nx N mit 1 < i < j < n aber
o(i) > o(j) (solche Paare nennt man auch Fehlstellen);
e sgn(o) := (—1)*(9), das Vorzeichen (oder Signum) von o.

Beispiel 9.2. (1) Die Identitét id € S,, hat keine Fehlstellen, also sgn(id) = 1.

(2) Es sei 0 € S, gegeben durch o(1) =2, 0(2) =1 und o(i) =i fir i > 2,
in Zykelschreibweise (siehe Beispiel 3.5(2)) also o = (1,2). Offenbar ist
(1,2) die einzige Fehlstelle von o, also sgn(o) = —1.

(3) Es selen 1 < ¢ < 5 < n, und o € S, vertausche ¢ und j und halte

alle anderen Elemente von {1,...,n} fest, also ¢ = (¢,7). Eine solche
Permutation nennt man auch eine Transposition. Wir zéhlen Fehlstellen
und kommen auf w(o) = 2(j — i) — 1, also sgn(o) = —1. q

Die wichtigste Eigenschaft des Vorzeichens ist seine Multiplikativitét:
Satz 9.3. Firo,7m € S, gilt

sgn(o7) = sgn(o) sgn(r).

Beweis. Es seien x1,...,x, € Q paarweise verschiedene rationale Zahlen.
Wir behaupten, dass fiir alle o € S,, gilt:
To(i) — To(j)
sgn(o) = —_— 9.1
o) = [ =07 (9.1
1<i<j<n

53
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Um dies einzusehen bemerken wir zunéchst, dass Z#hler und Nenner des
Produkts bis auf das Vorzeichen iibereinstimmen. Im Zahler tritt aber genau
w(o) mal ein xy — x; mit k > [ auf, wihrend dies im Nenner nie vorkommt.
Hieraus ergibt sich (9.1).

Nun setzen wir y; := ,(;)- Ebenso wie die x; sind auch die y; paarweise
verschieden, also gilt wegen (9.1) fiir alle 7 € S,

SgH(T) _ H Yri)y — Y7 () _ H Lor(i) — Tor(j) .
1<i<j<n Yi—Y; 1<i<j<n Lo(i) — To(j)
Wir erhalten
Lor(i) — Lor(j
Sgn(O'T) _ H (1) (4) _

T — T
1<i<j<n v J

H Tor()) = Lor(h) | H M:sgn(ﬂsgn(a)-

To(i) — To(s X — X
1<i<j<n T0@) T o) 1<ilicn i Ty
O

Aus Satz 9.3 folgt direkt, dass sgn(oc=!) = sgn(o)™! = sgn(o) fiir alle
o€ S, gilt.

Nun kénnen wir die Determinante einer quadratischen Matrix definieren.
Nebenbei definieren wir auch die weniger wichtige Permanente.

Definition 9.4. Es sei A = (a; ;) € K™*™ eine quadratische Matriz.

(a) Die Permanente von A ist
perm(A) := Z Hai,a(i)'
oceS, i=1
(b) Die Determinante von A ist
det(A) := Z sgn(o) - Haiﬁ(i).
o€Sny i=1
Beispiel 9.5. Fiir n < 3 machen wir Definition 9.4 explizit.
(1) Firn=1ist A= (a) und
det(A) = perm(A) = a.

(2) Fir n =2ist S, = {id, o} mit o aus Beispiel 9.2(2). Wir erhalten

ail ar2y)
perm U1 ano) a1,1022 + 012021
, ,
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und

det (P81 M2 — ) ags — a1 0a91.
a1 a22 T o
(3) Fiir n = 3 hat die S,, sechs Elemente: die Identitéit, drei Transpositionen,
sowie die ,,zyklischen“ Permutationen 1 — 2 +—3+— lund 1 — 3 +— 2+
1. Die zyklischen Permutationen haben Vorzeichen 1. Wir erhalten

a11 0a1,2 1,3
det | a1 az2 a3 | = a1,1a22a33 + a1,2a2,3a3,1 + 01,302,103.2
as;1 3,2 43,3

— a1,2G02,103,3 — 41,302,203,1 — 41,102,303 ,2.

Fiir die Permanente ist jedes ,,—“ durch ,,4+“ zu ersetzen. Es gibt eine
graphische Merkeregel fiir die Determinante einer 3 x 3-Matrix, die soge-
nannte Sarrus-Regel:

a1 a1y a1y3 a1 ai 2
2,1 32 A93 A31 G2 2
G371 432 G433 a3,1 632
- - - + + +

Der Zusammenhang zwischen der obigen Formel und der Graphik diirfte
selbsterklarend sein.
(4) Fiir die Einheitsmatrix I,, gilt: det(I,,) = 1. q

Ab jetzt behandeln wir nur noch die Determinante, die sehr viel wichtiger
ist als die Permanente.

Lemma 9.6. Sei A = (a;;) € K"*".

(a) det(AT) = det(A).
(b) Es seio € S,. Wir definieren b; j := a; 5(;y und B := (b; ;) € K™ (d.h.
B geht aus A durch Permutation der Spalten gemdf o hervor). Dann gilt

det(B) = sgn(o) - det(A).

Entsprechendes gilt fiir Permutationen der Zeilen. Als Speziallfall bedeu-
tet dies, dass det(B) = —det(A), falls B aus A durch Vertauschung
zweter Zeilen oder Spalten hervorgeht.

(c¢) Falls in A zwei Zeilen oder zwei Spalten ibereinstimmen, so folgt

det(A) = 0.

Beweis. (a) Wir rechnen
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(b)

Sa
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det(AT) = Z sgn(o) - Hao(i),i = Z sgn(o) - H @j,0=1(5)
i=1 Jj=1

ocES, oeS,

= Z sgn(771) - H aj ;) = det(A).
j=1

TESH

Wir rechnen

det(B) = Y sgu(r) - [[ biriy = > sen(r) - [[ as.0rci)
i=1 i=1

TES, TES,

= Z Sgn(o—ilp) : Hai,p(i) = Sgn(o—il) : det(A)7

pESH i=1

wobei Satz 9.3 fiir die letzte Gleichheit benutzt wurde. Wegen sgn(o 1) =
sgn(o), also folgt die Behauptung.
Die entsprechende Aussage fiir Zeilenpermutationen ldsst sich durch (a)
auf die fiir Spaltenpermutationen zuriickfiihren.
Wegen (a) ist det(A) = 0 nur fiir den Fall zweier gleicher Spalten nach-
zuweisen. Wir nehmen also an, dass es 1 < j < k < n gibt, so dass
a;; = a; p fir alle ¢ gilt. Es sei 7 € S, definiert durch 7(j) = k, 7(k) = j,
und alle anderen Elemente bleiben fest (siche Beispiel 9.2(3)). Fiir alle
i, € {1,...,n} gilt dann

Qi1 = Q4 7 (1)- (9.2)

Wir definieren
A, :={o €S, |sgn(oc) =1}

(Nebenbei gesagt folgt aus Satz 9.3, dass A, eine Untergruppe der S,, ist;
sie heifit die alternierende Gruppe.) Wegen sgn(7) = —1 folgt aus Satz 9.3,
dass S,, die disjunkte Vereinigung von A, und 7- A, := {70 | 0 € A,}
ist:

S, =A,UT-A,.

Nun folgt
det(A) = Z <sgn(a) : H i (i) +sgn(To) - Hai,ra(i)>
oEA, i=1 i=1
n n
= Z sgn(o) - (H Ajo(i) — H%ﬁ@(i))) =0,
i=1 i=1

ogEA,

wobei (9.2) fiir die letzte Gleichheit verwendet wurde. O
Der wohl wichtigste Satz {iber die Determinante ist der folgende.

tz 9.7 (Determinantenmultiplikationssatz). Fir A, B € K™*™ gilt
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det(A - B) = det(A) - det(B).

Beweis. Wie immer schreiben wir A = (a;;) und B = (b; ;). Der (i,7)-te
Eintrag von A - B ist Y ,_, a; ki, j, also

n

det(A- B) = Z sgn(o) - H (Z aiykbkﬁ(i)> .
k=1

ocES, =1

Ausmultiplizieren des Produkts und Vertauschung der Summation liefern

det(A - B) = ngn(a). Z H(aiykibki,a(i))
ki,...,kn=11i=1

oceS,

n n n
= E E sgn(o) - H Qi k; H bkj,a(j) =
ki,....kn=10€S, i=1 j=1

n n

Z H @ik, - det(b, 1) j,0=1,....n-

1y kn=1i=1

Wegen Lemma 9.6(c) ist det(bg, 1)j,1=1,....,n nur dann # 0, wenn die k; paar-
weise verschieden sind, d.h. wenn die Abbildung {1,...,n} — {1,...,n},
J — k; eine Permutation ist. Statt iber die k1, ..., k, zu summieren, kénnen
wir also auch iiber die Permutationen 7 € S,, summieren und erhalten

det(A- B) = Z Hai;r(i) ~det(br(j),1)j1=1,...n

TES, 1=1
= > [ @i sen(r) - det(B) = det(A) - det(B),
TES, 1=1
wobei fiir die zweite Gleichheit Lemma 9.6(b) verwendet wurde. O

Die Determinante ist also multiplikativ. Als Warnung sei hier angemerkt,
dass sie nicht additiv ist (aufier im Fall n = 1)! Wir ziehen eine wichtige
Folgerung.

Satz 9.8. Fiir A € K"*" gilt die Aquivalenz

A ist requlir <= det(A) # 0.

Falls A regulir ist, so folgt

det(A™1) =1/ det(A).



58 9 Determinanten

Beweis. Zunichst sei A regulir. Dann gibt es eine Inverse A~!. Nach Satz 9.7
und Beispiel 9.5(4) gilt

det(A™1) - det(A) = det(A™! - A) = det(I,,) = 1,

woraus det(A4) # 0 und det(A~!) = 1/ det(A) folgen.

Nun nehmen wir an, dass A nicht regulir sei. Dann gibt es v € K™\ {0}
mit A-v = 0. Wir ergéinzen v zu einer Basis {v = v1,v2,...,v,} von K™.
B := (v1,...,v,) € K™ gei die Matrix mit den v; als Spalten. Da die
Spalten von B linear unabhéngig sind, folgt nach Korollar 7.10, dass B regulér
ist, also det(B) # 0 nach dem bereits Gezeigten. Fiir den Standardbasisvektor
ey gilt

A'B'@l :A-Ul =A-v=0.

Dies bedeutet, dass die erste Spalte von A - B aus Nullen besteht. Hieraus
folgt direkt det(A - B) = 0. Aber Satz 9.7 liefert

det(A - B) = det(A) - det(B),

Also folgt wegen det(B) # 0, dass det(A4) = 0 gelten muss. Dies schliefit den
Beweis ab. 0

Fiir eine quadratische Matrix A € K™*™ sind damit die folgenden Aussa-
gen #dquivalent:

A ist regulér;

A ist invertierbar (anders gesagt: A € GL,(K));

die Zeilen von A sind linear unabhéngig;

die Spalten von A sind linear unabhingig;

die Abbildung ¢4 ist injektiv;

die Abbildung ¢4 ist surjektiv;

das LGS A - & = 0 ist eindeutig 16sbar.

fiir alle b € K™ ist das LGS A - z = b eindeutig 16sbar.
det(A) # 0.

Wir ziehen eine weitere Folgerung aus Satz 9.7.

Korollar 9.9. Zwei Matrizen A, B € K™*" seien dhnlich. Dann gilt
det(A) = det(B).

Beweis. Wir haben B = S7'AS mit S € GL,(K). Wegen der Sitze 9.7
und 9.8 folgt

det(B) = det(S) " det(A) det(S) = det(A).
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Korollar 9.9 hat eine interessante konzeptionelle Interpretation: Ist ¢: V' —
V' eine lineare Selbstabbildung eines endlich-dimensionalen Vektorraums V/,
so lasst sich det(yp) nach Wahl einer Basis B von V' durch

det(p) :=det (Dp(p))

definieren. Denn bei einer anderen Basiswahl geht Dp(¢) nach Satz 8.6 iiber
in eine &hnliche Matrix.

Definition 9.10. Die Menge
SL,(K) := {A € K™ | det(A) = 1}

heifsit die spezielle lineare Gruppe. Aus Satz 9.7 folgt, dass SL,,(K) (mit
dem Matrizenprodukt) eine Gruppe ist.

Fiir den Rest des Kapitels beschéiftigen wir uns mit dem effizienten Be-
rechnen der Determinante. Die Definition 9.4 ist explizit, so dass eine direkte
Berechnung moglich ist. Sie erfordert jedoch wegen |S,| = n! etwa n - n!
Korperoperationen, ein fiir groffe n nicht hinnehmbarer Aufwand. Wir wer-
den ein besseres Verfahren entwickeln.

Satz 9.11. Es sei A = (a; ;) € K™ mitn > 2. Firi,j € {1,...,n} sei
A; ;€ K== die Matriz, die aus A durch Weglassen der i-ten Zeile
und der j-ten Spalte entsteht. Fiir allei € {1,...,n} gilt

det(A) = i(—l)i-i_jai’j . det(Ai’j), (93)

und fir alle j € {1,...,n} gilt

n

det(A) =Y (=1)"a; ;- det(A; ). (9.4)

i=1

Wir lassen den Beweis weg. Er ist nicht besonders schwer, aber sehr nota-
tionslastig. Man beachte, dass die Formeln (9.3) und (9.4) das rekursive Be-
rechnen der Determinante erméglichen. Die Berechnung geméfl Formel (9.3)
wird als Entwicklung nach der i-ten Zeile bezeichnet, und gem&f (9.4) als
Entwicklung nach der j-ten Spalte. Man kann eine dieser Formeln anwenden
und dabei ¢ bzw. j nach Opportunitatsgesichtspunkten auswéhlen.

Beispiel 9.12. Wir mochten die Determinante von

012
A=1345
678

berechnen und entscheiden uns fiir Entwicklung nach der ersten Zeile. Es
ergibt sich
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45 35 34
det(A)O~det(78>1~det(68>+2~det(67)

=—(3-8-6-5)4+2-(3-7—6-4)=6—6=0.

<

Aus Satz 9.11 und Lemma 9.6(_c) folgt auch die Regel fiir die sogenannte

adjunkte Matrix: Mit ¢; j := (—1)""7 det(4;,;) und C := (¢; ;) € K™ (dies
ist die adjunkte Matrix) gilt

A-C=C-A=det(A)-I,.

Auch hierfiir werden wir den Beweis nicht fithren. Fiir A € GL,, (K) erhalten
wir die Formel
1 1

det(A)

Das Berechnen der Inversen nach dieser Formel ist aufwéndiger als durch
das in Kapitel 7 angegebene Verfahren. Die Formel kann jedoch niitzlich
sein, wenn in A Parameter vorkommen, oder um die auftretenden Nenner zu
kontrollieren.

Beispiel 9.13. Fiir invertierbare 2 x 2-Matrizen liest sich die obige Formel als

ab\" 1 (d b
cd)  ad—bc \—ca)’

Dies lésst sich auch direkt verifizieren. N

Wir koénnen schon jetzt die Determinante einiger spezieller Matrizen im
,Eilverfahren® berechnen. Wir fithren drei Félle an. Begriinden kann man die
Ergebnisse jeweils entweder durch Entwicklung nach einer Zeile oder Spalte,
oder indem man direkt mit Definition 9.4 arbeitet.

(1) Fiir eine Diagonalmatriz

gilt
det(A) =ay - ap.

Man schreibt Diagonalmatrizen wie oben auch als
A = diag(aq, ..., ap).

(2) Fiir eine obere Dreiecksmatriz
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A=| - (9.5)

gilt
det(A) = a1 - ap. (9.6)

Zur Erkldrung: (9.5) soll andeuten, dass oberhalb der Diagonalen irgend-
welche Eintrage stehen konnen, unterhalb aber lauter Nullen. Man kénnte
eine obere Dreiecksmatrix A = (a; ;) € K™*" auch formaler durch die
Bedingung a;,; = 0 fiir i > j definieren.

Dasselbe Ergebnis (9.6) gilt auch fiir untere Dreiecksmatrizen.

(3) Fiir eine Matrix
BC
)

mit B € K*!, D e K=Ox(n=0) ypd ¢ € KX*(=D gilt
det(A) = det(B) - det(D).

Man sagt auch, dass A Block-Dreiecksgestalt hat. Dies lisst sich erweitern
auf Matrizen mit mehr als zwei Diagonal-Blocken.

Nun wenden wir uns dem Berechnen der Determinante einer Matrix, die
keine spezielle Gestalt hat, zu. Ziel ist es, auch hierfiir den Gaufi-Algorithmus
einzusetzen. Wir miissen uns also iiberlegen, welche Auswirkungen elementa-
re Zeilenoperationen auf die Determinante haben. Bei Operationen von Typ 1
(Vertauschen zweier Zeilen) geht die Antwort aus Lemma 9.6(b) hervor: Die
Determinante éndert das Vorzeichen. Fiir Operationen vom Typ IT und (wich-
tiger!) vom Typ III ist es zweckdienlich, diese als Links-Multiplikation mit
gewissen Matrizen zu interpretieren: Multiplikation der i-ten Zeile von A mit
einem Skalar s # 0 entspricht der Multiplikation von A mit der Matrix

S =diag(1,...,1,s,1,...,1),

wobei s der i-te Eintrag ist; also A — S+ A. Wegen Satz 9.7 und der Regel (1)
ergibt sich, dass sich bei einer Operation von Typ II die Determinante mit s
multipliziert.

Um Operationen von Typ III zu behandeln, betrachten wir Matrizen F; ; €
K™*" die per Definition iiberall Nullen haben aufler im (i, j)-ten Eintrag,
der 1 ist. Nun sieht man leicht, dass Addition des s-fachen der j-ten Zeile zu
der i-ten Zeile einer Multiplikation mit I,, + s - E; ; entspricht: A — (I, +s-
E;;)-A.Dal,+s-E;; eine Dreiecksmatrix ist, folgt aus der Regel (2), dass
det(I, +s- E; ;) = 1 ist, also &ndert sich nach Satz 9.7 die Determinante bei
Operationen von Typ III nicht. Wir fassen zusammen:

Typ I (Vertauschen zweier Zeilen): Die Determinante dndert das Vorzei-
chen.
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Typ IT  (Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar s € K \ {0}): Die
Determinante multipliziert sich mit s. Als Formel ausgedriickt:

det(neue Matrix) = s - det(alte Matrix).

Typ III  (Addition des s-fachen einer Zeile zu einer anderen): Die Deter-
minante dndert sich nicht.

Wir bemerken noch, dass Entsprechendes auch fiir elementare Spaltenope-
rationen gilt.

Nun kann man den Gauf-Algorithmus zum Berechnen von Determinan-
ten verwenden. Die Strategie ist, jeweils eine Spalte (oder Zeile) so weit aus-
zurdumen, dass eine Entwicklung nach dieser Spalte (Zeile) sehr einfach wird.
Man kann dabei den Gau$-Algorithmus variieren, denn es kommt nicht dar-
auf an, welche Spalte bzw. Zeile jeweils ausgerdumt wird.

Beispiel 9.14. Wir berechnen (mit nachfolgenden Kommentaren zu den Re-
chenschritten)

134 2 13 4 2
1 -2 -2
1420 01 —2-2
det 021 3 (T)det 02 1 3 (;)1~det _28_14_33
1-50-1 0-8—4-3

504 -
=det|213 :1-det< >:5-9=45.
3) 009/ @ 09/ )

Hierbei wurden folgende Schritte durchgefiihrt:

(1) Ausrdumen der ersten Spalte durch Addition des (—1)-fachen der ersten
Zeile zur zweiten und Addition des (—1)-fachen der ersten Zeile zur vier-
ten;

(2) Entwicklung nach der ersten Spalte;

(3) Ausrdumen der zweiten Spalte durch Addition des 2-fachen der zweiten
Zeile auf die erste und Addition des 4-fachen der zweiten Zeile auf die
dritte (Ausrdumen der ersten Spalte wire ein etwas grofierer arithmeti-
scher Aufwand gewesen: Wer méchte schon mit 8 multiplizieren?);

(4) Entwicklung nach der zweiten Spalte;

(5) die Formel fiir Dreiecksmatrizen (oder die Formel fiir 2x 2-Determinanten).
q

Zum Abschluss des Kapitels geben wir noch eine geometrische Interpreta-
tion der Determinante. Fiir vy, vy € R? ist | det(viv2)| der Fliacheninhalt des
Parallelogramms mit den Seiten vy und wvo. Dies lisst sich auf n-dimensionale
Volumina verallgemeinern. Diese Interpretation ist solange nicht beweisbar,
wie wir keinen mathematisch definierten Begriff von Flécheninhalt haben.
Flécheninhalte von Parallelogrammen (bzw. deren hoher-dimensionalen Ver-
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allgemeinerungen) sind besonders wichtig, weil Parallelogramme bei Flichen-
Integralen als ,infinitessimale“ Fldchenelemente auftreten.






Kapitel 10
Eigenwerte

Auch in diesem Kapitel sei K ein Korper.

Definition 10.1. Sei A € K™*" eine quadratische Matriz. Ein A € K heif§it
Eigenwert von A, falls es v € K™\ {0} gibt mit A-v = X -v. Ein solcher
Vektor v heifit dann ein Eigenvektor von A (zum Figenwert \).

Ey={veK"|A-v=X v}

heifst der Eigenraum zum Eigenwert A. Er besteht aus allen FEigenvektoren
und dem Nullvektor.

01

Beispiel 10.2. Fir A = <1 0

) € R2*2 gilt

1 1
+()=0)
also ist 1 ein Eigenwert von A und (}) ein zugehoriger Eigenvektor. Ein

weiterer Eigenwert ist —1, denn

+(4)=()=-(4)

Der Eigenraum zu A =1 ist
Ei={veR A v=0v}={veR*|(A- L) v=0},

-11

1 -1
hat den Rang 1, also folgt nach Proposition 6.11 dim(F;) = 1. Wir erhalten
also

also der Losungsraum des homogenen LGS (A—13)-2 = 0. A—I7 =

65
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und mit den gleichen Argumenten

E = ((_11)>.

Insgesamt stellen wir fest, dass {(1) , 11>} eine Basis aus Eigenvektoren

bildet. Die Frage, ob A aufler 1 noch weitere Eigenwerte hat, werden wir
bald beantworten kénnen. <

Definition 10.1 lasst sich auf lineare Abbildungen ¢: V' — V eines K-
Vektorraums V iibertragen: Man fordert ¢(v) = Av fiir ein v € V' \ {0}.

Beispiel 10.3. (1) Auf dem Polynomring V' = Rz] betrachten wir den
Ableitungs-Operator ¢: V. — V, f +— f’. Wir sehen, dass A = 0 der
einzige Eigenwert ist. Der Eigenraum besteht aus den konstanten Polyno-
men. Erweitert man den Ableitungs-Operator auf den Raum C*°(R) der
unendlich oft differenzierbaren Funktionen R — R, so dndert sich die Si-
tuation: Fiir A € R ist die Exponentialfunktion fy: R — R, z — exp(A\z)
ein Eigenvektor (man spricht in diesem Zusammenhang auch von einer
FEigenfunktion) zum Eigenwert A.

(2) Auf dem Vektorraum V = Abb(R,R) definieren wir eine lineare Abbil-
dung o: V.= V, f — f, wobei f gegeben ist durch f(z) = z - f(z).
Die Suche nach Eigenwerten und -funktionen bedeutet, dass wir Funk-
tionen f suchen, so dass z - f(z) = X\ - f(x) fiir alle z € R gilt. Diese
(einschneidende) Bedingung wird durch die Funktion §y mit dy(z) = 1
fiir x = X und 05 (z) = 0 for = # X erfiillt. Es treten also alle A € R als
Eigenwerte auf. Die lineare Abbildung ¢ ldsst sich als ,,Ortsoperator® in-
terpretieren. Genau die Funktionen, die am ,,Ort* \ | konzentriert“ sind,
sind die Eigenfunktionen zu .

(3) Der Eigenraum zum Eigenwert A = 0 ist nicht anderes als Kern(y). <

Auch fiir A € K, die nicht Eigenwerte sind, kann man FE) wie in Definiti-
on 10.1 definieren. Es kommt dann der Nullraum heraus.

Im obigen Beispiel haben wir bereits gesehen, dass Eigenrdume Un-
terrdume sind. Dies gilt allgemein, denn fiir A € K™*™ und A € K ist E) der
Losungsraum des homogenen LGS (A — AI,) - ¢ = 0. Wir halten fest:

Proposition 10.4. Fir A e K™*™ und A\ € K ist Ex C K™ ein Unterraum.

Wie kann man Eigenwerte berechnen? Nach Definition ist A € K genau
dann ein Eigenwert, wenn E) # {0}, d.h. wenn das homogene LGS (A—\I,)-
x = 0 nicht eindeutig losbar ist. Dies ist nach den Ergebnissen von Kapitel 9
dquivalent zu det(A — AI,,) = 0 (siche Seite 58). Diese Uberlegungen nehmen
wir zum Anlass fiir eine Definition.

Definition 10.5. Sei A € K™*" eine quadratische Matriz. Im Polynomring
K[x] bilden wir
xa =det(z- I, — A).
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Das so definierte Polynom heifit das charakteristische Polynom wvon A.
Wir bemerken, dass xa ein Polynom von Grad n mit héchstem Koeffizient 1
15t.

Den folgenden Satz haben wir bereits gezeigt.

Satz 10.6. Die Figenwerte einer quadratischen Matriz A sind die Nullstel-
len des charakteristischen Polynoms xa.

01
10

x4 = det (_xl _xl> =221,

also sind 1 und —1 die (einzigen) Eigenwerte.

(2) Fir A= (_01 (1)) € R**2 gilt

Beispiel 10.7. (1) Fiir A = < ) € R¥*2 gilt

xa = det (:f _xl) =22 41,

also hat A keine Eigenwerte (in R). q

Wir erinnern kurz an das Rechnen mit Polynomen und deren Nullstellen.
Wir wissen, dass K[z] mit der gewdhnlichen Addition und Multiplikation
von Polynomen ein Ring ist. Auflerdem haben wir eine Division mit Rest:
Fir f,g € K[z] mit g # 0 gibt es Polynome ¢,r € K[x] mit

f=g-q+r und deg(r)< deg(g).

Falls nun A € K eine Nullstelle eines Polynoms f # 0 ist, so kénnen wir
Division mit Rest durch ¢ = x — A\ durchfithren und erhalten

f=@—=X-q+r

mit deg(r) < 1, also ist r ein konstantes Polynom. Einsetzen von x = A liefert
r =r(A) = 0. Es folgt f = (z — \) ¢ mit deg(q) = deg(f) — 1. Man sagt,
dass man den Linearfaktor x — X von f abspalten kann. Ist 4 € K nun eine
weitere Nullstelle von f mit u # A, so folgt

(w=Ng(p) = f(p) =0,

also g(p) = 0. Ein Induktionsargument nach n := deg(f) zeigt nun, dass f
hochstens n verschiedene Nullstellen hat. Falls A, ..., A\, die paarweise ver-
schiedenen Nullstellen von f sind, so folgt

f=@=A)" (2= A) g,
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wobei g € K|x] ein Polynom ohne Nullstellen ist, und e; € N5q. Die Zahl e;
heifit die Vielfachheit der Nullstelle \;. Falls g ein konstantes Polynom ist,
so sagen wir, dass f in Linearfaktoren zerfillt. Dann ist g automatisch der
hochste Koeffizient von f.

Beispiel 10.8. Fiir das Polynom f = x* + 22 + 222 + 22 + 1 € R[] finden
wir durch Ausprobieren die Nullstelle A\; = —1. Division mit Rest liefert

f=(@+1) - @ +22+z+1).

Auch das verbleibend Polynom 2 + 22 + 2 + 1 hat die Nullstelle —1. Erneute
Division mit Rest liefert

f:(x+1)2-(x2+1).

Da 22 + 1 keine Nullstelle in R hat, ist —1 die einzige Nullstelle von f, und
die Vielfachheit ist 2. Wenn wir f als ein Polynom iiber C auffassen, zerfillt
es in Linearfaktoren:

f=@+1)% (x—i)-(x+1i).

N

Uber R zerfallen also nicht alle Polynome. Wie das obige Beispiel sug-
geriert, haben wir iiber C bessere Chancen. (Zur Erinnerung: C lisst sich
definieren als

C:={a+b-i|a,beR}

mit i = —1.) In der Tat gilt der folgende

Satz 10.9 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nichi-konstante Polynom
f € Clz] hat eine Nullstelle in C. Damit zerfillt f in Linearfaktoren.

Korper, die wie C die Eigenschaft aus Satz 10.9 haben, bezeichnet man
als algebraisch abgeschlossen. Wir werden Satz 10.9 nicht beweisen, da
dies mit unseren derzeitigen Mitteln nicht méglich ist. Der Beweis benotigt
Methoden aus der Funktionentheorie (= komplexe Analysis) oder der Analy-
sis. Eine Beweisvariante benutzt Methoden aus der Algebra und (ein wenig)
Analysis. (Ganz ohne Analysis kann man nicht auskommen, da schon die
Definition von R und damit von C Begriffe aus der Analysis bendtigt.)

Korollar 10.10. Se: A € K™*",

(a) A hat hichstens n Eigenwerte.
(b) Falls K algebraisch abgeschlossen ist (z.B. K = C), so hat A Eigenwerte.

Im Lichte der bisherigen Uberlegungen erscheinen die folgenden zwei De-
finitionen fiir die Vielfachheit eines Eigenwertes als natiirlich.

Definition 10.11. FEs sei A € K ein Figenwert einer Matriz A € K™*™.



10 Eigenwerte 69

(a) Die algebraische Vielfachheit m,(\) von X ist die Vielfachheit der
Nullstelle A im charakteristischen Polynom x 4.
(b) Die geometrische Vielfachheit von A\ ist

mg(A) :==dim (E)).

01
10
Beispiel 10.2). Fiir beide Eigenwerte sind algebraische- und geometrische
Vielfachheit gleich 1.

(2) Fir A= (é 1) € R2¥2 gilt

Beispiel 10.12. (1) A = € R?*2 hat die Eigenwerte 1 und —1 (siehe

XA:det<xal -1 > = (x—1)?

z—1
(obere Dreiecksmatrix), also ist A = 1 der einzige Eigenwert mit algebrai-
sche Vielfachheit m,(A) = 2. Zur Ermittlung der geometrischen Vielfach-

heit bemerken wir, dass
01
A== (0 o)

den Rang 1 hat, also mg4(X) = 1. q
Satz 10.13. Ist A € K ein Figenwert einer Matrix A € K™*™, so gilt
1 <mg(A) <mg(A).

Beweis. Die erste Ungleichung ist klar, denn fiir einen Eigenwert gilt E) #
{0}, also dim (E}) > 1.

Zur Beweis der zweiten Ungleichung setzen wir m := mg4(A) und wéhlen
eine Basis {v1,...,v,,} von E). Diese konnen wir zu einer Basis B =
{v1,...,v,} von K™ erginzen. Fir 1 <i < m gilt

walv) =A-v; =Xy,

also hat die Darstellungsmatrix von ¢4 bzgl. B die Form

mit C € KM=m)xm=m) Mit S = (vy...v,) € GL,(K) (die Matrix mit den
v; als Spalten) gilt S™1AS = D (wegen Satz 8.6), also
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A=5DS™.
Es folgt

xa = det (I, — A) = det (ac[n — SDS_l) =
det (S(zl, — D)S™') = det (z1, — D),

wobei die letzte Gleichheit aus Korollar 9.9 folgt. Die Matrix I, — D ist
jedoch (ebenso wie D selbst) eine obere Dreiecksmatrix. Damit kénnen wir
die Determinante ablesen und erhalten

xa=(@-=-XN" xc.
Also wird x4 durch (x — A\)™ geteilt, und wir schlieen mg,(A\) > m, wie
behauptet. a

Definition 10.14. Fine quadratische Matriz A € K™*™ heifit diagonali-
sierbar, falls es eine Basis von K™ bestehend aus Figenvektoren von A gibt.
Gleichbedeutend: A ist dhnlich zu einer Diagonalmatriz.

Beispiel 10.15. (1) A = ((1) (1)> € R?*2 ist diagonalisierbar (siche Bei-

(2) A = _10) € R?*2 ist nicht diagonalisierbar. Es fehlen Eigenwerte
(siehe Beispiel 10.7(2)).

11

(siehe Beispiel 10.12(2)). <

Wir werden folgendes Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit beweisen. Es be-

sagt, dass die in Beispiel 10.15(2) und (3) aufgetretenen Hindernisse fiir die
Diagonalisierbarkeit tatsédchlich die einzig moglichen Hindernisse sind.

€ R?*2 jst nicht diagonalisierbar. Es fehlen Eigenvektoren

Satz 10.16. Fine Matriz A € K™*" ist genau dann diagonalisierbar, wenn
beide der folgenden Bedingungen erfillt sind:

(a) Das charakteristische Polynom x a zerfdllt in Linearfaktoren, also

T

xa =@ =)

i=1

mit e; = ma(N;).
(b) Fiir alle Eigenwerte \; gilt

mg()\i) = ma()\i).

Das folgende Lemma benotigen wir fiir den Beweis.
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Lemma 10.17. Es seien \q,..., A\ € K paarweise verschiedene Eigenwerte
einer Matriz A € K™*". Weiter seien v; € Ey, mit

v+ -+ v, =0.
Dann sind alle v; = 0.

Bewets. Wir benutzen Induktion nach r. Fiir » = 1 ist nichts zu zeigen. Wir
konnen also ab jetzt r > 2 voraussetzen. Wir rechnen:

i=1 =1 i=1
Andererseits gilt
Z)\lvi = )\1 . (Zw) =0.
i=1 i=1

Wir subtrahieren beide Gleichungen und erhalten

T

Z()\Z - )\1)’01‘ =0.

=2

Da (A;—A1)v; in Ey, liegt, liefert die Induktionsvoraussetzung (\; —A1)v; = 0
fir i € {2,...,r}. Wegen \; # A\ folgt v; = 0 fiir i € {2,...,r}. Nun folgt
auch v1 = —(vg + -+ - + v,.) = 0. ]

Beweis von Satz 10.16. Zunichst nehmen wir an, dass A diagonalisierbar ist,
es gibt also eine Basis B von K™ aus Eigenvektoren. Sind A,..., A, die
Eigenwerte von A, so folgt mit B; := BN Ej,;:

n=[Bl = |B| <Y my(\) <Y ma(h) < deg(xa) =n,
=1 =1 =1

wobei die mittlere Ungleichung aus Satz 10.13 folgt und die letzte aus der
Definition der m,();) als Vielfachheiten der Nullstellen von x 4 folgt. Es muss
also iiberall Gleichheit gelten, und es folgen (a) und (b).

Nun nehmen wir umgekehrt an, dass (a) und (b) gelten. Fiir i € {1,...,r}
sei B; eine Basis des Eigenraums E),. Wir setzen B := By U --- U B,. Es
ist klar, dass B aus Eigenvektoren besteht. Aus Lemma 10.17 folgt, dass B
linear unabhingig ist. Auflerdem gilt

T

1Bl = 1Bil = my(\) 5 > ma(Xi) = deglxa) =n.
=1 =1 =1

Insgesamt folgt mit Korollar 6.13(a), dass B eine Basis von K™ ist. O
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Korollar 10.18. FEs sei A € K™ ™. Falls x4 in Linearfaktoren zerfillt und
nur Nullstellen der Vielfachheit 1 hat, so ist A diagonalisierbar.

Als Anwendung betrachten wir ein physikalisches Beispiel. Wir stellen uns
vor, dass zwei gleichschwere Massepunkte mit identischen, masselosen Federn
an gegeniiberliegenden Wénden verbunden sind, und dass zwischen den Mas-
sepunkten eine weitere, andersartige Feder befestigt ist. Man spricht auch
von gekoppelten Schwingern. Wenn x1(t) und z3(t) die Auslenkungen der
Massepunkte (gemessen ab er Ruhelage) zur Zeit ¢ bezeichnen, so gelten die
Differentialgleichungen

i1(t) = —aw1(t) — b (w1 (t) — 22(t))
Ea(t) = —awz(t) — b(w2(t) — 21(t)),
wobei die Doppelpunkte wie {iblich fiir die zweite Ableitung nach t stehen

und die positiven Konstanten a und b von den Federeigenschaften und dem
Gewicht der Massepunkte anhéngen. In Matrixschreibweise:

&)= () G

=:A

Das charakeristische Polynom von A ist
x4 = det rhatb b =(z+a+b)? =0 = (x+a)(z+a+2D)
A b z+a+b '

Korollar 10.18 garantiert, dass A diagonalisierbar ist. Die Eigenrdume be-
rechnen wir durch Auflssen von homogenen LGS (oder hinschauen):

o= ((1)) wd Eaa= (1))
Mit S := (} _11) folgt
§71AS = (Oa —aO— Qb) '
Wir setzen (g;) =81 (i;) und erhalten die Differentialgleichung

() =57 () =s7a () =smas () = (5 ") ()

Die Diagonalisierung der Matrix hat also dazu gefiihrt, dass wir zwei getrenn-
te Differentialgleichungen fiir y; und y2 bekommen haben. Diese konnen wir
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leicht losen. Mit w := y/a und @ := v/a + 2b lautet die allgemeine Losung

y1(t)\ _ (c1cos(wt) + casin(wt)
() = ( )

ya2(t) c3 cos(wt) + ¢4 sin(wt)

mit Konstanten ¢;. Durch Multiplikation mit S erhalten wir

z1(6)\ . cos(wt) te sin(wt) te cos(wt) Yo sin(wt)

zo(t)) — 7t \ cos(wt) 2 \ sin(wt) 3\ = cos(at) N\ —sin(@t) )
Interessant ist die Loésung mit ¢; = ¢3 = 0 und ¢ = ¢4 = 1, die (nach ein
paar Umformungen)

() =2 (o &)

-+

lautet. Diese beschreibt ein periodisches Ubertragen der Schwingung von der
einen Masse zur anderen und zuriick.

Durch Satz 10.16 wird klar: Auch iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper sind nicht alle quadratischen Matrizen diagonalisierbar. Eine iiber
keinem Korper diagonalisierbare Matrix findet sich in Beispiel 10.15(3). Es
gilt aber die folgende Abschwéchung:

Satz 10.19. Es sei K algebraisch abgeschlossen (2.B. K = C) und A €
K™*™  Dann ist A dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatriz:

)\1 *
S1AS = ‘
0 An
mit S € GL,(K). Es gilt xa =[], (z — X\).

Anmerkung. Eine zu einer Dreiecksmatrix dhnliche Matrix nennt man auch
trigonalisierbar. 4

Beweis von Satz 10.19. Wir benutzen Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts
zu zeigen, also sei n > 1. Nach Voraussetzung hat x4 eine Nullstelle \; € K,
also ist A\; ein Eigenwert. Wir nehmen einen Eigenvektor v; und ergénzen zu
einer Basis {v1,...,v,} von K". Wir bilden die Matrix S = (v1,...,v,) €
GL,,(K) mit den v; als Spalten. Da v; ein Eigenvektor zum Eigenwert Ay ist,
folgt

S71AS = (10.1)
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mit B € K®=Dx(=1) (Wie immer gilt die Konvention, dass Sterne fiir
unbekannte Eintrige stehen.) Nach Induktion gibt es T € GL,_1(K), so
dass

)\2 *k
TBT = _
0 An
gilt. Nun folgt
STLAS =
.0 1|0 ... 0
71 ‘I B T |
0 0 0

Damit ist gezeigt, dass A dhnlich ist zu einer oberen Dreiecksmatrix. Die Aus-
sage iiber das charakteristische Polynom folgt daraus, dass dhnlich Matrizen
identische charakteristische Polynome haben. O

Anmerkung 10.20. (a) In Wirklichkeit gilt Satz 10.19 unter der allgemei-
neren Voraussetzung, dass das charakteristische Polynom x4 in Linear-
faktoren zerfillt. Unser Beweis funktioniert auch unter dieser Vorausset-
zung, denn aus (10.1) folgt x4 = (z — A1) - xB, also zerfillt auch xp
in Linearfaktoren. Aulerdem zeigt der Beweis, dass man die Reihenfolge
der \; nach Belieben wihlen kann.

(b) Jede quadratische Matrix, deren charakteristisches Polynom in Linear-
faktoren zerféllt, ist auch dhnlich zu einer unteren Dreiecksmatrix. Der
Beweis lduft analog, oder man kann die Aussage iiber untere Dreiecks-
matrizen auf die {iber obere Dreiecksmatrizen zuriickfiihren. <



Kapitel 11
Die Jordansche Normalform

In diesem Kapitel behandeln wir (ohne Beweise) die Jordansche Normalform,
die eine wesentliche Verfeinerung der Trigonalisierung (Satz 10.19) darstellt.

Definition 11.1. (a) Ein Jordan-Block (auch genannt: Jordan-Késtchen)
der Linge e ist eine Matriz von der Form

Al 0

J: 6Ke><67
1
0 A

wobei A € K und e € Nso. Wir haben also lauter (identische) Eintrige A
auf der Diagonalen und lauter Finsen auf der oberen Nebendiagonalen.
Ein Jordan-Block der Linge 1 ist eine 1 x 1-Matrixz mit Eintrag A, also
einfach ein Skalar ohne Nebendiagonale.

(b) Eine quadratische Matriz A € K™*™ heifit in Jordanscher Normal-
form, falls

Ji 0

Jo

0 Iy

eine Block-Diagonalmatriz ist mit Jordan-Blocken J; als Diagonalblocke.
Dabei miissen die J; nicht verschieden sein; es kann auch mehrere Blocke
verschiedener Linge mit dem gleichen Diagonaleintrag A geben. Haben al-

75
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le Jordan-Blicke die Linge 1, so ist A eine Diagonalmatriz. Die Jordan-
sche Normalform verallgemeinert also die Diagonalform.

(c) Sei A € K™™ eine quadratische Matriz. Fine Matriz B € K™ ™ heifit
eine Jordansche Normalform von A, falls B in Jordanscher Normal-
form und dhnlich zu A ist.

Das charakteristische Polynom eines Jordan-Blocks J der Lange e mit
Diagonaleintriigen A ist (x —\)¢. Auflerdem ist das charakteristische Polynom
einer Matrix in Jordanscher Normalform das Produkt der charakteristischen
Polynome der Jordan-Blocke. Also sind die Diagonaleintrdge zwangslaufig
die Eigenwerte, und jeder Eigenwert A tritt so oft in der Diagonalen auf, wie
seine algebraische Vielfachheit angibt. Der Rang von J — Al ist e—1. Hieraus
sieht man, dass die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes A\ gleich der
Anzahl der Jordan-Blécke mit Diagonaleintragen A ist.

Beispiel 11.2. (1) Die Matrizen

-10 0 200 010 10 0
0-111), (o11], [0o01] wnd [0-10
0 0 —1 001 000 00 —1

sind in Jordanscher Normalform, die Matrix

-1 00
0 —-11
0 01

aber nicht.
(2) Die Matrix

A

1
1

(1)
(1)

als Jordansche Normalform, denn mit S = (9 ¢) gilt

hat
B

B=5"145.

<

Hat eine Matrix eine Jordansche Normalform? Der folgende Satz gibt die
Antwort. Er liefert die angiindigte Verfeinerung von Satz 10.19.

Satz 11.3. FEine quadratische Matric A € K™ ™ hat genau dann eine
Jordansche Normalform, wenn das charakteristische Polynom xa in Line-
arfaktoren zerfillt. Falls K algebraisch abgeschlossen ist (z.B. K = C), so
hat also jede quadratische Matriz eine Jordansche Normalform.
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Wir lassen den (aufwendigen) Beweis weg. Der Satz ldsst sich auch so
ausdriicken: Zerféllt x4 in Linearfaktoren, so gibt es eine Basis von K",
beziiglich der die Darstellungsmatrix von ¢ 4 in Jordanscher Normalform ist.

Es gibt eine Verallgemeinerung der Jordanschen Normalform, die soge-
nannte allgemeine Normalform. Diese existiert auch dann, wenn das charak-
teristische Polynom nicht in Linerfaktoren zerfillt. Wir werden sie in dieser
Vorlesung nicht behandeln.

Nachdem die Existenz einer Jordanschen Normalform geklért ist, ist die
néichste Frage die Eindeutigkeit: Hat eine Matrix A € K™*™ nur eine Jordan-
sche Normalform? Sicherlich ist die Reihenfolge der Jordan-Blécke in einer
Jordanschen Normalform austauschbar: Dies entspricht einer Umordnung der
Basis von K", beziiglich der die Darstellungsmatrix von ¢4 in Jordanscher
Normalform hat. Die bestmogliche Aussage wire also die Eindeutigkeit der
Jordanschen Normalform bis auf Reihenfolge der Jordan-Blocke, und diese
ist tatsdchlichh wahr. Genauer gilt:

Satz 11.4. Es scien A, B € K™*"™ Matrizen mit Jordanschen Normalformen
Ja bzw. Jg. Dann sind A und B dhnlich genau dann, wenn Ja und Jp bis
auf die Reihenfolge der Jordan-Blicke tbereinstimmen.

Der Satz besagt, dass die Jordanschen Normalformen (bis auf Reihenfol-
ge der Blocke) die Ahnlichkeitsklassen von Matrizen ,,parametrisieren. Dies
macht die Jordansche Normalform in theoretischer Hinsicht so interessant.
Wir werden spéter den Beweis des Satzes skizzieren.

Wir wollen uns nun mit praktischen Aspekten beschiiftigen. Die erste fra-
ge ist, wie man zu einer gegebenen Matrix eine Jordansche Normalform be-
rechnen kann. Zunichst folgt aus der Ahnlichkeit einer Matrix A mit ihrer
Jordanschen Normalform B, dass beide Matrizen dieselben Eigenwerte ha-
ben. Die Diagonaleintriage der Jordan-Blocke sind also Eigenwerte von A. Es
muss nur noch ermittelt werden, wieviele Jordan-Blécke welcher Lange zu
den Eigenwerten gehoren. Dies leistet der folgende Satz:

Satz 11.5. Es seien A € K™*" eine Matriz, deren charakteristisches Poly-
nom in Linearfaktoren zerfillt, B € K™*™ eine Jordansche Normalform von
A und X € K ein Figenwert von A.

(a) Fir e € Nsg ist die Anzahl der Jordan-Blicke in B der Linge e mit
Diagonaleintrdigen A

rg(A— AL) " —2rg(A — ML) +rg(A — ALt

(b) Die Gesamtlinge aller Jordan-Blicke mit Diagonaleintrigen X ist die
algebraische Vielfachheit mg(\).

(¢) Die Anzahl der Jordan-Blicke mit Diagonaleintrigen X\ ist die geometri-
sche Vielfachheit mg(X).

Die (grobe) Idee fiir den Beweis ist die folgende: Weil die Potenzen (A —
Al,)¢ dhnlich sind zu (B — AI,,)¢, kann man die Formel in (a) fiir B anstelle
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von A nachpriifen. Weil die Rénge sich fiir Block-Diagonalmatrizen additiv
verhalten, geniigt das Uberpriifen fiir einzelne Jordan-Blocke. Dies liuft auf
eine explizite Rechnung heraus. Die Behauptung in (c) ergibt sich durch
aufsummieren der Vielfachheiten in (a). Der Teil (b) folgt aus der Gleichheit
x4 = xB und der Berechnung des charakteristischen Polynoms einer Matrix
in Jordanscher Normalform (siehe nach Definition 11.1).

Aus Satz 11.5 folgt auch der Eindeutigkeitssatz (Satz 11.4). Denn sind A
und B &hnlich, so stimmen die Rénge in Satz 11.5(a) fir A und B {iberein,
also auch die Jordan-Blocke in den Jordanschen Normalformen. Sind um-
gekehrt die Jordanschen Normalformen bis auf die Reihenfolge identisch, so
sind sie dhnlich, also sind auch A und B &hnlich.

Wir fassen die Methode zur Berechnung der Jordanschen Normalform, die
sich aus Satz 11.5 ergibt, zusammen.

Der erste Schritt ist die Berechnung des charakteristischen Polynoms x4
und das Auffinden der Nullstellen. Wir setzen voraus, dass x4 in Linearfak-
toren zerfillt. Damit sind die Eigenwerte und deren algebraische Vielfach-
heiten bekannt. Hat ein Eigenwert A die algebraische Vielfachheit 1, so gibt
es zu A genau einen Jordan-Block der Linge 1, also einen Diagonaleintrag A
in der Jordanschen Normalform ohne FEinsen in der Nebendiagonalen. Bei
algebraischer Vielfachheit > 1 berechnet man die geometrische Vielfachheit,
also n — rg (A — AI,). Damit kennt man die Anzahl der Jordan-Blécke zum
Eigenwert A\, womit man zusammen mit der Kenntnis der Gesamtlinge (=
algebraische Vielfachheit) hiufig schon deren Lingen bestimmen kann. Falls
das nicht geht, muss man die Rénge der Matrizen (A — AI,,)* berechnen und
daraus die Haufigkeiten der Jordan-Blécke zu A der verschiedenen Langen
gemifl Satz 11.5(a). Das macht man solange, bis man aufgrund der Kenntnis
der Gesamtlidnge die Langen aller Jordan-Blocke zum Eigenwert A bestimmt
hat. Auf diese Art arbeitet man alle Eigenwerte A ab.

Beispiel 11.6. (1) Wir betrachten die Matrix

-3-1 2
A= 4 1 —4] e R®*3,
0 0 —1

Das charakteristische Polynom ist

x+3 1 -2
xa=det| —4 z—-1 4 =(zx+1)-det <x_+43x£1>
0 0 z+1

=(z+1)-(@®+20+1) = (z+1)3,
wobel wir im ersten Schritt nach der dritten Zeile entwickelt haben. Der

einzige Eigenwert ist also A = —1 mit algebraischer Vielfachheit 3. Der
Rang von
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—2-1 2
A+ I3 = 4 2 —4
0 0 O

ist 1, also gibt es zwei Jordan-Blocke. Da die Gesamtlénge 3 ist, miissen
sie die Lénge 1 und 2 haben, die Jordansche Normalform ist also

-1 0 0
0 —-11
0 0 -1
(2) Wir betrachten die Matrix
-3-14 -3-1
1 1 -11 0
A=|[-10 2 0 0 [€eR™.
4 1 45 1
-20 2 =21

Das Berechnen des charakteristischen Polynoms ist aufwendig:

T+ 3 1 —4 3 1
-1 r—1 1 -1 0
xa = det 1 0 Tz —2 0 0
—4 -1 4 r—5 —1
2 0 -2 2 r—1
x4+ 3 1 —22—x+2 3 1
-1 r—1 rz—1 -1 0
= det 1 0 0 0 0
) 4 1 4z —4 -5 -1
2 0 —2x + 2 2 x—1
1 ) 3 1
x—1 rx—1 -1 0
29 1 4r-4  z-5 -1
0 —2x + 2 2 z—1
0 —22 + 3z —2 T —2 0
z—1 rx—1 -1 0
59 4z —4 z—5 -1
—z+1 422 —-10z+6 22—6x+7 0
0 —22 43 -2 T —2
=det| z—1 r—1 -1
@) —x+1 422 —-10z+6 22—6x+7
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0 —2% 43z — 2 T -2
=det |z —1 r—1 -1
(5) 0  42®°-9z+5 a2—62+6
—z? 4+ 3z — 2 z—2
(_)_(x_l)-det(4x29:z+5 22 — 62 +6
0 r—2
<_)—($—1)'det<x3—3x2+3x—1 x2—6$+6>

=@ —-1)(z—-2)(2* =322 +3x - 1) = (z — 2)(z — 1™

Die Schritte waren: (1) Addieren des (—z+2)-fachen der ersten Spalte zur
dritten, (2) Entwickeln nach der dritten Zeile, (3) Addition der dritten
Zeile zur ersten und des (z — 1)-fachen der dritten Zeile zur letzten,
(4) Entwickeln nach der letzten Spalte, (5) Addieren der zweiten Zeile
zur dritten, (6) Entwickeln nach der ersten Spalte und (7) Addieren des
(x — 1)-fachen der zweiten Spalte zur ersten.

Der Eigenwert 2 ergibt einen Jordan-Block der Lange 1. Der Eigenwert 1
hat algebraische Vielfachheit 4. Wir berechnen den Rang von A — I5:

1

0
rg(A—1I5) =rg =rg 0
1
0

000 10
10-110
rg |00 0 10
01001
000 00

Es gibt also 5 — 3 = 2 Jordan-Blocke zum Eigenwert 1. Dafiir gibt es
zwei Moglichkeiten (zwei Blocke der Linge 2 oder je eines der Linge 1
und 3). Um die Anzahl der Jordan-Blocke der Linge 1 nach Satz 11.5(a)
zu berechnen, brauchen wir den Rang von (A — I5)%:

11-111 01001
10-110 10-110

rg((A—I5)*)=rg| 31-33 1| =rg|01 001]=2.
30-330 00000
-20 2 —20 00000

Die Anzahl der Jordan-Blocke der Lénge 1 ist also 5 —2-3+2 = 1. Damit
hat A die Jordansche Normalform
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20000
01000
00110
00011
00001

<

Oft ist es von Interesse, nicht nur die allgemeine bzw. Jordansche Normal-
form B einer Matrix A € K™*™ zu bestimmen, sondern auch eine transfor-
mierende Matrix S € GL,,(K) mit B = S~1AS. Dies ist gleichbedeutend mit
der Bestimmung einer Basis von K", beziiglich der ¢ 4 die Darstellungsmatrix
B hat. Bisweilen wird eine solche Basis eine Jordan-Basis genannt.

Im folgenden skizzieren wir die géngige Methode zur Berechnung einer
Jordan-Basis. Es wird vorausgesetzt, dass die Jordansche Normalform einer
Matrix A € K™*" bekannt ist. Eine Jordan-Basis setzt man zusammen aus
Vektoren, die durch Anwendung von A geméfl den einzelnen Jordan-Késtchen
transformiert werden. Man behandelt die Eigenwerte A nacheinander. Zu ei-
nem Eigenwert A sucht man zunéchst Basisvektoren, die zu den ldngsten
Jordan-Kiéstchen zum Eigenwert A gehoren. Ist deren Lénge e, so berechnet
man den sogenannten Hauptraum

B = {ve K" | (A= AL)"-v=0}.

Hauptriaume stellen eine Verallgemeinerung der Eigenrdume dar. Man ergénzt
nun eine Basis des Unterraums Eg\e_l) zu einer Basis von E;e). Die ergéinzenden
Vektoren bilden die ,,Keime* der zu den Jordan-Késtchen gehérenden Basis-

vektoren. Ist v € Eg\e) ein solcher, so setzen wir ndmlich

Ve 1=V, Ve_1:= AVe — Mg, ..., v1:= Avs — Ivo. (11.1)

Fiir i > 1 folgt A-v; = A+ v; +v;_1, also genau das Verhalten, das durch ein
Jordan-Késtchen beschrieben wird. Aus v € Eg\e) folgt weiter Avy = X - vy,
was auch dem Jordan-Késtchen entspricht. Die Vektoren v; schlidgt man der
Jordan-Basis zu, und so verfihrt man mit allen Vektoren, die eine Basis von
E/(\efl) zu einer von E&e) ergiinzen. Nun hat man Basisvektoren, die zu den
Jordan-Késtchen zum Eigenwert A mit der maximalen Lange e gehoren.

Es geht weiter mit den Basisvektoren zu den Jordan-Ké&stchen der Lange
e—1 (falls vorhanden). Um lineare Abhéngigkeit mit den schon in der Jordan-

. . . -2
Basis befindlichen Vektoren zu vermeiden, muss man Basen von Ege ) und

von (A — \I,) - Eg\e) zu einer Basis von Eg\efl) ergénzen. Eine Basis von
(A—)\In)-Eg\e) erhiilt man hierbei aus den ,, Abkémmlingen* v._; geméaf (11.1)
der Vektoren aus der Basisergénzung von E/(\efl) zZu E;e).

Beispiel 11.7. Zur Illustration der Methode betrachten wir unsere Standard-
beispiele.
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Wir betrachten wieder

-3-1 2
A= 4 1 —4| e R¥*3.
0 0 —1

Wir wissen, dass es zwei Jordan-Késtchen der Lénge 1 und 2 zum Ei-
genwert —1 gibt (siehe Beispiel 11.6(1)). Der Eigenraum E_; hat also
die Dimension 2, der Hauptraum E(fl) muss also Dimension 3 haben.
(Diese Dimensionen ergeben sich auch aus der Formel in Satz 11.5(a).)
Wir konnen als ,,Keim“ einer Jordanbasis also mit einem beliebigen Vek-
tor auflerhalb E_; beginnen. Wir wéhlen den ersten Standardbasisvektor
vy 1= e1. Weiter setzen wir

-2
v1:=Avg +vo = | 4
0

Diese beiden Vektoren gehtren zum Jordan-Késtchen der Liange 2. Um
einen Basisvektor zum Jordan-K&stchen der Lénge 1 zu bekommen,
ergénzen wir vy durch
0
V3 — 2
1

zu einer Basis von E_;. In der Reihenfolge vs, v1, vo bilden unsere Vek-
toren eine Jordan-Basis zu der Jordanschen Normalform mit der Reihen-
folge der Késtchen wie in Beispiel 11.6(1). Eine transformierende Matrix
ist
0-21
S=1240
100

Nun betrachten wir unser zweites Standardbeispiel, ndmlich

-3-14 —-3-1
1 1-110
A=|-10 2 0 0 | eR>®
4 1 —45 1
—20 2 -2 1

(siehe Beispiel 11.6(2)). Fiir den Eigenwert A = 2 finden wir durch Losen
des entsprechenden homogenen LGS den Eigenvektor
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v =

w N = O

-2

den wir als ersten Vektor in die Jordan-Basis aufnehmen. Nun behandeln
wir den Eigenwert A = 1 und suchen als erstes einen Vektor fiir das
Jordan-Késtchen der Linge 3. Hierzu miissen wir EF’) , also den Kern von
(A — I5)3, berechnen. Wir kennen aus Beispiel 11.6(2) bereits die Rénge
von A—I5 und (A—I5)? (némlich 3 und 2), und erhalten rg ((A — I5)?) =
1 durch Auflgsen der Formel aus Satz 11.5(a). Es geniigt also, eine Zeile
von (A—I5)? zu berechnen, wobei wir (A— I5)? schon aus Beispiel 11.6(2)
kennen. Am einfachsten ist die dritte Zeile von (A — I5)?, die sich zu
(2,0,—2,2,0) ergibt. Wir wiihlen

0
1
vs:=| 0| eEP\E®.
0
0
und weiter

-1 1
0 0
vg:=(A—-1I5) - vs=| 0 und wvy:=(A—1I5) - vy= |1
1 0
0 0

Die Vektoren wvs, vy, v5 gehoren zum Jordan-Késtchen der Lange 3, was
wir durch Nachrechnen von

A-v3=wv3, A-vgy=wvg+wv3 und A -v5=1v5+ 14

bestétigen kénnen. Fiir das Jordan-Késtchen der Lénge 1 brauchen wir
einen Vektor aus Efl) (also einen Eigenvektor), der zusammen mit v
linear unabhingig ist. Wir haben A — I in Beispiel 11.6(2) bereits mit
Spaltenoperationen behandelt und sind auf die Matrix

00010
10-110
00010
01 001
00000

gekommen, an der man die Basis
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—_

und

HOO'
OO = O =

des Eigenraums EF) abliest. Wir kénnen also als letzten Basisvektor

wiéhlen. Die Nummerierung der v; haben wir so gemacht, dass sie mit der
gewiihlten Reihenfolge der Jordan-Kistchen in Beispiel 11.6(2) kompati-
bel ist. Als transformierende Matrix erhélt man

0 01-10
1 -1001
S=12 0100
3 0010
-21000

N

Als wichtige und interessante Anwendung werden wir die Jordansche Nor-
malform verwenden, um homogene lineare Differentialgleichungen zu losen.
Hierzu miissen wir uns zunichst mit der Exponentialfunktion einer Matrix
beschiéiftigen. Dies wird motiviert durch folgenden ,, Analogieschluss®: Fiir die
Differentialgleichung 5(¢) = ay(t) mit a € Cist y(t) = exp(at)-y(0) = e*-4(0)
die allgemeine Losung. Also sollte fiir das Differentialgleichungssystem

yi(t) yi(t)
| =a
Yn(t) Yn(t)
mit A € C"*" die Losung durch
yi(t) y1(0)
: = exp(At) - :
Yn (t) yn(0)

gegeben sein. Im Moment erscheint dieser Analogieschluss ausgesprochen ge-
wagt, denn wir wissen nicht einmal, ob und wie exp(At) definiert ist. Bevor
wir uns hiermit beschéftigen, bemerken wir (zur Verstérkung der Motivation),
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dass sich homogene Differentialgleichungen hoherer Ordnung in homogene
lineare Differentialgleichungssysteme iibersetzen lassen: Statt beispielsweise
§(t) = a - y(t) zu 16sen, kann man ebenso das System

(BOY = (00) ()
16sen.

Wir definieren nun die Exponentialfunktion einer Matrix durch den fol-
genden Satz.

Satz 11.8. Ist A € C™"*"™ eine quadratische Matriz, so konvergiert die Reihe
o0
Lok
> A"
k=0

Hierbei setzen wir A° := I,,. Mit Konvergenz ist gemeint, dass fir alle 1 <
i,7 < n die Folge der (i,j)-ten Fintrige der Teilsummen Zszo %Ak fiir
N — oo gegen einen Grenzwert ¢; j € C konvergiert. Wir schreiben exp(A) =
e = (c;j) € C™" oder auch exp(A) = Y77, A"

Beweis. Um das Majorantenkriterium zu benutzen, miissen wir die Absolut-
betréige aller Eintrége von %Ak nach oben durch Glieder einer konvergenten
Reihe abschétzen. Wir wéhlen C' € R so, dass |a; j| < C fiir alle Eintrige a;
von A gilt. Wir zeigen nun per Induktion nach k, dass dann fiir den (i, j)-ten
Eintrag von A* gilt:

(A%);5] < n*=tC™.

Dies ist korrekt fiir £k = 1. Der Induktionsschluss lautet

n

> (A" a,

=1

(AR 5] =

n
< (A iallar] < n-nfTiCk 0 = nFoR
=1

Damit wird jeder Eintag unserer Reihe (aufer dem 0-ten Summanden) ma-
jorisiert durch die Reihe

S WP
kgogn C —Eexp(nC),

welche konvergiert. Damit konvergiert exp(A) sogar absolut. O

Nachdem der Begriff (und die Existenz) der Exponentialfunktion einer
Matrix geklart sind, stellt sich die Frage der Berechnung. Fiir einige Matrizen
ist dies direkt moglich:

Beispiel 11.9. (1) Fiir A= (¢9) € C**2 gilt
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k ak 0
A¥ = 0 b/’

) = (5 o)

Es ist klar, dass sich dies auf beliebige Diagonalmatrizen verallgemeinert.
(2) Fiir

also

010
A=1001
000
gilt
001 000
A2=1000]| wund A¥=|000] fir k>3,
000 000
also
1 114
mmm:Q+A+§ﬁ: 011
001

Allgemein ist die Exponentialfunktion einer nilpotenten Matrix A (also
einer Matrix mit A¥ = 0 fiir ein k) ein Polynom in A. <

Fiir die Berechnung der Exponentialfunktion einer allgemeinen Matrix
kommt nun die Jordansche Normalform ins Spiel. Da jede Matrix in C™*™
ghnlich ist zu einer Matrix in Jordanscher Normalform, reduziert die folgende
Proposition das Problem auf die Berechnung der Exponentialfunktion einer
Matrix in Jordanscher Normalform.

Proposition 11.10. Es seien A, B € C**™ ghnlich, also B = S™1AS mit
S € GL,(C). Dann gilt

exp(B) = S™texp(A)S.
Beweis. Fiir die N-te Teilsumme gilt:

1 1 -1 1 —1 4k -1 =1 k
E:E' :Ezy AS)P =3 stArS =57 AN ) S
=0 k=0 k=0
Die Behauptung folgt also, wenn wir allgemein fiir eine Folge Ay von Ma-
trizen in C™*" zeigen koénnen, dass aus der Konvergenz Ay — M € C"*"
folgt, dass S™' AN S gegen S™!M S konvergiert. Indem wir Ay durch Ay —
ersetzen, konnen wir annehmen, dass Ay eine Nullfolge ist, und miissen das-
selbe fiir S~' AN S zeigen. Wir schreiben S = (s; j), S~ = (5; ;) und wihlen
C € R als obere Schranke fiir alle |s; ;| und |3; ;|.
Fiir ¢ > 0 gibt es Ny € N, so dass fiir N > Ny und fiir 1 <4,5 < n gilt:
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€
<

[(An)ijl < rororh

Fiir den (i.j)-ten Eintag von S~t AN S folgt

n

(ST ANS)i | = Z Sik(AN)kas1,5] <
k=1
~ 22 &
gz:l [Bill(An)rallsg| < n°C7 g g =e.
Also ist S™1 AN S eine Nullfolge, wie behauptet. O

Aus Beispiel 11.9 wissen wir, wie man die Exponentialfunktion einer Dia-
gonalmatrix berechnet, und auch, wie es bei einem Jordan-Késtchen zum
Eigenwert 0 und allgemeiner bei nilpotenten Matrizen geht. Nun kann man
jede Matrix B € C™"*", die in Jordanscher Normalform ist, als Summe der
entsprechenden Diagonalmatrix D und der Matrix mit Eintdgen auf der obe-
ren Nebendiagonale schreiben:

B=D+N (11.2)

mit N eine nilpotente Matrix. Ist e die maximale Lénge eines Jordan-Blocks,
so folgt N¢ = 0. Auflerdem gilt DN = ND, d.h. D und N kommutieren,
was man leicht anhand der einzelnen Jordan-Blocke tiberpriift. Nebenbei sei
gesagt, dass eine Darstellung einer Matrix als Summe zweier kommutieren-
der Matrizen, von denen eine diagonalisierbar und die andere nilpotent ist,
die additive Jordan-Zerlegung genannt wird. Man kann zeigen, dass sie ein-
deutig ist. Folgendes Lemma zeigt, wie wichtig die Bedingung ist, dass beide
Matrizen kommutieren.

Lemma 11.11. Sind seien A, B € C™"*"™ zwei kommutierende Matrizen, so
gelten:
)

(a)
exp(A + B) = exp(A) - exp(B).

I

Il
=]

(A+B)" =

K3
fiir n € Ny, und

(b)

Beweis. Beide Nachweise folgen exakt den Beweisen der entsprechenden Aus-
sagen in der Analysis (Binomialformel und Additionstheorem der Exponen-
tialfunktion), wobei (b) aus (b) hergeleitet wird. Fiir (a) braucht man die
Voraussetzung AB = BA, denn nur mit dieser kann man z.B.
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(A+B)* =A%+ AB+ BA + B*>= A?> + 2AB + B?
rechnen. a

Nun ist klar, wie man die Expontialfunktion einer Matrix A € C™"*™ be-
rechnen kann: Zunéchst bestimmt man die Jordansche Normalform B und
eine Matrix S € GL,,(C) mit A = S~!BS. Dann zerlegt man B gemif} (11.2)
in eine Diagonalmatrix D = diag(A1,...,A,) und eine nilpotente Matrix N.
Ist e die maximale Lénge eines Jordan-Blocks, so gilt

e—1
1
exp(A) = S~ diag(eM, ..., eM) - (Z klNk> S
k=0

Wie wir in der Motivation fiir die Exponentialfunktion einer Matrix gesehen
haben, bendtigen wir auch exp(At) fiir Skalare ¢. (Wir schreiben hier aus-
nahmsweise At statt tA.) Da At = S™!BtS und da Bt die additive Jordan-
Zerlegung Bt = Dt + Nt hat, ergibt sich

e—1
exp(At) = S~ diag(eM?, ... eM?) - <Z ;NW’“) S. (11.3)
k=0 """

Nun kommen wir zuriick auf unsere urspriingliche Motivation, das Losen
von homogenen Systemen von linearen Differentialgleichungen erster Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten. Zunéchst erinnern wir uns, dass man die
Ableitung einer Potenzreihe innerhalb des Konvergenzradius durch Ableitung
der Reihenglieder erfolgt. Nach Satz 11.8 ist jeder Eintrag von exp(At) eine
iiberall konvergente Potenzreihe in t, also ergibt sich

iexp At) :idi

Also erfiillt fiir jedes v € C™

[ee] 1 B
=> = 1)'A’“tk L= A-exp(At).
k=1 ’

N‘p—l

i(t)
y(t) == = exp(At) - v
Yn(t)

die Differenzialgleichung ¢(¢t) = Ay(t) und y(0) = v, genau wie in unserem
Analogieschluss vermutet. Insgesamt erfillt y das durch ¢(t) = A - y(t) und
y(0) = v gegebene Anfangswertproblem. Umgekehrt ist die Losung auch ein-
deutig: Ist ndmlich y(t) eine Losung von ¢(t) = Ay und y(0) = v, so folgt
mit der Produktregel

% (exp(—At) - y(t)) = —Aexp(—At)y(t) + exp(—At)Ay(t) =
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da A mit jedem Glied der Reihe exp(—At) kommutiert, also auch mit
exp(—At). Es folgt die Konstanz von exp(—At) - y(t), also exp(—At) - y(t) =
exp(0) - y(0) = v und wegen Lemma 11.11 y(t) = exp(At)v.

Wegen (11.3) ist jeder Eintrag y;(¢) eine Linearkombination von Funktio-
nen der Form t*e*it, wobei k& > 0 nur vorkommt, wenn A nicht diagonalisier-
bar ist. Wenn wir \; = p; + w;v/—1 mit p;,w; € R schreiben, so gilt

etit = ePit (cos(w;t) + vV —1sin(w;t)),

was sich im Falle p; < 0 physikalisch als eine geddmpfte Schwingung inter-
pretieren lisst.

Die Anwendung auf Differentialgleichungen unterstreicht die Bedeutung
der Jordanschen Normalform. Allerdings wird dies durch folgende Bemerkung
etwas relativiert.

Anmerkung 11.12. Ein System von Differentialgleichungen der Form y(t) =
Ay(t) (mit A € C™*™) ldsst sich auch mit Hilfe einer Trigonalisierung von A
gemif Satz 10.19 16sen. Es sei ndmlich

)\1 *
ST1AS = '
0 An

mit S € GL,(K), \; € C. Mit z(t) := S~ 1y(t) ergibt sich

Al *
) =5y =5 Ay(t) =51 AS=(t) = | | =(),
0 An
also .
Z:i(t) = /\121(?5) + Z aw-zj(t)
j=i+1
fir i =1,...,n, wobei a; ; € C. Dies ergibt
d , _,. Y Y =
% (6 )\ltZi(t)) = 7Ai€ Altzi(t) +e Ait )\72’1(15) —+ Z al',ij(t)
J=i+1
Z ame_)‘itzj(t). (11.4)

j=it1

Hiermit lassen sich die z; iterativ berechnen. Wir starten mit z,(t) =
e*?2,(0). Sind nun z;41, ..., 2z, bestimmt, so lisst sich e *i*z;(¢) durch In-
tegration aus (11.4) berechnen. Da alle z; geméf der obigen Beobachtung
Linearkombinationen von Funktionen der Form tFe*! sind, lassen sich deren



90 11 Die Jordansche Normalform

Stammfunktionen berechnen. Die Lésung y(t) des urspriinglichen Systems
ergibt sich dann aus y(t) = S - z(¢). Fiir die Losung des Eigenwertproblems
miissen die Konstanten bei der Wahl der Stammfunktion jeweils angepasst
werden. <



Kapitel 12
Skalarprodukte

Bis jetzt haben wir die gesamte Theorie iiber beliebigen Korpern entwickelt.
Dabei hat jeglicher Begriff von ,,Abstand“ gefehlt. Die Einfithrung eines
Abstandsbegriffs ist iiber allgemeinen Koérpern auch nicht (in geometrisch
sinnvoller Weise) méglich. Nun spezialisieren wir den Grundkorper zu R
oder C und fithren das Skalarprodukt ein. Mit diesem werden dann Léngen,
Absténde und auch Winkel definiert.

x1
Auf R” ist das Standard-Skalarprodukt zweier Vektoren v = ( : )

Y1 o
und w = ( ) € R™ durch

Yn
n

(v,w) := Zmiyi (=o' w)eR
i=1

definiert. Achtung: Die Notation ist anfillig fiir Verwechselungen mit dem
Erzeugnis!
Es gelten die folgenden Regeln:

(a) Fiir alle u,v,w € R™ und a € R gelten:
(u,v+a-w) = (u,v) +a- {u,w)
und
(u+a-v,w) = (u,w) +a- (v,w).

(Man sagt auch, dass das Skalarprodukt bilinear ist.)
b) Fiir v,w € R” gilt
(
<1}, w> = <w7 ’U>.
(Man sagt auch, dass das Skalarprodukt symmetrisch ist.)
(c) Fiir v € R™ mit v # 0 gilt
(v,v) > 0.

91
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(Man sagt auch, dass das Skalarprodukt positiv definit ist.)
Wir nehmen dies zum Anlass fiir folgende Definition:

Definition 12.1. Es sei V ein reeller Vektorraum (d.h. ein Vektorraum iber
R). Eine Abbildung

VxV =R, (v,w)— (v,w)

heift eine symmetrische Bilinearform, falls sie symmetrisch und biline-
ar ist. Eine symmetrische Bilinearform heifst ein Skalarprodukt, wenn sie
zusdtzlich positiv definit ist.

Ein reeller Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt heifit ein eu-
klidischer Raum.

Beispiel 12.2. (a) Fiir reelle Zahlen a < b sei V := C([a,b],R) der Vek-
torraum aller stetiger Funktionen [a,b] — R auf dem abgeschlossenen
Intervall [a,b]. Durch

b
(fg) = / f(@)g(z)dz

wird ein Skalarprodukt auf V' definiert.
(b) Auf R? wird fiir v = (3}) und w = (§.) ein Skalarprodukt erkldrt durch

(v,w) = bx1y1 + 3T1Y2 + 3x2Y1 + 22Y2.

Die Bilinearitdt und Symmetrie sind klar, und die positive Definitheit
geht aus

(v,v) = 5x? 4 62129 + 2235 = (221 + 22)* + (z1 + 22)?

hervor.
(¢) Ebenso wie oben kann man

<U,U> = 21Y1 — T2Y2

definieren und erhélt ein Beispiel fiir eine nicht positiv definite, symme-
trische Bilinearform. <

Zu einer symmetrischen Bilinearform auf R™ erhélt man durch Einsetzen
der Standardbasisvektoren Zahlen a; ; := (e;, e;), die man zu einer Matrix
A = (a;;) € R™*" zusammenfassen kann. A ist symmetrisch und wird die
Darstellungsmatrix der symmetrischen Bilinearform genannt. Die Biline-

x1 Y1
arform wird durch A ,,codiert,” denn fiir v = ( > und w = < > € R"
T, Yn

gilt
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n n n
(v, w) = <Z $i€iyzyjej> = Z zyjai ;=o' - A-w. (12.1)
i=1 j=1

i,j=1

Die Darstellungsmatrix des Standard-Skalarprodukts ist die Einheitsmatrix.

Allgemeiner kann man auch Darstellungsmatrizen von symmetrischen Bili-
nearformen auf endlich-dimensionalen Vektorrdumen betrachten, indem man
eine Basis wihlt und die Basisvektoren in die Form einsetzt. Nun kann man
auch iiberlegen, wie sich ein Basiswechsel auf die Darstellungsmatrix aus-
wirkt. Wir werden dieses Thema nicht weiter verfolgen, sondern uns nun mit
komplexen Vektorrdumen beschéftigen.

In einem komplexen Vektorraum V (d.h. einem Vektorraum iiber C) kann
es kein Skalarprodukt im Sinne von Definition 12.1 geben (es sei denn, V =
{0}). Denn fiir 0 # v € V miisste (v,v) > 0 gelten, also

(iv,iv) = i*(v,v) = —(v,v) < 0.
(Dariiber hinaus wire beispielsweise ((i+1)-v, (i4+1)-v) = 2i(v, v) nicht einmal
reell.) Man behilft sich, indem man die kompleze Konjugation benutzt, die wir
nun in Erinnerung rufen: Fiir z = a + bi € C ist das komplex konjugierte

Z:=a—bieC.

Man rechnet nach, dass fiir z,w € C die Regeln

z+w=Z4+w und Z-w=zZ-w

gelten. Auflerdem gilt
Z-z=a’+ b € R>o,

was die Definition des Betrags | z |:= v/Z - z moglich macht. Nur die Null hat
den Betrag Null.
Das Standard-Skalarprodukt auf R™ wird nun ersetzt durch das Produkt

(v, w) == Zfzyz (=77 -w)eC
i=1

x1 Y1

fiir v = und w = ) € C" ersetzt. Dies ist ein komplexes Skalar-
Ty, Yn

produkt gemif der folgenden Definition.

Definition 12.3. FEs sei V' ein komplexer Vektorraum. Fine Abbildung

VxV—=C, (v,w)— (v,w)

heifst

(a) sesquilinear, falls fiir u,v,w € V und a € C die Regeln
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<u,v+a-w> = <U,U> ta- <uvw>

und
(u+a-v,w) = {u,w) +a- (v,w)

gelten;
(b) hermitesch, falls fiir v,w € V' die Regel

(v,w) = (w,v)

qilt;
(c¢) positiv definit, falls fir v e V' \ {0}

(v,v) eR  und (v,v) >0

gilt.

Man spricht dann auch von einer Sesquilinearform bzw. einer hermite-
schen Form. Fine positiv definite, hermitesche Sesquilinearform heifit ein
komplexes Skalarprodukt.

Ein komplezer Vektorraum zusammen mit einem komplexen Skalarprodukt
heif$t ein unitdrer Raum.

Anmerkung. Man driickt die Bedingung der Sesquilinearitédt auch aus, in-
dem man sagt, dass die Form linear im zweiten und semilinear im ersten
Argument ist. Einige Autoren treffen die umgekehrte Konvention, indem sie
Linearitat im ersten und Semilinearitit im zweiten Argument fordern. N

Beispiel 12.4. Fiir reelle Zahlen a < b sei V := C([a, b],C) der Vektorraum
aller stetiger Funktionen [a, ] — C auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] C
R. Durch

b
(f.g) = / T@(e)de

wird ein komplexes Skalarprodukt auf V' definiert. <

Zu einer hermiteschen Sesquilinearform auf einem endlich-dimensionalen
Vektorraum mit einer Basis {v1, ..., v,} erhdlt man eine Matrix A = (a; ;) €
C"*" durch a; ; := (v;,v;). Es folgt a; ; = @;, fiir alle ¢,j € {1,...,n}, also

AT =7A,

Matrizen mit dieser Eigenschaft nennt man hermitesch. Die Darstellungs-
matrizen von hermiteschen Sesquilinearformen sind also hermitesche Matri-
zen.

Von nun an sei V ein euklidischer oder unitdrer Raum. Wir kommen nun
zum Abstands- und Lingenbegriff.

Definition 12.5. Firv eV heifit

v [[:= V/{v,v) € Rxg
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die Lange (auch: Norm) von v.
Fiir v,w €V heif$t

d(v,w) = ||[v —wl|| € Rxg
der Abstand von v und w.
Proposition 12.6 (Schwarzsche Ungleichung). Fir v,w € V gilt
(v, w)| < [ol] - [|w]].
Hierbei gilt Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

Beweis. Wir konnen w # 0 annehmen, da fiir w = 0 die Ungleichung und die
Zusatzbehauptung erfiillt sind.
Fiir a € R oder (im Falle eines komplexen Vektorraums) a € C gilt

0 < |lv—aw|* = (v —aw,v —aw) = ||v]|* — alv,w) — a(w,v) + aa||w||*.

_ {wu)

Speziell fiir a = EE ergibt dies

2 _ <’LU,U><’U,1U> _ <’LU,U><1U,U> <’LU,U><1U,U>
U E Tl Tl

= oz (1Pl = o))

Dies liefert die Ungleichung und zeigt, dass genau dann Gleichheit gilt, wenn
(w,v)

V= W Die lineare Abhéngigkeit ist also notwendig fiir die Gleichheit.
Ist umgekehrt v = aw mit a € R bzw. a € C, so folgt

also Gleichheit. O

Nun kénnen wir die wichtigsten Eigenschaften der Lange und des Abstands
beweisen.

Satz 12.7. Fir alle u,v,w € V und a € R bzw. a € C gelten:

(a) Falls v # 0, so folgt ||v|| > 0.

(b) lla- ol = la - |[v]|.

(c) ||v+ w|| < |lv|| + ||w]| (Dreiecksungleichung).

(d) Falls v # w, so folgt d(v,w) > 0.

(e) d(v,w) = d(w,v).

(f) d(u,w) < d(u,v) + d(v,w) (Dreiecksungleichung).

Beweis. Die Teile (a), (b), (d) und (e) sind unmittelbar klar. Fiir den Nach-

weis von (c¢) rechnen wir:



96 12 Skalarprodukte

o+ wlf? = [l + (v, ) + (w,0) + [ul|* = [[o] +2Re (0, w)) + [[w]
< ol + 2w w)| + [wlE <ol 2ol ] + [l

roposition

= (Ilol| + l[wll)*,

wobei Re(z) := a fiir z = a + bi € C den Realteil bezeichnet. Der Nachweis
von (f) wird durch

d(u, w) = [lu—wl| = |lu—v+v—w] = lu—oll+[Jo —w|| = d(u, v) +d(v, w)

erbracht. O

Wir nehmen diesen Satz zum Anlass, ein paar Begriffe zu erwéhnen, die
in dieser Vorlesung nicht weiter vorkommen werden, aber insbesondere fiir
die Quantenmechanik wichtig sind.

Anmerkung 12.8. (a) Ein normierter Vektorraum ist ein reeller oder
komplexer Vektorraum V mit einer Abbildung

V = Rso, v |lv]],

die (a)—(c) aus Satz 12.7 erfiillt.
(b) Ein metrischer Raum ist eine Menge V mit einer Abbildung

d:VxV—HRzO,

die (d)—(f) aus Satz 12.7 erfiillt. Die Abbildung d heifit dann eine Metrik
auf V.

(¢) Sobald man einen Abstandsbegriff hat, kann man von konvergenten Fol-
gen und von Cauchy-Folgen sprechen. Vollstédndigkeit bedeutet, dass jede
Cauchy-Folge konvergent ist. Ein Banachraum ist ein vollsténdiger nor-
mierter Raum. Ein Hilbertraum ist ein vollstédndiger euklidischer oder
unitdrer Raum. 4

Wir erhalten eine hierarchische Anordnung unserer Begriffe: Jeder euklidi-
sche oder unitdre Raum ist normiert, und jeder normierte Raum ist metrisch.
Jeder Hilbertraum ist ein Banachraum.

Beispiel 12.9. (1) Beispiele fiir Normen, die nicht von einem Skalarprodukt
kommen, sind die Manhattan-Norm auf R", definiert durch

n

lloll = Joi

i=1

(wobei v; die Komponenten von v € R” sind) und die Mazimum-Norm
auf C([a, b], C), definiert durch

Il = max{|f(z)| | z € R, a <2 <b}.
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(2) Ein Beispiel fiir eine Metrik, die nicht von einer Norm kommt, ist die
Hamming-Metrik auf R"™ (oder K™ mit einem Kérper K), definiert durch

dv,w) = {i € {1,...,n} | v; #w;},

wobei v; und w; die Komponenten von v, w € R™ sind.

(3) Es ist nicht schwer zu zeigen, dass jeder endlich-dimensionale euklidi-
sche oder unitdre Raum ein Hilbertraum ist. Ebenso ist jeder endlich-
dimensionale normierte Raum ein Banachraum.

(4) Der euklidische Raum C'([a, b], R) (siche Beispiel 12.2(a)) ist nicht vollsténdig,

also kein Hilbertraum.

(5) Man kann zeigen, dass C([a,b],R) und C([a,b],C) zusammen mit der
Maximum-Norm (siehe (1)) Banachrédume sind. Der durch die Maximum-
Norm gegebene Konvergenzbegriff ist die gleichméflige Konvergenz.

(6) Das wohl einfachste Beispiel fiir einen unendlich-dimensionalen Hilber-
traum ist der Raum ¢? aller komplexer Folgen a = (a,) mit der Eigen-
schaft, dass Y7, |a,|? konvergiert. Das Skalarprodukt wird durch

(a,b) = i aybn
n=1

definiert. Der Nachweis der Vollstéindigkeit von ¢? ist nicht ganz einfach.

(7) Schwieriger (aber wichtiger) ist der L?-Raum: Man betrachtet die Menge
L?(R) aller Funktionen f: R — C, fiir die das Integral [~ _|f(z)|?dx
existiert (und endlich ist). Dann wird durch

(f.g) = /_Oo f(@)g(z)da

eine hermitesche Form definiert. Sie ist allerdings nicht positiv definit, da
auch Funktionen, die nicht iiberall 0 sind, verschwindendes Integral haben
konnen. Um aus der obigen Definition ein Skalarprodukt zu machen, muss
man solche Funktionen als Null auffasen (Bildung eines ,, Faktorraums*).
Nun erhilt man einen unitdiren Raum, der auch mit L?(R) bezeichnet
wird. Man kann zeigen, dass dieser ein Hilbertraum ist. <

Die Schwarzsche Ungleichung (Proposition 12.6) ermoglicht es, fiir Vek-
toren v,w € V positiver Linge in einem euklidischen Raum den Winkel
zwischen v und w als die eindeutig bestimmte Zahl « in dem abgeschlossenen
Intervall [0, 7] mit
cos(a) = _{vw)

[[ol] - [[wl]
zu definieren. Diese Definition erscheint zunéchst willkiirlich, sie liefert aber
genau das Erwartete.

Beispiel 12.10. Fiir v = (}) und w = (1) € R? ist
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waw) 1
[oll - Thell ~ V2

also betréigt der Winkel /4. q

In unitdren Réumen lédsst sich kein sinnvoller Winkelbegriff definieren,
man kann aber (ebenso wie in euklidischen Rdumen) davon sprechen, dass
zwei Vektoren senkrecht aufeinander stehen. Dies ist Inhalt der folgenden
Definition.

Definition 12.11. Es sei V' ein euklidischer oder unitirer Raum.

(a) Zwei Vektoren v,w € V heiffen orthogonal (gleichbedeutend: senk-
recht ), falls
(v,w)y = 0.

(b) Eine Menge S C 'V heifit ein Orthogonalsystem, falls je zwei Vektoren
v,w € S mit v # w orthogonal sind.

(¢) Ein Orthogonalsystem S C V' heifit ein Orthonormalsystem, falls
zusdtzlich alle Vektoren v € S die Linge ||[v|| =1 haben.

(d) Ein Orthonormalsystem S C V heifft Orthonormalbasis, falls es
zusdatzlich eine Basis ist.

(e) Zu einem Unterraum U CV heifit

Ut :={veV|(vu) =0 firaleuec U}
das orthogonale Komplement von U. Es ist klar, dass UL ein Unter-
raum von V ist.

Beispiel 12.12. (1) Die Standardbasis ist eine Orthonormalbasis von R™ bzw.
C™ mit dem Standard-Skalarprodukt.
(2) Die Vektoren

) I
V1 = ——= un: Vo = —=
V2 \1 V2

bilden ein Orthonormalsystem im R3.
(3) Im Raum C([0, 2], C) der stetigen komplexen Funktionen auf den Inter-
vall [0, 27r] mit dem Skalarprodukt aus Beispiel 12.4 bilden die Funktionen

fult) = %27 e (ne)

ein Orthonormalsystem. Die Theorie der Fourierreihen basiert hierauf. <

Satz 12.13. Jedes Orthogonalsystem S C V in einem euklidischen oder
unitdren Vektorraum, das nicht den Nullvektor enthdlt, ist linear unabhdngig.
Falls |S| = dim(V) < o0, so ist S eine Basis.
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Beweis. Seien vy, ...,v, € S paarweise verschieden. Weiter sei
avy + -+ apv, =0

mit a; € R bzw. a; € C. Fiir alle j € {1,...,n} folgt durch Bildung des
Skalaprodukts mit v;:

n

0=(v;,0) = <vj,zaﬂ%> =Y ai(vy,v) = a; (v, v5).
i=1

i=1

Wegen v; # 0 sind also sind alle a; = 0, und die lineare Unabhéngigkeit ist
bewiesen.
Die zweite Aussage folgt mit Korollar 6.13(a). O

Orthonormalbasen haben einige giinstige Eigenschaften. Ist beispielsweise
S = {v1,...,v,} eine Orthonormalbasis eines endlich-dimensionalen eukli-
dischen oder unitdren Vektorraums und v € V, so sind die Skalarproduk-
te (v;,v) genau die Koordinaten von v beziiglich der Basis S. Gilt ndmlich
v =a1v; + - + anpUn, so folgt

n

n
(vi,v) = <vi,Zajvj> = Zaj@i,vj) = a;{v;, v;) = a;.
j=1

Jj=1

Mit Orthonormalbasen lassen sich also Koeffizienten , isolieren*. Es stellt sich
die Frage, ob jeder endlich-dimensionale euklidische oder unitédre Vektorraum
eine Orthonormalbasis hat. Diese Frage werden wir konstruktiv durch das
Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren beantworten.

Algorithmus 12.14 (Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren).

Eingabe: Vektoren wvq,...,v; eines euklidischen oder unitdren Vektor-
raums V.
Ausgabe: Eine Orthonormalbasis {u1,...,u,} des von den v; erzeugten

Unterraums von V.

(1) Setze m :=0.
(2) Fiir ¢ =1,...,k fithre Schritte (3) und (4) aus.
(3) Setze

m

w; = v; — Z(uj,vz) “ Uy (12.2)
j=1

(Im Fall m = 0 bedeutet dies w; := v;.)
4) Falls w; # 0, setze m :=m + 1 und
( ;

1
Uy = —— * W;.
[Jwi|
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Satz 12.15. Algorithmus 12.14 liefert eine Orthonormalbasis von (v, ..., v) C
V.

Beweis. Wir benutzen Induktion nach der Anzahl k der Erzeuger von V' und
kénnen k > 0 voraussetzen. Nach Induktion gelten nach Durchlaufen der
Schleife firi =1,...,k— 1:

(ui,uj) =6;5 (1 <i,5 <m) (12.3)

und
<Ula"'7vk‘—1> :<U1,...,U,m>, (124)

wobei m das ,aktuelle m nach k — 1 Schleifendurchlaufen ist. Aus (12.2)
folgt fir i < m

(ug, wi) = {u;, vg) — Z(uj,vk> Aug,uy) = (ug, vg) — (us, vy = 0.

= (12.3)
Auflerdem folgt aus (12.2)
(Upy ooy U, W) = (ULy ooy Uy, Vk) (154) (v1,..., k).

Falls wry = 0, so folgt (v1,...,vk) = (u1,...,upy,). Falls wy # 0, so
wird {uq, ..., um+1} ein Orthonormalsystem und ein Erzeugendensystem von
(v1,...,v;), also nach Satz 12.13 eine Orthonormalbasis. O

Beispiel 12.16. Wir wollen Algorithmus 12.14 auf

3 1 1
V::< ol.[o].|o0 >§R3
4 0 2
anwenden. Wir erhalten
3 1 3/5
wi=vy=1(0 und wu; = wp = 0
4 ||| 4/5
Im zweiten Schritt erhalten wir
1 3 3/5 1 16
wgzvg—(u17v2>~u1: 0 —g 0 :% 0
0 4/5 -12
und
1 4/5
U9 wo = 0
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Der dritte Schritt liefert

w3 = U3 — <u17v3> cUup — <u27v3> cU2 =

1 3/5 4/5 0
11 2
2 4/5 -3/5 0
Also ist {u1,u2} eine Orthonormalbasis von V. <
Wenn man das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren auf eine Basis
B = {v1,...,v} von V anwendet, bekommt man eine Orthonormalbasis
B’ = {uy,...,ur}. Es ist interessant, dass die Basiswechselmatrix Sp p' au-

tomatisch eine obere Dreiecksmatrix wird. Dies folgt aus (12.4).
Aus der Korrektheit von Algorithmus 12.14 folgt:

Korollar 12.17. Jeder endlich-dimensionale euklidische oder unitdre Vek-
torraum hat eine Orthonormalbasis.

Zwischen euklidischen bzw. unitdren Vektorrdumen kann man ,,struktur-
erhaltende“ Abbildungen studieren.

Definition 12.18. Es seien V und W zwei euklidische bzw. zwei unitdre
Rdume. FEine lineare Abbildung p: V — W heifst orthogonal bzw. unitéir,
falls fiir alle v,w €V gilt:

(o (), p(w)) = (v, w).

Eine unitdre oder orthogonale Abbildung ¢ ist injektiv, denn aus ¢(v) =0
fiir v € V folgt (v,v) = {p(v), p(v)) = 0, also v = 0. Weiter gilt

()| = [lvll

fiir alle v € V und damit auch

d(p(v), p(w)) = d(v, w)

fiir v,w € V, ¢ ist also ,abstandserhaltend“. Abbildungen zwischen me-

trischen Rdumen mit dieser Eigenschaft nennt man auch Isometrien. Es ist

nicht schwer zu zeigen, dass jede lineare Isometrie zwischen euklidischen oder
unitdren Rdumen eine orthogonale bzw. unitdre Abbildung ist. Orthogonale

Abbildungen sind auch ,;winkelerhaltend“.

Beispiel 12.19. (1) Jede Drehung um den Nullpunkt definiert eine orthogo-
nale Abbildung R? — R2.

(2) Auf dem Raum V = C(]a,b], C) der stetigen Funktionen eines Intervalls
[a,b] in C wird durch ¢: V — V, f — f mit f(z) = f(a+b— z) eine
unitdre Abbildung gegeben. <

Was sind die orthogonalen bzw. unitdren Abbildungen V' — V fiir V.= K"
mit K = R bzw. K = C? Ist ¢ eine solche, so muss ¢ jede Orthonormalbasis
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wieder auf eine Orthonormalbasis abbilden. Ist A € K™*™ die Darstellungs-
matrix von ¢ beziiglich der Standardbasis (also ¢ = @4), so folgt, dass die
Spalten von A eine Orthonormalbasis von V' bilden. Dies kann man aus-
driicken durch die Bedingungen

AT A=1, (fir K=R) (12.5)

bzw.

AT A=1, (fir K =C), (12.6)

wobei A durch komplexe Konjugation aller Eintréige aus A hervorgeht. (Die
zweite Bedingung umfasst eigentlich die erste, da A = A fiir K = R.) Ist
umgekehrt A € K™*™ eine Matrix, die (12.5) bzw. (12.6) erfiillt, so folgt fiir
v,weV

(pa(v), pa(w)) = (A0)T - (Aw) = 774" Aw = (v, w).

Dies bedeutet, dass genau die Matrizen mit (12.5) bzw. (12.6) orthogonale
bzw. unitdre Abbildungen V' — V definieren. Wir nehmen dies zum Anlass
fiir die folgende Definition.

Definition 12.20. (a) Eine Matriz A € R"™*"™ heifit orthogonal, falls
sie (12.5) erfillt. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Spalten von
A eine Orthonormalbasis von R™ bilden, und wegen A - AT = I,, auch
damit, dass die Zeilen von A eine Orthonormalbasis von R™ bilden.

(b) Eine Matriz A € C™™™ heifst unitér, falls sie (12.6) erfillt. Dies ist
gleichbedeutend damit, dass die Spalten von A eine Orthonormalbasis von

C™ bilden, und wegen AA = I, auch damit, dass die Zeilen von A eine
Orthonormalbasis von C™ bilden.
(¢) Die Untergruppe

O, :={AeR™"|AT - A=1,} C GL,(R)
heif$t die orthogonale Gruppe, und
SO,, :== 0,,NSL,(R)

heif$t die spezielle orthogonale Gruppe.
(d) Die Untergruppe

U, = {A cCcvm | A" A= In} C GL,(C)
heif$t die unitire Gruppe, und
SU,, := U, NSL,(C)

heif§t die spezielle unitire Gruppe.



Kapitel 13
Hauptachsentransformation

Ziel dieses Kapitels ist der Nachweis, dass jede symmetrische, reelle Matrix
diagonalisierbar ist. Durchweg sei A € R™*™ symmetrisch, also

AT = A,

Wir benétigen drei Lemmata.

Lemma 13.1. Es sei A € C ein Figenwert von A (aufgefasst als Matriz in
C™*™). Dann gilt A € R.

T1

Beweis. Wir haben einen Eigenvektor v = ( :

Tn

) € C™. Wir schreiben v =

fory
( : ) fiir den komplex-konjugierten Vektor. Da A reelle Eintrige hat, gilt

Tn

also

Wegen

folgt A = A, also A € R. O

Lemma 13.2. Es sei U C R™ ein Unterraum mit U # {0}, so dass fiir alle
u €U gilt: A-u € U. Dann enthdlt U einen Eigenvektor von A.

Beweis. Nach Voraussetzung haben wir eine lineare Abbildung

p:U—=U, u— A-u.

103
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Beziiglich einer Basis B = {b1,...,b;} von U sei
C = (ci,j) = DB((p) S Rka (13.1)

die Darstellungsmatrix. Es sei A € C eine Nullstelle des charakteristischen
Polynoms ¢, also ein Eigenwert von C, aufgefasst als Matrix in CF**. Mit

Tl
einem zugehorigen Eigenvektor < : ) gilt also

T
C-l =X :]|-: (13.2)

Der Vektor v := Zle x:b; € C™ ist # 0, da nicht alle z; Null sind und die b;
auch als Vektoren in C™ linear unabhéngig sind. Es gilt

k & i .
A-v= ;xiAbi = ;zi@(bz‘) (1;) ;xl j;cj’ibj _
k k L
Z: (Z Cj,ixi> b_] (1§2) Z:Al'jb] = A’U,
=1 \=1 =1

also ist A ein Eigenwert von A mit Eigenvektor v. Wegen Lemma 13.1 folgt
A € R. Als Eigenwert von C hat A also auch einen reellen Eigenvektor, d.h.
wir konnen z; € R annehmen. Damit ist v € U der gesuchte Eigenvektor. O

Ab jetzt sei (-,-) das Standard-Skalarprodukt auf R”™.

Lemma 13.3. Es seien A und p zwei verschiedene Eigenwerte von A. Dann
gilt fir allev € E\ und w € E,,

(v,w)y = 0.
Beweis. Wir haben
A= pwvTw = WwHw—ovT (pw) = (Av)Tw —vT (Aw) = v ATw - Aw = 0.
Wegen A\ — p # 0 folgt (v, w) = vTw = 0. O

Nun kénnen wir das Hauptresultat des Kapitels beweisen.

Satz 13.4 (,Hauptachsentransformation“). Fir jede symmetrische Matriz
A € R™ ™ gibt es eine Orthonormalbasis von R™, die aus Figenvektoren von
A besteht.

Anders gesagt: Es gibt S € O, (R), so dass S~LAS(= STAS) eine Diago-
nalmatriz ist.
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Insbesondere ist A diagonalisierbar.

Beweis. Es seien Aq,..., A, € R die (verschiedenen) Eigenwerte von A. Fiir
jedes ¢ existiert wegen Korollar 12.17 eine Orthonormalbasis B; von Ey,. Wir

setzen
B:=ByU---UB,.

Wegen Lemma 13.3 ist B ein Orthonormalsystem, wegen Satz 12.13 also
eine Orthonormalbasis von U := (B). Nach Konstruktion besteht B aus
Eigenvektoren.

Es sei w € U+. Wir behaupten, dass dann auch A-w in U+ liegt. Um dies
nachzuweisen geniigt es zu zeigen, dass A -w auf allen v € B senkrecht steht.
Es sei v € B; mit i € {1,...,r}. Dann folgt

(v, Aw) = v Aw = v ATw = (Av)Tw = \w)Tw = N\ (v,w) =0,

wobei wir im letzten Schritt w € U+ verwendet haben. Falls U+ # {0}, so
wiirde U also die Voraussetzungen von Lemma 13.2 erfiillen, und wir erhielten
einen Eigenvektor v € U+ von A. Als Eigenvektor von A liegt v in U, also
{(v,v) = 0. Dies ist ein Widerspruch zu v # 0. Wir schlieBen, dass U+ = 0
gilt.
bl
Mit B = {b1,...,bx} und C := | : | € R¥*" (die Matrix mit den Vekto-
bT
k
ren aus B als Zeilen) ist U+ der Losungsraum des homogenen LGS C' -z = 0.
Aus U+ = {0} folgt, dass das LGS mindestens n Gleichungen enthélt. Also ist
B eine linear unabhiingige Teilmenge von R™ mit mindestens n (also genau n)
Vektoren. Damit ist B eine Basis von R". Dass B ein Orthonormalsystem
aus Eigenvektoren von A ist, haben wir bereits gesehen. O

Beispiel 13.5. (1) Wir betrachten die symmetrische Matrix

211
A=1121] e R3*3,
112

Um A zu diagonalisieren, berechnen wir das charakteristische Polynom
und erhalten

r—2 -1 -1
xa=det| -1 2-2 -1 | =(@2-2°-2-3(z-2)=
-1 -1 z-2

23— 622+ 92 —4=(x—1)(z? -5z +4) = (x — 1)*(x — 4).

Damit wissen wir schon, dass A zu diag(1, 1, 4) dhnlich ist. Wir wollen eine
orthogonale Transformationsmatrix ausrechnen. Hierfiir miissen wir die
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Eigenrdume bestimmen. Der Eigenraum FE; zum Eigenwert 1 ergibt sich
als Losungsraums des homogenen LGS mit Matrix A — I5. Wir erhalten

E1:< ol =1 >

Auf die Basis von E; wenden wir das Schmidtsche Orthogonalisierungs-
verfahren an. Der erste Schritt liefert

Weiter erhalten wir

also

Nun berechnen wir E4 und erhalten durch Losen des entsprechenden LGS
(oder durch die Beobachtung, dass alle Zeilensummen von A gleich 4 sind)

Damit gilt

€ O3 (R)

S-Sl
SS-S-

und

100
010

4

o

n

Il

~ _

o
o
S
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(2) Es stellt sich die Frage, ob Satz 13.4 auch iiber anderen Korpern au-
Ber R gilt, z.B. tiber C. Um diese zu beantworten, betrachten wir die

symmetrische Matrix
A= 13 c (C2><2
1 —1 '

Das charakteristische Polynom ist

r—1 —i

— e — = 2
XA—det(_Z- I+1>—($ D(E+1)+1=2a

also haben wir 0 als einzigen Eigenwert. Die algebraische Vielfachheit
ist 2, die geometrische aber 1, also ist A nicht diagonalisierbar. Mit C
statt R wére Satz 13.4 also nicht korrekt. Ebenso verhélt es sich mit Q
statt R. <

Als physikalische Anwendung von Satz 13.4 betrachten wir nun den
Tragheitstensor. Dieser setzt die Winkelgeschwindigkeit und den Drehimpuls
eines rotierenden starren Korpers in Beziehung. Wir leiten diese Beziehung
her. Eine Rotation eines starren Korpers lasst sich durch die Winkelgeschwin-
digkeit w € R? folgendermaBen beschreiben: Ein zum Kérper gehoriger Mas-
sepunkt, der sich am Ort » € R? befindet, bewegt sich mit dem Geschwin-
digkeitsvektor

v=w X T

Dabei ist das Vektorprodukt (auch genannt Kreuzprodukt) zweier Vektoren
in R? definiert durch

T1 U1 T2Y3 — T3Y2
T2 | X | Y2 | = | 3Y1 — T1Y3
xs3 Y3 T1Y2 — T2Y1

(Dass diese Definition an die Sarrus-Regel erinnert, ist kein Zufall.) Der Dre-
himpuls kann dadurch definiert werden, dass ein zu dem starren Koérper
gehorender Massepunkt mit Masse m am Ort r € R zum Drehimpuls den
Beitrag m(r xv) leistet. Mit einer bekannten, leicht nachzurechnenden Formel
fiir das Vektorprodukt ist dieser Beitrag gleich

H2 T

m(r x (wxr))=m(||r||*w —rr' w).

Indem wir Massepunkte durch eine kontinuierliche Masseverteilung mit Dich-
te p(r) ersetzen, erhalten wir folgende Gleichung fiir den Drehimpuls L:

L= / p(r) (|7 Pw — rrTw)dedydz = T - w
r=(z,y,z)ER3

mit
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- o)1\ s — 1o T)dadyds =
r=(z,y,2)€R?

y2 + 22 -y -z
/ plx,y,2) | —xy 22 +22 —yz | dedydz € R3S,
“o —rz  —yz 2’ +y?

wobei I3 fiir die Einheitsmatrix steht. Somit ist eine Formel fiir den Trig-
heitstensor I gefunden, der nichts anderes als eine reelle 3 x 3-Matrix ist.
Eine wichtige Beobachtung ist nun, dass I symmetrisch ist. Also liefert
Satz 13.4, dass es fiir jeden starren Korper drei senkrecht zueinander ste-
hende Achsen gibt, so dass bei einer Drehung um diese Achsen die Drehge-
schwindigkeit und der Drehimpuls in dieselbe Richtung zeigen. Diese Ach-
sen heiflen Haupttrdgheitsachsen. Der Titel dieses Abschnitts ist durch die-
se Benennung motiviert. Bei unserer Herleitung haben wir den Koérper zu
einem bestimmten Zeitpunkt betrachtet. Da er jedoch rotiert, rotieren sei-
ne Haupttriagheitsachsen mit ihm. Rotiert der Kérper um einer der Haupt-
trigheitsachsen, so stort dies nicht: w und L konnen konstant in dieselbe
Richtung zeigen. Andernfalls wird die Bewegung aber kompliziert, da bei
konstantem L die Winkelgeschwindigkeit w selbst rotiert (Nutation).

Aber auch die Rotationen um Haupttragheitsachsen sind nicht gleichbe-
rechtigt. Um das zu sehen, betrachten wir die kinetische Energie der Rotation.
Die kinetische Energie eines Massepunktes ist

myog2 . m 2 _Mm 201,112 2
S IP = Fllw s rll* = - (Il P[Ir]]* = (w,m)?)
wobei man die letzte Gleichung leicht nachrechnen kann. Andererseits gilt
Tlo= [ plr) (PP ~ (wor)?) dodydz, (133
reR
also ergibt sich die Energie zu

FE=—-wllw.
2

Vergleich mit (12.1) zeigt, dass sich die Energie durch Einsetzen von w in
beide Argumente einer symmetrischen Bilinearform ergibt. Wir fragen nun,
bei welcher Rotation sich die niedrigste Energie ergibt, wenn man den Betrag
des Drehimpulses ||L|| fest lidsst, was aufgrund des Drehimpulserhaltungssat-
zes physikalisch sinnvoll ist. Es seien A1 < Ay < A3 die Eigenwerte von I, und
wir wihlen unser Koordinatensystem entlang der Haupttrigheitsachsen. Wir
werden sehen (siehe Beispiel 13.8(2)), dass alle \; positiv sind, falls nicht alle
Masse des starren Korpers auf einer Geraden konzentriert ist, was wir nun
annehmen. Mit L = (Ly, Ly, L3)T und ||L|| = 1 erhalten wir
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3
2E=L"T'L=> N'L= (' = AL+ (A = Mg L+ A5,

i=1

was durch Ly = Lo = 0 minimiert wird. Die minimale Energie ergibt sich also
bei Rotation um die Haupttriagheitsachse, die zu dem grofiten Eigenwert des
Tragheitstensors gehort. Dies erklart, weshalb es fiir einen Kreisel energetisch
glinstig ist, aufrecht zu bleiben.

Anmerkung. Satz 13.4 ist ein Spezialfall des sogenannten Spektralsatzes:
Fir B € C"*™ mit o o

B B=BB
(solche Matrizen nennt man normal) gibt es eine unitdre Matrix S € C**"
(d.h. 5.5 = I,,), so dass ST!BS eine Diagonalmatrix ist. <4

Aufgrund von Satz 13.4 wird folgende Definition sinnvoll.
Definition 13.6. Fine symmetrische Matrix A € R™*™ heifit

positiv definit, falls alle Eigenwerte von A positiv sind;

positiv semidefinit, falls alle Figenwerte von A positiv oder Null sind;
negativ definit, falls alle Eigenwerte von A negativ sind;

negativ semidefinit, falls alle Figenwerte von A negativ oder Null sind;
indefinit, falls es sowohl positive als auch negative Eigenwerte gibt.

Satz 13.7. Eine symmetrische Matriz A € R™*" ist genau dann positiv de-
finit, wenn fiir alle v € R™\ {0} gilt:

(v,A-v) > 0.

A st positiv semidefinit, wenn (v, A -v) > 0 gilt. Entsprechendes gilt fiir
negativ (semi-)definit.

Beweis. Wegen Satz 13.4 haben wir S € O, (R), so dass

A0
sTaS=| - =D
0 An

gilt, wobei die )\; die Eigenwerte von A sind. Wegen ST € GL, (R) ist fiir

z

jeden Vektor v € R™\ {0} auch ( : ) := ST . v ungleich 0, und jeder Vektor
Tn

aus R™ \ {0} tritt als ein ST - v mit v € R™ \ {0} auf. Es gilt

T1 n
(v,A-v) =v"SDSTv = (21,...,2,)D [ : | = Z)\ix?.
i=1

Ln
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Hieraus folgen alle Behauptungen. O

Beispiel 13.8. (1) Wir betrachten

a 0 —a O
0 b 0 —b .

A= 40 a 0 mit a,b € R.
0 -b0 b

Wir wenden Satz 13.7 zur Feststellung der Definitheitseigenschaften von
x1

Aan.Fﬁrv(;)G]R‘lgﬂt

T4

a(xy — x3)
bz —

(v, A-v) = (w1, T2, 73, T4) - 76(&:;1 js;i) = a(z1 — x3)* + b(xy — 14)°.
—b(ze — x4)

Damit ist A positiv semidefinit, falls a,b > 0, negativ semidefinit, falls
a,b < 0, und sonst indefinit.

(2) Ist I € R®*3 der Trigheitstensor eines starren Korpers, so ergibt sich
aus (13.3) und der Schwarzschen Ungleichung (Proposition 12.6), dass [
positiv semidefinit ist. Weiter ergibt sich, dass I positiv definit ist, falls
nicht die gesamte Masse des Korpers auf einer Geraden konzentriert ist.
N
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rg(A), 16

(S), 24
Sa, 19

s- AT

Sp .5, 50
sgn(o), 53
SL, (K), 59
Sn, 20, 53

Uy + Us, 24

[ v]l, 94
(viy...,0n), 25
vl siehe AT
VW, 41
(v,w), 91, 93

w(o), 53

|21, 93
Z, 93
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abelsche Gruppe, siehe kommutativ

Abstand, 95

additive Schreibweise, 19

adjunkte Matrix, 60

dhnliche Matrizen, 52

algebraisch abgeschlossen, 68, 76

algebraische Vielfachheit, 69, 77

Algorithmus von Gauf}, siehe Gaufl-
Algorithmus

allgemeine lineare Gruppe, 50

allgemeine Normalform, 77

alternierende Gruppe, 56

Anfangswertproblem, 88

adquivalente Matrizen, 52

aufgespannter Unterraum, siehe er-
zeugter Unterraum

Banachraum, 96

Basis, 31

Basisergénzung, 37

Basiswechselmatrix, 50, 101
Warnung, 52

Bild einer linearen Abbildung, 40

bilinear, 91

Block-Dreiecksgestalt, 61

Cauchy-Folge, 96
charakteristische Polynom, 67

Darstellungsmatrix, 47
einer symmetrischen Bilinear-
form, 92
Determinante, 54
Entwicklung, 59
diagonalisierbar, 70
symmetrische Matrix, 105

Diagonalmatrix, 60

Differentialgleichung, 72, 84

Dimension, 35

Distanzmatrix, 6

Division mit Rest, 67

Drehimpuls, 107

Dreiecksmatrix, 60

Dreiecksungleichung, 95

durchschnittsabgeschlossenes System,
24

Eigenfunktion, 66
Eigenraum, 65
Eigenvektor, 65
Eigenwert, 65

Vielfachheit, 69
eindeutige Darstellungseigenschaft, 29
Einheitsmatrix, 9
Eintrag einer Matrix, 5
elementare Spaltenoperationen, 62
elementare Zeilenoperationen, 11, 61
endlich-dimensional, 35
Entwicklung der Determinante, 59
erweiterte Koeffizientenmatrix, 11
Erzeugendensystem, 31

minimal, 32
Erzeugnis, siehe erzeugter Unterraum
erzeugter Unterraum, 25, 27
euklidischer Raum, 92
Exponentialfunktion, 84-89

Fehlstellen, 53

Fourierreihe, 98
Fundamentalsatz der Algebra, 68
Funktionentheorie, 68
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Gauf-Algorithmus, 13, 36, 43, 61
gekoppelte Schwinger, 72
geometrische Vielfachheit, 69, 77
geordnete Basis, 47

Grad, 22

Gruppe, 17

Hamming-Metrik, 97

Hauptachsentransformation, 104

Hauptraum, 81

hermitesche Form, 94

hermitesche Matrix, 94

Hilbertraum, 96

homogenes LGS, 11
Basis des Losungsraums, 32
Dimension des Losungsraums, 36
Losungsmenge ist Unterraum, 24

identische Abbildung, 50
indefinit, 109
inhomogenes LGS, 11
Inverse, 44

Eindeutigkeit, 50
inverses Element, 17
invertierbar, 44
Isometrie, 101
isomorphe Vektorraume, 41
Isomorphismus, 41

Jordan-Basis, 81

Jordan-Block, 75
Jordan-Késtchen, 75
Jordan-Zerlegung, 87
Jordansche Normalform, 75, 76

kanonisch, 42

kartesisches Produkt, 5

Kern, 40

Koeffizientenmatrix eines LGS, 11
erweitert, siehe erweiterte Koef-

fizientenmatrix

kommutativ, 17

komplexe Analysis, 68

komplexe Konjugation, 93

komplexer Vektorraum, 93

komplexes Skalarprodukt, 94

komponentenweise, 7

Kompositum, 40, 49

konvergente Folge, 96

Koordinatenfunktional, 40

Koordinatenvektor, 41

Kreisel, 109

Kreuzprodukt, siehe Vektorprodukt

Index

Léange, 95
LGS, siehe lineares Gleichungssystem
linear abhingig, 29
linear unabhéngig, 29
maximal, 32
Test, 30
lineare Abbildung, 39
Dimensionssatz, 42
lineare Fortsetzung, 44
lineares Gleichungssystem, 11
homogen, siehe homogenes LGS
inhomogen, siehe inhomogenes
LGS
Losungsverfahren, 14
Linearkombination, 27
Losungsmenge, 11

Manhattan-Norm, 96

Matrix, 5

maximal linear unabhéngig, 32
Maximum-Norm, 96

Metrik, 96

metrischer Raum, 96

minimales Erzeugendensystem, 32

negativ definit, 109
negativ semidefinit, 109
neutrales Element, 17
nilpotent, 86

Norm, 95

normale Matrix, 109
normierter Vektorraum, 96
Nullabbildung, 39
Nullfunktion, 22
Nullmatrix, 8

Nullraum, 22, 25, 32, 35
Nutation, 108

obere Dreiecksmatrix, 60
orthogonal, 98

orthogonale Abbildung, 101
orthogonale Gruppe, 102
orthogonale Matrix, 102
orthogonales Komplement, 98
Orthogonalsystem, 98
Orthonormalbasis, 98
Orthonormalsystem, 98
Ortsoperator, 66

Permanente, 54
Permutation, 19, 53
Polynomring, 22

positiv definit, 92, 94, 109
positiv semidefinit, 109
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Produkt, 17
Produkt von Matrizen, 7
punktweise, 22

quadratische Matrix, 6

Rang, 16, 36, 43

Realteil, 96

reeller Vektorraum, 92

reguldre Matrix, 16, 44, 57, 58
ist invertierbar, 44

Sarrus-Regel, 55, 107

Schmidtsches Orthogonalisierungsver-
fahren, 99, 106

Schwarzsche Ungleichung, 95

semilinear, 94

senkrecht, 98

sesquilinear, 93

Sesquilinearform, 94

Signum, siehe Vorzeichen

Skalar, 6

Skalarprodukt, 8, 91, 92

Spalte, 6

Spaltenrang, 43

Spaltenvektor, 6

Spektralsatz, 109

spezielle lineare Gruppe, 59

spezielle orthogonale Gruppe, 102

spezielle unitdre Gruppe, 102

Standard-Skalarprodukt, sieche Skalar-
produkt

Standardbasis, 32, 48

Standardraum, 6, 35

stochastische Matrix, 6

strenge Zeilenstufenform, 12

Summe von Matrizen, 7

Summenraum, 24

Symmetriegruppe, 19
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symmetrische Bilinearform, 92
symmetrische Gruppe, 19, 53
symmetrische Matrix, 6, 103-110

Teilraum, siehe Unterraum
Tréagheitstensor, 107-110
Transitionsmatrix, 6, 8
transponierte Matrix, 6
Transposition, 53
trigonalisierbare Matrix, 73
triviale Gruppe, 19

Ubergangswahrscheinlichkeit, 6
Umkehrabbildung, 50
unendlich-dimensional, 35
unitidre Abbildung, 101
unitidre Gruppe, 102

unitdre Matrix, 102, 109
unitdrer Raum, 94

untere Dreiecksmatrix, 61
Unterraum, 23

Vektor, 21

Lénge, siehe Lange
Vektorprodukt, 107
Vektorraum, 6, 21
Vielfachheit, 68, 69
Vorzeichen, 53

Winkel, 97
Winkelgeschwindigkeit, 107

Zeile, 6
Zeilenrang, 43
Zeilenstufenform, 12
streng, siehe strenge Zeilenstu-
fenform
Zeilenvektor, 6
Zornsche Lemma, 34
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