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Zusammenfassung

Dieses Skript deckt den Standardstoff einer Analysis 2—Vorlesung fiir Mathematik-Studierende

im 2. Bachelor-Semester ab, und richtet sich auch an mathematisch interessierte Studierende anderer
Facher. Wir geben eine Einfithrung in die mehrdimensionale Analysis, d.h. das Studium vektorwerti-
ger Funktionen mehrerer Verdnderlicher. Das zentrale Konzept ist das Ableiten solcher Funktionen.
(Integrieren im Mehrdimensionalen lernen Sie in “Analsis 3”.) Weitere wichtige Themen sind die
durch solche Funktionen definierten nichtlinearen Gleichungs- und Differentialgleichungs-Systeme.

Das letzte Kapitel ist eine Einfithrung in die Topologie, also das systematische Studium stetiger

Abbildungen sowie von Eigenschaften, die unter stetigen Deformationen erhalten bleiben.

Ich bemiihe mich, den Stoff aus seinen anschaulichen Quellen heraus zu entwickeln und die

Verbindung zu alten und neuen Anwendungen aufzuzeigen.
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Einleitung

Das Vorlesungsskript “Analysis 2” gibt eine Einfithrung in die mehrdimensionale
Analysis, d.h. das Studium vektorwertiger Funktionen mehrerer Variablen. Ein zen-
trales Konzept ist das Ableiten solcher Funktionen. (Integrieren im Mehrdimensiona-
len lernen Sie in “Analysis 3”.) Weitere wichtige Themen sind die durch solche Funk-
tionen definierten nichtlinearen Gleichungs- und Differentialgleichungs-Systeme. Das
letzte Kapitel ist eine Einfithrung in die Topologie. Wir bauen auf unserem Studium
skalarer Funktionen einer reellen Variablen in “Analysis 1”7 auf, und nutzen zudem
einige Ergebnisse aus der Linearen Algebra. Fast alle hier dargestellten Resultate
und Methoden sind seit langem bekannt und finden sich in zahlreichen exzellenten
Lehrbiichern.

Inhalt und Aufbau. In Kapitel 1 gebe ich eine kurze, im Gegensatz zu anderen
Skripten und Biichern bewusst elementar gehaltene, Einfithrung zum Grundbegriff
der Konvergenz und daraus abgeleiteter Konzepte (offene, abgeschlossene und kom-
pakte Mengen; Stetigkeit) in der Hauptarena der Analysis 2, dem n-dimensionalen
Raum R”. Durch diese Herangehensweise kommen wir schneller und einfacher an das
notige Hintergrundwissen fiir das zentrale Thema der Ableitung (Kapitel 2), ohne
uns den Weg dahin durch die Subtilititen undendlichdimensionaler Vektorrdume
oder topologischer Raume zu erschweren.! Als Hauptanwendung verallgemeinern
wir den Satz vom Maximum und Minimum ins Mehrdimensionale.

In Kapitel 2 lernen wir, wie man Funktionen mehrerer Verdnderlicher ableitet
und wozu das gut ist. Ableiten ist jetzt weniger simpel als im Analysis-1-Fall ein-
dimensionaler Funktionen, beruht aber in weiten Teilen auf denselben Ideen und
Prinzipien, und enthélt zusétzlich interessante geometrische Aspekte. So ist die Ver-
allgemeinerung der Ableitung auf skalare Funktionen mehrerer Verénderlicher ein
Vektor, der in die Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion zeigt. Dieser Vektor
heisst Gradient. Der Gradient spielt in der gesamten Mathematik und ihren Anwen-
dungen eine grundlgenden Rolle. Zum Beispiel: Ohne Gradient kein Gradientenver-
fahren; ohne Gradientenverfahren kein maschinelles Lernen und keine Kiinstliche
Intelligenz. Dieses prototypische numerische Minimierungsverfahren analysieren wir
in §2.7.3, und benotigen dazu einen Grofiteil der bis dahin entwickelten Theorie.

In Kapitel 4 und 5 beschéftigen wir uns mit nichtlinearen Gleichungssystemen
bzw. nichtlinearen Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen. Wir gehen insbe-
sondere den folgenden grundlegenden Fragen nach: Wie kann man die Existenz von
Losungen solcher Systeme in der (typischen) Situation beweisen, wenn keine expli-
ziten Losungsformeln moglich sind? Was kann man iiber das qualitative Verhalten
solcher Systeme sagen? Hierzu sind substantielle neue Methoden erforderlich: man

1Solche Réume — die den R™ weitreichend verallgemeinern — besprechen wir in spiteren Kapiteln
des Skripts (Kapitel 3 bzw. 6).



muss Analysis in allgemeinen unendlichdimensionalen Vektorraumen (z.B. Rdumen
von Funktionen) betreiben. Dies tun wir in Kapitel 3. Dort werden wir insbesondere
die Begriffe der Konvergenz und der Vollstandigkeit sinnvoll auf unendlichdimensio-
nale Vektorrdume verallgemeinern. Hauptresultat des Kapitels ist der Banach’sche
Fixpunktsatz. In Kapiteln 4 und 5 setzen wir den Satz gewinnbringend ein, in-
dem wir dessen Voraussetzungen in wichtigen konkreten Situationen (nichtlineare
Gleichungs- bzw. Differentialgleichungs-Systeme) nachweisen.

Zum Schluss der Vorlesung, in Kapitel 6, beleuchten wir einige Grundbegriffe der
Analysis (konvergent, abgeschlossen, kompakt, stetig) nochmal aus einer anderen
Perspektive, derjenigen der Topologie. In der Topologie definiert man diese Begriffe
namlich nicht nur im R” oder in normierten Vektorrdumen, sondern viel allgemeiner
und abstrakter, und beschéftigt sich mit Eigenschaften von Objekten, die unter
stetigen Verformungen erhalten bleiben, wie z.B. “zusammenhéngend” (was das ist,
kann man interessanterweise prézise definieren). Die abstrakten Definitionen der
Grundbegriffe sind zwar viel unanschaulicher als die “Fussgéngerdefinitionen” aus
Kapitel 1 fiir den R”. Aber dafiir sind viele Beweise — selbst wenn man nur an
Analysis im R" interessiert ist — erstaunlich kurz und effizient. Abstraktion macht
manche Dinge einfacher! Im Gegensatz zu vielen Skripten und Biichern fangen wir
aber nicht mit abstrakter Topologie an, bevor wir mehrdimensionale Funktionen
maximieren/minimieren, ableiten, taylorentwickeln, die brauchen Sie ndmlich fiir
dieses Material nicht. Nach meiner Erfahrung ist es fiir Sie leichter, Topologie am
Ende des Semesters zu verstehen, wenn Sie sich im R” schon auskennen.

Im optionalen kurzen Kapitel {iber Kurvenintegrale (Kapitel 7) lernen wir — als
Vorschau auf Analysis 3 — die einfachste Verallgemeinerung des Integrals einer 1D
Funktion f : [a,b] - R kennen, namlich das Integral eines Vektorfeldes iiber eine
Kurve. Definition, wichtige Eigenschaften und schéne Anwendungen in Geometrie
und Physik ergeben sich ohne viel Miihe durch Verbinden des Riemann-Integrals aus
Analysis 1 mit unseren Kenntnissen iiber Vektorfelder und Kurven aus Analysis 2.

Darstellung. Meiner Prisentation des Stoffes liegen folgende Prinzipien zugrunde.

1. Abstrakte Konzepte, Rechentechnik, Intuition und Motivation gehdren zusammen.
Ich habe mich bemiiht, neben dem préazisen Formulieren und Beweisen mathemati-
scher Sachverhalte und dem Durchrechnen von Beispielen auch die zugrundeliegende
Intuition und Motivation sorgfiltig zu erkliren: wie kommt man darauf?? wozu ist
das gut?? wieso geht man dieses oder jenes Thema so abstrakt an?*

2. Numerische Plots sind nicht ndétig fir einfache Beispiele (eine gute manuelle
Skizze an der Tafel erledigt den Job), aber niitzlich fiir fortgeschrittene Theorie. Die
iibliche Stoffaufteilung und deren Begriindung “Existenzsétze und qualitatives Ver-

Zsiehe z.B. die Diskussion des Gegenbeispiels in §2.4/ oder des Beweises in §4.1
3fiir inner- und auBermathematische Anwendungen siche z.B. §2.8, §2.9, §4.4, §5.4
4siche z.B. die Einleitungen zu Kapiteln 3, 5, |6



halten — Analysis (hierfiir braucht man keine Numerik); Ndherungsverfahren zur
quantitativen Berechnung von Losungen — Numerik (lernt man spéter, denn man
braucht Analysis)” ist namlich eine Ubervereinfachung. Z.B. basiert der Beweis des
Satzes iiber inverse Funktionen (eines typischen Existenzsatzes) auf einer iterati-
ven Methode, in der man Naherungen fiir die Umkehrfunktion sukzessive verbessert
(also einem typischen numerischen Verfahren); indem man das Verfahren kurz be-
spricht und exemplarisch solche Verbesserungen numerisch berechnet und plottet
(siche §4.1), wird der Beweis transparenter. Oder: Der Satz {iber implizite Funktio-
nen enthélt eine Rangbedingung an die Ableitung; numerische Plots interessanter
impliziter Flachen (z.B. der Losungsmengen kubischer Gleichungen mit drei Unbe-
kannten) beleuchten den Satz und die Rangbedingung als spannende Methode zur
Suche nach den singuléren Punkten, die in den Plots zu sehen sind (siehe §4.3).

3. Die in dieser Vorlesung erarbeitete Mathematik ist nicht nur wichtig in klassi-
schen Anwendungsgebieten (Physik; Natur- und Ingenieurwissenschaften), sondern
auch in neuen (maschinelles Lernen). Das ein oder andere substantielle Beispiel aus
den Naturwissenschaften, passend fiir Mathematik-Studierende aufbereitet, hat in
Analysis-Vorlesungen Tradition. Ich behalte diese Tradition bei, und bespreche z.B.
die Wellengleichung der schwingenden Saite. Wir leiten diese prototypische partielle
Differentialgleichung her, 16sen sie (in einer einfachen Situation), und interpretieren
die Losung physikalisch und musikalisch. Siehe §2.8. Ich ergénze diese Tradition um
ein substantielles Beispiel zum maschinellen Lernen. Das scheint in der Skripten-
und Lehrbuchliteratur neu zu sein. Ich prasentiere neuronale Netze und deren Trai-
ning durch den Backpropagation-Algorithmus. Die Bedeutung dieser Lernmethode
ist erst durch aktuelle Entwicklungen im Bereich der Kiinstlichen Intelligenz klar ge-
worden, denen sie — im Gegensatz zu einer Vielzahl anderer Ansétze — zugrundeliegt.
Gleichzeitig passt sie gut in eine “Analysis 2”-Vorlesung, denn sie ist gradientenba-
siert und nutzt damit die Tatsache aus, dass es im allgemeinen viel einfacher ist,
eine eingermaflen glatte stetige Funktion {iber viele Parameter zu minimieren als
eine diskrete kombinatorische Funktion; dariiber hinaus ist die Herleitung des Algo-
rithmus eine schone Anwendung eines klassischen Resultats aus Analysis 2, ndmlich
der mehrdimensionalen Kettenregel. Siehe §2.9.

Ich bedanke mich bei: Michiel Renger, auf dessen Notizen die Abschnitte 2.9.2-2.9.3
basieren; Christan Kuehn und Oliver Junge, fiir hilfreiche Kommentare zu Kapitel
5; Claudia Scheimbauer und Ulrich Bauer, fiir kurzes aber niitzliches Feedback zu
Kapitel 6; Hans-Peter Kruse, fiir fruchtbare Diskussionen iiber Stoffauswahl und
Présentation; und Generationen von Studierenden fritherer Jahrginge, insbesondere
Samuel Belko, Oliver Kasper, Dennis Sander und Johanna Schneeberger, fiir zahl-
reiche Korrekturen und Verbesserungen.

G.F., Miinchen, 24.4.2025



1 Konvergenz im R” und daraus abgeleitete Kon-
zepte

Die Betrachtung von Grenzwerten ist fiir das Verstéandnis kontinuierlicher Funktio-
nen und Prozesse unverzichtbar. Dieses Kapitel ist eine bewusst elementar gehalte-
ne Einfithrung in den Grundbegriff des Grenzwertes und damit zusammenhéngende
Konzepte wie “stetig” im n-dimensionalen Raum R”; unser Ziel ist die Bereitstellung
des notigen Hintergrundwissens fiir das zentrale Thema der Ableitung im folgenden
Kapitel.

1.1 Der n-dimensionale Raum R”

Die Haupt-Arena der Analysis 2 ist der n-dimensionale Raum R™.

Def. 1.1 Fiir n e N ist
R”:{x: N xl,...,xneR},

d.h. R" ist die Menge der Spaltenvektoren mit n reellen Komponenten. Die Zahl x,
heisst k-te Komponente von x.

In der Sprache der Mengenlehre ist der R" also das kartesische Produkt R x --- x R
von n Kopien der Menge der reellen Zahlen; seine Elemente sind geordnete n-Tupel
reeller Zahlen.

Algebraische Eigenschaften. R” ist R—Vektorraum unter komponentenweiser
Addition und komponentenweiser Multiplikation mit A € R, d.h. unter den Opera-
tionen

1+ )\fEl
THY:= : , Ar=|
Tn+ Yn ALy,
Der Nullvektor
0
ORn = 3
0

wird (sofern aus dem Kontext klar ist, dass nicht die Zahl 0 gemeint ist) ebenfalls
mit 0 bezeichnet.

Visualisierung. Man kann sich Elemente des R™ auf verschiedene Weise vor-
stellen.

e n=2: R2 als Ebene; x € R? als Punkt oder Vektor in der Ebene

4 G. Friesecke (TUM), Analysis 2



e n=3: R3 als 3D Raum; x € R? als Punkt oder Vektor im 3D Raum

A

\Z

Punkt im R3

e n grof3: x € R” als Punktgraph der Komponenten z;, als Funktion des Index k.
Dies entspricht der Bedeutung vieler hochdimensionaler (Daten-)vektoren als
Diskretisierung einer kontinuierlichen reellwertigen Funktion f : [0, L] - R,

L 1
z:=f(kh) (k=1,..,n), h=— (Gitterweite), ==
n v,
X S
k t
Punkt im R27 Kontinuierliche Funktion

Verschiedene Zuginge zu Konvergenz im R” in der Literatur. Im R”
sind nicht nur die beiden algebraischen Operationen Addition und Multiplikation
mit Skalaren wichtig, sondern wir brauchen auch die analytische Operation der
Grenzwertbildung. Dazu bendtigen wir eine Verallgemeinerung des (auf dem Ab-
solutbetrag beruhenden) Abstandsbegriffes reeller (bzw. komplexer) Zahlen auf den
R”™. Hierzu gibt es drei Zugénge steigender Allgemeinheit:

(A) Nimm den euklidischen (elementargeometrischen) Abstand und gehe dann wie
in R oder R2=C vor.

(B) Betrachte den R™ als Spezialfall eines Vektorraums; starte von einer beliebigen
“Norm” auf diesem Vektorraum.



(C) Betrachte den R™ als Spezialfall einer Menge; starte von einer beliebigen “Me-
trik” auf dieser Menge.

Wir folgen in diesem Skript dem elementaren Zugang (A), weisen aber nach, dass
er ein Spezialfall der Zugénge (B) und (C) ist.
1.2 Euklidischer Abstand

Ein elementargeomerisches Analogon des Absolutbetrages in R bzw. R?2=C ist die
euklidische Norm eines Punktes x € R™:

n
xl=\/r?+ .. +a22= x?
| | 1 n k

k=1

Anschauliche Bedeutung von |z| in n=2 und n=3 (siche die Skizze auf der vorigen
Seite): elementargeometrischer Abstand des Punktes z von 0 (= Lénge des Vektors

x). Dies ldsst sich aus dem Satz des Pythagoras herleiten. Dementsprechend ist der
euklidische Abstand

o=yl = V(21 =51)? + oo+ (20— Ya)? (1)

der elementargeometrische Abstand der Punkte z und y (=Lénge des Vektors von
x nach y).

Die euklidische Norm ist ein Spezialfall des folgenden allgemeineren Konzeptes
(siehe (B)):
Def 1.2 (Norm) Sei X ein K-Vektorraum, K = R oder C. Eine Norm auf X ist eine
Abbildung X - R, z ~ ||z||, sodass gilt:
(i) Positivitét: ||z]| >0, “="«<= 2 =0
(ii) Homogenitat: ||Az|| = |A|||z|| fiir alle A e K, z € X
(iii) Dreiecksungleichung: ||z + y|| < [|z]| +||y|| fiir alle z, y € X

In Bedingung (ii) bezeichnet |A| den Absolutbetrag der reellen oder komplexen Zahl
A

Lemma 1.1 Die euklidische Norm x ~ |z| ist eine Norm auf dem R-Vektorraum R"
(d.h. sie besitzt die Eigenschaften (i), (ii), (iii)).

Der Beweis von (i) und (ii) ist trivial. Der Beweis von (iii) benutzt die folgende
Definition und das nachfolgende Lemma.

Def. 1.4 (Skalarprodukt) Das euklidische Skalarprodukt zweier Vektoren z, y € R®
ist

(.’E, y) = Zxkyk
k=1



Die euklidische Norm kann mithilfe des Skalarproduktes ausgedriickt werden:
z[* =) z7 = (z, z), und folglich |z| = \/(z, z).
k=1

Lemma 1.2 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Fiir z, y € R gilt

[z, y)l <l lyl.

Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung: O.B.d.A. sei y # 0, sonst ist die
Behauptung trivial. Fiir beliebiges A € R gilt

0

IN

|z = Ay? = (z - Ay, z - \y)

(z, ) = Mz, y) - My, =) + X*(y, v)
| = 2X(z, y) + N?[y[* =2 fF(N).

Um eine besonders “gute” Ungleichung zu erhalten, minimieren wir die rechte Seite

tiber A € R. An der Minimumsstelle muss 0 = f/(\) = =2(z, y) + 2\|y|? gelten, d.h.
)\ — (:D,y)

R Einsetzen liefert

2z, y)* | (2, y)°

s (z,y)?
|y|? ly[* '

0 <zl - lyl* = o - 53
Y|

Indem wir den rechten Term auf die linke Seite bringen und beide Seiten mit |y|?
multiplizieren, folgt die Behauptung.

Beweis der Dreiecksungleichung:

o4yl = Jal* + 2, y) + yl* | < ol + 2l [y] + [y[* = (=] + [y])*.

auchy—_Schwarz

Die euklidische Norm ist nicht die einzige Norm auf dem R”, aber die wichtigste.
Andere Normen — sowie die Tatsache, dass es fiir viele Zwecke egal ist, welche Norm
man verwendet — lernen wir in Kapitel 3 kennen.

Analog zum euklidischen Abstand (1) liefert jede Norm einen Abstand || - y|
zweier Punkte. Dies ist ein Spezialfall des folgenden allgemeineren Konzeptes (siche
(C)).

Def. 1.3 (Metrik) Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d :
X x X - R sodass gilt:

(i) Positivitét: d(z,y) 20, “="«=x =y

(i) Symmetrie: d(z,y) = d(y, )

(iii) Dreiecksungleichung: d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) fir alle z, y, z € X.



Lemma 1.3 Sei X ein K-Vektorraum, K = R oder C, und sei ||-|| eine Norm auf X.
Dann ist die Abbildung d : X x X - R,

d(z,y) =z =yl
eine Metrik auf X.
Insbesondere ist also der euklidische Abstand (1) eine Metrik auf dem R™.

Beweis Die Positivitédt folgt sofort aus der Positivitdt der Norm. Die Symmetrie
folgt aus der Homogenitéat der Norm, denn

d(y,x) = lly = || = |(-1) (@ =)l = [ - Uz -yl = llz - y[| = d(,y).

Die Dreiecksungleichung folgt aus -y = (x—2)+(z-vy) und der Dreiecksungleichung
fiir die Norm.

In Analysis 2 sind die uns interessierenden Objekte in natiirlicher Weise Elemente
von Vektorrdumen; deshalb bendtigen wir den Begriff der Metrik nicht.

Beispiel einer Metrik: Wasserstein-Distanz zwischen Teilmengen des R”
Seien A und B zwei N-elementige Teilmengen des R™,

A:{Jfl,...,LUN}, B:{y17"'7yN}7

jeweils bestehend aus N voneinander verschiedenen Punkten zq,...,z5y € R® und
Y1, .-, yn € R™. Mengentheoretisch betrachten wir also — statt geordenten N-tupeln
(z1,....,xn) € R — ungeordnete N-tupel. Wie kénnen wir einen sinnvollen Abstand
definieren? Das geht z.B. mithilfe des euklidischen Abstandes zweier Punke z; und
y; und Optimierung iiber die Zuordnung (siehe Schaubild):

] 1 N 5\ /2

d(A’ B) N o':{l,...,N}—»{lr,I}.l,I]b} Permutation(ﬁ ; |xl - yg(z)| ) ‘

Dies ist eine Metrik auf der Menge der N-elementigen Teilmengen (Beweis: siehe
Ubungen), kommt aber nicht von einer Norm, denn unsere Menge ist kein Vektor-
raum: um die Differenz von A und B zu definieren, brauchte man eine geordne-
te, d.h. nummerierte statt einer ungeordneten Liste von Punkten. Hétte man die
Punkte B schon (bzgl. A) korrekt nummeriert, entspréche d (bis auf den unwesent-
lichen Normierungsfaktor + vor der Summe) dem euklidischen Abstand zwischen
(z1,....,zn) € R™N und (yi,...,yn) € R™N; aber die korrekte Nummerierung hingt
von der Menge A ab. Die Metrik heisst Wasserstein-Metrik, und kann auf endliche
Punktmengen verschiedener Grosse und sogar beliebige Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen auf dem R”™ verallgemeinert werden. Sie besitzt iibrigens niitzliche Anwen-
dungen (z.B. in den Gebieten partielle Differentialgleichungen, Wahrscheinlichkeits-
theorie, maschinelles Lernen). Siehe die regelméissig angebotene Spezialvorlesung
Optimal transport.
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Wasserstein-Distanz zwischen Punktmengen im R?. Die grauen Linien zei-
gen die optimale Zuordnung. Die Wasserstein-Distenz zum Quadrat ist der
Mittelwert der Quadrate der Langen der grauen Linien.

1.3 Konvergenz

Wir kommen nun zum Grenzwertbegriff im R”. Eine Folge im R” ist eine Abbil-
dung N — R™, Schreibweise: (a));ey, al) € R j-tes Folgenglied. Wir schreiben den
Folgenindex oben statt unten, um ihn vom Komponentenindex (z; = k** Kompo-
nente des Vektors x) zu unterscheiden, und in Klammern eingehiillt, um ihn von der
J-ten Potenz zu unterscheiden. D.h. a,(gj )
Folgengliedes.

bedeutet die k-te Komponente des j-ten

Def. 1.5 (Konvergenz) Eine Folge (a0)) oy im R™ heifit konvergent gegen a € R”,
Schreibweise: a(¥) — a oder lim;, al9) = a, wenn zu jedem € > 0 ein N € N existiert
mit [a() —a| < € fiir alle j > N. Der Punkt a heisst Grenzwert der Folge.

Beachte: in obiger Definition bezeichnet |-| die euklidische Norm. Ersetzt man in
der Definition R™ durch einen beliebigen normierten Vektorraum und die euklidische
Norm durch eine beliebige Norm, erhélt man die Definition von “konvergent” und
“Grenzwert” in normierten Vektorrdumen. Dies sowie interessante Beispiele hierzu
(z.B. Konvergenz im unendlichdimensionalen Vektorraum der stetigen Funktionen
auf einem Intervall) werden ausfiihrlich in Kapitel 3 besprochen.

Triviale aber niitzliche Folgerung aus der Definition: a() - a <= [aU) —a| - 0. Auf
der rechten Seite tritt nur noch Konvergenz in R auf.



Lemma 1.4 (Konvergenz = komponentenweise Konvergenz)

Sei (a19)) ey Folge in R™. Dann sind dquivalent:

(i) (a©)) konvergent (im R")

(ii) Die Komponentenfolgen (a,(cj))jeN, k=1,...,n, sind konvergent (in R).
Falls (i) oder (ii) gelten, folgt

agj) lim; agj)
lim| : |= :
! ay) lim;, ay)
N————

:a(j)

Die analytische Operation der Grenzwertbildung verhdlt sich also analog zu den al-
gebraischen Operationen der Addition und der Multiplikation mit Skalaren: alle drei
Operationen konnen komponentenweise ausgefiihrt werden.

Beweis Konvergenz ist dquivalent zu [a¥) — a| - 0 und komponentenweise Konver-
genz zu MaXge(1, .n} |a,(€]) —ag| = 0. Es gilt aber

n
< 2 < . *
ke?ll,a},{n} |£L‘k| h kgl Tk = \/ﬁke?ll,a},{n |mk| ( )
——

Die erste Ungleichung angewandt auf x = a() — g liefert (i)==(ii), und die zweite
die umgekehrte Implikation.

% lim% 0
lim = e = )
e\l L Jim (1+ 57) 1

Die Aquivalenz von Konvergenz und komponentenweiser Konvergenz erlaubt die so-
fortige Ubertragung grundlegender Eigenschaften von Grenzwerten in R auf Grenz-
werte in R?, durch komponentenweise Anwendung der entsprechenden Sétze aus
Analysis 1:

Beispiel

Korollar 1.1 Grenzwerte konvergenter Folgen im R” sind eindeutig. Folgen im R”
sind Cauchyfolgen genau dann, wenn sie konvergent sind. Es gilt der “Kalkiil der
Grenzwerte” fiir die algebraischen Operationen im R”, d.h.

2D oy D) oy 2D 1y gy
A9 5 X\ (in R), 29) - 2 (in R?) == AV 2 - Az (in R").

Def. 1.6 z, heisst Hiufungspunkt einer Folge (2(9));y im R™, wenn es eine Teil-
folge (2U9))gen, j1 < J2 < ..., jo € N, gibt sodass 20U - 2. Eine Folge (z());ey im R?
heisst beschriinkt, wenn C' > 0 existiert sodass |z()| < C fiir alle j.
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1.4 Satz von Bolzano-Weierstrass

Eine zentrale Eigenschaft des R™ ist:

Satz 1.1 (Satz von Bolzano-Weierstrass) Jede beschrinkte Folge im R™ besitzt
einen Haufungspunkt.

Diese Eigenschaft beruht sowohl auf der Vollstédndigkeit von R (die entsprechende
Aussage in Q ist falsch) als auch der Endlichdimensionalitdt des Vektorraums R”
(siche Kapitel 6 fiir ein Gegenbeispiel im Unendlichdimensionalen).

Beweis: Durch wiederholte Anwendung des Satzes von Bolzano-Weierstrass in R
(Analysis 1 Satz 2.6).

Genauer: Sei (z()) beschrénkte Folge im R”. Wegen der ersten Ungleichung in (*) sind alle Komponentenfolgen
(x(j)k)jeN beschénkte Folgen in R. Nach Satz von Bolzano-Weierstrass in R gibt es eine Teilfolge (x(jf))geN und ein
x] € R sodass

:Egjl) -z} in R.

Durch nochmalige Anwendung dieses Satzes finden wir eine Teilfolge (z(jllf) )een dieser Teilfolge und ein z3 € R sodass
zusétzlich .
mg“) - x5 in R.

Nach n Schritten erhalten wir eine Teilfolge (x(h )een sodass :c,g”) — x} in R fiir alle k.

1.5 Offene und abgeschlossene Mengen; Abschluss, Inneres,
Rand

In Analysis 2 werden gewisse Teilmengen des R” eine wichtige Rolle spielen: “abge-
schlossene Mengen”, auf denen wir Maximums- und Minimumsprobleme untersuchen
werden, und “offene Mengen”, auf denen man Differentialrechnung betreiben kann.
Die préazisen Definitionen lauten wie folgt.

Def. 1.7 (Offene und abgeschlossene Mengen )
a) 2 € R” heisst offen, wenn zu jedem xg € Q) ein € > 0 existiert, sodaB8 B.(xg) <€ (2.
Hierbei ist

B.(zo) ={y e R" : |y — x| < &}.
b) A c R” heisst abgeschlossen, wenn fiir jede Folge (2()));oy mit 20) € A fiir alle
jund 2() - x e R" gilt: x € A.

Abgeschlossen bedeutet also abgeschlossen unter der Operation der Grenzwertbil-
dung. Der folgende nichttriviale Zusammenhang besteht zwischen diesen beiden Be-
griffen:

Satz 1.2 Fine Menge A € R"™ ist genau dann abgeschlossen, wenn ihr Komplement
R™\ A offen ist.
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Die zweite Eigenschaft kann als alternative Definition von abgeschlossen benutzt
werden.

Beweis “abgeschlossen = Komplement offen”: Sei A abgeschlossen. Angenommen
das Komplement R"\ A wire nicht offen. Dann gibt es einen Punkt y € R\ A sodass
keine Kugel um y in R™\A liegt. Also enthélt jede Kugel By/;(y), j = 1,2,..., einen
Punkt z() € A. Wegen |y — 20| < 1/ konvergiert () gegen y. Widerspruch zur
Abgeschlossenheit von A.

“Komplement offen == abgeschlossen”: Sei R"\ A offen, () € A, 2(9) —» y. Wir
miissen zeigen: y € A. Angenommen y lige in R\ A. Da R"\A offen, existiert eine
Kugel B,.(y), r > 0, sodass B,(y) € R"\ A. Also ist |2 —y| > r fiir alle j. Widerspruch
zur Konvergenz x() — .

Beispiele: 1) B,(zg) := {x € R" : |z — x| < r} ist offen, und heisst offene Kugel
um zo vom Radius 7.

Beweis der Offenheit: Sei x € B, (). Dann ist € := r—|z—x¢| > 0, und jedes y € B.(x)
liegt wegen Dreiecksungleichung

ly = ol = |(y =) + (= o) < |y — 2] + |2 = wo| <& +|w —xo| =7

auch in B,(zg).

2) By(xp) :={x e R* : |z — x| < 7} ist abgeschlossen, und heisst abgeschlossene
Kugel um z, vom Radius 7.

“Fussgénger”-Beweis (fiir einen eleganteren Beweis auf der Basis von mehr Theo-
rie sieche Abschnitt [1.8): Sei () - z, () e B,(z,) fiir alle j. Nach Lemma 1.3
konvergiert jede Komponente von x()) gegen die entsprechende Komponente von x

und folglich (wegen der aus Analysis 1 bekannten Stetigkeit der eindimensionalen
Funktionen ¢ + 2 und ¢ = /t (£ > 0))

|20) — | = \/(x(j) —20)2 4.+ (20D —20)2 — \J(x—x0)2 + ... + (z—20)2 = |z—0].

Die linke Seite ist < r, also wegen Kalkiil der Grenzwerte (Analysis 1 Satz 2.2) auch
die rechte Seite. Folglich = € B,.(x).

3) (0,1) x [0,1] ist weder offen noch abgeschlossen.
Weitere Beispiele siche Ubungen und Abschnitt 1.8,

Jeder beliebigen Teilmenge A € R” kann man auf natiirliche Weise eine “etwas klei-
nere” offene Menge und eine “etwas grossere” abgeschlossene Menge zuordnen. Die
Differenzmenge heisst Rand von A. Der Rand von Mengen im R"™ spielt dieselbe
Rolle wie die Intervallgrenzen bei Intervallen. Zum Beispiel:

— bei Maximierungs- und Minimierungsproblemen muss man das Verhalten einer
Funktion auf dem Rand getrennt untersuchen (siche §2.7)
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— bei Differentialgleichungen fiir Funktionen mehrerer Verédnderlicher muss man ty-
pischerweise die Funktionswerte auf dem Rand vorgeben (siehe §2.8.3)

— Integrale etlicher Funktionen {iber mehrdimensonale Mengen lassen sich mithilfe
der Randwerte ausdriicken (dies ist Gegenstand des Gauss’schen Satzes, der den
Hauptsatz verallgemeinert und den Sie in Analysis 3 kennenlernen).

Def. 1.8 (Abschluss, Inneres, Rand) Sei A ¢ R” beliebig. Wir definieren:

intA = {xeA:3e>0: B(x)<c A} (Inneres von A)
A = {zeR": 3 Folge (x(j));‘;l : ) e A, 20) - 2} (Abschluss von A)
OA = A\int A (Rand von A).

Offensichtlich gilt B
intACAcCA

sowie B
A=int A<= A offen, A=A« A abgeschlossen.

Des weiteren gilt int A offen, A abgeschlossen. Ersteres folgt aus der Offenheit von
B.(z) (siehe Beispiel 1)) und letzteres aus der Aquivalenz A abgeschlossen <=
R™\ A offen.

Beispiele:

1) Sei A= (a,b) (offenes Intervall) oder [a,b] (abgeschlossenes Intervall). In beiden
Féllen ist int A = (a,b), A =[a,b], 0A = {a,b}. Der Rand entspricht also den Inter-
vallgrenzen.

2) Sei A = (0,1) x (0,1). Dann folgt int A = (0,1) x (0,1), A = [0,1] x [0,1],
0A =Vereinigungsmenge der vier Strecken

[(8) ((1))] (unterer Rand), [((1]) (i)] (rechter Rand), [(?) (i)] (oberer Rand), [(8) ((1))] (linker Rand),

wobei [x,y] ={(1-t)z+ty : t €[0,1]} die Strecke von x nach y bezeichnet.

3) A’ =[0,1] x [0,1]: Inneres, Abschluss und Rand von A’ sind identisch mit denen
von A, obwohl A’ # A.

4) Der Abschluss der offenen Kugel um xy vom Radius r, B,.(x¢) = {z e R" : |z-x¢| <
r}, ist die weiter oben elementar definierte abgeschlossene Kugel um zy vom Radius
r, B.(zg) = {x € R* : |z — x| < r}. Umgekehrt ist die offene Kugel das Innere
der abgeschlossenen Kugel. Der Rand beider Kugeln ist die Sphire um z;, vom
Radius 7, S,(x¢) :=={z e R : |z — x| =r}.

5) Fiir nicht so anschauliche Mengen sind Abschluss, Inneres und Rand ebenfalls
nicht so anschaulich, z.B. gilt Q =R, intQ = @, 90Q = R.
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1.6 Funktionen im Mehrdimensionalen: Beispielklassen, Vi-
sualisierung

In Analysis 2 gilt unser Hauptinteresse Funktionen, die auf einer Teilmenge des R"
definiert sind und deren Werte im R™ liegen. Solche Funktionen bilden also Vekto-
ren auf Vektoren ab. Die Dimensionen von Definitions- und Wertebereich kénnen
unterschiedlich sein.

Der Graph einer solchen Funktion f : M c R* - R™,

graph f = {(z,y) e R" xR™ : y = f(z)},

ist eine Teilmenge des (ziemlich hochdimensionalen) Raumes R™ x R™. Das sieht
zunéchst einmal unanschaulich aus — besonders im Vergleich zur aus Analysis 1
gewohnten Situation f : M € R — R, bei der der Graph eine Teilmenge der Ebene
R? ist.

Bevor wir in die Theorieentwicklung einsteigen, verschaffen wir uns einen Uber-
blick, wie man sich solche Funktionen — zumindest fiir wichtige Beispielklassen —
anschaulich vorstellen kann.

1.6.1 Skalare Funktionen

Def. 1.9 Eine skalare Funktion ist eine Funktion mit 1D Wertebereich, d.h. f :
M c R - R.

n=2: Die grundlegenden Visualisierungsmoglichkeiten fiir f : M ¢ R? - R sind:

a) Niveaulinien (oder Hohenlinien) im R? skizzieren
b) Graph als Flache im R? zeichnen
c¢) Heatmap

Hierbei ist

graph f = Yy :(x)eM ,
f(z,y)

Niveaulinie zum Wert ce R = {(;) eM: f(x,y)= c}.

Die Heatmap ist nur per Computer geeignet, und entspricht einem liickenlosen Kon-
tinuum farb-codierter Niveaulinien.
Beispiele (Skizzieren von Graph und Niveaulinien per Hand ist eine gute Ubung):

1) f(z,y) = 22 + y2. Die Niveaulinie zum Wert 0 ist ein Punkt. Die Niveaulinien
zu positiven Werten ¢ sind Kreislinien vom Radius \/c. Niveaulinien zu édquidistant
wachsenden Werten, z.B. c=1, ¢ =2, ¢ =3, ..., liegen ndher und néher beieinander;
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dies zeigt an, dass die Funktion nach aussen steiler und steiler wird. Der Graph
entspricht einer “Schiissel”.

2) f(x,y) = 22 — y2. Die Niveaulinie zum Wert 0 ist ein Kreuz bestehend aus den
2 sich im Ursprung schneidenden Geraden y = +x. Die Niveaulinie zum Wert 1 be-
steht aus den beiden (als Graphen iiber der y-Achse darstellbaren) Hyperbelédsten
x = +1/1+y%. Die Niveaulinie zum Wert —1 besteht aus den beiden (als Graphen
iiber der z-Achse darstellenbaren) Hyperbeldsten y = +v/1+ 22, Der Graph ent-
spricht einem “Sattel”, oder einem Kartoffelchip der Marke “Pringles”.

n=3: Visualisierungsmoglichkeit fiir f : M € R? - R:

Niveauflachen {x € R? : f(x) = ¢} als Fldchen im R3 skizzieren.

Es lohnt sich einzutiben, solche Skizzen grob aber qualitativ korrekt per Hand zu
zeichnen. Das hilft Ihnen, sich mehrdimensionale Funktionen im Kopf anschaulich
vorzustellen, und ist eine wertvolle Quelle mathematischer Erkenntnisse.
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Die Funktionen f(x,y) = 2%+ y? (links) und f(z,y) = 22 — y? (rechts).
Oben: Graph. Mitte: Niveaulinien. Unten: Heatmap.
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1.6.2 Kurven

Def. 1.10 Eine Kurve ist eine Abbildung mit 1D Definitionsbereich, d.h. f : M ¢
R - R".

Typischerweise interessiert man sich fiir den Fall M Intervall, f stetig (was stetig
bedeutet, besprechen wir im néichsten Abschnitt). Manche Autoren fordern diese
Zusatzeigenschaften bereits in der Definition; das ist Geschmackssache.

n=2: Visualisierungsmoglichkeiten fiir f = (;1) : M <R - R? sind:
2

a) Graph als Kurve im R3 skizzieren
b) Bild als Menge im R? zeichnen.

Hierbei ist

t
graph f = | fi(t) | : te M,
fa(t)

Bildf:{(ggg) : teM}.

Fiir das Bild einer Kurve ist auch die alternative Bezeichnung Spur der Kurve iiblich.
n=23: Visualisierungsmoglichkeit fiir f : M ¢ R - R3:
Bild als Menge im R3 zeichnen.

Beispiele (Skizzen per Hand anfertigen ist eine gute Ubung):

1) f(t) = (Zi:;)’ t € [0, 00): der Graph ist eine Helix, und das Bild eine Kreislinie.
Beim Bild geht die Information verloren, fiir welches ¢ der jeweilige Wert im R?
angenommen wird. Partielle Abhilfe: bei geeigneten Punkten das zugehorige ¢t da-
zuschreiben; “Laufrichtung” durch Pfeil anzeigen.

3 _
2) f(t) = t 2 t), t € R: das Bild ist eine “Schlaufe”.

etl? cos(2mt e .
3) f(t) = e sin((27rt§)’ t € [-3,3]: das Bild ist eine Spirale.
cost
4) f(t) =|sint |, t € R: das Bild ist eine Helix.
t

Schriinken wir den Definitionsbereich auf [0, N7], N € N; ein, erhalten wir N/2 Um-
drehungen. Das Schaubild auf der néchsten Seite entspricht N = 11, d.h. wir sehen
5% Umdrehungen.
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4

Die Kurven aus Beispiel 2 (links), Beispiel 3 (rechts), und Beispiel 4 (unten).
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1.6.3 Vektorfelder

Def. 1.11 Ein Vektorfeld ist eine Abbildung, deren Definitions- und Wertebereich
dieselbe Dimension haben, d.h. f : M ¢ R® - R".

Visualisierung in den Dimensionen n=2 und n=3: als “Vektorfeld” zeichnen.

D.h. fiir eine geeignete Menge von Punkten x € R (z.B. ein Gitter hZ"n M, h >0

geeignet) zeichnet man jeweils den zugehorigen Wert f(x) € R” als Richtungsvektor
(Pfeil) mit Fusspunkt z.

Physikalische Beispiele: Stromungsgeschwindigkeit eines Flusses; elektrische Felder
und Magnetfelder; Windgeschwindigkeit auf einer Wetterkarte.

Mathematische Beispiele (Skizzen per Hand anfertigen ist eine gute Ubung):

1) f:R2>R2 f(x,y) = (5) das Vektorfeld ist eine “Quelle”.

2) f:R2>R?) f(z,y) = (_xy) das Vektorfeld ist ein “Wirbel”.

Die physikalischen Beispiele legen nahe, als Lingeneinheit fiir die Richtungsvekto-
ren nicht dieselbe Einheit wie fir die Fusspunkte zu verwenden (Geschwindigkeiten
kann man nicht in derselben Einheit messen wie Positionen). Wihlen Sie auch bei
mathematischen Beispielen die Ldngeneinheit so, dass die Vektoren kiirzer sind als
der Abstand zum ndchsten Gitterpunkt, sonst wird’s uniibersichtlich!
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. N vy rSS : S o SSNNND
NN N PSS e ~ NN N
RN N A fop /s PRPISIREEN AURNAN
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) reyd y/ A VvV :\ \\ N ) \\,“ \\ \; :_ e 7S
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A5 -1 05 0 05 1 15 15 -1 05 0 05 1 15
X X

Die Vektorfelder aus Beispiel 1 (links) und Beispiel 2 (rechts).
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1.7 Stetigkeit

Informell heisst eine Funktion stetig, wenn hinreichend kleine Anderungen des Argu-
ments nur kleine Anderungen des Funktionswerts bewirken. Dies kann man — wie im
Eindimensionalen — entweder durch die Vertauschbarkeit von Funktionsanwendung
und Grenzwertbildung oder durch das e-§-Kriterium prézise machen. Wir beginnen
den Theorieaufbau fiir Funktionen im Mehrdimensionalen, indem wir den Begriff
der Stetigkeit und einige Sétze aus Analysis 1 iiber stetige Funktionen (Verkettung
stetiger Funktionen ist stetig; Satz vom Maximum und Minimum) auf den mehrdi-
mensionalen Fall verallgemeinern.

Def. 1.12 Sei Q cR”, f : Q - R™. f heifit stetig im Punkt z € 2, wenn fiir jede
Folge (2(9) ey mit 20) € Q gilt:
2D s a = [(@D) > f(2).

f heisst stetig (auf ), wenn f stetig in jedem Punkt x € ) ist.
Lemma 1.5 Sei €2 ¢ R*. Dann gilt:
fi
f=1:1]:Q—>R"ist stetig «~—
Jfm
Beweis: Nach Lemma 1.4 gilt f(2()) - f(z) genau dann, wenn f;,(z)) » fi(z)
fiir alle k.

Beispiele: 1) Konstante Funktionen f : R® - R™ (f(x) = yo fiir ein yo € R™ und
alle x) sind stetig.

alle Komponentenfunktionen
fr + Q= R sind stetig.

2) Lineare Abbildungen L : R® — R™: diese sind geméss Linearer Algebra von der
Form

A o A n
L(x)=Ax, A=| : t |, Az Matrix-Vektor-Produkt, d.h. (Az)y, = > Ay,
Ay o A =

und daher wegen Lemma 1.4 stetig.
3) Monome p : R" - R, p(z) = as, 5, 25 ..o 2t (i1, ...,00) € (NU{0})™, a;, i, € R,
sind stetig. Z.B. ist also p(z,y) = 222y? stetig.

-----

a;, .4, € R, sind stetig. Z.B. ist also p(x,y, z) = x%y3 — 2xyz + 3 stetig.

5)Sind h : ACR* > BcR™ und g : B ¢ R™ - RF stetig, so ist auch deren
Verkettung f=goh : A—>RF f(z)=g(h(zx)), stetig.
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Satz 1.3 (e-0-Kriterium) Sei f : Q € R® - R™, x¢ € Q. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

(i) f ist stetig im Punkt x

(11) Zu jedem e > 0 existiert ein ¢ > 0 sodass qilt: x € Q, |x — x| <0 = |f(x) - f(z0)| < &.

Die zweite Eigenschaft kann als alternative Definition von stetig benutzt werden.
Beweis: Wie im Eindimensionalen (siehe Analysis 1 Satz 10.1).

Beispiele (Fortsetzung): 6) Die euklidische Norm « ~ |z| auf R” ist stetig.

Beweis: es reicht zu zeigen, dass
||I|—|y||é |z —y| fiir alle z, y e R (*)

(denn dann gilt (ii) mit § = ). (*) ist dquivalent zu (|z| - |y|)? < |z - y|* und durch
Ausmultiplizieren sieht man schnell ein, dass letztere Ungleichung dquivalent zur
Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist.

7) Sei M < R™ eine beliebige nichtleere Menge. Dann ist die Abstandsfunktion
d(x, M) :=inf{|z —y| : ye M} stetig.
Beweis: es reicht zu zeigen, dass

|d(x, M) —d(z', M)| < |z —2'| fir alle z, 2" e R" (**)
(denn dann gilt (ii) mit § = €). Um (**) einzusehen, argumentieren wir wie folgt:
nach Dreiecksungleichung gilt
|z' —y| =|(z-y) + (2 —x)| < |r —y|+ |2' — 2| und analog |x —y| < |x" —y| + |z - 2|.
Indem wir jeweils auf beiden Seiten das Infimum {iber y € M nehmen, erhalten wir
d(z', M) <d(x, M) + |z —2'| und d(x, M) <d(z', M) + |z - 2'|.

Diese beiden Ungleichungen zusammengenommen entsprechen (**).

Eleganterweise lassen sich € und ¢ aus dem e-9-Kriterium eliminieren. Man benétigt
stattdessen nur noch den Begriff der “offenen Menge” (siehe Def. 1.7 a)).

Satz 1.4 (Abstraktes e-)-Kriterium) Fir eine Funktion f : R* - R™ sind
dquivalent:

(i) f ist stetig
(ii) Die Urbilder f~1(V') offener Mengen V € R™ sind offen.

Bemerkenswert! Nochmal durchlesen und staunen!

In obigem Kriterium kann “Urbilder offener Mengen” mitnichten durch “Bilder of-
fener Mengen” ersetzt werden. Warum? Antwort 1: Die Bilder offener Mengen, also
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f(U) fiir offene U < R”, sind im allgemeinen nicht offen. Z.B. bildet die stetige Funk-
tion f(z) =22, f : R > R, die offene Menge R auf die nicht-offene Menge [0, o)
ab. Antwort 2: Im e-)-Kriterium heisst es “zu jedem ¢ existiert ein § sodass...” und
nicht “zu jedem ¢ existiert ein € sodass...”. Das € hat aber mit dem Wertebereich der
Funktion zu tun, und das ¢ mit dem Definitionsbereich. Das e-6-Kriterium ist also
eine Aussage der Form “Zu gewissen Wertebereichs-Objekten existieren zugehorige
Definitionsbereichs-Objekte sodass...”, genau wie auch (ii).

Beweis “(i) = (ii)”: Sei V ¢ R™ offen. O.B.d.A. f~1(V') nicht leer (sonst ist die
Behauptung trivial). Sei zg € f~1(V') beliebig. Da f(xq) € V und V offen, enthélt V/
eine Kugel B.(f(zo)) von positivem Radius ¢ > 0. Da f nach Voraussetzung stetig,
existiert nach e-9-Kriterium ein 6 > 0 sodass gilt: | — x| < 6 = |f(z) — f(x0)| < €.
Anders formuliert heisst das: es existiert eine Kugel Bs(xy) von positivem Radi-
us 0 > 0 sodass f(Bs(zo)) € B(f(z0)). Letztere Inklusion ist aber dasselbe wie
Bs(x) € f~1(B.(f(x0))). Insbesondere gilt also Bs(xg) € f~1(V).

“(ii) = (1)”: Wir zeigen, dass f in jedem Punkt zq das e-9-Kriterium erfiillt. Seien
also g € R® und £ > 0 beliebig. Wir betrachten die folgende Kugel im Wertebe-
reich: B.(f(x¢)). Diese Kugel ist geméss Abschnitt 1.3 offen, folglich nach Vor-
aussetzung auch deren Urbild f~'(B.(f(z0)). Somit existiert um den Punkt zy im
Urbild eine ebenfalls im Urbild enthaltene Kugel Bs(zg) von positivem Radius 6 > 0,
d.h. Bs(zo) € f~1(B-(f(z0))). Letztere Inklusion ist aber dasselbe wie f(Bs(zg)) €
B.(f(x0)), oder, elementarer formuliert, |z — xo| < d = |f(z) - f(x0)| < e.

1.8 Satz vom Maximum und Minimum

Nachdem wir uns ausfiihrlich aus theoretischer Sicht mit dem Begriff der Stetig-
keit beschéftigt haben, benutzen wir ihn nun als Voraussetzung in einem fiir An-
wendungen grundlegenden Satz, der die Losbarkeit von Extremwertaufgaben unter
sehr allgemeinen (und realistischen) Voraussetzungen garantiert. Das eindimensio-
nale Analogon haben Sie schon in Analysis 1 kennengelernt (Satz 6.5). Dieser Satz
spielt in verschiedenen Gebieten (z.B. Analysis, Geometrie, Optimierung, theoreti-
sche Okonomie) eine wichtige Rolle und wird Thnen im Laufe Thres Studiums wie-
derholt begegnen.

Def. 1.13 Eine Teilmenge K ¢ R”™ heisst kompakt, wenn jede Folge in K einen
Haufungspunkt x, € K besitzt.

Manche Autoren nennen diese Eigenschaft folgenkompakt, um sie von alternativen
—im R"™ dquivalenten — Definitionen von kompakt abzugrenzen. Siehe Kapitel 6.

Lemma 1.6 K ¢ R” kompakt «— K abgeschlossen und beschrankt.

Beweis Wichtige Richtung “<==": Jede Folge in K ist eine beschrinkte Folge im
R™ und besitzt folgtlich nach einer zentralen Figenschaft des R”, ndmlich dem Satz
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von Bolzano-Weierstrass (Satz 1.1), einen Haufungspunkt z, € R". Wegen K abge-
schlossen gilt z, € K.

Andere Richtung “==": einfache Ubungsaufgabe.

Satz 1.5 (Satz vom Maximum und Minimum) Sei K c R* kompakt (d.h. ab-
geschlossen und beschrankt), f : K — R stetig. Dann besitzt f eine Mazimumsstelle
x* e K (d.h. f(z) < f(a*) fir alle x € K) und eine Minimumsstelle x, € K (d.h.
f(x) > f(zy) fir alle x € K).

Beweis Analog zum eindimensionalen Fall (Analysis 1 Satz 3.5): 1. Wéhle eine Mi-
nimalfolge (2));ey, d.h. 20) € K, f(20)) - infg f € Ru{-o00}. 2. Nach Satz von
Bolzano-Weierstrass im R™ (Satz 1.1) besitzt die Minimalfolge einen Haufungspunkt
x, € R*. 3. Da K abgeschlossen, gilt x, € K. 4. Da f stetig, folgt fiir jede gegen den
Hiufungspunkt konvergierende Teilfolge (200))gen: f(2,) = limye f(200)). Wegen
Schritt 1. ist aber die rechte Seite gleich infx f, d.h. x, ist Minimumsstelle (und
insbesondere infy f > —o0).

Der obige Satz und die nachfolgenden Beispiele klaren nur die Existenz von Maximums-
und Minimumsstellen. Wie man diese konkret bestimmt, besprechen wir in §2.7.
Wir betonen aber, dass bereits die blosse Existenz relevante Konsequenzen hat; z.B.
bendtigen wir Satz 1.5 beim Beweis der Taylorentwicklung (Korollar 2.2), der Aqui-
valenz aller Normen auf dem R” (Satz 3.1), oder des Spektralsatzes fiir symmetrische
Matrizen (Korollar 4.4).

Beispiele 1) (Minimaler Abstand) Sei M ¢ R™ abgeschlossen und nicht leer, x € R™.
Dann existiert ein Punkt y, € M mit minimalem Abstand von z, d.h.

|z — .| < |z —y| fiir alle y € M. (1)
Begriindung: Sei yo ein beliebiger Punkt in M, und sei r = |x — yo|. Dann gilt

inf{lr -yl :ye M} =inf{lx -y|: ye M n B.(z)}. (2)
| ——
=K
Die Menge K ist abgeschlossen und beschrankt, also kompakt. Nach Satz 1.5 existiert
eine Minimumsstelle y, der Funktion y ~ |z —y| auf K, und wegen (2) ist dieses y.
auch Minimumsstelle der Funktion auf ganz M.

Als Korollar von Beispiel 1) erhalten wir einen anschaulichen Beweis der Tatsache
“A abgeschlossen = R™\ A offen”. Sei = ¢ A. Da A abgeschlossen, gibt es einen
Punkt y, in A mit minimalem Abstand von z. Da = ¢ A, gilt |z — y.| > 0. Die
Minimalitétseigenschaft (1) von y. besagt Bj,_,,|(x) € R\ A.

2) (Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen) Seien f : R* - R, g : R* - R™
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stetig, |g(x)| = oo fiir [x| - oo, ¢ € g(R™). Dann besitzt die Extremwertaufgabe mit
Nebenbedingungen

Minimiere f beziiglich der Nebenbedingung g(z) = ¢

eine Losung.

Begriindung: Obiges Problem ist dquivalent zur Minimierung von f iiber die Menge
K ={z eR" : g(z) = c}. Diese ist wegen der Stetigkeit von g abgeschlossen (denn
g(z) = ¢, 20) > 1z = g(z) = ¢) und wegen der Wachstumsbedingung an g be-
schrénkt. Die Behauptung folgt aus Satz 1.5.

Korollar 1.2 f : R* - R™ stetig <= die Urbilder abgeschlossener Mengen sind
abgeschlossen.

Beweis: sieche Ubungen.

Korollar 1.3 (Riesige Beispielklasse abgeschlossener und offener Mengen)

a) Niveaumengen {z € R" : f(x) = ¢} stetiger Funktionen f : R” — R sind abge-
schlossen.

b) Subniveaumengen {z € R : f(x) < ¢} stetiger Funktionen f : R® - R sind
abgeschlossen.

¢) Strikte Subniveaumengen {x € R" : f(z) < ¢} stetiger Funktionen f : R® - R
sind offen.

Beweis: Die Mengen in a), b), ¢) sind genau die Urbilder der Mengen {c}, (oo, ],
(o0, ¢). Die Behauptung folgt aus Satz 1.4 und Korollar 1.2 wegen {c} abgeschlos-
sen, (—oo, c] abgeschlossen, (-0, ¢) offen.

Beispiel: Aus b) und c¢) gewinnen wir die bereits bekannten Tatsache zuriick,
dass die Kugel B,.(xg) offen und die Kugel B,(xg) abgeschlossen ist, indem wir
f(x) = |z = x| und ¢ = r wihlen. a) liefert die neue Tatsache, dass die Sphére mit
Mittelpunkt xy und Radius r > 0,

Sp(xg) ={x e R™ : |v — x| =1},

abgeschlossen ist.
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2 Ableitung im Mehrdimensionalen

Die Ableitung einer Funktion gehort auch im Mehrdimensionalen zu den wichtigsten
und meistverwendeten Konzepten der Analysis. Einerseits gibt es — wie im eindi-
mensionalen Fall — einen méchtigen Kalkiil, der erlaubt, die Ableitung nahezu aller
handelsiiblichen Funktionen mit Papier und Bleistift auszurechen. Andererseits gibt
es ein riesiges Spektrum von Anwendungen sowohl in der Mathematik als auch aus-
serhalb, etwa

- Approximation von Funktionen durch Polynome (Taylor-Entwicklung)

- Maximieren/Minimieren

- Modellierung (Aufstellen partieller Differentialgleichungen).

Siehe Abschnitte 2.5-2.9.

Nun zum “Kleingedruckten”. Entsprechend der Komplexitdt mehrdimensiona-
ler Funktionen (Definitions- und Wertebereich sind mehrdimensional) gibt es ver-
schiedene, allesamt niitzliche Varianten der Ableitung: partielle Ableitung, totale
Ableitung, Gradient, Richtungsableitung. Wir fiithren sie der Reihe nach ein und
besprechen, wozu sie gut sind.

2.1 Partielle Ableitung

Im folgenden bezeichnen e, ..., e(") die Standard-Basisvektoren des R", d.h. (e(?)); =
1 fiir k=7 und 0 sonst. Die j-te partielle Ableitung einer Funktion beschreibt, wie
sich die Funktion in Richtung des j-ten Standard-Basisvektors dndert. Genauer:

Def. 2.1 Sei (2 ¢ R” offen. Eine Funktion
Ji fi(z, . xn)
f=1:]:Q—R™ f(z)= :
fm fm(xlv'-wxn)

heisst partiell nach z; differenzierbar im Punkt x € €2, wenn der Grenzwert

lim%[f(mhe(j)) —f(x)] = }Li_r)%%[f(xl, e TR, L Ty —f(ml,...,xj,...,xn)] eR™

h—0
h#0 h#0
(PA)
existiert. Falls ja, heisst der Grenzwert partielle Ableitung von f nach z; im
Punkt x, Schreibweise:

0 o)
8—3{;@) oder 8—%f(x) oder 9; f(z) e R™.

Ist die Funktion an jedem Punkt x €  partiell nach z; differenzierbar [bzw. an
jedem Punkt partiell nach jeder Komponente x1, ..., x,, differenzierbar]|, so heisst sie
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partiell nach z; differenzierbar (in 2) [bzw. partiell differenzierbar (in €2)].°

Wegen Aquivalenz von Konvergenz und komponentenweiser Konvergenz ist f
partiell nach x; differenzierbar genau dann, wenn jede Komponente f;, partiell nach
x; differenzierbar ist, und falls ja, gilt

or [
a(l’) = 5 : .
’ ()

Geometrisch ist ng; die Steigung der i-ten Komponentenfunktion in der Koordi-
natenrichtung ;.

Praktisch bestimmt man partielle Ableitungen wie gewohnliche Ableitungen, wo-
bei man alle iibrigen Variablen, von denen die Funktion abhingt, als Konstanten
betrachtet. Analog zum Ableitungskalkiil im Eindimensionalen gelten folgende Re-
chenregeln: fiir f, g : @ > R™ und A, e R ist

0 0

Fir f: Q->R™ g: Q> Rist

0 0 0
axi(fg)= (ax,-f)g + f@xi

f+u 0 g (Linearitéat).

8:1:1-

g (Produktregel).

®Um die partielle Ableitung nach z; im Punkt x definieren zu konnen, ist nicht unbedingt
notwendig, dass 2 offen; es wiirde reichen, dass x + hie; € Q fiir eine Nullfolge (hy) mit hy # 0 fiir
alle k. Das reicht — ausser im eindimensonalen Fall — aber nicht, um partielle Ableitungen auch auf
dem Rand einer offenen Menge zu definieren. Ist z.B. Q die “Sichel” {(x1,22) € R? : 21 >0, VT <
T < 2,/71}, so existieren solche Folgen x + hie im Randpunkt z = (0, 0) fiir keine Richtung e € R?,
le] = 1.
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Insgesamt gibt es m Komponentenfunktionen, die wir ableiten kénnen, und n Kom-
ponenten von z, nach denen wir ableiten kénnen. Es ist sinnvoll (mehr dazu spéter),
die resultierenden m - n partiellen Ableitungen im Punkt x in eine m x n Matrix

anzuordnen. Die Matrix der Spaltenvektoren %,
0 9
SN W LS ot
Jp(w) = g (@) - g ()] = oy E of E
| | (@) - F(x)

heisst Matrix der partiellen Ableitungen (oder Ableitungsmatrix oder Jacobi-
Matrix) von f im Punkt z.

3 + 93
Beispiele: 1) f: R2 > R3 (dh. n=2, m=3), f(z,y)=| T7zy | Dann ist
2x +5
3x? 32 3r? 3y?
of of
a_($ay): 7y 5 8_(3:7'3/): Tx ) Jf($ay): 7y Tx
* 2 4 0 2 0

Die Matrix der partiellen Ableitungen im Punkt (z,y) ist eine 3 x 2 Matrix. Aus-
werten an verschiedenen Punkten liefert verschiedene Matrizen, z.B.

00 30 0 3
Jr(0,00=10 of, J1,00=]0 7|, J0,1)=]7 0}.
2 0 2 0 2 0

2) lineare Abbildungen f : R® - R™: Nach Ergebnissen der Linearen Algebra ist f
von der Form

All Aln
flx)=Az, A=\ : :
Api o Apn
fiir eine mxn Matrix A, wobei Ax = Matrix-Vektor-Produkt, d.h. (Az); = ¥7_; Ayjz;.
Die Matrix der partiellen Ableitungen ist gleich A, d.h. J;(x) = A.

3) Partiell differenzierbare Funktionen miissen nicht stetig sein! Betrachte z.B. f :
R? - R, f = 0 auf den Koordinatenachsen und f = 1 sonst. Offenbar ist f im
Nullpunkt partiell differenzierbar mit g—’;(0,0) = 3—5(0,0) = 0, aber dort unstetig.
Dieses Beispiel ist nicht iiberall partiell differenzierbar, denn an Punkten auf der
x-Achse ausserhalb des Nullpunkts ist f nur in z- aber nicht in y-Richtung partiell
differenzierbar. Eine in (0, 0) unstetige, aber sogar iiberall partiell diff’bare Funktion
erhalten wir, indem wir den Wert unserer Funktion auf den Koordinatenachsen
(Null) und der Diagonalen (Eins) beibehalten, aber dazwischen interpolieren:

[ (ay) % (0,0)
fay) = {o (z,y) = (0,0).
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Nach wie vor ist f partiell differenzierbar im Punkt (0,0) mit %(0, 0) = %(0, 0) =0,
und unstetig im Punkt (0,0) wegen f(¢,0)) = £(0,¢) =0 und f(¢,t) =1 (¢t #0), aber
jetzt auch an allen Punkten # (0,0) partiell diff’bar, da dort der Nenner # 0 ist.

Interpretation: Partielle Diff 'barkeit untersucht nur das Verhalten in Richtung der
Koordinatenachsen, und liefert daher zu wenig Information {iber eine Funktion.
Dariiber hinaus ist unbefriedigend, dass partielle Diff’barkeit von der Wahl der Ko-
ordinaten abhéngt. Abhilfe: Koordinateninvariante Definition der Ableitung, siehe
néchster Abschnitt.

Der Fall von Kurven. Ist der Definitionsbereich eindimensional, d.h. f : I ¢
R — R™ mit [ Intervall (d.h., in der Terminologie von Def. 1.10, f Kurve), reduziert
sich der Grenzwert (PA) zu

1 m
}Si%g(f(“h)‘f(t)) eR™.

Falls er existiert, heisst er statt “partielle Ableitung” einfach Ableitung von f im
Punkt t, Schreibweise:

d d
f'(t) oder d—‘];(t) oder %f(t)’

und f heisst differenzierbar im Punkt t € I. Existiert er fiir alle ¢ € I, so heisst die
Kurve f differenzierbar. Wie bereits oben erldutert, ist f diff’bar genau dann wenn
jede Komponente f;, von f diff’bar, und falls ja, gilt

fi(t)
F@y= + |[=Je() eR™

S ()
hier ist f;(t) die aus Analysis 1 bekannte Ableitung von f; im Punkt ¢. Die Jacobi-
Matrix reduziert sich also auf den Spaltenvektor bestehend aus den gewdhnlichen
Ableitungen der Komponenten.

Aus geometrischen Griinden (siehe Schaubild) wird die Ableitung f’(¢) auch

Tangentialvektor der Kurve im Punkt f(t) genannt; zeichnen wir ihn als Vektor mit
Fusspunkt f(t), liegt er “tangential” an der Kurve.

Sft+h)
Differenzenquotient +(f(t+h) - f(t)) (grauer Vektor)

und sein Grenzwert f’(t) (blauer Vektor)

28



rcost
rsint

rcost

\f(t) - (rsint)

Wie man sieht, liegt die berechnete Ableitung (blauer Vektor) tangential an der
Kreislinie.

Beispiel: Kreislinie f : R - R2, f(t) = ( rcost

) (r>0). Dann ist f'(t) = (—T Sint).

2.2 Totale Ableitung

Motiviert durch den Satz von Taylor im Eindimensionalen, d.h. der Naherungsformel
: : n(h)
f(z+h) = f(x)+ f'(x)h +n(h), n(h) = kleiner Rest d.h. " 0(h—0),

fassen wir die Ableitung einer eindimensionalen Funktion f : R - R an der Stelle
x nicht als eine Zahl, sondern als eine lineare Abbildung h — f'(x)h auf. Namlich
diejenige lineare Abbildung, die die nichtlineare Abbildung h ~ f(x + h) - f(x) fur
kleine h “besonders gut approximiert”. Dieser Standpunkt lasst sich auf mehrdi-
mensionale Funktionen verallgemeinern.

Def. 2.2 (Totale Ableitung als bestapproximierende lineare Abbildung) Sei 2 ¢ R”
offen. Eine Funktion f : 2 - R™ heisst (total) differenzierbar im Punkt x € {2,
wenn eine lineare Abbildung L : R® - R™ existiert sodass

fQx+h) - f(x) = L(h)
|7l

-0 (h#0, hsodass z+he, h—0). (TA)

Falls ja, heisst die lineare Abbildung L (totale) Ableitung von f im Punkt z,
Schreibweise: L = Df(x). f heisst (total) differenzierbar in €, wenn f (total) diffe-
renzierbar in jedem Punkt x € €.

Die (totale) Ableitung D f(z) ist also eine lineare Abbildung R™ — R™. Aus elemen-
taren Uberlegungen oder Satz 2.1 folgt, dass sie — sofern existent — eindeutig ist. Ein
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attraktiver Aspekt der obigen Definition ist ihre Koordinatenunabhéngigkeit. Ins-
besondere spielen keine bestimmten Richtungen im R™ (wie etwa, in der Definition
der Matrix der partiellen Ableitungen, die Richtungen der Koordinatenachsen) eine
Extra-Rolle.

Die aus Analysis 1 bekannten Landau’schen Symbole klein-o und Gross-O, die sich
sofort ins Mehrdimensionale iibertragen lassen (siehe die Definition unten), erlauben
eine niitzliche Kurzschreibweise der Bedingung (TA):

fQz+h) = f(z)+ L(h) +o(lh]) (h—0). (TA")

Die Definition von o(|h|) sieht genauso aus wie im Eindimensionalen, wir ersetzen
nur den Absolutbetrag auf R durch die euklidische Norm |- | auf dem R™:

Def. (Landau’sche Symbole klein-o und Gross-O) Fiir f : Q@ - R™ g : Q - R|
Q c R offen, 0 € Q ist f(h) = O(g(h)) fir h - 0 (“f ist Gro8-O von ¢ fiir h gegen
0”) wenn 0 >0 und C' > 0 existieren sodass

[F(h)| < Clg(h)| Yh e Q mit |h] <,

und f(h) = o(g(h)) fiir h - 0 (“f ist klein-o von g fiir h gegen 0”) wenn g(h) # 0
fiir alle h # 0 und
f(h)

-0 fir h—>0, h+0.
g(h)

Der folgende grundlegende Satz klért den Zusammenhang zwischen totaler und par-
tieller Ableitung.

Satz 2.1 Sei Q cR” offen, f : Q - R™.

(i) f (total) diff bar im Punkt x € Q = [ partiell diff ‘bar im Punkt x, und
Df(x)(h) = J¢(x)h fir alle h e R".

(i) f partiell diff bar in Q, alle partiellen Ableitungen % stetig = f (total)
diff ‘bar in Q.

Die Formel Df(z)(h) = Js(x)h in (i) bedeutet in Worten: die totale Ableitung
angewendet auf den Vektor h ist gleich der Matrix der partiellen Ableitungen mul-
tipliziert mit h. Die Matriz J;(x) der partiellen Ableitungen ist also nichts anderes
als die darstellende Matrixz der linearen Abbildung D f(x).

Die Voraussetzung der Stetigkeit der partiellen Ableitungen in (ii) kann nicht weg-
gelassen werden (siche etwa Beispiel 3) im vorherigen Abschnitt).

Aussage (i) zeigt insbesondere: die totale Ableitung ist, falls sie existiert, eindeutig.

Beweis von (i): Anwenden der Definition (TA) auf Vektoren der Form h = te(?)
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(t € R) liefert (mit der Notation L = Df(x))

[f(x+h) = flz) - L(W)| _ |f(fv+t6(j)) - f(x) _
Al t

L(e(j))| -0,

d.h. f partiell nach x; diff’bar im Punkt z, L(e()) = %(m). Wegen Linearitit von
L folgt somit fiir beliebiges h = ¥ h;el?) e R™:
J

L) = L) = by 2 () = Ty
j 70z
Beweis von (ii): Zur Maximierung der Verstindlichkeit beschrianken wir uns auf n =
2. Beweisidee: spalte die zu untersuchende Differenz f(x1+hy, xo+hs) — f(21,22) der
Funktionswerte in der “schriagen” Richtung (hq,hs) in eine Differenz in horizontaler
Richtung und eine Differenz in vertikaler Richtung auf, um die partiellen Ableitungen
ins Spiel zu bringen.

(x), x,+hy) (x;+hy, xy+h,)

(xp, Xp)

Details:

=Jy(x)

| |
f(xi+hy, xoths) — f(x1,29) - (%l(x) g_x%(x)) (Z;)

= (f(l’l-i-hl,l'g-i-hg) — f(xh I2+h2) — g—i(l‘)hl) + (f(l'l,f[‘g-i-hg) — f(l’l, ZL'Q) - %(ZL‘)hg)

Mit Mittelwertsatz schreiben wir die i-te Komponente der ersten Klammer als

(8ﬁ df;
61‘1 81‘1

(51,.73'2+h2) - ($))h1 fiir ein 61 € [l’l,xl + hl]

und die ¢-te Komponente der zweiten Klammer als

(8fi Jfi

8_1'2 81'2

(21,&2) -

(ZL’))hQ fir ein 52 € [.TQ,Z’Q + hg]
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Also folgt

o
‘(f($1+h1,$2+h2)—f($17$2)— ) 6x2|<x> ( )
o

< |hy| sup (x 5)— x) |ha| sup
I£SIhI|&U1 | l€l<]h] 3552

(@)

Wegen Stetigkeit der partiellen Ableitungen gehen die Suprema fiir |h| - 0 gegen
0, und es folgt linke Seite/|h| - 0 (|h| - 0), d.h. f total diff’bar mit Ableitung
Df(x)(h) = J¢(z)h.

Der Fall von Kurven. Ist der Definitionsbereich eindimensional, d.h. f : I ¢
R - R™ mit [ Intervall, gilt in (i) Aquivalenz, d.h. die verschiedenen Differenzier-
barkeitsbegriffe fallen zusammen (total diff’bar = partiell diff’bar). In diesem Fall
bedeutet namlich partielle Diff’barkeit von f im Punkt ¢ Existenz des Grenzwer-
tes limy,_o(f(t + h) — f(t))/h, also wie in Abschnitt 2.1 besprochen gewdhnliche
Diftf’barkeit der Komponenten, und diese impliziert nach Satz von Taylor, dass f
total diff’bar im Punkt ¢ mit Df(¢)(h) = J;(t)h. Die Kurve heisst dann einfach
differenzierbar im Punkt t.

Das merkwiirdige Phdnomen aus Abschnitt 2.1, dass partiell differenzierbare Funk-
tionen unstetig sein kénnen, wird durch den Begriff der totalen Ableitung behoben:

Korollar 2.1 Sei 2 ¢ R” offen, f : Q € R* - R™, x € ). Dann gilt:
f (total) differenzierbar im Punkt z == f stetig im Punkt z.

Beweis: In der Darstellung (TA’) fiir f(z+h) geht der letzte Term auf der rechten
Seite gegen 0 fiir |h| - 0, und ebenso der zweite Term wegen der Stetigkeit linearer

Abbildungen (siehe §1.7).
Wir fassen zusammen: fiir Funktionen f : 2 ¢ R® - R™ gelten die Implikationen

f partiell differenzierbar, : . s
particlle Ableitungen stetig = f (total) differenzierbar = f stetig.

Notation: Funktionen mit der linken Eigenschaft heissen stetig differenzierbar, oder
Cl-Funktionen.

Kettenregel. Als nichstes besprechen wir die Kettenregel, die auf die Mathematik-
Pioniere Isaac Newton und Gottfried Wilhelm Leibniz zuriickgeht. Erinnerung: im
Eindimensionalen gilt: falls f, g : R — R diff’bar, ist die Verkettung u(x) = f(g(x))

diff’bar, mit Ableitung
u'(x) = f'(9(2)) ' ().
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Im Mehrdimensionalen haben wir folgende Situation: die “innere” Funktion g bildet
eine Teilmenge €)' ¢ R* in eine Teilmenge 2 € R” ab; die “dussere” Funktion f
bildet den Wertebereich 2 € R” von ¢ in den R™ ab; die Verkettung u = f o g,
u(z) = f(g(x)), ist dann wohldefiniert und bildet ' ¢ R* in den R™ ab. Was ist die
Ableitung von u?

Es ist hilfreich, sich das mithilfe des Begriffs der totalen Ableitung zu iiberlegen.
Die lineare Bestapproximation der Verkettung der nichtlinearen Abbildungen f und
g im Punkt x sollte die Verkettung der bestapproximierenden linearen Abbildungen
(von f im Punkt g(z), und ¢ im Punkt z) sein. Wenn dem aber so ist, muss sich
— nach der zentralen Einsicht der linearen Algebra “Verkettung linearer Abbildun-
gen entspricht Multiplikation der darstellenden Matrizen” — die Jacobi-Matrix der
Verkettung als Matrizenprodukt der Jacobi-Matrizen von f und g ergeben.

Satz 2.2 (Mehrdimensionale Kettenregel) Seien Q € R?, Q' ¢ R¥ offen, f :
Q->R™ g:Q - Q, u= fog (Verkettung von f und g), d.-h. u(x) = f(g(x)). Falls
g diff ‘bar im Punkt x € Q" und f diff 'bar im Punkt g(x) € Q, ist u diff ‘bar im Punkt
x, und es gilt:

(i) Die Ableitung der Verkettung ist die Verkettung der Ableitungen, d.h.

Du(x)(h) = Df (9(x))(Dg(x)(h)) fiir alle h ¢ R,
(i1) Die Jacobi-Matriz der Verkettung ist das Produkt der Jacobi-Matrizen, d.h.

Ju() = Jp(g(x)) Jo(x).

Wichtiger als ein Verstédndnis des Beweises ist es, sich klarzumachen, was die
Ausdriicke in (i) bedeuten. Schauen wir uns die rechte Seite an, indem wir von
innen anfangen und systematisch Schritt fiir Schritt vorgehen. h ist ein Vektor im
Rk, Dg(x) ist eine lineare Abbildung vom R¥ in den R”. Folglich kénnen wir Dg(x)
auf h anwenden; das Bild von h unter dieser linearen Abbildung, also Dg(z)(h), ist
ein Vektor im R™. Auf diesen kénnen wir die lineare Abbildung D f(g(x)) anwenden,
denn letztere ist eine lineare Abbildung vom R” in den R™. Das Bild des Vektors
Dg(zx)(h) unter dieser Abbildung, also die rechte Seite von (i), ist dementsprechend
ein Vektor im R™.

Beispiel k=n=m=2, f, g : R? > R?,

x2 -2 €Y1l cos
9($1,$2):( ! . 22)7 f(y17y2):( y2)7

€Y1 sin Yy,

u(z) = f(g(x)). (AufgefaBBt als Abbildung von C nach C ist u(z) = exp(z?).) Dann

ist 10
~ er1—Ty COS(ZII:L‘Q)
u(xy,22) = (exf—ﬂ»‘g sin(2z129) |
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Wir berechnen

2.171 —21‘2
21‘2 21‘1

€Y1 cosys —evlsinys
evisiny, €Yl cosys

Ji(y) = o Jo(@) =

und folglich nach (mehrdimensionaler) Kettenregel

Ju(z) = 22-q2 [ 271 cos(2x122) — 2x98in(2x1x2)  —225 cos(22122) — 221 sin(2x1x2)
ult) = ¢ 29 cos(2x1me) + 221 sin(22122) 221 cos(2z122) — 2o sin(2x1x9)

Probe: direktes Berechnen der partiellen Ableitungen von u liefert dieselbe Matrix,
wobei sich die zwei Summanden jeder Matrixkomponente aus der Produktregel er-
geben. Weitere Beispiele zur Kettenregel: siche Ubungen und Abschnitt 2.3,

Beweis der Kettenregel: Wir setzen

n(h) = g(xz+h)-g(z)-Dg(z)(h),
=Jg(z)h

E&(k) = fly+k)-f(y)-Df(y)(k), y:=g(z).
————
=Jr(y)k

Dann gilt n(0) = 0, £(0) = 0, und die vorausgesetzte Differenzierbarkeit von f im Punkt z und g im Punkt y bedeutet:
[n(R)|/|R| = O (|| = 0), |£(k)|/|k| = O (Jk| = 0). Wir berechnen

flg(z+h)) - fg(2))

F(9(@) + Dg(@)(h) +n(h)) - f(9(=))
- Df(g(@))(Dg(@)(h) + n(h)) + £(Dg(@)(h) +n(h))
Df(g(2))(Dg(@)(h)) + Df (g(x))(n(h)) +&(Dg(@)(h) + n(h)).

=u(h) =w(h)

Df(g(acz)) linear

Wir miissen zeigen: die Summe der beiden Terme u(h) und v(h) dividiert durch |h| geht gegen Null fiir |h| - 0. Wir
zeigen (a) |u(h)|/|h| = 0 (Jh| = 0), (b) |v(h)|/|R| = O (Jh| = 0). Dazu benutzen wir die euklidische Norm fiir Matrizen,

definiert fiir A e R™*™ als ; ;
1/2 1/2
A= (X 42) T = (waTa)
i,
und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Matrix-Vektor-Produkte,
|Av| < |A]|v| fiir alle A e R™*™ und alle v e R™.

Beweis dieser Ungleichung: Wegen der iiblichen Cauchy-Schwarz-Ungleichung (Lemma 1.2) ist

(Az)i| = ¥ Ay < (2 Agj)l/Q(Zmi)lﬂ;
J J

J
Quadrieren und Summieren iiber 7 liefert die Behauptung. Somit kénnen wir u(h) wie folgt abschétzen:
[u(R)| = ¢ (g(2))n(h)] < [T ¢ (g(@))lIn(h)]
und (a) folgt aus |n(h)|/|h| = 0. Setze k := Dg(x)(h) +n(h) = Jg(x)h + n(h), dann gilt

k| < 1Jg (@)Ih] + In(R)

34



und folglich

w(h)|  _ {0, k=0 _ {0 k=0

0 eIl e S (1g (2] + 25), K+ 0.

Wegen |[n(h)|/|h| = 0 (|h| = 0), |£(k)|/|k| = O (Jk| = 0), und |k| — O fiir || - O (siehe obige Abschétzung fiir |k|) folgt
(b).

Zum Schluss dieses Abschnitts leiten wir eine aus der Linearen Algebra bekannte
Funktion, die Determinante A — det A, ab. Am einfachsten geht das, indem man
die totale Ableitung ausrechnet, nicht indem man einzeln nach den Komponenten
der Matrix ableitet. Die totale Ableitung einer Funktion an einem Punkt x ist eine
lineare Abbildung L; um sie auszurechnen, muss man ihren Wert L(h) fur alle h
angeben.

Beispiel Betrachte die Funktion
det : R™" - R.

Behauptung 1: Ddet(I)(H) = tr H fiir alle H €e R™". In Worten: Die Ableitung der
Determinante an der Einheitsmatriz ist die Spur. Zum Beweis berechnen wir

1+Hy, His Hy,
det(I+H) = det| T2 1rH2 oot
Hnl Hn2 1+Hnn

= (1+Hy) - (1+Hy) .- (1+ Hy,) +O(HP?)
= 34 +(Hyy + ...+ Hyp) +O(JH?)

=det I

=tr H

(wobei |H| die oben im Beweis der Kettenregel eingefiihrte euklidische Norm der
Matrix H bezeichnet); also folgt die Behauptung direkt aus Def. 2.2.

Behauptung 2: Falls A invertierbar, ist D det(A)(H) =det A-tr(A~1H) fiir alle H.
Dies folgt via Einschieben einer “multiplikativen Eins” und Behauptung 1:

det(A+ H) =det(A+ AA"H) =det(A(I + A H)) =det A - det(I + A'H) .
[ S —
Ben o HHATTH)RO(HP)

2.3 Gradient; Richtungsableitung

Wir haben bisher zwei Sichtweisen der Ableitung einer mehrdimensionalen Funktion
(f : R®» > R™) in einem Punkt x kennengelernt:

1) als m x n Matrix (ndmlich der Jacobi-Matrix J;(x))
2) als lineare Abbildung R™ - R™ (ndmlich der totalen Ableitung D f(x)).
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Diese beiden, eng miteinander zusammenhéngenden Begriffe (die Jacobi-Matrix ist
die darstellende Matrix der totalen Ableitung) haben einen Vorteil und einen Nach-
teil.

Vorteil:  allgemein (Dimensionen n, m von Def.- u. Wertebereich beliebig)
Nachteil: unanschaulich (nicht tiberzeugend visualisierbar)

Wir besprechen nun zwei weitere Varianten der Ableitung:

3) Gradient
4) Richtungsableitung.

Vorteil:  anschaulich (visualisierbar, geometrisch)
Nachteil: “Nur” fiir skalare Funktionen (m = 1)

Def. 2.3 (Gradient) Sei 2 ¢ R offen, f: ) — R partiell differenzierbar, x € Q2. Der
Vektor of

a—zl(ﬂf)

grad f(z) = J;(z)T = : eR"

o ()
heifit Gradient von f am Punkt x. Das Vektorfeld grad f : {2 - R™ heifit Gradient
von f.
Alternative Schreibweise: V f(z) statt grad f(«). Das Symbol

0
0z
_9_
Oxn

heisst Nabla.

Obige Definition ist auf den ersten Blick koordinatenabhéngig. Alternativ kénnen
wir den Gradienten auch ohne Benutzung spezieller Koordinatenrichtungen definie-
ren, und zwar mithilfe der totalen Ableitung:

Def. 2.3’ Sei f : Q - R total differenzierbar. Der Gradient grad f(x) von f am
Punkt zx ist derjenige Vektor im R”, sodass

Df(x)(h) = (grad f(x), h) fiir alle h € R".

Hierbei ist (a,b) das euklidische Skalarprodukt a,b; + ... + a,b, zweier Vektoren im
R~ 6

SFiir jede lineare Abbildung L : R™ - R existiert genau ein Vektor a € R™ sodass L(h) = (a, h)
fiir alle h € R™ (‘Riesz’scher Darstellungssatz’ aus der Linearen Algebra). Die Existenz folgt, indem
man a; := L(e(i)) mit e(? = i-ter Einheitsvektor setzt; die Eindeutigkeit folgt aus der positiven
Definitheit des Skalarproduktes.
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Die Aquivalenz beider Definitionen folgt wegen

hy %(w) hy

(| :

Di(e)(h) =, T(e)h= (2 () 2L ()

Der Gradient an einem Punkt x ist — vom Informationsgehalt her — dasselbe
wie die Jacobi-Matrix am Punkt x (ndmlich eine Liste der partiellen Ableitungen
nach den Koordinatenrichtungen); der auf den ersten Blick irrelevant scheinende
aber fruchtbare Unterschied ist, dass wir ihn nicht in einem abstrakten Raum von
1 xn Matrizen verorten, sondern ihn als Vektor im R™ auffassen. Dementsprechend

ist die Abbildung z ~ grad f(x) ein Vektorfeld.
Beispiel: f : R2 > R, f(z1,x9) =2 - 22 — 22 (siehe Skizze). Dann ist

grad f(z) = (:;2)

und z.B.

x= ((1)) = grad f(x) = (_02), x= (_01) = grad f(x) = ((2)) , T = (0(')5) = grad f(x) = (_01) :

f {

Der Vektor grad f(x) mit Fusspunkt x (blauer Vektor) zeigt immer in Richtung des
Ursprungs! Wieso? Allgemeiner gefragt:

In welche Richtung zeigt der Gradient?
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Die Richtung hat eine bemerkenswert einfache geometrische Bedeutung, die durch
Satz 2.3 unten offengelegt wird. Zur Vorbereitung definieren wir:

Def. 2.4 (Richtungsableitung) Sei Q2 ¢ R” offen, f: Q - R, x € Q, e e R?, |e| = 1,
t € R, || hinreichend klein sodass z + te € €. Die reelle Zahl

o F@ 1) - (@)

t—0 t

d
O.f(x) = %f(x + te)‘tzo

heifit — falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert — Richtungsableitung
von f am Punkt z in Richtung e.

Wenn f diff’bar im Punkt x ist, existiert die obige Richtungsableitung, denn dann
ist t = f(z +te) als Verkettung der diff’baren Funktionen f und ¢ — x + te diff’bar.

Anschauliche Bedeutung der Richtungsableitung: Wir schrianken die Funktion f auf
das durch = hindurchgehende Geradenstiick {x+te : ¢t € R, || hinreichend klein} ein.
Der Graph von f iiber diesem Geradenstiick ist der Graph einer eindimensionalen
Funktion, u(t) := f(z + te), und die Richtungsableitung ist nichts als die Ableitung
dieser eindimensionalen Funktion an der Stelle £ =0, d.h.

d 4
f te)|t:0 =4/ (0).
Die Richtungsableitung ist also die Steigung von f in Richtung e.
Im Spezialfall von Koordinatenrichtungen, d.h.
0
e = el = {*" Einheitsvektor = |1 |« i*® Komponente,
0
reduziert sich die Richtungsableitung auf die partielle Ableitung, denn dann ist

u(t) = f(x+te(i)) = f(w1, oy i1, T U, T 1y s Tp)

und somit
d ‘
r - (1)
u'(0) dtf(x +te )|t:0
ey L1, T4 t, G4l ey ) — sy Uy
_ hmf('rh yLi—1, T + 1, X441 X ) f(xl € ) :ﬁ(xl’”‘,xn).
t—0 t axz

Wie berechnet man Richtungsableitungen fiir allgemeine Richtungen? Hier hilft die
Kettenregel weiter. Obige Funktion u(t) = f(x + te) ist eine Verkettung, ndmlich
u=fog, g(t) = x+te (insbesondere ist g(0) = z; Definitions- und Wertebereiche:
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g : (-g,e) > Q (¢ > 0 hinreichend klein), f : Q@ - R, u : (-¢,6) - R). Nach
Kettenregel (Satz 2.2) folgt:

Q

f

X

Crte)], =/(0) = I(9(0)) J,(0) = Jy(x)e = 3

i=1

(x)e; = (grad f(x), e).

Q

<.

Die Richtungsableitung lasst sich also auf zweierlei Weise auffassen und berechnen:
als Produkt der 1 x n Matrix Jy(z) mit der n x 1 Matrix e; oder alternativ als
Skalarprodukt zwischen Gradient von f an der Stelle z (einem Vektor im R") und
Richtungsvektor e € R". Wir halten dieses Ergebnis als Lemma fest:

Lemma 2.1 Ist f diff’bar im Punkt z, so gilt fiir alle Richtungen e € R”, |e| = 1

0.f(x) = Jy(x) e = (grad f (). e).

Beispiel zur Richtungsableitung: Bergsteigerin an einem 60° steilen Hang. Siehe
Schaubild.

Liegt der Hang Richtung Osten und identifizieren wir wie iiblich Osten mit der x;-
Achse und Norden mit der xo-Achse, so ist der Hang der Graph der Hohenfunktion

h($1,$2) = \/gﬂfl, h:R>->R.

(Wieso V3?7 Weil cos60° = 3, sin60° = \/_, also tan60° = /3, und so-und-so-viel
Grad steil bedeutet Stelgung gleich tan(so-und-so-viel Grad).)

Sieht steil aus. Bergsteigerin entscheidet, statt nach Ostqn schriag in Richtung Stidosten
zu gehen. Was ist die Steigung? Vielleicht um die 30°? Uberraschende Antwort: Viel
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steiler als man denkt! Genauer:

Osten, d.h. e = (1

0): die Richtungsableitung ist

Ch0+10)| = {aradh(e), ¢) = ((“03) 7 (é)) =V

dies entspricht arctan(y/3) = 60°.

Stiden, d.h. e = (_01): die Richtungsableitung ist

Lho+te)] - (({ﬁ) , (_01)> 0

dies entspricht arctan(0) = 0°.

Siidosten, d.h. e = 2= (_11): die Richtungsableitung ist

7
%h(oue)L_o - ((\(/)5) R (_11)> _ \/g;

dies entspricht arctan(\/g) ~ 510, Immer noch sehr steil. Wieso?

Einer von vielen Sachverhalten, die durch folgenden Satz aufgehellt werden (siehe
die Diskussion am Ende des Beweises).

Satz 2.3 (Geometrische Bedeutung des Gradienten) Sei 2 € R™ offen, f :
Q) - R differenzierbar, x € ).

a) Der Gradient grad f(x) zeigt in Richtung des stirksten Anstiegs von f; die Norm
des Gradienten gibt die Steigung von f in dieser Richtung an. D.h.

%f(a:ﬂfe)‘ , <|grad f(z)| Ve e R™ mit |e| =1, “=" <= grad f(z) = Xe fiir ein X > 0.
t=

b) Minus der Gradient, —grad f(x), zeigt in Richtung des steilsten Abfalls von f;
minus die Norm des Gradienten gibt die Steigung von f in dieser Richtung an. D.h.

%f(x+te)| > —|grad f(z)| Ve e R™ mit |e| =1, “=" <= grad f(z) = Xe fir ein A <0.
t=0
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Der Gradient (blauer Vektor) liegt in der (xy,...,2x)-Ebene, und zeigt
in Richtung des stidrksten Anstiegs von f. Seine Lénge ist die Steigung,
oder Richtungsableitung, in dieser Richtung.

1

Der Tangentialvektor an den Funktionsgraphen (roter Vektor), dessen
Projektion auf die (x1,...,2n5)-Ebene den Gradienten ergibt, ist gleich
(Vf(z), |vf(x)?). Das eingezeichnete (rechtwinklige) Steigungsdreieck muss
nidmlich wegen obiger Eigenschaft des Gradienten die Steigung h/g = |V f ()|
besitzten, aber nach Konstruktion ist die Grundlinie g = |V f(z)|, und somit
h=|vf(z)P.

Beweis: Die beiden Ungleichungen folgen sofort aus Lemma 2.1 und der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung. Dass Gleichheit genau in den behaupteten Situationen ein-
tritt, ist eine Konsequenz des nachfolgenden Lemmas.

Lemma 2.2 (Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Seien v, w € R?, w # 0.

(i) In der Cauchy-Schwarz-Ungleichung “|{v, w)| < |v||w|” gilt Gleichheit genau dann,
wenn v ein skalares Vielfaches von w ist, d.h. wenn v = Aw fiir ein X € R.

(i) (v, w) = |v||w| (bzw. = =|v||w|) g.d.w. zusdtzlich A >0 (bzw. <0).
Beweis: “wenn” ist elementar. Wir zeigen “nur dann wenn”. Im Beweis der Cauchy-

Schwarz-Ungleichung hatten wir durch Ausmultiplizieren des Ausdrucks [v—Aw|? und
Einsetzen von A = (v, w)/|w|? folgende Identitét erhalten:

2
v — )\w|2 _ |U|2 _ (v, w)|
|w]?

“Nur dann wenn” in (i): Es gelte Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Dies ist offenbar dquivalent zu “rechte Seite gleich Null”, und folglich zu “linke Seite
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gleich Null”, also zu v = Aw mit obigem speziellen \; insbesondere folgt die Existenz
eines solchen A. Dies etabliert die “nur dann wenn” Aussage in (i). Die “nur dann
wenn” Aussagen in (ii) folgen ebenfalls, denn wenn z.B. (v, w) = |v||w], ist (v, w) > 0,
und somit auch das spezielle \.

Bergsteigerin, revisited: Wir kommen nun auf unser merkwiirdiges Ergebnis
zuriick: Obwohl die Bergsteigerin thre Gangrichtung um 45° gedreht hat, ist die Stei-
gung des Hanges fast gleich geblieben. Wieso?

Die Antwort lautet: Die urspriingliche Gangrichtung zeigt in Richtung des steil-
sten Anstieges des Hanges (dies sieht man durch Konsultieren des Schaubildes oder
durch Berechnen des Gradienten Vh(z) und Satz 2.3). D.h. in diese Richtung ist die
Richtungsableitung von h maximal. Also ist (nach einem grundlegenden Sachverhalt
aus Analysis 1) die Ableitung der Richtungsableitung nach dem Winkel ¢ der Gan-
grichtung zur Ost-Achse gleich Null an der Stelle ¢ = 0. Also éndert sich die Steigung
des Hanges bei kleiner Anderung der Gangrichtung zunichst fast iiberhaupt nicht.

Unser Beispiel erklédrt, warum Serpentinen typischerweise fast waagerecht zum Hang ver-
laufen; der Winkel zur Richtung des steilsten Anstiegs liegt weit weg von 0° und viel nidher
an 90°. Illustrative Bilder sind leicht im Netz zu finden.

Nachdem wir erarbeitet haben, in welche Richtung der Gradient einer Funktion
f zeigt (ndmlich in Richtung des steilsten Anstiegs), untersuchen wir die Beziehung
zwischen Gradient und Niveaumengen von f. Zur Vorbereitung erinnern wir an den
Begriff und die geometrische Bedeutung des Tangentialvektors einer Kurve (siehe
die Diskussion am Ende von §2.1): Ist I € R Intervall und « : I — R" differenzierbare
Kurve, so heisst die Ableitung

(34 ) =7 (1)) =7/ (1) € B

li
h—0

Tangentialvektor der Kurve im Punkt 7(¢); zeichnen wir ihn als Vektor mit Fus-
spunkt ~v(t), liegt er tangential an die Kurve.

Satz 2.4 (Beziehung zwischen Gradient und Niveaumengen) Sei() c R"” of-
fen, [+ Q — R differenzierbar, sei N,y die Niveaumenge von f zum Wert d, d.h.

Na={reQ: f(z)=d},

und seit x* € Ng. Dann gilt: Der Gradient von f im Punkt x* steht senkrecht auf allen
Tangentialvektoren differenzierbarer Kurven in der Niveaumenge im Punkt x*. D.h.
wenn vy : I - Ny differenzierbare Kurve in Ny (d.h. I € R offen, v differenzierbar,
v(I) € Ng) mit y(t.) = x* fir eint, €I, so gilt

(grad f(z7), 7'(t.)) = 0.
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Saloppe Sprechweise: “Der Gradient steht senkrecht auf der Niveaumenge”. (Da-
mit ist natiirlich nicht die offensichtlich falsche Aussage gemeint, der Gradient stiinde
senkrecht auf allen Elementen der Niveaumenge. Man kann zeigen: die Gesamtheit
aller Tangentialvektoren differenzierbarer Kurven in der Niveaumenge im Punkt z*
bildet — z.B. unter der typischerweise erfiillten Voraussetzung V f(z) # 0 — einen
R-Vektorraum, den sogenannten Tangentialraum der Niveaumenge im Punkt x*.
Besser wire also die Sprechweise “Der Gradient steht senkrecht auf dem Tangenti-
alraum der Niveaumenge”.

Beispiel: [ : R? > R, f(x1,22) = 2— 2% — 23, d > 0. Siehe die Skizze zu Beginn
dieses Abschnitts. Die Niveaumenge N ist die Kreislinie um 0 vom Radius 7 = v/d.
Zu festem aber beliebigem x* € Ny wahlen wir Polarkoordinaten r und ¢, sodass
xy =rcost,, x5 =rsint, (zum Beweis der — anschaulich offensichtlichen — Existenz
von Polarkoordinaten siehe Analysis 1). Die Kurve v : R - R?,

rcost
() = (r sint)
ist also differenzierbare Kurve in Ny mit v(¢,) = z*. Der Tangentialvektor der Kurve

im Punkt ~(t,) ist
, _[-rsint,. ) [-x5
7(t*)_(rcost,k)_(:c{ )
Laut Satz 2.4 muss also gelten:
* —CL’E _
(gradf(x ), ( e )> =0.
Dies sieht man in der Skizze. Zur Probe berechnen wir:

grad f(z") = - (2931)

*
223

und somit (grad f(z*), 7'(t.)) = 2zjz5 — 2527 = 0.

Beweis von Satz 2.4 Die Verkettung ¢t — f(7(t)) ist wegen der Voraussetzung
v(I) € Ny konstant und daher

0= %fﬁ(f)) = ()7 (1) = {grad f(7(1)), 7/ (1)) fiir alle ¢,

Kettenrege

Auswerten an der Stelle ¢ = ¢, liefert die Behauptung.
Weitere Beispiele siche Ubungen.
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2.4 Hohere partielle Ableitungen

Def. 2.5 Sei €2 ¢ R offen,
fi
f = : Q - Rm
fm

partiell differenzierbar. Falls die partielle Ableitung a‘% =0;f + 2 - R™ partiell
differenzierbar nach z; im Punkt z € ), heisst
0% f 0 (0f

zweite partielle Ableitung von f nach z;,z; im Punkt . Alternative Schreib-
weise: 0;; f ().
Zweite partielle Ableitungen sind also durch hintereinander Ausfithren der Ablei-
tungen von rechts nach links definiert. Typischerweise kommt es nicht auf die Rei-
henfolge an, siehe Satz 2.5 unten. Falls ¢ = j, schreibt man

0% f 0% f

522(0) = G (@)

- 81‘18[@

Alternative Schreibweise: 0;; f («). Sind alle (ersten) partiellen Ableitungen 597]; (j=

1,...,n) an allen Punkten z € € partiell differenzierbar nach allen Koordinaten z;

(1=1,...,n), heisst f 2mal partiell differenzierbar.
Analog sind hohere partielle Ableitungen
k
%{;wik(z), ity nip € {1,...,n},

definiert.

Satz 2.5 (Satz von Schwarz) Sei Q < R” offen, f:Q — R 2mal partiell diff bar,
und seien die zweiten partiellen Ableitungen von f stetig im Punkt x. Dann gilt

0% f _O*f

In manchen Anwendungen ist es niitzlich, die zweiten partiellen Ableitungen
als Matrix zusammenzufassen. Die Matriz der zweiten partiellen Ableitungen (oder
Hesse-Matriz) von f im Punkt z ist definiert als

3 f o*f
0_38%(1‘) " Bzndr; (.T)
Hf(ﬁ) = , )
0 0
e (@) @)
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Der Satz von Schwarz besagt dann: die Hesse-Matrix ist symmetrisch.

Beweis Es reicht, den Fall n = 2 zu betrachten, denn fiir gegebenes x héngen obige
partielle Ableitungen am Punkt = nur von der Funktion zweier Variablen (Z;,z;) —
fl@r, @iy, Ty i1,y ooy Tjo1, T, T i, ..., Ty ) ab. Sel also f = f(x,y). Dann ist

an (I y) - lim g_i(x + hay) - %(-T,y)
dxdy "’ h—0 h
_ lim(lim flx+hy+k)-f(z+hyy) - f(z,y+k) +f(a:,y))
h—-0\k—0 hk
=:A(h,k)
und analog

g0 (:v y) = hm(hmA(h k:))

Wir wissen aus Analysis 1: oft, aber selbst in anschaulichen Alltagsbeispielen nicht
immer ist die Reihenfolge zweier Grenzwerte vertauschbar. Was tun?

Um die Voraussetzung der Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen ins Spiel
zu bringen, schreiben wir A(h, k) via Hauptsatz als Integral:

A(h, k) = ﬁ[zm+h<g—£(s,y+k)—%(s,y))ds: ﬁ[h([yyk a(jéfx(s,t)dt)ds.

Wegen Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitung im Punkt (z,y) existiert zu ge-
gebenem ¢ >0 ein ¢ > 0 sodass

o2 f o f
ayax(sat)_ am(xvy)|gg V|8_J’7|a |t_y|36

Mithilfe der Standardabschéitzung Absolutbetrag eines Integrals < Linge des Inte-
grationsgebietes mal Supremum des Integranden (Analysis 1 Lemma 11.1) folgt

]A(h,k)-a axf( v.y)| = \hlkfx“h[fyw(ggx( )-—( y))dt]ds’<%hk:s—s

fiir alle |h|, |k| < d. In dieser Ungleichung kénnen wir nun h, k in derjenigen Reihen-
folge gegen Null gehen lassen, die die andere gemischte partielle Ableitung ergibt:

e > lim(lim |A(h, k:)— ( W) =

h—0\k—0 | -] stetig

lim (lim A(h. %)) -5 25 (x.9).

Bacdy (:B y)
Da e > 0 beliebig, folgt die Behauptung.

Im Beweis haben wir die Stetigkeit der anderen zweiten partiellen Ableitung
gar nicht benutzt. Die Voraussetzung des Satzes von Schwarz kann also zu f stetig
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diff’bar, 2L partiell nach x; diff 'bar, a a
sowohl d1e EXlstenz der zweiten partlellen Ableltung in anderer Reihenfolge als auch
die behauptete Gleichheit.

Die Voraussetzung der Stetigkeit mindestens einer der beiden zweiten partiellen
Ableitungen ist in der Praxis typischerweise erfiillt, kann aber nicht weggelassen
werden. Wir konstruieren ein Gegenbeispiel.” Es reicht aus, Funktionen auf dem R?
zu betrachten; wir suchen also eine Funktion mit

O*f 3 f
0xdy

stetig abgeschwéicht werden, dann folgt

(0,0) # 5—=-(0,0). (*)
Sagen wir, die linke Seite soll 1 und die rechte Seite —1 sein. Die linke Seite héangt
nur von den Werten von a L auf der z-Achse ab, d.h. von 8f (q: 0). Setzen wir also

g—g(x,O) =z fir alle z € R, (1)

so ist die linke Seite von (*) gleich 1. Analog hiangt die rechte Seite nur von den
Werten von 3% auf der y-Achse ab, d.h. von (O y). Setzen wir

%(O,y) =—y fiir alle y € R, (2)

ist die rechte Seite von (*) gleich —1. Die beiden Bedingungen (1) und (2) implizieren
also (*). Wie basteln wir eine Funktion, die (1) und (2) erfiillt? Fiir (1) reicht aus,
dass f ~ xy nahe der x-Achse. Fiir (2) reicht aus: f ~ —xy nahe der y-Achse. Anschau-
lich bedeutet dies: bewegt man sich im Gegenuhrzeigersinn auf dem Einheitskreis in
der (z,y)-Ebene, so sollte beim Durchqueren der positiven z-Achse, der positiven
y-Achse, der negativen z-Achse und der negativen y-Achse der Wert von f immer
Null und die Steigung von f immer +1 sein. Anders gesagt: der Funktionsgraph in
der Nihe der beiden Achsen ist ein “Hubschrauberpropeller”.

"In vielen exzellenten Lehrbiichern und Skripten fillt ein solches Gegenbeispiel vom Himmel;
Studierende sollen nur durch Ausrechnen der partiellen Ableitungen die Nichtvertauschbarkeit
nachpriifen. Auf diese Weise versteht man nicht, was die beiden gemischten partiellen Ableitungen
E;?jafy (z,y) und 2 ayaz £ (z,y) eigentlich geometrisch iiber den Graphen einer Funktion zweier Verénder-
licher aussagen, und erst recht nicht, warum sie das Verhalten des Graphen in véllig verschiedenen

Regionen betreffen und deshalb beliebige Wertepaare annehmen kénnen.
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y

-1 -0.5
-1

X

he der 2-Ach
Die Funktion f(z,y) = Ty nahe der z-Achse
-xy  nahe der y-Achse.

Fehlt nur noch ein nahtloser Ubergang, der f “zwischendurch” von positiven auf
negative Werte absenkt, damit f die ndchste Achse von unten kommend mit Steigung
1 erreichen kann. Diesen Job erledigten wir, indem wir den Vorfaktor von zy nahtlos
zwischen 1 auf der z-Achse und -1 auf der y-Achse variieren. Dies tut man am
einfachsten durch Benutzung von Polarkoordinaten (siehe Analysis 1 Satz 7.7) x =
rcos, y = rsing: wir wollen zwischen 1 und -1 interpolieren, also bietet sich eine
Sinus- oder Cosinusfunktion des Winkels ¢ an, und die gewiinschten Werte 1 auf der
x-Achse (also bei ¢ =0, 7) und -1 auf der y-Achse (also bei p = 7/2, 37/2) ergeben
sich, wenn man cos(2¢) nimmt. Wir setzen also

f(z,y) =cos(2¢) - zy (3)

(dies ist wohldefiniert fur (z,y) # (0,0); im Nullpunkt setzen wir £(0,0) = 0). Siehe
Schaubild. Zum Schluss driicken wir den Cosinus-Faktor noch mithilfe von z und y
aus. Nach Doppelwinkelformel gilt

2 .2 £\2  [(UN2 2% -y
cos(2¢) = cos“ g —sin“p = (£)* - (£)° = e
d.h. unsere Funktion ist
22 — g2 ;
f(-%y)—m'ﬂ?y- (3)

Wie man leicht nachrechnet, erfiillt obiges f die Bedingungen (1) und (2) und somit
folgt (*).
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2

Die Funktion f(z,y) = ﬁ;z? - xy.

2+

Ausblick: Hohere totale Ableitungen. Dieses Konzept bendtigen wir in dieser Vorlesung nicht; fiir interessierte
Studierende sei es aber kurz erkliart. Das Konzept ist einerseits rechentechnisch unhandlich, aber andererseits kon-
zeptuell elegant: die zweite totale Ableitung ist die totale Ableitung der ersten totalen Ableitung. Um dies préazise
zu machen, betrachten wir — etwas allgemeiner als in Abschnitt 2.2 — Abbildungen

f:QcR" >V

von einer offenen Teilmenge des R™ in einen beliebigen endlichdimensionalen Vektorraum V versehen mit einer
Norm || - ||. Die totale Ableitung im Punkt z € 2 ist dann diejenige lineare Abbildung

Df(z) :R*" >V

mit der Bestapproximationseigenschaft ”f(“h)_f(fh)l_Df(“j)(h)” — 0 (Jh| = 0). Wir betrachten nun eine Abbildung
f:Q->Vy=R"™.
Die totale Ableitung im Punkt z € Q ist eine lineare Abbildung vom R"” in den Bildraum von f, Df(z) : R™ - Vj,

d.h.
Df(z) e Vi = L(R™,Vp) = L(R™,R™),

wobei L(R",Vp) den Vektorraum der linearen Abbildungen von R™ nach Vp bezeichnet. Die totale Ableitung als
Funktion von «x ist somit eine Abbildung mit selbem Definitionsbereich wie f aber neuem Bildraum,

Df:Q—>V1.

Versehen wir den Vektorraum V; mit einer Norm, z.B. indem wir einer linearen Abbildung L € Vi ihre dar-
stellende Matrix A € R™*™ beziiglich der Standardbasen von R™ und R™ zuordnen und die euklidische Norm
1Ll = (2,5 Afj)l/2 nehmen, kénnen wir das Konzept der totalen Ableitung auf Df anwenden:

D%f(z):=DDf (z) € Va = L(R™, V1) = L(R™, L(R™,R™)).

Die zweite totale Ableitung von f im Punkt x ist also eine lineare Abbildung vom R" in den Bildraum von D f, d.h.
den Raum der linearen Abbildungen vom R™ in den R™. Folglich ist D? f als Funktion von x eine Abbildung

D2f : Q> Va.

Analog ist dann D3 f(z) := D D2f(x) € V3 = L(R", Va) = L(R™, L(R™, L(R™,R™))) usw. Zusammenfassung: D*f :
Q - V}, ist die totale Ableitung von DF1 f, mit Bildraum Vj = L(R™, Vj_1).
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Die obige Konstruktion ist recht abstrakt. Eine Koordinatendarstellung von D? f(x) sieht wie folgt aus: D2 f(z)
ist eine lineare Abbildung vom R™ in den Vektorraum V; der linearen Abbildungen vom R™ in den R™; D2f(x)(h)
ist fiir gegebenes h € R™ eine lineare Abbildung vom R™ in den R™; D2 f(x)(h)(k) ist fiir gegebenes k € R™ ein
Vektor im R™. Diesen Vektor kénnen wir wie folgt mithilfe der zweiten partiellen Ableitungen von f ausdriicken:

htHy (z)k

D?f(x)(h) (k) = ( ) eR™ fiir alle h, k e R™.

htHy (z)k

Hierbei ist Hy, (x) die Hesse-Matrix der i-ten Komponentenfunktion f; : @ — R im Punkt z. (Diese Formel ist das
Analogon der Formel “Df(x)(h) = Jy(z)h fiir alle h € R™” aus Satz 2.1 fiir die erste Ableitung.) Insbesondere ist
im skalaren Fall (m = 1) D2f(:p)(h)(k:) h*Hy(z)k fiir alle h, k € R™.

Wir merken noch folgendes an. Der Raum [,(]R”7£(]R",]Rm)) ist isomorph zum Raum der bilinearen Abbil-
dungen B : R" x R® — R™, indem wir L ¢ L(R™, L(R™,R™)) als Abbildung (h,k) — L(h)(k) auffassen. (Bilinear
bedeutet linear in jedem der beiden Argumente.) Analog ist der Raum L(R™, L(R",L(R™,R™))) isomorph zum
Raum der trilinearen Abbildungen 7' : R"™ x R™ x R® — R™ usw. Manche Autoren fassen deshalb die k-te totale
Ableitung einer skalaren Funktion im Punkt z als k-lineare Abbildung R"™ x ... x R™ — R™ auf.

2.5 Divergenz, Rotation, Laplaceoperator

In vielen Anwendungen treten die folgenden universellen Kombinationen partieller
Ableitungen auf.

Def. 2.6 a) Sei Q2 ¢ R” offen, v : Q - R" differenzierbares Vektorfeld. Die Zahl
0
V-v(z) =dive(z) = Za vi(z) = Z ] (x)

heisst Divergenz von v im Punkt x. Die skalare Funktion V-v=dive : Q — R heisst
Divergenz von v.

b) Sei 2 € R3 offen, v : Q — R? differenzierbares Vektorfeld im R3. Der Vektor

Oqvz () = O3va(x)

V xv(x) = curlv(z) = rotv(z) = | O3v1(x) — Oyvs3(x)

O1va(x) — Oy ()
heisst Rotation von v im Punkt x. Das Vektorfeld V x v = curlv = rotv : Q - R3
heisst Rotation von wv.
c) Sei Q ¢ R” offen, f : Q — R 2mal differenzierbare skalare Funktion. Die skalare
Funktion

n an

Af= Z%f 2 a2

heisst Laplace von f. Der Operator A fe Af helsst Laplace-Operator.

Zum bequemen Merken und Ausrechnen kann man die Rotation symbolisch als 3x3
“Determinante” schreiben®

- - —
€1 €2 €3
rotv = 61 82 83
U1 V2 U3

8sorry an die Lineare Algebra, ich weiss, da stehen verbotene Objekte in der Determinante
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(hierbei sind die e; die iiblichen Einheitsvektoren im R3) und diese nach der 1. Zeile
entwickeln

0y O3

Vo U3

—
e

€_>81 03

01 Oy
2 + €_>
U1 U3

31}1 V2

Y

der Koeffizienten von e, ist dann die i-te Komponente der Rotation.

Beispiele 1) “Quelle”: Das Vektorfeld v : R3 - R3, v(x) = = (sieche §1.6.3, linkes
Bild) erfiillt
divev =3, rotv=0.

2) “Wirbel”: Das Vektorfeld v : R? - R3, U([E)=(;rxl2) (§1.6.3, rechtes Bild) erfiillt
0

0
rotv=|0], dive=0.
2

Anschauung: Die Divergenz misst das Vorhandensein und die Stédrke von “Quel-
len”. Die Rotation misst das Vorhandensein und die Stirke von “Wirbeln”. Diese
Anschauung wird in Analysis 3 mithilfe mehrdimensionaler Integration (Sétze von
Gauss und Stokes) untermauert.

3) “Newton-Potential”: Die Funktion f : R3\{0} - R, f(z) = |mi|, erfiillt

Af=0.

Grundlegende Beziehungen zwischen Gradient, Divergenz und Rotation sind:

Lemma 2.3 Sei §2 € R” offen, und seien f : Q - R, v : Q - R” 2mal stetig diff’bar.
1) div(Vf)=Af

2) rot(Vf) =0 (n=3)

3) div(rotv) =0 (n = 3).

Beweis 1) folgt aus der Definition von Divergenz und Gradient und 2), 3) aus dem
Satz von Schwarz.

Dieses Lemma erklart die Tatschen rotv = 0 bzw. dive = 0 in Beispielen 1) und 2),
denn

B X
r=V—, z; |=10t] O
2 0 _zi+al

2

Fiir mehr zu Aussage 2) des Lemmas siehe §7.
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2.6 Taylorentwicklung im Mehrdimensionalen

Auch im Mehrdimensionalen gilt: jede hinreichend oft differenzierbare Funktion kann
in der Néhe eines gegebenen Punktes in ein Polynom und einen kleinen Rest aufge-
spalten werden.

In 1D findet man Polynom und Rest wie folgt (Analysis 1 Satz 9.5): falls f :
R - R (k+1)-mal stetig differenzierbar, ist

f(xo+h) = f(xo) + f'(wo)h + _f";'x_o) pra o L0200 e SEDE) ey

k! (k+1)! 7
~~ ~—
=Ty (zo;h) =Ry (xosh)

fiir ein ¢ zwischen z und zg + h, wobei W — 0 (h = 0). Die Koeffizienten des
Taylorpolynoms sind also durch Ableitungen der Funktion f am Entwicklungspunkt
o gegeben.

Im Mehrdimensionalen ist die analytische Form, und die praktische Berechnung,
von Taylorpolynomen komplizierter als in 1D, da Funktionen auf dem R”™ von vie-
len Koordinaten abhéngen und hohere partielle Ableitungen nach allen moglichen
Kombinationen von Koordinaten, also z.B. %, auftreten. Diese Schwierigkeit ist
aber “nur” notationell bzw. rechenaufwandstechnisch; prinzipiell kann die mehrdi-
mensionale Taylorentwicklung direkt aus der 1D Taylorentwicklung (Analysis 1 Satz
9.5) gefolgert werden, ohne deren Beweis anfassen oder kennen zu miissen.

Dafiir ist die geometrische Bedeutung der Taylorentwicklung interessanter als in
1D: der Graph einer allgemeinen 2D Funktion f : R? - R ist eine 2D Fldche im 3D
Raum; die Taylorentwicklung sagt uns, dass und wie wir eine solche Fléche durch
einfache spezielle Flichen (ndmlich Graphen von Polynomen) annéhern kénnen.

Graphische Beispiele siehe unten.

Notation: Eine Funktion f : Q ¢ R® - R™ heisst k-mal stetig diff 'bar oder C*-
Funktion, wenn f k-mal partiell diff’bar und alle k-ten Ableitungen stetig.

Wir benutzen folgende iibliche Schreibweise fiir die Verbindungsstrecke zwischen
zwei Punkten x, y € R [x,y] == {(1 -t)z +ty : t € [0,1]}. In 1D ist [z,y] gleich
dem Intervall [min{x,y}, max{x,y}].

Satz 2.6 (Taylorentwicklung) Sei Q ¢ R” offen, f : Q - R (k+1)-mal stetig
diff bar, k e Nu {0}, xq € Q.

a) Fir jedes h € R™ sodass [xg, 7o+ h] c Q existiert ein & € [xg, o+ h] sodass

f(xo+h) =Ti(xo; h) + Ri(w05 h),
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wobel

To(zo;h) = f(=o),
no0
Ti(zo;h) = To(ﬂ?oyh)"'zaf(iﬁo)hm
i=1 0%
T(eo:h) = Tilaoh)+~ 35 2L ooy nin
2\+0, 1\4L0, 2j:1i:1 axjaxz 0 VR
T(woih) = Toa(oorh)+~3 S —2L Vb,
k 0y - k-1 0 kf' = 'lk 16.TZ1 axlk 0 SRR A
und
' n 8k+1f h
Rk(x()? (k + 1)| “Z:l zk%: ) ax“ axlkJrl (f) 11 'Lk+1
b) Es gilt
—Rk(xo;h) -0 (h—0).

[hl*

Die Abbildung h = T}.(xo; h) heisst Taylorpolynom k-ter Ordnung von f an der
Stelle xo. Die Abbildung h — Ry (xo; h) heisst Restglied k-ter Ordnung.

Die Funktion x — Ty(zo;x — ) (d.h. das Taylorpolynom an der Stelle z, ausge-
wertet auf dem Inkrement h = x — ¢, aufgefasst als Funktion von x statt h) nennen
wir in dieser Vorlesung Taylorapprorimation k-ter Ordnung von f an der Stelle xzq,
denn geméss b) gilt

f(x) = Ty(xo; x — ) falls |z — 2| klein.

In der Literatur wird typischerweise notationell nicht zwischen den beiden Abbil-
dungen h — Ty (zo;h) und x — Ty(xo;x — xo) unterschieden, da aus dem Kontext
klar ist, als Abbildung von was T}, jeweils aufgefasst wird.

Beweis b): Wir schitzen das Restglied mithilfe der Dreiecksungleichung sowie der
trivialen Tatsache |h;;| < |h| fiir alle j = 1,...,k + 1 nach oben ab:

|[Ri(zoi )] 1 o1 f |
|h|k - (k + 1)' 11231 zkzlz—l |axz axlkJrl (€)| |h|k .
=|h]

Fiir h — 0 konvergiert die oben auftretende partielle Ableitung wegen der Stetig-
keitsvoraussetzung gegen ihren Wert an der Stelle zy und der Faktor |h| konvergiert
gegen (; folglich strebt die rechte Seite gegen 0.

a): Betrachte die Funktion g(t) := f(¢(t)) = f(zo + th) mit ¢(t) = xo +th, t € [0, 1].
Offenbar gilt ¢(0) = f(x0), g(1) = f(xo + h). Anwenden der 1D Taylorformel auf g

52



mit fp = 0 und dem eindimensionalen (nicht mit dem Vektor h zu verwechselnden)
Inkrement h =1 liefert

"( ) 12 9('“)(0) k. gF (1)
g(1) = 9(0) +g' )1+ L D2, 1*s
L 2 k! (k+1)!
=f(zot+h) =f(=z0)

Ableiten von g durch wiederholte Anwendung der Kettenregel liefert

171 fiir ein 7€ [0,1]. (%)

g(t) = Jp(xo +th) i(mo +1th) Z
, dt :1
:(aanl(ZOthh) ;affn(moﬂh)) hl
hy,
n n 02]0
" t - th hhl,

Auswerten der obigen Ableitungen an der Stelle ¢ = 0 sowie der (k+1)-ten Ableitung
g**D(t) an der Stelle ¢ = 7 und Einsetzen in (*) liefert a), mit & = x¢ + Th.

Indez-freie Darstellung des linearen und quadratischen Terms: die Summe im linea-
ren Term kann als Skalarprodukt aufgefasst werden; im zweiten Term konnen wir
die Summe iiber ¢ als Skalarprodukt und diejenige iiber j als Matrix-Vektor-Produkt
darstellen. Genauer:

TG0 ) = ToCaus ) = 32 2 ao) i = (97 (o),
i=1 2
und Lo 2 .
Ta(aoih) = Tiooih) = 5 22 (% 5oy ) = 5 b, Hy (k)
=(Hys(wo)h):

wobel Hy(z) die Hesse Matrix von f im Punkt x ist, d.h. die Matrix mit Kompo-
nenten (Hs(x));; = 8m 8% (z). Offenbar ist H¢(z) = Jys(x), d.h. die Hesse-Matrix ist
die Jacobi-Matrix des Gradienten. Nach Satz von Schwarz ist H #() symmetrisch,
wenn die zweiten partiellen Ableitungen stetig sind.

Beispiel f(x1,22) =logzy-e*2, f: (0,00) xR - R. Wir bestimmen die Taylorpoly-
nome erster und zweiter Ordnung an der Stelle o = (2,0). Wir berechnen zunéchst
Gradient und Hesse-Matrix:

1 oz . 1 xo
A pz2 ~ —e 3316
V() = (logx e“’) Hy(w) = ( x—llle$2 log e”)‘
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Auswerten an der Stelle z = (2,0) liefert

1 _ 1
V120 (5] w0 (L)

Folglich gilt

Tl(l'o,h,) T1(2,0,h) :10g2+ %hl +10g2'h2,
log 2

2

1 1 1
Ty (xo; h) T5(2,0;h) zlog2+§h1 +log2-h2—§h%+§h1h2+ h3.

Wie sehen die Graphen der entsprechenden Taylorapprozimationen (also x — T1(2,0;x1—
2,29 - 0) und x — T5(2,0; 21 — 2,29 - 0) ) im Vergleich zum Graph von f aus?
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Funktion Taylorapproximation 1. Ordnung Taylorapproximation 2. Ordnung

Funktion Taylorapproximation 1. Ordnung Taylorapproximation 2. Ordnung
15 15 15
05 05 05 05 05 05
0 0 0
0 0 0
15 R 15 R 15 R
25 05y 25 05y 25 05y
X X X
Funktion Taylorapproximation 1. Ordnung Taylorapproximation 2. Ordnung
1 1 1
09 09 09
08 08 08
07 07 07
06 06 06
0.1 0.1 0.1
05 o 05 o 05 o
19 195 2 205 21 21501 e e 2 20 21 21501 e e 2 20 21 21501
x y x y x y

Tayorapproximationen der Funktion f(z,y) =logx -e¥

Oben: Auf einer grossen Liangenskala schaffen die Taylorapproximationen nur
unzulénglich, die Funktion zu approximieren, da sie versuchen, das globale Verhalten
aus dem Verhalten nahe dem Entwicklungspunkt (2,0) zu “extrapolieren”. Z.B. ist
am linken Rand die Taylorapproximation 2. Ordnung nach oben gekriimmt, die
Funktion aber nach unten.

Mitte: Auf einer mittleren Léangenskala ist zumindest die Taylorapproximation
2. Ordnung bereits eine gute Ndherung. Sie erfasst nicht nur die Position, die Stei-
gung und die Kriimmung der Fléche, sondern — beeindruckenderweise — auch die
“Verwindung”.

Unten: Auf kleinen Langenskalen sehen glatte Funktionen nach Vergrosserung
linear aus! Selbst die Taylorapproximation 1. Ordnung gibt die Funktion korrekt
wieder. Bei genauem Hinschauen sieht man, dass die Vorder- und Hinterkante des
Funktionsgraphen nicht ganz parallel sind, sondern nach hinten “auseinanderlau-
fen”; dies kann die Approximation 1. Ordnung nicht erfassen, denn affin lineare
Abbildungen bilden parallele Geraden auf parallele Geraden ab. Die Taylorapproxi-
mation 2. Ordnung hingegen erfasst auch dieses Detail korrekt, und ist optisch nicht
von der Funktion zu unterscheiden.
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Um die Terme hoherer Ordnung in der Taylorentwicklung zu vereinfachen, benutzen
wir Multi-indices.

Def. 2.7 (Multi-index) Ein « = (aq,...,ap,) € (NU{0})" heisst Multi-index. Fiir
einen Multi-index definieren wir:

lal = > a; (Ordnung), a!=]]a;! (Fakultit).
i=1 i=1

Fiir ein |o|-mal stetig differenzierbares f : Q ¢ R” - R ist

g1 e

0“f(x) = DT B

f(x) (a-te partielle Ableitung von f).

(Hierbei benutzen wir die Konvention —(x) f(x).) Fir he R™ ist
he = hSt - .. o,

Beispiel n =3, a =(2,0,1):

la| =3, al=2111=2 0°f(x) = 8:02 Bon 9 f(x), h™ = h3hs.

Wir betrachten zunéchst den Beitrag 3. Ordnung, also die Dreifachsumme
K] W W e 83:“833228 e

Fiir n = 2, also Funktionen f = f(x1,22), gibt es 8 Terme, entsprechend den mogli-
chen Kombinationen von Werten der drei Indizes i1, 4o, i3:

(i1,79,13) = (1,1,1)
(1,1,2)
(1,2,1)
(1,2,2)
(2,1,1)
(2,1,2)
(2,2,1)
(2,2,2)

Der erste Term ist gleich g%(azo)hi’. Zweiter, dritter und fiinfter Term sind wegen
1

Schwarz identisch und liefern zusammengenommen den Beitrag 3352;5@(%)%]12.
1
Entsprechend liefern vierter, sechster und siebenter Term zusammen den Beitrag
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3 -1 (20)hih2, und der letzte Term ist gleich % (z0)h3. In Multiindex-Schreibweise
2

8$18z§

gilt also: (*) ist gleich
(0D o) 4300 f (g 1)+ 300D fa)h ) + 90D ) ).

Die hier vorkommenden Multi-indices sind genau die « € (Nu{0})? mit |a| = 3, und
wegen (3,0)! = 310! = 3!, (2,1)! = 211! = 2, (1,2)! =2, (0,3)! = 3! lésst sich obige
Summe in der eleganten Form

1
Z —'(9af(x0)ha
ae(ioon?

schreiben.

Im allgemeinen Fall (n, k beliebig) sieht der entsprechende Term in der Taylorent-
wicklung genauso aus.

Lemma 2.4 (Multiindex-Darstellung der Taylorentwicklung) Fiir n, k € N gilt unter
den Voraussetzungen von Satz 2.6

To(z0:h) - Tos (20) = Z%aaf(xo)ha

lal=k =

Tiwoih) = 3 0% f(ao)h.

o<k &
1
Rk(iﬂo; h) = Z —,aaf(f)ha-
laj=k+1 &

Zum Abschluss dieses Abschnitts geben wir eine niitzliche Variante des Satzes von
Taylor an, bei der die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen minimal sind, wir dafiir
aber auf eine explizite Darstellung des Restgliedes mithilfe hoherer Ableitungen ver-
zichten. Die entsprechende Aussage im Eindimensionalen wurde bereits in Analysis
1 bewiesen (Korollar 9.2).

Korollar 2.2 (Qualitative Taylorentwicklung) Sei 2 € R” offen, f : Q - R, xq € Q.
a) f (k+1)-mal stetig diff'bar = f(zq + h) = Tx(xo; h) + O(|h|F*!) fiir h > 0.
b) f k-mal stetig diff'bar = f(z + h) = Ty.(xo;h) + o(|h|F) fir A - 0.

Hierbei bezeichnet T}, das Taylorpolynom k-ter Ordnung im Punkt xg, d.h. Ty (zq; h) =
lajsk 210 f (o) he.

Beweis a): Wir stellen die Differenz f(xz¢ + h) — Ti(zo; h) geméss Satz von Taylor
(Satz 2.6) dar, wéhlen § > 0 sodass die Kugel Bs(zg) c €2, und setzen

1 oo f
C:= max ).
{635(330) (k + 1)' |a|—2k:+1 axa( )|
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(Beachte: die Funktionen 0°f/0z?®, |a| = k + 1, sind nach Voraussetzung stetig und
somit wird das obige Maximum nach Satz 1.5 angenommen.) Indem wir noch die
elementare Abschitzung |h®| < |h/**! benutzen, folgt fiir alle |h| < ¢

TS (eye] < i,
IOC

e ) Tl = [y & 5

b): Wir benutzen den Satz von Taylor (Satz 2.6) fiir k-1 statt k. Dies liefert die
folgende Darstellung (mit geeignetem & € [, o + h]):

1 1
flro+h) = 3 —0f(zo)h®+ 3 — 1) &
lajk-1 & laf=k &
=09 f(z0)+(9*f(£)-0* f(20))
1

= X 0t X (0°7(6) - 0 f o)

o<k & o=k &

=Tk (zo;h) =Rk (xo;h)

Es bleibt zu zeigen, dass das so definierte Restglied von der Ordnung o(|h|*) ist. Dies
folgt aber aus der Stetigkeit der k-ten partiellen Ableitungen sowie der elementaren
Abschétzung |he| < |h[F fiir alle |af = k:

| Ry (o )| I X
ﬂh—ﬁgsgjkaw f(f)—va f(x0)|—>0 (|h| = 0).

-0

Literatur: Ein Standardlehrbuch fiir das Material in §§2.1-2.6 ist Konrad Kénigsberger, Analy-
sis II, Springer-Verlag. Eine frei im Netz verfiigbare, schlank und zugénglich geschriebene Quelle ist
das Skript meines Kollegen Martin Brokate (https://mediatum.ub.tum.de/doc/1701089/1701089.pdf).

2.7 Anwendung: Maximieren/Minimieren

In Abschnitt 1.8 hatten wir bewiesen, dass stetige Funktionen mehrerer Verander-
licher unter allgemeinen und realistischen Voraussetzungen Maximums- und Mini-
mumsstellen besitzen. Die Ableitungsbegriffe liefern Methoden, um diese zu bestim-
men — bei einfachen, niedrig-dimensionalen Problemen per Hand und bei kompli-
zierten oder hochdimensionalen Problemen numerisch per Computer.
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Wir beginnen mit einer langen Vokabel-Liste.

Def. 2.8 Sei f : 2 cR"” - R. Ein Punkt zg € 2 heisst

Maximumsstelle f(zo) 2 f(x) Ve e

Minimumsstelle <

lokale Maximumsstelle o 136>0: f(xzo) > f(x) Vo € Q mit |z — x| <6
von f, wenn gilt:

lokale Minimumsstelle <

Extrempunkt oder Extremstelle xo Maximums- oder Minimumsstelle

lokaler Extrempunkt oder lokale Extremstelle xo lokale Max.- oder lokale Min.stelle.

Eine lokale Extremstelle heisst strikt, wenn zusétzlich f(x) # f(zo) fiir alle z € Q\{zo}
mit |z — x| < 6.

—

L @ L L
globale strikte lokale globale lokale
Minimumsstelle Minimumsstelle

Minimumsstelle Minimumsstelle

2.7.1 Optimalitdtsbedingungen

Das folgende grundlegende Resultat geht (im Spezialfall von Funktionen einer Va-
riablen) auf den Mathematik-Pionier Pierre de Fermat zuriick.

Satz 2.7 [Optimalititsbedingungen erster Ordnung] Sei Q0 € R™ offen, f : Q - R,
xo € Q) lokale Extremstelle von f, f partiell diff bar im Punkt xq. Dann gilt

Vf(l‘o) =0.

Die Umkehrung gilt nicht. Z.B. gilt fir f(z,y) = 22 —y?, o = (0,0): Vf(z0) =0,
aber x ist keine lokale Extremstelle. Solche Punkte heissen Sattelpunkte.

Beweisidee: Betrachte f entlang der Koordinatenachsen durch xy und argumentiere
wie beim Beweis des analogen Resultates in Analysis 1.

Details: Sei z.B. xg lokale Minimumsstelle. Sei e; der i*¢ Einheitsvektor im R™. Da zg lokale Minimumsstelle, folgt
insbesondere fiir alle h € R mit hinreichend kleinem Absolutbetrag und h # 0:

0 < f(zo + he;) — f(x0). (**)
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Multiplikation mit 1/h > 0 und Grenziibergang h — 0 liefert

o< f@othe) = flwo)  Of

h ox; (@o)-

Multiplikation von (**) mit 1/h <0 (beachte: bei Multiplikation mit negativen Zahlen kehren sich Ungleichheitszei-
chen um) und Grenziibergang liefert andererseits

05 f@othe) = flwo) = Of

Beide Ungleichungen zusammengenommen ergeben %(xo) = 0. Da i beliebig, folgt die Behauptung.

Der folgende Satz benutzt “Definitheits”-Eigenschaften quadratischer Matrizen; wir
formulieren zuerst den Satz und definieren anschliessend diese Begriffe.

Satz 2.8 [Optimalititsbedingungen zweiter Ordnung/ Sei 2 € R™ offen, f : Q - R
2mal stetig diff ‘bar, xg € 2. Dann gilt:

a) Notwendige Bedingungen:

Minimumsstelle positiv semaidefinit

xo lokale { = die Hesse-Matriz Hs(xo) ist {

Mazimumsstelle negativ semidefinit

b) Lokal hinreichende Bedingungen:

Minimumsstelle positiv definit

xqo strikte lokale { <~V f(x9) =0 und Hf(x(]){

aximumsstelle negativ definit

Von besonderem Interesse ist Aussage b): wahrend a), genau wie Satz 2.7, die
Menge der moglichen Extrempunkte nur einschrdnkt, erlaubt uns b), lokale Extre-
malitét allein mithilfe des Verhaltens der ersten und zweiten Ableitung von f an der
Stelle g nachzuweisen.

Def. 2.9 Eine reelle n x n Matrix A heisst
positiv definit, wenn (h, Ah) > 0 fiir alle he R®, h # 0

negativ definit ...................... <...
positiv semidefinit, wenn (h, Ah) > 0 fiir alle h e R?
negativ semidefinit ...................... <.

indefinit wenn A weder positiv semidefinit noch negativ semidefinit.

Geometrische Bedeutung der positiven Definitheit der Hesse-Matriz. Sei 2 ¢ R”
offen und konvex (d.h. fir x,y € Q liegt die gerade Verbindungsstrecke [z,y] =
{(1-t)zx+ty : t € [0,1]} in Q). Eine Funktion f : © — R heisst konvez, wenn
f(A=-t)x+ty) < (1-t)f(x)+tf(y) fiir alle z, y € Q und alle ¢ € (0,1). Geometrisch
bedeutet das: die gerade Verbindungsstrecke zwischen den Punkten (z, f(x)) und
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(v, f(y)) liegt oberhalb des Graphen von f. Ist f 2mal stetig partiell differenzierbar,
so gilt:
f konvex <= Hy(z) >0 fiir alle z € Q.

Anschaulich ist das klar, denn Positivitdt der zweiten Ableitung auf der Verbin-
dungsstrecke von x nach y heisst, dass die Steigung von f entlang der Strecke zu-
nimmt und daher der Graph von f unterhalb der Verbindungsstrecke von (x, f(x))
nach (y, f(y)) liegen muss. Fiir einen strengen Beweis siehe Abschnitt [2.7.2.

Beweisidee, Satz 2.8 Differenz f(xo+ h) — f(x) bis zur zweiten Ordnung Taylor-
entwickeln.
Details: a): Sei zg lokale Minimumsstelle. Dann ist fiir hinreichend kleines |h|
0< f(zo+h) = f(zo) = (Vf(wo),h)+{h Hy(zo)h)+o(lh|*).
Taylor

=0 (Satz2.7)

Division durch |h|? und Grenziibergang |h| — 0 liefert <ﬁ’Hf(m0)|L}:\> >0Vh#0,dh. He(zg) 20.

b): Sei Vf(x0) =0, Hy(x0) pos. definit. Nach Satz vom Maximum und Minimum nimmt g(e) := (e, Hy(x0)e) > 0
sein Minimum auf der (kompakten) Sphire S?! = {e ¢ R™ : |e| = 1} an, d.h. g(e) > m >0 Ve e S?!. Folglich

f(wo+h) = f(zo) = (b, Hy(zo)h)+ o(|h?) = m|h|? + o(Jh|?) > O fiir || hinreichend klein.
aylor

Das folgende Beispiel zeigt: die Voraussetzung der Definitheit von Hy(x¢) in Satz
2.8 b) kann nicht zu semidefinit abgeschwiicht werden. Ist H(xo) nur semidefinit,
kann man keine Aussage dariiber machen, ob x( lokale Extremstelle ist oder nicht.

Beispiel: f(z,y) = 22+ay*, xo = (0,0), a € R. Die Hessematrix ist positiv semidefinit
und unabhingig vom Vorfaktor a des y* Terms, aber fiir a > 0 ist x, strikte lokale
Minimumsstelle, fiir a = 0 nicht-strikte lokale Minimumsstelle, und fiir a < 0 keine
lokale Extremstelle. Im semidefiniten Fall wird das lokale Verhalten einer Funktion
also durch Terme hoherer Ordnung bestimmt, die die Hessematrix nicht “sieht”.

Wie stellt man fest, ob eine Matrix positiv bzw. negativ definit ist?

Lemma 2.5 Sei A eine reelle symmetrische n x n Matrix.
a) A positiv (bzw. negativ) definit < alle Eigenwerte von A sind > 0 (bzw. < 0)

b) Falls n = 2: A positiv (bzw. negativ) definit <= mindestens ein Diagonalelement
ist >0 (bzw. <0) und det A > 0.

Analoge Aussagen gelten, wenn man “definit” durch “semidefinit”, starke durch
schwache Ungleichungen und “mindestens ein Diagonalelement” durch “beide Dia-
gonalargumente” ersetzt.

Beweis fiir Diagonalmatrizen: Sei

A1 O 0
A= 0 X 0
0 0 A\
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In diesem Fall ist (h, Ah) = Y71 A\;h2. Dies impliziert sofort a), und auch b) wegen
det A = A\; \o. Der allgemeine Fall folgt z.B. aus einem Resultat der Linearen Algebra,
nach dem jede symmetrische reelle n x n Matrix in einer geeigneten Orthonormal-

basis Diagonalform hat. Einen analytischen Beweis dieses Resultates lernen wir in
Abschnitt 4.4/ kennen.

2.7.2 Drei Beispiele

Beispiel 1) Wir bestimmen und klassifizieren alle lokalen Extremstellen der Funk-
tion f(z,y)=2?-zy+y*, f: R2>R.

Wir gehen nach folgendem Verfahren vor

a) Gradient bestimmen

b) Nullstellen des Gradienten bestimmen

c) an den Nullstellen des Gradienten die Hessematrix bestimmen

d) Hessematrix auf Definitheit untersuchen.

a) Wir berechnen: Vf(z,y) = (_35904-—41;3)‘

b) Die erste Komponente der Gleichung Vf(z,y) = 0 lautet

20—y =0,
folglich y = 2x. Einsetzen in die zweite Komponente der Gleichung,
—x+4y° =0,

liefert die Gleichung
-z +322% = 0.

Dies ist eine kubische Gleichung fiir nur noch eine Unbekannte, z. Die linke Seite
schreiben wir mithilfe von Ausklammern des Faktors x als xz(-1 + 322?), folglich
verschwindet sie, wenn entweder xz = 0 oder —1 + 3222 = 0. Letztere Gleichung hat
. . .. _ 1 1

die beiden Lésungen x = + 5 = 555

Insgesamt hat die Gleichung V f(z,y) = 0 also die folgenden drei Losungen (und
nur diese):

_ _( 1 1 _ 1 1

($7y)_(0a0)7 (xay)_(mv_g)7 (Ivy)_(_ma_ﬁ)'

c) Die Hessematrix ist H(z,y) = ( 2 ! ) und folglich

-1 1242

2 -1 2 -1
Hf<o,o>:(_1 0), Hf(iﬁg,%):(_l )
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d) Die erste Matrix hat Determinante 2-0 - (-1)-(-1) = -1 < 0 und ist folglich
wegen Lemma 2.5 b) weder positiv noch negativ semidefinit. Wegen Satz 2.8 a)
ist somit (0,0) kein lokales Extremum, d.h. ein Sattelpunkt. Die zweite Matrix
hat positive Diagonalelemente und Determinante 2-3 - (=1) - (-1) =2 > 0 und ist
folglich wegen Lemma 2.5 b) positiv definit. Somit sind die Punkte :I:(ﬁ, %) lokale
Minimumsstellen.

Zum Abschluss bestimmen wir noch den Wert von f an den lokalen Minimums-

stellen:
1 1 1 1

D S L S
Iesm* 553 T a1 o1
Insbesondere stimmt der Wert an beiden lokalen Minimumsstellen iiberein. Da aus-

serdem f(xz,y) — oo fiir |(z,y)| = oo, sind diese Punkte sogar Minimumsstellen.
Wie sieht die untersuchte Funktion aus? Siehe Schaubild.

Niveaulinien der Funktion f(x,y) =% - zy + y*
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Beispiel 2) Lineare Regression. Reale Daten liegen (nach geeigneter Skalierung,
z.B. Log-Plot, siehe Analysis 1 Abschnitt 10) bestenfalls ndherungsweise auf einer
Geraden. Lineare Regression ist eine grundlegende und vielverwendete Methode aus
der Statistik, zu gegebenen Daten eine “bestapproximierende” Gerade zu finden.
Sie ist auch eine Urversion fiir maschinelles Lernen: statt Funktion — Wertetabelle
mochte man das umgekehrte Problem Wertetabelle — Funktion l6sen, also aus ge-
gebenen Daten eine funktionale Abhéngigkeit extrahieren, um anschliessend nicht
verfiighare Daten vorhersagen zu koénnen.
Genauere Formulierung der Problemstellung: Finde zu gegebenen Daten

X ‘ r1T o ... Tp
vy v o yn

(mit z;, y; € R) eine Gerade y(z) = ax + b sodass (ein geeignetes Fehlerma$ fiir) die
“durchschnittliche Abweichung” zwischen realen Daten y; und theoretischen Werten
y(x;) minimal wird.

Methode der linearen Regression (die auf C.F.Gauss zuriickgeht): definiere den
Fehler im i-ten Datenpunkt, r; = y; — y(x;) = y; — (ax; + b), und wihle als Fehlermafl
den muttleren quadratischen Fehler

R(a,b) = %(r% + .. +r72l).

Dieser ist eine Funktion, die von den Parametern a (Steigung) und b (Achsenab-
schnitt) der Geraden abhéngt. Wéhle nun a und b so, dass R minimal wird.

(Auch andere FehlermafBe sind méglich und sinnvoll, z.B. R(a,b) = + ¥, |r;|, aber
dann wird die Theorie komplizierter.)

Die Minimierung von R koénnen wir mit der in dieser Vorlesung erarbeiteten
Methode durchfiihren, d.h. wir fithren wie in Beispiel 1) folgende Schritte aus:

a) Gradient bestimmen

b) Nullstellen des Gradienten bestimmen

c) an den Nullstellen des Gradienten die Hessematrix bestimmen
d) Hessematrix auf Definitheit untersuchen.

Unsere Fehlerfunktion lautet R(a,b) = = Y7 (y; — az; — b)2. Der Gradient ist

(23 (y - azi - )z,
vA(e,b) = ( - an b))

Die zweite Komponente von VR ist Null genau dann wenn

0=2%(y;—ax;—b) =g —-aT -,

1=1

S|=
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wobei Z := Z==* den Mittelwert von n Zahlen 2, ..., 2, € R bezeichnet. Somit ist

also
b=7y-az. (1)

Die erste Komponente von VR ist Null genau dann wenn

0= Z(yl —-ax; — b)xi.

i=1
Einsetzen der Gleichung fiir b und Verwenden der Identitdt Y, (z; —Z) = 0 liefert

0= 2 -9 - alwi =) ) = (-7 - alai = D)) - ).
Im ersten Ausdruck ist nicht klar, ob der Vorfaktor von a ungleich Null ist, was aber
zwecks Auflosbarkeit nach a erforderlich ist. Der zweite Ausdruck ist besser, denn
wir sehen ihm an, dass - sofern n > 2 und die x; alle verschieden - der Vorfaktor von
a ungleich Null ist. Unter dieser natiirlichen und minimalen Annahme (sonst macht
lineare Regression offensichtlich keinen Sinn) folgt also

a2y -y (zi - 7)
a=

% Y1 (i —T)?

Der Nenner ist iibrigens gerade die Varianz der x;; diese ist ein Maf3 dafiir, wie breit
die x; gestreut sind. (Auch der Zahler hat eine interessante statistische Bedeutung,
er ist die sogenannte Covarianz der x; und y;; diesen Begriff benttigen wir in un-
serer Diskussion der linearen Regression nicht, Sie werden ihn im 2. Studienjahr
kennenlernen.)

Die Hessematrix ist unabhéngig von a und b,

2 n 2 — - —
_Zi: ‘ri 2T flfz x
HR(“’b):(" o7 2):2(— 1)

(2)

X

(mit der Notation 22 = Mittelwert der r? = % >, 2?). Das rechte untere Diagonal-
element ist offensichtlich positiv und ebenso die Determinante

det Hy(a,b) = 4@% -7%) = 4- - 3 (&~ 7) > 0.
nia

=Varianz der x;

Nach Lemma 2.5 ist somit der durch Gleichungen (1) und (2) gegebene Punkt (a,b)
eine lokale Minimumsstelle. Da ausserdem R(a,b) — oo (|(a,b)| - o0), ist (a,b)
sogar die eindeutige Minimumsstelle. Die zugehorige Gerade y(x) = ax + b heisst
Regressionsgerade.
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Wir fassen zusammen: Fir beliebige Daten yq,...,y, € R und xq,..,x, € R mit
n > 2 und paarweise verschiedenen x; existiert eine eindeutige Gerade y : R - R,
y(x) = ax + b, sodass der mittlere quadratische Fehler R minimal wird. Steigung a
und Achsenabschnitt b der Geraden sind durch die Formeln (1) und (2) gegeben.

Illustrative Beispiele experimenteller Datensétze und deren Interpretation nebst
Vorhersage fehlender Werte (z.B. aus der Biologie oder der Halbleiterindustrie, Stich-
wort, “Moore’sches Gesetz”) mithilfe von linearer Regression sind leicht im Netz zu
finden.

Ausblick: Analog lassen sich bestapproximierende Funktionen aus anderen Funk-
tionenklassen finden, z.B. den kubischen Polynomen y(z) = azx? + asx? + ayx + aq.
Wichtig fiir obiges Prinzip sind nur die Vektorraumeigenschaft der Funktionenklasse
und die Quadratizitit der Fehlerfunktion; dann erhélt man ein lineares Gleichungs-
system fiir die Koeffizienten. Siehe Ubungen.

Beispiel 3) Konveze Funktionen. Hier ist unser Ziel nicht die explizite Optimierung
einer konkreten Funktion; vielmehr benutzen wir die Optimalitdtsbedingungen aus
Satz 2.7 und Satz 2.8, um Konvexitit einer Funktion mithilfe von Eigenschaften
ihrer Ableitungen zu charakterisieren.

Satz 2.9 Sei QQ cR" konvex, f : Q0 > R differenzierbar. Dann sind dquivalent:
(a) f ist konvex

(b) f(y) 2 f(z)+(Vf(zx),y—-x) fir alle z,y €.

Ist f 2mal differenzierbar, so ist ausserdem dquivalent:

(¢) He(z) >0 fiir alle x € 2.

Beweis (a)==(b): Sei f konvex. Dann hat fiir x,y € © die Funktion ¢ : [0,1] - R,
e(t)=(=-t)f(x)+tf(y) - f((1-t)x+ty) eine Minimumsstelle bei ¢ = 0 und somit

0<¢"(0) = f(y) - f(z) = (VSf(x),y - x).

(b)==(c): Nach Voraussetzung hat die Funktion u(y) = f(y) - f(z) - (Vf(x),y-x)
eine Minimumsstelle bei y = x und somit ist nach Satz 2.8

0< Hy(x)=H(x).

(c)==(a): Es gelte (c). Wir argumentieren indirekt. Ist f nicht konvex, existieren
x,y € €2 sodass die im ersten Teil des Beweises eingefiihrte Funktion ¢ nicht > 0 auf
ganz [0, 1] ist. Also hat ¢ eine Minimumsstelle ¢o € (0, 1) mit p(t9) < 0= ¢(0) = p(1).
Nach Satz 2.7 ist ¢'(ty) = 0 und wegen Hauptsatz und (c) folgt fiir beliebiges ¢ € [to, 1]

PO =2(t) + [ (s ds= [ (y-a H((1=5)a+ sy)(y-a))ds <o

——
=0

Dies impliziert aber ¢(tg) > ¢(1), Widerspruch.
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2.7.3 Gradientenverfahren

Wie gehen wir vor, wenn wir komplizierte oder hochdimensionale Funktionen maxi-
mieren/minimieren wollen?

Mithilfe geeigneter numerischer Verfahren, die auf den in dieser Vorlesung entwickel-
ten theoretischen Konzepten aufbauen. Genau wie das — in Analysis 1 besprochene
— Newtonverfahren das grundlegende numerische Verfahren zum Gleichungslosen
ist, ist das Gradientenverfahren das grundlegende numerische Verfahren zum Mini-
mieren von Funktionen. Die Idee besteht darin, den (durch Satz 2.3 offengelegten)
Sachverhalt auszunutzen, dass Minus der Gradient in Richtung des stérksten Abfalls
der Funktion zeigt.

Gradientenverfahren (informell): Starte an irgendeinem Punkt. Gehe eine geeignete
Distanz in Richtung von Minus Gradient. Iteriere.

Gradientenverfahren (mathematisch): Sei f : R - R eine gegebene stetig differen-
zierbare Funktion, und sei 2(®) ¢ R ein gegebener Startpunkt. Definiere rekursiv:

2D = 2O 79 f(2D) (i=0,1,2,...),
wobei 7 > 0 eine geeignet zu wihlende Zahl (Schrittweite) ist.

Hoffnung: unter geeigneten Voraussetzungen konvergiert die Folge (z()) gegen eine
Minimumsstelle, oder zumindest eine lokale Minimumsstelle, von f. Ein Folgenglied
mit hinreichend groflem Index sollte eine gute Naherung liefern.

Die richtige Wahl der Schrittweite ist nicht offensichtlich. Anhand der Graphen ein-
dimensionaler Beispiele kann man sich zumindest klarmachen, dass bei zu grosser
Schrittweite die Funktionswerte nicht “bergab” gehen, und man andererseits bei zu
kleiner Schrittweite zu sehr “auf der Stelle tritt”.

Um das Verhalten des Verfahrens analytisch zu untersuchen, sind einige Voriiberle-
gungen notwendig.

Def. 2.10 Sei M c R”. Eine Funktion f : M — R™ heisst L-Lipschitzstetig (wobei
L >0), wenn
|f(z) - f(y)| < Llx —y| fiir alle x, y € M.

Eine Funktion heisst Lipschitzstetig, wenn ein L existiert sodass sie L-Lipschitzstetig
ist.
Es gelten die Implikationen

z.B. falls M kompaktes Intervall
<

—

(wobei fiir die Wohldefiniertheit von “stetig diff’bar” notwendig ist, dass M Intervall
(in 1D) oder offen (in nD)). Die linke Implikation folgt aus dem e-§-Kriterium durch

stetig ; Lipschitzstetig stetig differenzierbar
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Wahl von 0 = ¢/L; dies zeigt, dass Lipschitzstetigkeit eine quantitative Version der
Stetigkeit ist, in der das ¢ linear im e gewéhlt werden kann. Beweis der rechten
Implikation in Dimension n = 1: gute Ubung. Gegenbeispiele fiir die ungiiltigen
Implikationen: f(x) = \/x auf [0,1] ist stetig (und sogar gleichmissig stetig), aber
nicht Lipschitzstetig; f(x) = |x| auf [-1,1] ist 1-Lipschitzstetig, aber am Punkt 0
nicht differenzierbar.

Def. 2.11 Sei 2 € R” offen, f : 2 - R diff’bar. Ein Punkt x, € Q) heisst kritischer
Punkt von f, wenn Vf(z.)=0.

Satz 2.10 (Verhalten des Gradientenverfahrens) Sei f : R" — R diff 'bar,
Vf : R* > R" L-Lipschitzstetig, f(z) - oo (|x| = o0 ). Die Schrittweite T € (0, 00)
gentige der Bedingung

T< 1.
Dann gilt fiir die durch das Gradientenverfahren mit beliebigem Startwert x(%) € R"
definierte Folge (x()):

1. Die Folge der Funktionswerte, (f(x())), ist monoton fallend.

2. Die Menge der Hiufungspunkte von (x(9)) ist eine nichtleere Teilmenge der
Menge der kritischen Punkte von f.

Wichtigster Aspekt der Voraussetzungen: die Schrittweite muss kleiner als der
Kehrwert der Lipschitzkonstante des Gradienten sein, 7 < . Dies bedeutet: falls sich
der Gradient der Funktion schnell dndert (grosses L), muss die Schrittweite klein
gewéhlt werden (kleines 7).

Wichtigster Aspekt der Konklusion: es existiert mindestens ein Hiufungspunkt,
und dieser 16st die gewiinschte (fiir lokale oder globale Minimumsstellen notwendige,
sieche Satz 2.7) Gleichung.

Beispiel, dass die Folge mehr als einen Haufungspunkt haben kann: siche Ubun-
gen. Beispiel, dass Haufungspunkte nicht notwendigerweise lokale Minimumsstellen
sein miissen: falls der Startwert z(°) ein beliebiger kritischer Punkt ist, gilt () = 2:(0)
fiir alle 7.

Darauf, dass wir mit den bisher entwickelten Methoden eine derartige interessante
und nichttriviale Aussage beweisen konnen, kénnen wir stolz sein; hierbei kommt so-
wohl der Ableitungskalkiil als auch die konzeptionelle Seite der Analysis (also Begriffe
wie abgeschlossen, kompakt, Subniveaumenge, stetig, ... und deren Zusammenspiel)
zum Einsatz; siehe unten.

Den ersten Schritt des Beweises von Satz 2.10 formulieren wir wie folgt.

Lemma 2.6 Ist f : R* - R diff'bar und V f L-Lipschitzstetig, so gilt Va*, z ¢ R?

Fa™) < (@) + (T f(2), 2 —a) + Lla* -l
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Die ersten beiden Terme auf der rechten Seite sind nichts als die Taylorapproxi-
mation erster Ordnung an der Stelle z fiir f(z*), aber die rechte Seite hingt —
im Gegensatz zum Restglied im Satz von Taylor — nicht von hoheren Ableitungen
ausserhalb des Entwicklungspunktes, sondern nur von der ersten Ableitung am Ent-
wicklungspunkt ab.

Beweis Nach Satz von Taylor sowie anschliessendem Einschieben einer “additiven
Null” gilt mit € € [z, 2]

f@) = f(@)+(Vf(§), =" - x)
= f(@)+{Vf(2), 2" —2) + ((VF(§) - Vf(2)),a" - ).
Die ersten beiden Terme entsprechen denjenigen im Lemma, und den letzten Term

konnen wir nach oben abschétzen, indem wir nacheinander Cauchy-Schwarz, die
Lipschitzstetigkeit von Vf und die triviale Ungleichung [£ — x| < |+ — x| benutzen:

(VA -Vf(z)), 2" —z) <|VF(E) - Vf(2)|le* - 2| < LI - 2| |z* — 2 < Llz* - zf*.

Damit ist die behauptete Ungleichung bewiesen. Wir merken noch an, dass die
Ungleichung giiltig bleibt, wenn man L durch L/2 ersetzt; der Beweis ist dann aber
deutlich schwieriger.

Beweis von Satz 2.10 Zuerst zeigen wir 1). Anwenden von Lemma 2.6 mit x = (),
ot = 20D liefert wegen o+ -z = -7V f ()

f@*) < f@) +(Vf(z), -V f(2)) + LItV f(@)P = f(z) -7(1 - L)V f (@), (%)

Der Faktor (1 - L7) ist genau dann positiv, wenn 7 < 1. Dies erklért die Vor-

aussetzung an 7, und etabliert 1). Nun zu 2). Zunéchst zeigen wir: die Menge der
H&aufungspunkte ist nichtleer. Betrachte dazu die Subniveaumenge N := {z € R" :
f(z) < f(z®)}. Die Menge N ist wegen f(x) — oo (|| - oo) beschriinkt, und wegen
der Stetigkeit von f abgeschlossen, folglich (siehe Lemma 1.6) kompakt. Wegen 1)
liegt die Folge in N; somit besitzt sie einen Haufungspunkt. Es bleibt zu zeigen: falls
x, Haufungspunkt, gilt Vf(z,) = 0. Dies zeigen wir indirekt. Angenommen es gelte
Vf(x,)#0. Dann gilt wegen (*) mit ¢ = 7(1 - L7)|Vf(z,)?>0

flro=mvf(az)) < fz.) -e
Wegen Stetigkeit von f und V[ existiert ein § > 0 sodass
fx-7Vf(x)) < f(x.) -5 fiiralle x € Bs(x.).

Da z, Haufungspunkt, existiert ein 2™ € Bs(x.). Somit folgt f(z(m*1)) < f(x,) -5
und — wegen 1) —
FeD) < f(x.) - g fiir alle j > m + 1.
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Indem wir eine gegen z, konvergente Teilfolge (z(/+)) wihlen und k gegen Unendlich
gehen lassen, erhalten wir einen Widerspruch, denn die linke Seite konvergiert gegen
f(z,). Damit ist der Beweis beendet.

Wie sieht die durch das Gradientenverfahren definierte Folge in einem typischen
numerischen Beispiel aus?

0.8

0.6

0.4

0.2

-1 0.5 0 0.5 1

Erste 20 Folgenglieder des Gradientenverfahrens fiir die Funktion f(z,y) =
x? —xy + ey + y*, € = 0.01. Als Schrittweite haben wir 7 = 0.5 und als Start-

wert (—0.8,0.8) gewihlt. Frithere Folgenglieder entsprechen grosseren Markern.

Im Fall € = 0 besitzt die Funktion zwei gleich tiefe Minimimumsstellen i(ﬁ, %)
(siehe unsere Analyse in Abschnitt 2.7); durch Addition des Terms ey haben wir
die Funktion in der oberen Halbebene etwas angehoben und in der unteren Halb-

ebene etwas abgesenkt, sodass die Minimumsstelle in der oberen Halbebene nur
noch lokal ist.

Die Folge springt vom Startwert (links oben) zunéchst auf die gegeniiberliegende
Seite, dann ein paarmal hin und her, bis sie knapp unterhalb des Sattelpunkts zwi-
schen lokaler und globaler Minimumsstelle landet; von dort geht’s dann schnur-
stracks bergab Richtung globale Minimumsstelle. Das asymptotische Verhalten
entspricht also in Satz 2.10 der Option ein Hiufungspunkt, Haufungspunkt ist
Minimumsstelle.

Wie bei jeder durch das Gradientenverfahren definierten Folge steht die Richtung
vom vorherigen zum néchsten Folgenglied, also Minus Gradient am vorherigen
Folgenglied, senkrecht zur dortigen Niveaulinie (siche Satz 2.4).
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2.8 Anwendung: partielle Differentialgleichungen

Ableitungen sind nicht nur ein zentrales Hilfsmittel in der Analyse gegebener Funk-
tionen (z.B. der Bestimmung von Extremstellen), sondern auch in der Modellierung,.
Bisher haben wir nur “gegebene” Funktionen betrachtet, und deren Ableitun-
gen untersucht. In Anwendungen ist die Problemstellung oft genau andersherum:
viele Gesetzméssigkeiten und Modelle in Natur- und Ingenieurwissenschaften lassen
sich als Beziehungen zwischen einer unbekannten Funktion und ihren Ableitungen
formulieren. Gesucht ist dann eine Funktion, die diesen Beziechungen geniigt.

Eine solche Beziehung zwischen einer Funktion und ihren Ableitungen, in der
partielle Ableitungen nach mindestens zwei verschiedenen Koordinaten auftreten,
heisst partielle Differentialgleichung. (Falls nur partielle Ableitungen nach einer Ko-
ordinate auftreten — z.B. weil die Funktion nur von einer Variablen abhéngt — spricht
man von einer gewdhnlichen Differentialgleichung, sieche Analysis 1 Abschnitt 12.)

2.8.1 Beispiele partieller Differentialgleichungen

Wir geben einige grundlegende Beispiele partieller Differentialgleichungen an. Den
Fragen,

— wie man solche Gleichungen aus Modellierungsannahmen herleitet

— wie man sie (in einfachen Situationen) lost

— was die Losungen “machen”

gehen wir exemplarisch in Abschnitten 2.8.2 und 2.8.3 nach.

Beispiele 1) Poissongleichung Sei Q2 ¢ R offen, f : 2 > R” gegeben. Die partielle
Differentialgleichung

-Au=f
oder, in Langversion,

n 2

- ZWU(%’ ) = f(21, .. xy) fiir alle z = (24, ..., 2,) €,
- :C’L

i=1

fir u : Q — R heisst Poissongleichung. Hierbei ist A der Laplaceoperator (siehe
Abschnitt 2.5), und u eine unbekannte Funktion, die es zu bestimmen gilt. Diese
Gleichung tritt fiir 2 = R3 z.B. in der Elektrostatik und der Astrophysik auf (f
Ladungsverteilung, u elektrostatisches Potential; bzw. f Massenverteilung, u Gra-
vitationspotential). Der Spezialfall f =0, d.h.

-Au =0,
heisst Laplacegleichung. Losungen dieser Gleichung heissen harmonische Funktionen.

2) Wellengleichung Die partielle Differentialgleichung

2
%U=Au
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fiir u : Qx[0,00) > R, Q € R" u = u(x,t), heisst Wellengleichung. Hierbei modelliert
u(z,t) z.B. die transversale Auslenkung einer schwingenden Saite €2 = [0, L] oder
Membran € ¢ R? am Punkt z € Q zur Zeit ¢, oder die Amplitude zur Zeit ¢ einer
Schall- oder elektromagnetischen Welle an einem Punkt x des dreidimensionalen
Raumes. Wir benutzen hier die iibliche Konvention, dass sich der Laplace-Operator
nur auf die Ortskoordinaten x = (z1, ..., z,) € 2 bezieht, d.h. Au =37, %.

3) Wirmeleitungsgleichung Die partielle Differentialgleichung
%u = Au

fir u : Qx[0,00) > R, Q ¢ R*, u = u(x,t), heisst Wirmeleitungsgleichung. Wie
bei der Wellengleichung bezieht sich der Laplace-Operator nur auf die Ortskoor-
dinaten x = (x1,...,2,) € Q. Diese Gleichung tritt z.B. in der Physik (2 = [0, L],
u(x,t)=Temperatur eines Drahtes [0, L] am Punkt x zur Zeit t) und in der Stocha-
stik (2 = R™, u(x,t)=Wahrscheinlichkeitsdichte, dass sich ein sich zuféllig bewegen-
des Teilchen zur Zeit ¢t am Ort x aufhilt) auf.

4) Schrédingergleichung Sei V' : R3 — R gegeben. Die partielle Differentialglei-
chung
—3Au+Vu=Xu

fiir u : R3 - C und X € R heisst (zeitunabhéngige) Schridingergleichung im Potential
V. Prototypisch ist der Fall V' (z) = —1/|x| (Schrodingergleichung des Wasserstoffa-
toms). Diese Gleichung spielt eine grundlegende Rolle in der Quantenphysik und der
Theoretischen Chemie. Physikalisch ist |u(x)|?> die Wahrscheinlichkeitsdichte, dass
sich das Elektron am Ort z aufhélt (wobei aufgrund der Invarianz der Gleichung
unter u — au fiir @ € R angenommen werden kann, dass [ |u|? = 1), V(z) die po-
tentielle Energie aufgrund der elektrostatischen Anziehung durch den (am Punkt 0
positionierten) Atomkern, und A die Energie des Elektrons. Mathematisch ist A ein
Eigenwert der linearen Abbildung u —%Au+Vu; man kann zeigen, dass — wie beim
Eigenwertproblem fiir Matrizen — A, also die Energie, nur diskrete (“quantisierte”)
Werte annehmen kann.

Auf den ersten Blick scheint es vollkommen hoffnungslos, solche Gleichungen zu
16sen, da die Beziehungen zwischen partiellen Ableitungen an jedem Punkt x bzw.
jedem Punkt (x,t) gelten miissen. Trotzdem existiert oft unter sinnvollen Zusatz-
bedingungen (siehe exemplarisch Abschnitt 2.8.2) eine eindeutige Losung. Eine sy-
stematische Einfiihrung in das Gebiet “partielle Differentialgleichungen” bietet eine
gleichnamige Vorlesung im 3. Studienjahr.

Beispiele

1) Das Newton-Potential u : R"\{0} - R, u(x) = |m|,1l_2 (n > 3) lost die Laplaceglei-
chung.
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2) Die Funktion u : (R3\{0}) xR - C, u(z,t) = e (k > 0) sowie ihr Realteil

||
u(x,t) = % losen die Wellengleichung.

2
Ed

3) Die zeitabhaengige Gauss-Funktion u : R" xR - R, u(z) = 5ze a 1st die
Wirmeleitungsgleichung.

4) Die Funktion u(x) = e l/\/m (Grundzustand) 16st die Schrédingergleichung fiir
das Wasserstoffatom mit A = —3; die Funktion u(x) = z1e71#1/2/\/32r (Beispiel eines

angeregten Zustands) 16st sie mit A = —%.

Es ist eine exzellente Ubung, die jeweiligen Funktionsgraphen in Abhingigkeit von z1, x2 (bei 2) und 3) fiir ver-
schiedene t) zu skizzieren und die Giiltigkeit der jeweiligen partiellen Differentialgleichungen nachzupriifen, mithilfe
der folgenden

Regel: Fiir 2mal differenzierbare radialsymmetrische Funktionen, d.h. v : R™\{0} - R mit v(x) = g(r), r = |z, gilt

n

'),

Av(z) =g"(r) +

Herleitung der Regel: Wir berechnen zunéchst geméss Kettenregel

or 0 2 2 1 z; . T
— =—\/2]+..+23 = ————""02x; = — und somit Vr = —.
Oy  Oxj 2/ + ...+ r r

Nach Kettenregel folgt
N
Vo(e) = g'(n)*.

Die Produktregel fiir die Divergenz, d.h. div(pu)(x) = (Ve(z),u(z))+¢(z) divu(z) fiir eine skalare Funktion ¢ und
ein Vektorfeld u, liefert

Av(x) = div Vo(@) = div(g ()T ) = (79'(r), =) + g/ (1) div = = (g"(1) =, ) + g'(r)[(V%, @)+ % div ]
Wegen V1 =-Lvyr=-% und dive = 7, a%xj =n sowie (z,z) = r2 folgt
Av(@) =" (1) + g ([ + 2]
5) Wir bestimmen alle radialsymmetrischen harmonischen Funktionen. Sei n > 2,
v : R"\{0} - R mit v(z) = g(r), r = |z|. Sei Av = 0. Nach obiger Regel bedeutet dies

) = ().

r r=ldr

0=9g"(r)+

Somit 7"~1g’(r) = a fiir eine Konstante a € R. Folglich ¢’(r) = 5% und somit

alogr+b firn=2

9=V 2 h hirns3

rn

(mit @’ = —=%). Insbesondere ist das Newtonpotential * bis auf eine multiplikative

und eine additive Konstante die einzige radialsymmetrische harmonische Funktion
auf R3\{0}.
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2.8.2 Herleitung der Wellengleichung fiir die schwingende Saite

Wir betrachten eine elastische Saite der Léange L, hergestellt aus einem homogenen
Material. Die transversale Auslenkung am Punkt x zur Zeit ¢ beschreiben wir durch
eine skalare Funktion w = u(x,t), u : [0, L] x R - R; siehe Skizze. Die Position der
gesamten Saite zur Zeit ¢ entspricht dem Graph der Funktion u(-,t).

u(x,r)

1 1

X X+e&

Die auf das Teilstiick zwischen x und x + ¢ durch den Rest der Saite ausgeiibte
Kraft wirkt tangential an beiden Enden des Teilstiicks und hat (wegen Homogenitét)
den selben Betrag, d.h. die Netto-Kraft ist

F=F"+F wobei |F*|=|F|
(siche Skizze). Der Tangentialvektor der Lidnge 1 an den Graphen von wu(-,t) in
Richtung von F'* bzw. F'~ ist

1 1 1 1
(u'mg)) Joraey (u’@)) Naereod

Folglich gilt

F_|F+|[( 1 ) 1 _(1) 1 ]
) u(zre) ) Tvu(are)?  \V (@) /T+u(x)2d

Wir sind an der Nettokraft Fj.,; in vertikaler Richtung interessiert. Unter der An-
nahme, dass die Saite fast horizontal bleibt (d.h. u’ klein) ergibt sich wegen Taylor

(beachte 1/v1+u?2=1+0(u'?))
oot ~ |F*| [/ (2+2) =/ (2)] = el F*|u” (=),

(Analog sehen wir: Nettokraft in horizontaler Richtung »~ 0, d.h. die Gesamtkraft ist
nahezu vertikal.) Das Newton’sche Gesetz (Masse x Beschleunigung = Kraft) liefert
wegen Masse = € x Massendichte

e x Massendichte x uy(z,t) ~ e|F*|u"(z).
Im Limes € — 0 erhalten wir mit ¢? := |F*|/Massendichte die Wellengleichung

Uy (1,1) = gy (2,1).
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2.8.3 Losen der Wellengleichung via Separation der Variablen

Ein vollstdndiges Modell der schwingenden Saite ist gegeben durch die Wellenglei-
chung zusammen mit Randbedingungen und Anfangsbedingungen:

U (2,1) = gy (1) (W)
u(0,t) =0, u(L,t) =0 fur alle ¢ (R)
u(z,0) =uo(x), u(x,0) =0 fiir alle z (A)

(Randbedingung: die Saite ist an den Enden fest eingespannt; Anfangsbedingung:
die Anfangsauslenkung ist vorgegeben, und die Anfangsgeschwindigkeit ist Null.)
Eine typische Anfangsbedingung ist

ug(x) = sin(ZL) + ysin(222).

Schritt 1 Separation der Variablen: Zunéchst ignorieren wir die erste Anfangsbe-
dingung, und suchen Losungen von (W), (R), und der zweiten Anfangsbedingung
der Form u(z,t) = X (x)T'(t). Einsetzen in (W) liefert

XT" =c2X"T
und somit, indem wir (wie in Analysis 1 bei der Behandlung gewo6hnlicher Differen-

tialgleichungen erster Ordnung) alle z-abhédngigen Terme auf die linke Seite und alle
t-abhéingigen Terme auf die rechte Seite bringen,

X"(x) B lT”(t)
X(z) 2 T(t)’

Somit linke Seite = rechte Seite = k fiir eine Konstante k € R. Unser System (W),
(R), (A2) reduziert sich also auf

X" =kX T = kT
{X(O) = X(L) =0, {T’(O) = 0.

Schritt 2 Die Gleichungen fiir X und 7" sind gewohnliche Differentialgleichungen.
(Wir haben also eine partielle Differentialgleichung auf zwei gewthnliche Differential-
gleichungen reduziert!) Wie man sie 16st, ist uns bereits aus Analysis 1 bekannt (siehe
Abschnitt 12.3 “Schwingungsgleichungen”). Die allgemeine Losung von X” = kX,
X(0) =0 (mit k£<0) ist

X(z) = Asin(\/Wx),

und wegen X (L) =0 muss \/|k|L = nr fiir ein n € N gelten, d.h.

nm

k'z‘(f)Z (n=1,2,3,..). (*)
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Die allgemeine Losung von T" = ¢2kT ist

T(t) = By cos(\/2|k|t) + Bysin(y/?|k|t)

K B cos(cBt) + Bysin(ct),
und wegen 77(0) = 0 muss By = 0 sein. Insgesamt erhalten wir also

u(z,t) = a, sin( %) cos(c2) fiir ein n € N und ein o, € R,

Schritt 3 Superposition: Wegen Linearitét des Systems (W), (R), (A2) sind Sum-
men der in Schritt 2 gefunden Losungen wiederum Losungen (und unter geeigneten
Abkling-Annahmen an die Koeffizienten «,, gilt dies sogar fiir unendliche Summen),

u(w,t) = 21 oy, sin( 22 ) cos(c™).

Schritt 4 Die Koeffizienten «,, kénnen wir nun aus der bisher ignorierten Anfangs-
bedingung (A1) bestimmen. Fiir unsere Beispiel-Anfangsauslenkung muss gelten:

u(x,0) = Z o, sin (%7 L sin(Z2) +WSin(3ﬂTx).

n=1
Folglich
1 n=1
ap =47 n=3
0 sonst,
und

u(z,t) = sin(%F) cos(c ”t) + 75111(3”) cos(c?”rt

Man kann zeigen, dass dies die eindeutige Losung ist. Wie sie aussieht, wie sie sich
anhort, und wie die Wahl von v den Sound verédndert, wird in der Vorlesung demon-
striert.

Ausblick: In Analysis 3 wird gezeigt (Theorie der “Fourier-Reihen”), dass jede hin-
reichend glatte Funktion wy auf dem Intervall [0, L] mit uo(0) = uo(L) = 0 durch
eine Reihe Y77 a,, sin(*f*) dargestellt werden kann. Unsere Methode zur Losung
der Wellengleichung funktioniert somit fiir beliebige Anfangsauslenkungen .
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2.9 Anwendung: Maschinelles Lernen

Die bisher in dieser Vorlesung erarbeitete Mathematik spielt nicht nur in Natur- und
Ingenieurwissenschaften, sondern auch im maschinellen Lernen eine wichtige Rolle.
In diesem Abschnitt besprechen wir — aus mathematischer Sicht — eine grundlegende
Methode, gradientenbasiertes Lernen neuronaler Netze, anhand einer typischen Auf-
gabe, Klassifikation von Inputs fester Grosse (z.B. Bilder) in verschiedene Klassen
(z.B. Hund, Katze,...). Wir setzen keine Kenntnisse {iber maschinelles Lernen voraus.

Mathematisch gesehen ist ein neuronales Netz eine multivariate vektorwertige
Funktion.

Beispiel (Neuronale Netze zur Klassifikation von 64x64 Schwarz-Weiss-Bildern):
ein solches Netz bildet den Vektor z € R%0% dessen i-te Komponente dem Grauwert
des i-ten Pixels entspricht, auf den Vektor 3 € R® ab, der eine Wahrscheinlichkeit
fiir jede der C' moglichen Klassen des Bildes angibt.

Neuronale Netze sind aber nicht beliebige Funktionen, sondern eine neuere Funktio-
nenklasse spezieller Bauart, die in der Informatik enwickelt wurde und auf vielfacher
Verkettung einfacher Funktionen beruht (fiir eine prézise Definition siche Abschnitt
2.9.1). Dies steht im Gegensatz zu traditionellen Funktionenklassen wie etwa Po-
lynomen oder trigonometrischen Polynomen, die auf Linearkombination einfacher
Funktionen beruhen.”

Neuronale Netze héngen von a priori unbekannten Parametern ab, die nicht von
Hand bestimmt werden. Stattdessen wihlt man eine geeinete Anzahl von Testbei-
spielen, bei denen man die korrekte Klassifizierung kennt, und bestimmt die Pa-
rameter durch Minimierung der (geeignet zu messenden) Abweichung des fiir die
Testbeispiele vorhergesagten Outputs vom korrekten Output. Diese Vorgehenswei-
se trigt zwar den modernen Namen Training, ist aber in Wirklichkeit das Losen
eines mathematischen Optimierungsproblems, und man verwendet hierzu traditio-
nelle mathematische Verfahren (typischerweise Varianten des Gradientenverfahrens
aus Abschnitt 2.7.3). Das Bestimmen des Gradienten gelingt durch wiederholte An-
wendung der mehrdimensionalen Kettenregel aus Abschnitt 2.2.

2.9.1 Neuronale Netze vom Feedforward-Typ

1. Netzwerk: Eine wichtige Klasse neuronaler Netze sind die Feedforward-Netze,
die aus mehreren hintereinandergeschalteten Schichten von Neuronen bestehen.

9Der Erfolg der traditionellen Funktionenklassen bei Fragestellungen aus Natur- und Ingenieur-
wissenschaften hat damit zu tun, dass man dort hiufig Funktionenklassen approximieren mochte,
die selbst eine lineare (oder nur mild nichtlineare) Struktur haben, wie etwa die Losungsmengen
linearer (oder nur mild nichtlinearer) partieller Differentialgleichungen (siehe Abschnitt 2.8)) in
Abhéngigkeit variierender Rand- und Anfangsbedingungen. Der Erfolg neuronaler Netze fiir ma-
schinelles Lernen hat damit zu tun, dass die Abbildungen, die man dort approximieren méchte,
hochgradig nichtlinear sind.

7 G. Friesecke (TUM), Analysis 2



Def. 2.12 Ein Feedforward-Netz mit L Schichten ist eine Funktion ¢ : R® - R™
der folgenden Form (siehe Skizze):

g — f(L) o A(L) o f(Lil) o A(Lil) 0...0 f(2) o A(Q) o f(l) o A(l)
mit affin linearen Abbildungen A®*), d.h.
A(k)(z(k)) = (W(k))TZ(k) + bk,

und nichtlinearen Abbildungen f*).

72
(L-1)
7 o z
o 0 o 72D
X @ o
o (o) (o) (o] ® )
Xy ()
O o) o o o (o] (0] () j}z
@
o (o) o o) ® Jc
X, @
o o o L-th Softmax Output
layer activation utpu
(o)
1st

Die f(*) agieren (im Normalfall) nur komponentenweise; dies entspricht der Mo-
dellierungsannahme, dass Neuronen benachbarter Schichten nur linear (d.h. nur
durch eine lineare Abbildung) gekoppelt sind. Ein Standardbeispiel ist die rectifying
linear unit (ReLu)

((f®(2®)). =ReLU(2"), ReLu(t) = max{t,0}.

Die W) und b(*) heissen weights und biases, und die nichtlinearen Abbildungen
heissen Aktivierungsfunktionen. Den Wert der k-ten Schicht nach Anwenden von
A®) bezeichnen wir mit z(*), d.h.

Siehe Skizze. A priori kann die Anzahl der Knoten der k-ten Schicht (alias Kompo-
nenten des Vektors z(%)) beliebig sein, d.h. z(%) € Ré. (Die Definitions- und Werte-
bereiche der Abbildungen sind also A®*) : Rd-1 — R% und f(*) : Rd% — R mit
dy = n, dr, = m.) Die i-te Komponente (2()); gibt den Wert des i-ten Knotens der
k-ten Schicht an.
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Der Koeffizient Wi(jl) bezeichnet den Faktor, mit dem der Wert des i-ten Kno-
tens der 0. Schicht multipliziert wird, bevor er an den j-ten Knoten der 1. Schicht

weitergeleitet wird (sieche Skizze); daher tritt bei Verwenden von Matrixschreibweise
die Transponierte (W®M)T auf, denn (WTx); = ¥, Wiz = ¥, Wijz;.

2. Softmax: Fiir Klassifizierungsaufgaben benutzt man als finale Aktivierungsfunk-
tion meist die Softmax-Funktion, d.h. f(X) = o mit

e”1

e

J

o(z1,...,20) =
e*C
Te
J

(Insbesondere muss die Anzahl dj, der Knoten der letzten Schicht der Anzahl C' der
Klassen entsprechen.) Der Sinn dieser Funktion liegt darin, dass sie (i) einen beliebi-
gen Input-Vektor z € RC in einen Wahrscheinlichkeitsvektor umwandelt, d.h. einen
Vektor mit nichtnegativen Komponenten, die sich zu 1 summieren, (ii) grosseren
Input-Komponenten grossere Wahrscheinlichkeiten zuteilt.

3. Parameter des Netzwerks: Die zunéchst unbestimmten Parameter des Netz-
werkes sind die affin linearen Abbildungen, also die weights und biases. (Demge-
geniiber sind die nichtlinearen Aktivierungsfunktionen von Anfang an festgelegt.)
Die Parameter der k-ten Schicht fassen wir als Vektor auf, indem wir die Spalten

der Matrix W (k) untereinanderschreiben und unten noch den Vektor b(*) dazuschrei-
ben, d.h.

H(k) = : € de—l'dk+dk = Qk

Insgesamt ist unser neuronales Netz mit unbestimmten Parametern also eine Abbil-
dung

RxQyx...xQ; —RC

g: (2,00, 00) »(UoAgfg)

<>

_ L-1 2 !
o f(L 1), Aé(L) ) 0.0 Aé(g) o f(l) o Aé(l)))(iﬂ)

4. Verlustfunktion: Um das Netzwerk zu trainieren, d.h. die Parameter zu bestim-
men, benutzt man Datenpunkte (), v = 1,..., N, fiir die die zugehorigen Klassen
¢, € {1,...,C'} bekannt sind. Bei korrekter Klassifizierung sollte das Netzwerk fiir
diese Datenpunkte folgende Output-Vektoren y(*) liefern:

1 72=¢,
) =
‘ 0 sonst.
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Den Fehler misst man mithilfe einer Verlustfunktion (englisch: loss function) ¢ :
RExR® - R. Deren Wert £(y,¢) sollte umso niedriger sein, je niher ¢ an y liegt. Eine
oft verwendete Verlustfunktion fiir Klassifizierung ist die Kreuzentropie (englisch:
cross entropy)

c
CE(y,9) =~ > yilog .
i=1
Diese Funktion mochte, dass ¢; gross ist, wenn y; = 1; sie belohnt also das Modell,
wenn es dem korrekten Label eine hohe Wahrscheinlichkeit zuteilt. Genauer:

Lemma 2.7 Seiy; =1 firi=c und 0 sonst. Dann ist die Kreuzentropie CE(y,p),
aufgefasst als Funktion auf der Menge der Wahrscheinlichkeitsvektoren {p € R :
pi >0, Y, pi =1} (mit der Konvention alogb=0 wenn a=b=0 und —oco wenn a >0
und b=0), genau dann minimal, wenn p =y.

Beweis Fiir das gegebene y ist CE(y,p) = -1-logp.. Da p. € [0,1] und —log streng
monoton fallend, ist die eindeutige Minimumsstelle p. = 1. Da p Wahrscheinlichkeits-
vektor, folgt p; =0 fiir i # ¢, d.h. p=y.

5. Training: Nun kann man die Parameter des Netzwerks durch (ndherungweises
numerisches) Losen des folgenden Optimierungsproblems bestimmen:

N
- W) g(20) g L)
ol ;CE(y , g, 000 ))- (T)

2.9.2 Herleitung des Backpropagation-Algorithmus via Kettenregel

Um das Trainingsproblem (T) ndherungsweise numerisch zu lésen, benutzt man das
Gradientenverfahren; man muss also die rechte Seite von (T) nach den Netzwerkpa-
rametern ableiten. Fiir Studierende, die sich mit mehrdimensionalem Ableiten aus-
kennen, ist — aufgrund der Verkettungsstruktur des Netzes — offensichlich, dass man
die mehrdimensionale Kettenregel anwenden kann, und dass somit die Jacobimatrix
ein Matrizenprodukt sein muss. Dies wurde in der machine learning community von
verschiedenen Autoren unabhéngig voneinander bemerkt. Numerisch hat das die
niitzliche Konsequenz, dass sich der Gradient durch eine Hintereinanderausfithrung
von Matrix-Vektor-Multiplikationen effizient berechen ldsst (selbst dann, wenn das
Netz viele Schichten und Millionen von Parametern enthilt); diese Methode heisst
Backpropagation-Algorithmus.

Um den Algorithmus herzuleiten, bestimmen wir fiir einen gegebenen Input z mit
gegebenem korrektem Output y den Gradienten beziiglich der Parameter, z.B. den-
jenigen der ersten Schicht,

Veu)CE(,% (z, 9(1)))-
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Dies bereitet zwar keine “prinzipiellen” Schwierigkeiten, ist aber natiirlich aufgrund
der grossen Anzahl verschiedener Variablen und Funktionen und der vielen Verket-
tungen eine Menge Arbeit.

Schritt 1: Kreuzentropie und und Softmaz. Wir berechnen

a < a 2 Zj
a—ZkCE(y,a(z)) :—;yia—%[loge —log;e ]

1 1
= -y —e + i e
Yk ZZ: Y I

M —_—
-1 )
=0(2)k

2k

= -y +0(2)g-

Somit gilt (wir bezeichnen im folgenden die Jacobimatrix, d.h. die Matrix der par-
tiellen Ableitungen, von CE(y,o(z)) bzgl. z mit J,CE(y,o(z)) und erinnern an die
Beziehung Vv, = (J,)7T)

J.CE(y,0(2)) =-(y-0(2))",  V.CE(y,0(2)) = -(y - o(2)).

Schritt 2: Erste Schicht. Wir schreiben (1) = 0, W@ = W, v() = b, d; = d, und
bezeichnen die Jacobimatrix (alias Matrix der partiellen Ableitungen) der Abbildung
z — 2 (z,0) beziiglich 6 mit Jyz(M(x,0). Komponentenweise ist die Abbildung

gegeben durch
<W1,ZE> + bl
x> =WTr b= :
(Wd,LE) + bd

wobei W.; die i-te Spalte der Matrix W ist, d.h.

| | by
W_(W.1 o Wl e R b= : |eR%
| | ba

Der Vektor 6 ist

Wi
| dn+d
6= W, e R )
b
Folglich ist (mit 0 =Nullvektor im R")
2T 0of .. o' |10 0
of 27 ... of |0 1

J@Z(l)(l‘,e) = . .
o o - 2T |0 0 - 1
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Insbesondere hiangt die Jacobimatrix gar nicht von 6 ab, sondern nur von x, und ist
nur diinn besetzt (d.h. enthélt viele Nullen).

Die eigenartige Struktur dieser Matrix ist verursacht durch das — fiir numerische
Implementierung nétige aber konzeptuell etwas kiinstliche — Umformen der Matrix
W e R™4 und des Vektors b € R™ in einen langen Parametervektor. Alternativ
konnen wir direkt (ohne dieses Umformen) die totale Ableitung (§2.2) bestimmen,
wie bei unserer Diskussion der Determinante: Die Abbildung 2 : (W,b) = WTz+b
ist offensichtlich linear; folglich ist die totale Ableitung Dz (W, b) : R**¢xR"» — R4
die lineare Abbildung Dz (W,b)(H,h) = HTz + h. Es ist eine gute Ubung nach-
zurechnen, dass die darstellende Matrix dieser linearen Abbildung gerade die oben
hergeleitete Jacobimatrix ist, wenn wir H und A in einen langen Parametervektor
umformen.

Schritt 3: Parametergradient fiir Netz mit einer Schicht. Sei L = 1. Da = und y
fest, schreiben wir im folgenden #(6), 2V (0), CE(9(0)) statt §(x,0), 2V (z,0),
CE(y,y(z,0)). Es gilt

§=00z1

und somit nach Kettenregel
JoCE(4(0)) = J,oyCE(a(2V(0))) JozM(8).

D.h. die Jacobimatrix ist ein Matrizenprodukt. Durch Transponieren erhalten wir
den Gradienten, wobei das Matrizenprodukt in umgekehrter Reihenfolge auftritt:

VoCE(g(0)) = (ng“)(e))T V. CE(a(21(0))).

Einsetzen der Ergebnisse aus Schritt 1 und 2 liefert schliesslich folgende explizite
Formel fiir den Gradienten:

z 0 0
Oz -0
ViCEO) = [T | -] @
0 1 0
00 -~ 1

Hierbei ist (da die erste=letzte Schicht aus C' Knoten besteht)
— die linke Seite ein Vektor im R*¢+¢

— die Matrix eine (nC' + C') x C' Matrix

— der Vektor auf der rechten Seite ein Vektor im RC.
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Schritt J: Parametergradient fiir Netz mit vielen Schichten. Analog ergibt sich fiir
ein Netz mit 2 Schichten (unter Benutzung von J,(Bz) = B fiir eine beliebige Matrix
B)

Tz (z0) = WA 1 ()

und somit nach Kettenregel
JCE®(0)) = L. CE(a(22)) WEOT JFO (20) Jp210(6).
Analog erhalten wir fiir L Schichten
JoCE((9)) = Ty CE( (11))) WOITJFED (D) . wOT JfO (1) Jp20(6),

d.h. ein (L+1)-faches Matrizenprodukt. Transponieren und Einsetzen der Ergebnisse
aus Schritt 1 und 2 liefert das Endresultat

VoCE((9)) = (O (0))T W (JFED (D)W [~(y-0 (=) |

Schritt 5: Backpropagation-Algorithmus. Eine rekursive Implementierung der herge-
leiteten Formel, die auch fiir grosse Netze noch effizient ist, geht wie folgt:

grad = —(y — o(2(1)); (gradient of loss w.r.to z(1)
for k£ from L -1 backwards to 1

grad = (Jf(’“)(z(k)))TWk”grad; (gradient of loss w.r.to z(¥))
end
grad = (ng(l)(ﬁ))Tgrad. (gradient of loss w.r.to 6(1))

Man arbeitet sich also sukzessive von hinten nach vorne durch die Schichten des
Netzes (bzw. das hergeleitete Produkt) durch, um den Einfluss der Parameter der
ersten Schicht auf den Output zu bestimmen; daher der Name des Algorithmus.
Wir merken noch an, dass es wichtig ist, Aktivierungsfunktionen f*) zu verwenden,
deren Ableitung ezxakt bekannt ist; numerisches Differenzieren in der for Schleife
wiirde zu sich aufschaukelnden Instabilitéiten fiithren.

Literatur: §§2.9.1-2.9.2 basieren auf zwei Originalarbeiten (LeCun, Bottou, Bengio, and Haffner,
Gradient-based learning applied to document recognition, Proceedings of the IEEE 86 (11), 1998,
2278-2324; Rumelhart, Hinton, and Williams, Learning representations by back-propagating errors,

Nature 323 (6088), 1986, 533-536); meine Ausfithrungen sind eine “Ubersetzung” und aktualisierte
detaillierte Ausarbeitung einiger Haupteinsichten fiir Mathematik-Studierende.
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2.9.3 Training via Gradientenverfahren

Wir trainieren mithilfe unserer allgemeinen Erkenntnisse aus dem vorherigen Ab-
schnitt ein einfaches Netzwerk.

Netzwerk. Wir betrachten ein “kleinstmogliches” Modellnetzwerk, mit einer Schicht
(L = 1), einem eindimensionalem Input-Vektor (n = 1), und zwei Klassen (C' = 2).
Das Netzwerk ist also die folgende vektorwertige Funktion g : R — R2:

Z
o LY
@(l’) 0'1(2) 5 w1x+bl X e R
0'2(2') ’ 'lU2.Z'+b2 Soft Y2
] Input layer acc’sivgléiign Output
mit Parametervektor
w1y
w
O=] 2] e R4

by
by

(wobei o die softmax-Funktion aus Abschnitt 2.9.1 bezeichnet).

Klassifizierungsproblem. Das Netzwerk soll folgendes Problem losen: Bestimme fiir
Datenpunkte auf der reellen Achse, die entweder zufillige Stichproben einer 1D
Gauss-Verteilung mit Mittelwert 2 und Standardabweichung 1 sind (Klasse 1) oder
zuféllige Stichproben einer 1D Gauss-Verteilung mit Mittelwert 5 und Standardab-
weichung 1 (Klasse 2), die korrekte Klasse.

Parametergradient. Der Parametergradient der Verlustfunktion fiir einen gegebenen
Input = € R mit gegebenem korrektem Output y € R? ist, geméss Formel (G) aus
dem vorigen Abschnitt,

z 0
VoCE(y,i(x0) =~ |} | w-o(@).
0 1

Trainingsdaten. Als Trainingsdaten nehmen wir 50 zuféllige Stichproben der ersten
Gauss-Verteilung und 50 zuféllige Stichproben der zweiten Gauss-Verteilung. Wir
haben also insgesamt 100 Trainingspaare (), y®)) zur Verfiigung.

Training. Um fiir unser Netzwerk das Trainingsproblem (T) aus Abschnitt 2.9.1
niherungsweise numerisch zu 16sen, fithren wir N Trainingsschritte mit der folgenden
— im maschinellen Lernen iiblichen — Variante des Gradientenverfahrens durch: in
jedem Schritt verschieben wir den Parametervektor ein bisschen in Richtung Minus
Parametergradient der Verlustfunktion beziiglich einem einzelnen Trainingspaar.
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Genauer: wir initialisieren 6 zuféllig, ziechen in jedem Schritt ein zufélliges Paar
(28, y(*)) aus dem Trainingsdatensatz, und setzen

Okl — gk _ 0.05 VQCE(y(k),Z](.CE(k)aQ))‘

Diese Variante des Gradientenverfahrens heisst stochastic gradient descent, da der
Gradientenabstiegsschritt jeweils beziiglich eines einzelnen zufillig gewéhlten Trai-
ningsdatenpunktes ausgefithrt wird. Die empirische Rechtfertigng ist, dass man auf
diese Weise nicht so leicht in lokalen Minima steckenbleibt. (In der Praxis werden
fiir grosse Netze Verfeinerungen dieser Methode benutzt, die Grundidee bleibt aber
dieselbe.)

Interessierte Studierende mit Programmierkenntnissen sind eingeladen, das Training
unseres Modellnetzwerks schnell selbst in einer Programmiersprache ihrer Wahl zu
implementieren; das in der Vorlesung erarbeitete kurze MATLAB-Programm liefert
folgendes Ergebnis.
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Ergebnis. Das Netzwerk — d.h. die beiden Funktionen x ~ ¢;(z) (rote Kurve) und
x + Po(z) (blaue Kurve), die die Wahrschenlichkeit angeben, dass = zu Klasse 1
bzw. 2 gehort — sieht nach 0, 50, und 250 Trainingsschritten wie folgt aus. (Die
Trainingsdaten sind ebenfalls geplottet.)

0 training steps

0.8 T T
0.7 &
0.6
3
% 05 = Class 1
‘—j 04 = Class 2 ]
o O sample points for 1
g O sample points for 2
5037 1
°
0.2r
0.1r
0 . . .
-4 -2 0 2 4 6 8 10
input x
) 50 training steps
0.8
S
=
B 06 Class 1
‘—g s Class 2
° O sample points for 1
g 0.4 r O sample points for 2| 4
3
0.2
0 - 0 -
-4 -2 0 2 4 6 8 10
input x
) 250 training steps
0.8
3
206 e ClaSs 1
‘—j m— Class 2
he] O sample points for 1
g 0.4+ O sample points for 2| 4
©
°
021
0
-4 -2 0 2 4 6 8 10

input x

Das Netzwerk identifiziert also korrekt die Regionen, in denen die beiden Klassen
typischerweise liegen, inklusive der Uberlappregion, in der es richtigerweise beiden
Klassen eine Wahrscheinlichkeit von ca. 0.5 zuweist.
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3 Normierte Riume; Banach’scher Fixpunktsatz

Bisher haben wir so getan, als widren Punkte im R” etwas vollkomen Verschiedenes
von Funktionen f : Q c R - R.

Diese Sichtweise wird fragwiirdig, wenn man die Funktion “diskretisiert”. Diskre-
tisieren bedeutet: wir ersetzen den Definitionsbereich, sagen wir z.B. [a,b], durch n
Gitterpunkte x1,...,x,, und approximieren die Funktion durch den Vektor
(f(x1),..., f(x,)) ihrer Werte an den Gitterpunkten. Dieser Vektor ist ein Element
des Vektorraums R"™. Anders gesagt: die Diskretisierung ist ein Punkt im R". Je
feiner die Diskretisierung, desto grosser wird die Dimension n des Vektorraums.

Wir gehen nun einen Schritt weiter. Eine seit dem Beginn des 20. Jahrhunderts
iibliche, fruchtbare alternative Sichtweise reellwertiger Funktionen ist:

Wir stellen uns Funktionen als Punkte in einem
geeigneten (unendlich-dimensionalen) Vektorraum von Funktionen vor.

(Die Vektorraumeigenschaft ergibt sich durch punktweise Addition von Funktionen
bzw. punktweise Multiplikation mit Skalaren \ € R.) Diese Sichtweise heisst

funktionalanalytischer Standpunkt,'

Der Vorteil ist, dass wir nun Ideen iiber Folgen von Punkten im R” auf Folgen von
Funktionen f,, (kurz: Funktionenfolgen) iibertragen kénnen, sofern uns auf dem Vek-
torraum eine Norm — d.h. ein Analogon der euklidischen Norm auf dem R” mit dem
wir den Abstand zwischen zwei Funktionen messen kénnen — zur Verfiigung steht.
Uns interessiert insbesondere, ob, wann und wogegen Funktionenfolgen konvergieren
und welche Eigenschaften sich auf den Grenzwert vererben. Funktionenfolgen treten
in Anwendungen héufig auf.

e Aus Analysis 1 kennen wir bereits die Folge (7;,) der Taylorpolynome einer
gegebenen Funktion.

e In Kapitel 5 untersuchen wir Systeme gewdchnlicher Differentialgleichungen,
fiir die man keine explizite Losung angeben kann. Stattdessen konstruieren
wir zundchst nur Funktionen f,,, die die Dgl. nicht exakt erfiillen, aber néhe-
rungsweise, und immer genauer fiir n - oo. Wir zeigen dann, dass die Folge
konvergiert und der Grenzwert die Dgl. 16st. Hierbei werden sich die in diesem
Kapitel erarbeiteten Ergebnisse als sehr hilfreich erweisen.

Wir beginnen damit, alternative Normen auf dem R” zu besprechen.

0Funktioalanalysis ist ein Teilgebiet der Analysis, das sich systematisch mit dem Studium un-
endlichdimensionaler Vektorrdume und Abbildungen zwischen diesen beschéftigt.
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3.1 Andere Normen auf dem R”

Die euklidische Norm

-

2
|:v|:(9:§++xi> :( TP+ xi)

(SIS

ist nicht die einzige Norm auf R™. Natiirliche Verallgemeinerungen ergeben sich, in-
dem man Exponenten # 2 oder benutzt. Zunéichst zu Ersterem.
Der Ausdruck

oy = (Joa + o+ 2P)” = (SlaP) (1 <p<oo)

i=1

heisst p-Norm oder /’-Norm, und der Ausdruck
7] 0o = max{|$1|, oy |:17n|} = max{|xi| ti=1, ,n}

heisst Maximumsnorm oder £*°-Norm. Offensichtlich reduziert sich die p-Norm fiir
p = 2 auf die euklidische Norm, d.h. |z|y = |z|. Fiir grosse p néhert sich die p-Norm
der Maximumsnorm: fiir alle x € R” gilt

lim fol = [

denn sei z;, eine Komponente mit maximalem Absolutbetrag, d.h. |z;,| > |z,| fiir alle
1, so folgt

ol = bl = (jziaP) " < (o) " < (mhaiol) " = 1 ...

7 1

Lemma 3.1 x ~ |z, ist eine Norm auf R” (fiir 1 < p < o).

Beweis: Homogenitét und Positivitét sind offensichtlich, nicht aber die Dreiecksun-
gleichung. Diese folgt aus einer geeigneten Verallgemeinerung der Cauchy-Schwarz’schen
Ungleichung, der Hélder’schen Ungleichung:

1 1
(z, y)| < |zlplyly (2, y e R", p’ Losung der Gleichung — + — = 1)
p D
(mit der Konvention p’ = oo fiir p =1, und p’ = 1 fiir p = o). Details siche Ubungen.

Fiir 0 < p <1 ist die p-“Norm” immer noch wohldefiniert und erfiillt die zwei Norm-
Axiome Homogenitéat und Positivitdt, verletzt aber die Dreiecksungleichung und ist
deshalb keine Norm mehr, siehe Ubungen.
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Wie sieht die Einheitskugel {x € R? : |z], < 1} aus? Im R? ergibt sich: fiir p =1 ein
“Diamant”, d.h. ein Viereck mit Ecken

o) (o) G- (5)

fiir p = 2 ein Kreis; fiir p = oo ein achsenparalleles Quadrat mit Ecken

(o) () 6)-5)

und in den dazwischenliegenden Parameterbereichen 1 < p < 2 bzw. 2 < p < oo ein
“abgerundeter Diamant” bzw. ein “abgerundetes achsenparalleles Quadrat”.

Fiir grosse n verhalten sich die p-Normen sehr unterschiedlich. Um dies zu verstehen,
betrachten wir Datenvektoren, die durch Diskretisierung einer Funktion entstehen
(sieche auch Abschnitt 1.1): sei f : [0,7] — R eine stetige Funktion und v der durch
Zerlegung des Intervalls [0, 7] in n gleich lange Teilintervalle erhaltene Datenvektor
im R", d.h. h = L (Gitterweite),

o)

1
I N R (1) N e
ol

Zunichst betrachten wir das Verhalten der Maximumsnorm fiir grosses n:

0o > sup{|f()] + t € [0,T]} = max{|f(t)]  t € [0,T]} = || flleo (R~ 0)

(das Supremum ist ein Maximum wegen Satz 1.5). Die Abbildung f ~ ||f]|e ist
eine Norm auf dem Vektorraum C([0,7]) := {f:[0,T] = R : f stetig}, und heisst
Supremumsnorm. Im Grenzwert kleiner Gitterweite wird die Maximumsnorm al-
so unabhdngig von der Gitterweite; sie ist dementsprechend eine sinnvolle Norm
fiir grosse Datenvektoren, die durch Diskretisierung einer kontinuierlichen Funktion
entstehen.

Was passiert mit der euklidischen Norm fiir grosses n?
Offenbar gilt

[y = 0o (h = 0) es sei denn f ist die Nullfunktion,

d.h. die Norm divergiert! Die euklidische Norm ist also keine sinnvolle Norm fiir
grosse Datenvektoren, die durch Diskretisierung einer kontinuierlichen Funktion ent-
stehen.
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Dieses Fehlverhalten der euklidischen Norm ldsst sich aber nicht nur durch Uber-
gang zur Maximumsnorm, sondern alternativ durch einen geeigneten Gewichtsfaktor
beheben. Die “richtig” gewichtete euklidische Norm auf dem R™

[0llo,5 = VBlol, h= %

n

o =\ SCGDY =] [ (70 e =151 (b0

wobel wir den Term unter der ersten Wurzel als Riemann-Summe der Funktion ¢ —
f(t)? erkannt und interpretiert haben. Die rechte Seite ist eine Norm auf C'([0,7]),
und heisst L2-Norm.

erfillt

3.2 Aquivalenz aller Normen auf dem R”

Wie wir gesehen haben, verhalten sich Maximumsnorm, euklidische Norm, und ge-
wichtete euklidische Norm im Limes grosser Datenvektoren sehr unterschiedlich. Im
R™ fiir festes n ist es aber fiir viele Zwecke (siehe die Folgerungen nach Satz 3.1)
egal, welche Norm wir verwenden.

Zur Vorbereitung definieren wir: Zwei Normen z +~ ||z||4 und = ~ ||z||p auf einem
R-Vektorraum V' heissen dquivalent, wenn Konstanten ¢ > 0, C' > 0 existieren mit

dlzl|s < lzl|la < Cllz||p  fiir alle z e V. (*)

Satz 3.1 Auf dem R"™ sind alle Normen dquivalent.

Folgerung: Die Begriffe
e konvergent (fiir Folgen im R")
e offen, abgeschlossen, beschrinkt, kompakt (fiir Teilmengen des R")
e stetig (fiir Funktionen f : Q ¢ R® - R™)

héngen nicht von der Wahl der Norm ab! Wir hétten also in Kapitel 1 mit einer
beliebigen anderen Norm auf dem R"™ starten kénnen; die erhaltenen Ergebnisse
bleiben gleich.

Um Satz 3.1 als bemerkenswert wiirdigen zu konnen, lohnt ein Blick in unendlich-
dimensionale Vektorrdume wie den oben betrachteten Raum C'([0,7']) der stetigen
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Funktionen auf dem Intervall [0,T]. Die beiden oben durch Grenziibergang h — 0
gewonnenen Normen, d.h. die Supremumsnorm und die L2-Norm, sind nicht dqui-
valent. Dies sieht man am besten ohne gross herumzurechnen durch Skizzieren von
Funktionen wie f() = Zacken der Hohe 1 und der Breite T/ auf dem Teilintervall
[0,7/7] und 0 sonst. Da die Zackenhéhe konstant bleibt, ist ||f)||. = 1; da die
Zackenhohe konstant bleibt und die Zackenbreite gegen Null geht, gilt ||f)|ly = 0

Beweis von Satz 3.1 O.B.d.A. kénnen wir annehmen: ||z||4 = |z| (euklidische
Norm). Die erste Ungleichung in (*) folgt sofort aus der Dreiecksungleichung und
der Homogenitét der B-Norm, denn mit e;:=i*" Einheitsvektor im R™ (d.h. (e;) =1
fiir k=4 und 0 sonst) folgt

n
el = | 32 wies
=1

n n n
< llzieills =Y il lledlls < (X lledlls) lo]
B o i:IT i=1

<|z

d.h. die erste Ungleichung in (*) mit ¢ = m

Die zweite Ungleichung ist nichttrivial. Zunéchst behaupten wir: die Funktion
x v+ ||z||p ist stetig. Dies folgt aus der schon bewiesenen ersten Ungleichung, ange-
wandt auf Differenzen x -y, und dem e-9-Kriterium. Nach Satz vom Maximum und
Minimum (Satz 1.5) besitzt die Funktion auf der (abgeschlossenen und beschriank-
ten, und somit wegen Lemma 1.6 kompakten) Menge K = {z € R : |z| = 1} eine
Minimumsstelle x,. Wegen Positivitit der B-Norm ist m := ||z,||z > 0, und aus der

Homogenitét der B-Norm folgt fiir alle z # 0
[l 5 = [l {15l > |=[m.

Diese beiden Tatsachen zusammengenommen liefern die zweite Ungleichung in (*),
mit C' = L.
m

3.3 Allgemeine normierte Raume

[Erinnerung: Was eine Norm ist, wurde in Abschnitt 1.2 Def. 1.2 definiert.|

Def. 3.1 (normierter Vektorraum) Sei K = R oder C. Ein normierter K- Vektorraum
ist ein Paar (V,||-||) mit V' K-Vektorraum, ||-|| Norm auf V. (Wir benutzen hier die
iibliche Notation || - || fiir die Abbildung v ~ ||v]|.)

Als néchstes iibertragen wir Grundbegriffe wie Cauchyfolge, konvergent, abgeschlos-
sen vom R™ auf beliebige, moglicherweise unendlichdimensionale normierte Vek-
torraume.

Def. 3.2 (Grundbegriffe)
Eine Folge (v,) in V heisst
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e Cauchyfolge, wenn zu jedem ¢ > 0 ein N € N existiert sodass ||v, — v,]| < € fiir
alle m,n >N

e konvergent gegen v € V| Schreibweise: v,, > v, wenn zu jedem € >0 ein N € N
existiert sodass ||v, —v|| < € fir alle n > N

e konvergent, wenn ein v € V' existiert sodass v,, - v.
Eine Teilmenge A € V heisst
e abgeschlossen, wenn fiir jede Folge (v,,) in A mit v, >veV gilt: ve A

e offen, wenn fiir jedes vy € A ein ¢ > 0 existiert sodass B.(vg) = {v € V :
|lv—wo|| <€} c A.

Eine Abbildung f : M cV -V’ (V’||-|') normierter Vektorraum, heisst
e stetig, wenn fiir jede Folge (v,,) in M mit v, - v e M gilt: f(v,) = f(v).

Wir kommen nun zum Begriff der Vollstindigkeit. Sie war in Analysis 1 eine
unverzichtbare Eigenschaft des Vektorraumes R: ohne Vollstindigkeit keine Wurzeln,
keine Kreiszahl m, kein Zwischenwertsatz, keine Hdufungspunkte und damit kein
Satz vom Mazimum und Minimum, kein Summieren von Reihen, kein Integral. Das
Vollstéandigkeitsaxiom beruhte aber auf der Anordnung von R, die wir selbst im
R” nicht haben (dort konnten wir uns noch durch komponentenweises Vorgehen
helfen, das uns z.B. in Abschnitten 1.4/ und 1.7 Haufungspunkte und den Satz vom
Maximum und Minimum geliefert hat).

Es gibt aber eine Aussage aus Analysis 1, die wir aus dem Vollsténdigkeitsaxiom
gefolgert hatten und die sogar zu diesem #quivalent ist (was wir hier nicht beweisen),
namlich das Cauchy-Kriterium (Analysis 1 Satz 2.5). Dessen Formulierung benétigt
nur den Absolutbetrag auf R. Das Cauchy-Kriterium eignet sich somit als Definition
von Vollstdndigkeit eines normierten Vektorraums.

Def. 3.3 (Vollstiandigkeit); Banachraum) Ein normierter R-Vektorraum heisst voll-
standig, wenn jede Cauchyfolge konvergent ist. Ein vollstdndiger normierter R-
Vektorraum heisst Banachraum.

Beispiele 1) (R, |-]), |x| = \/2% + ... + 22 euklidische Norm, ist vollstindig. Siehe
Abschnitt [1.3/ Korollar 1.1.

2) (R™, [[-I), [|-]| beliebige Norm auf R", ist vollstindig. Dies folgt aus 1) und der
Aquivalenz aller Normen auf dem R” (Satz 3.1).

3) Der normierte Q-Vektorraum (Qn, |-|) ist nicht vollstéindig.

4) (C([0,T],]] - |leo), also der in §3.1 eingefiihrte Raum der stetigen Funktionen von
[0,7] nach R versehen mit der Supremumsnorm, ist vollstindig. Das beweisen wir
im néchsten Abschnitt.
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5) (C([0,T1],]|-]2), also der in §3.1 eingefiithrte Raum der stetigen Funktionen von
[0, 7] nach R versehen mit der L2-Norm || fl = (f, f(t)2dt)/2, ist nicht vollstéindig.

Aus den Gegenbeispielen lernen wir: Fiir Vollstédndigkeit ist sowohl die “Locher-
freiheit” des zugrundeliegenden Korpers als auch die Endlichdimensionalitédt wich-
tig. Aus Beispiel 4) lernen wir: auch im Unendlichdimensionalen ist Vollstandigkeit
moglich, allerdings ist hierfiir eine “gute” Wahl der Norm notwendig.

Ein Spezialfall normierter Rdume sind innere Produktraume. Das bedeutet, dass
die Norm — wie die euklidische Norm im R”™ — von einem inneren Produkt herkommt.
Die genauen Definitionen sollten aus der Linearen Algebra bekannt sein, und lauten
wie folgt:

Def. 3.4 Sei V ein K-Vektorraum, K = R oder C. Ein inneres Produkt in V ist
eine Abbildung V xV - K, (x,y) ~ (z,y), sodass gilt:

(i) Positivitét: (x, ) >0, “="«<=x =0

(i) Symmetrie: (x, y) = (y, )

(iii) Bilinearitét: (x, \y + pz) = Mz, y) + p(z, 2).

Hierbei sind z, y, z € V und A, p e K.

Bedingung (iii) sagt, dass das innere Produkt linear im zweiten Argument ist. Wegen
(ii) impliziert dies, dass es konjugiert-linear im ersten Argument ist, d.h. (Az +

puz,y) = Max,y)+u(z, z). Im reellen Fall (K =R) ist das innere Produkt also bilinear.
Standardbeispiele innerer Produkte sind

(z,y) =D wiyi auf R"
=1

und

(z,y)=> Ty auf C"
=1

Ein unendlichdimensionales Beispiel ist das innere Produkt

(.0 = [ T gt ds

auf dem Vektorraum der stetigen Funktionen von [a,b] nach C; es heisst L2-inneres
Produkt. Es spielt in vielen Anwendungen eine wichtige Rolle, z.B. in der Quanten-
physik oder der Fourieranalysis. In Analysis 3 wird es zum Verstédndnis von Fourier-
reihen beitragen.

Ist (-,-) ein inneres Produkt auf V', so ist die Abbildung

[0V =R, o]l = Vi, ) (N)
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eine Norm. Beweis: Analog zumBeweis fiir das euklidische Skalarprodukt im R”™ in
Abschnitt 1.2, Im Fall obiger drei Beispiele erhélt man die euklidische Norm auf R”,
die euklidische Norm auf C", und die L2-Norm auf C'([0,7']),

1 fll2 = (fab|f(x)|2dm)1/2‘

Ein Vektorraum versehen mit einem inneren Produkt sowie der zugehorigen Norm
(N) heisst innerer Produktraum. Ein (beziiglich der Norm (N)) vollstédndiger innerer
Produktraum heisst Hilbertraum.

Ausblick: Wie sich herausstellt, ist beim Aufbau der analytischen Grundbegriffe sowie der Herleitung sinnvoller
Folgerungen weder die Vektorraumstruktur des Raumes noch das Homogenitédtsaxiom der Norm wesentlich. Dies
fithrt auf den noch allgemeineren Begriff des metrischen Raumes. Wie schon in Abschnitt |1.3| besprochen, ist eine
Metrik auf einer Menge X eine Abbildung d : X x X — R sodass
(i) d(z,y) 20, “="«= x = y (Positivitit),

(i) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie),

(iii) d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung).

Die Zahl d(z,y) interpretieren wir als Abstand zwischen z und y. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) mit X
Menge, d Metrik auf X. Jeder Vektorraum (V|| - ||) ist mittels d(z,y) := ||z - y|| ein metrischer Raum. Aber auch auf
Teilmengen von Vektorriumen gibt es natiirliche Metriken, die nicht von dieser Form sind. Auf der Sphire {x ¢ R? :
|z| = 1} kénnten wir z.B. statt der Lénge |z —y| der geraden Strecke “durch’s Innere” zwischen zwei Punkten z und y
die Linge der kiirzesten Verbindungslinie auf der Sphére wihlen, d.h. das Bogenmass d(z, y) = arccos({z, y)) € [0, 7].
Fiir die in diesem Abschnitt eingefiihrten qualitativen Begriffe wie konvergent, stetig, abgeschlossen etc. macht das
aber keinen Unterschied, denn |z - y| < d(z,y) < F|z -yl

3.4 Der Raum C(Q2;R™); gleichmissige Konvergenz

Wir lernen nun das Paradebeispiel eines unendlichdimensionalen aber trotzdem
vollstdndigen Raumes, stetige Funktionen mit Supremumsnorm, genauer kennen.

Als Definitionsbereich lassen wir eine beliebige Menge €2 ¢ R” zu, und betrachten
den Vektorraum der stetigen beschrankten Funktionen von €2 nach R™,

C(Q;R™) :={f : Q—>R"™: f stetig, f beschrinkt},

versehen mit der Norm

[1flloo = sup | f(2)].
ze)

Diese Norm heisst Supremumsnorm. Hierbei bezeichnet |f(z)| die euklidische Norm
des Vektors f(x) € R™ bzw. im skalaren Fall m = 1 den Absolutbetrag der Zahl
f(x). Ist Q kompakt, z.B. ein Intervall [a,b], kann die Bedingung “f beschrénkt”
in obiger Definition weggelassen werden, denn dann ist f nach Satz vom Maximum
und Minimum automatisch beschrénkt.

Was bedeutet Konvergenz im Raum (C(Q;R™), || - ||)? Nichts anderes als die
zweite der folgenden beiden klassischen Arten der Konvergenz von Funktionenfolgen.

Def. 3.5 (Punktweise und gleichméssige Konvergenz) Sei Q ¢ R™, f®)_ f : Q - R™,
Die Folge (f(*)) heisst
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a) punktweise konvergent gegen f, wenn f)(z) — f(z) fiir jedes x €
b) gleichmiissig konvergent gegen f, wenn sup,.q |f® (z) - f(z)| > 0 (k - o).

Offenbar gilt: punktweise Konvergenz i gleichmaéssige Konvergenz. Gegenbeispiel:
Folge der Dreiecksfunktionen der Héhe 1 mit Grundlinie [0, 7], durch 0 fortgesetzt
auf [0, 1].

Konkret bedeutet b): zu jedem e > 0 existiert ein N € N sodass
|f® (@) - f(z)| <eVE>N (x).

Im prototypischen Fall Q = [a,b] besagt Bedingung (*) also anschaulich: der Graph
von f(*) liegt in einem Schlauch vom Radius € um den Graphen von f.
Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Abschnittes.

Satz 3.2 Der normierte Raum (C(;R™), || - ||oo) ist vollstindig.

Beweisskizze: Man beschafft sich zunéchst einen Kandidaten fiir den Grenzwert einer
Cauchyfolge; dies tut man punktweise mithilfe des Cauchy’schen Konvergenzkriteri-
ums in R. Gleichmaéssigkeit der Konvergenz weist man durch Grenziibergang ¢ — oo
in der Ungleichung |f®)(z) - f®(z)| < € nach. Stetigkeit des Grenzwertes folgt aus
Satz 3.3.

Satz 3.3 (Der gleichmiissige Limes stetiger Funktionen ist stetig) Sei ()
R, f®) : Q> R™ (keN), und (f®) konvergiere gleichmiissig gegen f : Q — R™.
Sind alle f(¥) stetig, so ist auch f stetig.

Beweis Wir verifizieren das e-0-Kriterium fiir f im Punkt xy € {2 mithilfe eines
-Argumentes. Sei ¢ > 0. Wegen der gleichméssigen Konvergenz der f(*) existiert
N € N sodass |f(z) = f(N)(x)] < ¢/3 fiir alle z € Q. Wegen der Stetigkeit von f(V)
existiert § > 0 sodass [f(M)(x) — fMN)(z0)| < g/3 fiir alle z € Q mit |z — x| < 4.
Insgesamt folgt

(@)= flao)l = 1f(2) = f™ (@) + FOa) = FN (o) + f™)(20) - f(a0)]
[f(@) = FO @)+ [ fN (@) = f (o) + | f ™) (o) = f(0)| < £

<e/3 <e/3 <e/3

IN

fiir alle z € Q mit |z — x| < 0.

Zum Abschluss dieses Abschnittes untersuchen wir, wie sich gleichméssige Konver-
genz mit Ableiten und Integrieren vertragt.

Satz 3.4 (Vertauschbarkeit von Integration und gleichmissiger Konvergenz)
Sei y*) : [a,b] — R™ stetig fiir alle k € N, und (y®)) konvergiere gleichmdssig gegen

y : [a,b] > R™. Dann gilt
b b
f y® () dt - f y(t) dt.
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Beachte: das Integral auf der rechten Seite ist wohldefiniert, da y nach Satz 3.3 ste-
tig.

Die Voraussetzung der gleichméssigen Konvergenz kann nicht durch punktweise
Konvergenz ersetzt werden. Gegenbeispiel: die Dreiecksfunktion y®*) mit Grund-
linie [0,1/k] und Hoéhe k, durch Null fortgesetzt auf [0, 1], konvergiert punktweise
gegen die Nullfunktion, ihr Integral ist aber gleich % fiir alle k£ und konvergiert somit
nicht gegen das Integral der Nullfunktion.

Beweis Wir benutzen der Reihe nach die Linearitéit des Integrals, die Standard-
abschitzung Absolutbetrag des Integrals kleiner gleich Supremum des Absolutbetrags
des Integranden mal Linge des Integrationsgebiets (Analysis 1 Lemma 11.1 b)), und
die Definition der gleichméssigen Konvergenz. Dies liefert

b b b
v =1 60 -) < @m0 sw O 6) -yl -0

Satz 3.5 (Bedingung fiir Vertauschbarkeit von Ableiten und Konvergenz)
Sei y*) : [a,b] - R" stetig diff 'bar mit

(a) y* ~y punktweise,
(b) (y(k))/ - 2z gleichmdssig.
Dann ist y stetig diff ‘bar mit y' = z.

Beweis Nach Voraussetzung ist (y(®))’ stetig, folglich wegen Hauptsatz

¢
y B (t) =y®(a) + / (y®)' (1) dr fiir jedes t € [a, b].

Nach Voraussetzung (a) konvergiert die linke Seite gegen y(t), und aufgrund der
Voraussetzungen (a) und (b) sowie Satz 3.3 und Satz 3.4 ist z stetig und die rechte
Seite strebt gegen y(a) + [ z(7) dr; folglich

a

u(t) = y(a) + [ "(r)dr

Wegen Hauptsatz folgt die Behauptung.

3.5 Banach’scher Fixpunktsatz

Der folgende Satz wird uns sowohl beim Losen von Gleichungssystemen als auch
beim Losen von Differentialgleichungen zunutze kommen. Deshalb ist ein hoher Grad
an Abstraktion sinnvoll.
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Def. 3.6 Sei M Menge, f : M — M. Ein Punkt x € M heisst Fizpunkt von f, wenn

f(x)=x.

Ein “Fixpunktsatz” ist ein Satz, der unter geeigneten Annahmen an die Menge M
und die Abbildung f die Existenz eines Fixpunktes garantiert. Die “Fixpunktglei-
chung” f(x) = x sieht auf den ersten Blick speziell aus, ist in Wirklichkeit aber
extrem allgemein, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel Betrachte n beliebige Gleichungen fiir n reelle Unbekannte,

gl(ajl,...,xn) = C
gg(l’%,...,l’n) = C (*)
gn(-rh-”axn) = Cp

mit g1,...,9, : R > R, ¢q,...,¢, € R. Dieses System konnen wir eleganter schreiben
als
g(z) =c

mit

g1 1

g=| 1 |:R">R" c=]|:]|eR™

Gn Cn
Durch Addition von z und Subtraktion von ¢ auf beiden Seiten kénnen wir es auf
“Fixpunktform” bringen:

g(x)+r—-c=u.

[ —
=f(x)

Die Losungen von (*) sind also genau die Fixpunkte von f.

Satz 3.6 (Banach’scher Fixpunktsatz) Sei (V)| - ||) ein Banachraum. Sei A
abgeschlossene Teilmenge von V. Set ' : A -V mit

(i) F(A)c A

(i1) es gibt A € (0,1) sodass ||F(x) — F(y)|| < M|z —y|| fir alle x,y € A.

Dann ezistiert genau ein Fizpunkt x, € A von F.

Sprechweise: Eine Abbildung, die die Eigenschaft (i) erfiillt, heisst Selbstabbildung
(von A). Eine Abbildung, die die Eigenschaft (ii) erfiillt, heisst Kontraktion (auf A).

Beweis: 1. Betrachte zu beliebigem z( € A die rekursiv durch wiederholte Anwen-
dung von F' definierte Folge

T = F(xk_l) (k) = 172, )

Die Folge ist wegen (i) wohldefiniert.
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2. Mithilfe von (ii) weisen wir nach, dass (z}) Cauchyfolge. Zunichst gilt

e = @ill = 1F (i) = F el £ Al = i

und somit durch wiederholtes Anwenden ||zy,1 — || < M*¥||x1 — 20||. Damit folgt fiir
m>n>N

IN

||xn+1 _xn” + ||xn+2 _'rn+1|| +...+ ”xm - Tm- 1||
)\N
oy = woll (7 + A+ L) <y - gl |-

1- )\
oo n
TR0 M=

|2 — 2|

IN

da die rechte Seite fiir N — oo gegen 0 konvergiert, folgt (x;) Cauchy.
3. Da V nach Voraussetzung Banachraum, ist die Folge konvergent gegen ein
x, € V. Da A nach Voraussetzung abgeschlossen, gilt x, € A. Indem man in der Re-
kursionsgleichung auf beiden Seiten zum Limes k — oo iibergeht und die, wegen (ii)
vorliegende, Stetigkeit von F' ausnutzt, erhdlt man x, = F'(x.), d.h. z, ist Fixpunkt.
4. Eindeutigkeit folgt aus (ii), denn seien x, x' Fixpunkte, so gilt ||z — 2'|| =
I|F(x) = F(2")]| € AlJx = 2|| und damit ||z —z’|| =0

Korollar 3.1 Unter den Voraussetzungen von Satz 3.6 gilt fiir die im Beweis defi-
nierte Folge (z}) die Fehlerabschétzung

e =] € 725 low = @il

Diese Fehlerabschitzung ist interessant, da man zum Auswerten der rechten Sei-
te den Fixpunkt nicht zu kennen braucht; sie kann allein aus Kenntnis der — z.B.
numerisch berechneten — ersten Folgenglieder xq, x1, ..., x; bestimmt werden. Hat
man diese Folgenglieder berechnet, weiss man, dass der — wegen Satz 3.6 existieren-
de und eindeutige — wahre Fixpunkt von der berechneten Nédherung x; hochstens
25 |lzk — 21 || entfernt ist.

Beispiel V = R, A = [0,1], f(z) = 3cosz, f : [0,1] - R. Da cosz € [0,1] fiir
z €[0, ], gilt insbesondere cosx € [0,1] fiir x € [0,1], d.h.

F(A) c A,
Damit ist (i) erfiillt. Des weiteren gilt fiir z,y € [0, 1] nach Mittelwertsatz

[f (@) = FW)I =1 (Ollx -]

mit ¢ zwischen x und y, aber |f/(¢)| = |2 siné| < 1 und somit ist f A-Lipschitz mit

A = 3. Also existiert nach Banach’schem Fixpunktsatz genau ein Fixpunkt z, € [0, 1]
von f, d.h. eine genau eine Losung x, € [0, 1] der Gleichung

%cosx* =Ty
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(Skizze der ersten Folgenglieder der Folge xo =0, xx = f(x)_1) anhand des Graphen
von f.) Numerische Werte (Matlab, auf 5 Nachkommastellen gerundet):

T
T2
I3
Ty
Ty

Te

=0.5

cos(3) = 0.43879

cos(3 cos(3)) = 0.45263

cos(3 cos(4 cos(2))) = 0.44965

1 cos(3 cos(3 cos(3 cos(2)))) = 0.45030

0.45016, z7 = 0.45019, zg = 0.45018, x9 = 0.45018.

— NI—= NI NI- N

Genauerer Wert (Matlab): z9 = 0.45018387.... Nach Korollar 3.1 gilt z, » x9 mit
maximalem Fehler 125 (zg—xs) = 1.4567...-107%, d.h. die ersten 5 Nachkommastellen
des exakten Fixpunktes x, sind 0.45018.
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4 Inverse und implizite Funktionen

Als weitere Anwendung der Ableitung studieren wir Systeme von k nichtlinearen
Gleichungen fiir n Unbekannte. Unter geeigneten Voraussetzungen verhalten sich
solche Systeme lokal dhnlich wie lineare Gleichungssysteme; z.B. kann man eine
einzige Gleichung f(x1,25) = 0 fiir zwei Unbekannte typischerweise lokal durch eine
Funktion xs = g(x1) oder eine Funktion 1 = h(x2) auflosen. In der Nihe sogenannter
“Singularitdten” ist allerdings ein solches Auflésen nicht moglich.

4.1 Inverse Funktionen

Wir beginnen mit dem etwas einfacheren Fall von Gleichungssystemen mit n Glei-
chungen und n Unbekannten,

filwy, . m,) = n
:fQ(QZl, ,.fEn)

” (*)
fn(l‘ly 7xn) = Un

(y = (y1,-.-,Yn) € R™ gegeben, f : Q ¢ R* - R”? gegeben, = = (z1,...,2,) € R?
gesucht). Fiir n > 2 steht uns, im Gegensatz zu einer einzigen Gleichung f(z1) = 1,
fiir eine einzige Unbekannte, der Zwischenwertsatz aus Analysis 1 leider nicht zur
Verfiigung. Dieser Satz beruht ndmlich entscheidend auf der Anordnung von R, und
besitzt kein Analogon im nicht angeordneten R™ (n > 2).

Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist die Situation im linearen Fall, f(x) =
Az, A reelle n xn Matrix. Unser Gleichungssystem (*) lautet dann: Az =y, oder in
Langform

A o A\ (o Y1

Anl Ann T, Yn
Dieses System wurde in der Linearen Algebra untersucht. Ein Hauptresultat lautet:
Falls die Matriz A invertierbar ist, besitzt das Gleichungssystem fiir jedes y € R™ eine
eindeutige Losung x € R™. Dariiber hinaus liefert die Lineare Algebra ein niitzliches
(fiir nicht zu grosse Matrizen leicht nachpriifbares) Kriterium fiir Invertierbarkeit:
A invertierbar <= det A # 0, wobei det A die Determinante von A bezeichnet.

Eine derartig einfache, globale Existenz- und Eindeutigkeitstheorie konnen wir
fiir nichtlineare Systeme nicht erwarten.

Beispiel 1) f : R >R, f(x) =z(1 - x). Phidnomene:
A) Fiir y > 1 besitzt die Gleichung f(z) =y keine Losung.
B) Fiir y < § besitzt die Gleichung f(z) = y zwei Losungen.
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Die Existenz- und Eindeutigkeitstheorie fiir lineare Systeme besitzt aber ein weit-
reichendes lokales Analogon fiir nichtlineare Systeme. Dies beruht letztendlich auf

der lokalen Approximierbarkeit nichtlinearer durch lineare Abbildungen (siehe ins-
besondere Abschnitt 2.2).

Satz iiber inverse Funktionen, informell: Falls das nichtlineare System (*) fiir
eine rechte Seite yy eine Losung g besitzt, und die Ableitung D f(xo) invertierbar
ist, besitzt das System fiir alle rechten Seiten y nahe y, eine eindeutige Losung x
nahe zg.

Die formalisierte Version dieser Aussage lautet wie folgt.

Satz 4.1 (Satz iiber inverse Funktionen) Sei Q2 ¢ R" offen, f : Q — R" ste-
tig differenzierbar, f(xo) = yo, Df(xo) invertierbar (oder, dquivalent dazu, J¢(xg)
invertierbar). Dann existieren offene Mengen Uy > xo, Vo 3 yo sodass:

(i) Fiir alle y € Vi besitzt die Gleichung f(x) =y eine eindeutige Liosung x € Uy.
(i7) flo, : Uy = Vi ist bijektiv. Die Umkehrabbildung x =: f~*(y), f~' : Vo = Uy,

ist stetig differenzierbar und es gilt
DfF Y ) =D W) ) = T (5 )

Beispiel 1) (Fortsetzung): In diesem Fall ist zq = 0 offensichtlich Losung der Glei-
chung mit rechter Seite yo = 0, d.h. f(xo) = yo. Die Jacobimatrix J(zo) ist in
diesem Fall die 1x1 Matrix f’(zo) und diese ist invertierbar, denn f(x) = z—2?2, also
f'(x) =1-2z, also f’(0) = 1. Also ist der Satz iiber inverse Funktionen anwendbar,
und fiir y nahe 0 besitzt die Gleichung f(x) = y eine eindeutige Losung = nahe 0. Die
Voraussetzung “y nahe 0” schliesst Phanomen A) der Nichtexistenz von Losungen
aus. Die Voraussetzung “x nahe 0” schliesst Phénomen B) der Nichteindeutigkeit
aus. (Skizze.)

Beweis, Teil 1 ((i) und Bijektivitit von f) Aus Analysis 1 kennen wir zwecks
Losen einer nichtlinearen Gleichung f(x) =y, f : R — R, das Newtonverfahren.
Dieses konstruiert eine Folge (x,) von Néherungslosungen, mit Updating-Schritt

Tpy1 = y-Stelle der Tangente an (den Graphen von) f im Punkt z,
(Skizze), in Formelsprache:

Tpe1 = Losung der Gleichung f(x,) + f'(zn)(x - z,) = v,

~

Tangente

also — indem wir diese Gleichung nach x auflésen —
Tp+l = Tp — f,(xn)_l(f(mn) - y)

101



Diese Iteration mathematisch auf Konvergenz zu untersuchen ist moglich, aber
aufwéndig. Leichter zu untersuchen ist folgendes vereinfachte Newtonverfahren, in
dem man — motiviert durch die Tatsache x nahe zq — f'(x,) durch f’(x) ersetzt:

o1 = Ty = f(20) " (f (20) = )
Graphisch entspricht dies folgendem Updating-Schritt:
Tny1 = y-Stelle der Parallele durch (z,,, f(z,)) zur Tangente an Graph f im Punkt x

(Skizze). Dieser Schritt ldsst sich sofort ins Mehrdimensionale verallgemeinern:

Tner = Tn = Jp(20) 7 (f(@n) - ).

=Fy(zn)

Offensichtlich ist  genau dann Fixpunkt von £, d.h. Loésung der Fixpunktgleichung

v = Jp(w0) M (f () - y) =,

wenn z Losung der Gleichung (*) f(z) = y. Jetzt kommt die Magie des Banach’schen
Fixpunktsatzes ins Spiel. Mithilfe dieses Satzes lasst sich folgende Behauptung zei-
gen:

Beh.: Fiir geeignet gewdhltes r > 0 und r’ > 0 besitzt die Abbildung F, fir jedes

y € B.(yo) genau einen Fizpunkt x € B,.(x).
Beweis 1. Kontraktion? Es gilt

Fy(z) - Fy(a') = (z = 2") = Jy(w0) ' (f (@) - f(a")).

Nach Taylor ist f;(x) — fi(z") = (Vfi(&),z — 2') fir ein & zwischen z und 2/, und

somit
- Vfi(&) -
f(x) - f(2') = : (z-a').
- an(fn) -
=M
Folglich

Fy(z) = Fy(a') = Jy(20) " (Jp(20) = M) (2 = 2").

Um die rechte Seite abzuschétzen, benutzen wir — wie schon im Beweis der Ket-
tenregel — die euklidische Norm fiir Matrizen A € R™, |A| = (¥, ; A7), und
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Matrix-Vektor-Produkte, |[Av| < |A] |v] fiir alle
A e R™ und alle v e R,
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Waihle nun r > 0 so klein, dass B,(x¢) € Q und |J¢(zo) — M| < 1/(2|J¢(x0) ) fiir
alle &1, ..., &, € Br(z0) (das ist moglich, da J; stetig im Punkt z). Somit
[Fy(x) = Fy @)l < Ty (o) 1 Tp(w0) = Mo =2

slz -]
Cauchy—_Schwarz 2

Wahl von r
2. Selbstabbildung? Wir miissen zeigen: wenn y € B, (yo), gilt F,(z) € B,(xo) fiir

alle © € B,(xp). Da z Fixpunkt von Fj genau dann wenn f(z) = y, und nach
Voraussetzung f(zo) = Yo, ist xp Fixpunkt von F,, d.h. F, (x¢) = xo. Deshalb ist

Fy(r) —zo = Fy(x) = Fyy(w0)
= (Fu(@) = Fy(20)) + (Fy(0) = Fo(0))

und somit
|y (z) = mo| < 32— xo| +|J¢(20) " (y — v0)] -

< ¢ (o)~ ly=yol

Wahlen wir 7/ < r/(2|J¢(z0)7!|), dann folgt fur y € B, (yo)

linke Seite < 7+ | T (o) Hr’ < Lilo= 7
Wahl von r

3. Anwenden des Banach’schen Fixpunktsatzes: Der Satz ist wegen 1. und 2. an-
wendbar, und liefert die Behauptung.

Also besitzt fiir jedes y in B,/ (yo) die Gleichung (*) genau eine Losung z in B,.(zg).
Dies impliziert i), und auch die Bijektivitdt von f mit

Br’(yO)a
{xeB,(x0) : f(x)eVo}=FfBr(y)) N Br(z0)

(beachte: das Urbild der offenen Menge B,/(yp) unter f ist nach abstraktem e-o-
Kriterium offen, und somit auch Up).

Vo
Uo

Bevor wir zur stetigen Diff’barkeit der Umkehrabbildung kommen, reflektieren wir
noch einmal iiber den obigen, hochst interessanten, Beweis von deren Existenz.

In unserem Existenzbeweis der Losung x der Gleichung f(x) = y haben wir z
als Fixpunkt des vereinfachten Newtonverfahrens (also der Abbildung F,(z) = = -
Jp(20) 1 (f(x)—y)) konstruiert. Im Beweis des Banach’schen Fixpunktsatzes haben
wir den Fixpunkt von F), als Grenzwert der Folge ag(y) = xo, ai(y) = F(cu-1(y))
konstruiert. Insgesamt haben wir also gezeigt: fiir y hinreichend nahe y, konvergiert
die Folge (ax(y)) gegen f'(y).

Wie sieht die Folge (ax(y)) von Ndherungslésungen in einem typischen Beispiel
aus?
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Beispiel 1), Fortsetzung d.h. f(z) =z(1-x), o =y = 0.
Da xy =0, ist ap(y) = 0. Die Iterationsvorschrift lautet wegen f'(x¢) = f'(0) =1

Fy(a-1(y))

= apa(y) - 17 (flaa(y) - y)

= ap1(y) - (Oék—l(y) - Oék—l(y)2) +y

= ap1(y) +y.
D.h. die nédchste Iteration erhalten wir durch Quadrieren der vorherigen und Addi-
tion von y. Da yo = 0, besagt Aussage (i) von Satz 4.1: fiir y hinreichend nah bei 0

konvergiert die Folge gegen f~!(y). In unserem Fall ist f~'(y) fiir y < ; definiert, als
die eindeutige nahe xq liegende Losung x der quadratischen Gleichung z(1-xz) =y,

d.h. 22 -z +y = 0. Die p-g-Formel liefert @1, = 5 ++/(1/2)? - y und wegen x nahe
xo =0 ist das = aus Satz 4.1 (i) die -’ Losung, also

Frw=b-\i-n 11 ] SR

Wie sich die ay, dieser Umkehrfunktion annéhern, zeigt der folgende (in der Vorlesung
mit Matlab erstellte) Plot.

ax(y)

0.5

0.4

03[

0.2

01f

o =~ O O b= W Py = O

=0
o]

o 0.1

Die Folge von Niherungen «; der Umkehrfunktion f~! (schwarze ge-
punktete Linie) aus dem Beweis des Satzes tiber inverse Funktionen im
Fall f(x)=x(1-x), zg =1y =0.
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Beweis von Satz 4.1, Teil 2 (stetige Differenzierbarkeit der Umkehrfunk-
tion) Wir gehen in 4 Schritten vor:

1. Stetigkeit von y — f~1(y) =: a(y)

2. Herleitung der Formel fiir die Ableitung J;'(y) unter der Annahme a diff’bar
3. Differenzierbarkeit von «

4. Stetigkeit der Ableitung.

1. Stetigkeit von a: Seien y, y' € Vy. Wir schreiben x := a(y), 2’ := a(y’). Indem wir
zunéchst die Fixpunkteigenschaft = F,(x), 2’ = F/(z') benutzen und anschliessend
die “additive Null” —F,,(z) + F,/(x) einschieben, folgt

la(y) = a(y)| = |x = 2" = [Fy () = Fy ()] < |Fy(x) = Fy ()| +|[Fy (x) = Fy ()]

<l (zo) M ly-y'| S%kﬂ_wl‘

(Die Abschétzung fiir den ersten Term auf der rechten Seite folgt aus Fy,(z)-F,(z) =
Jr(20) 1 (y — y'), und diejenige fiir den zweiten Term aus der bereits gezeigten -
Lipschitz-Eigenschaft von F, mit A = 3.) Indem wir auf beiden Seiten 3|z — 2|
abziehen, folgt

sl =2 <|Tp(zo) My - /|
oder, nach Multiplikation beider Seiten mit 2, wegen = = a(y), =’ = a(y’)

l(y) = a(y") < 2Tp(z0) |y = v/l (*)

Die Umkehrabbildung « ist also nicht nur stetig, sondern sogar Lipschitzstetig. Dies
werden wir im Beweis der Differenzierbarkeit ausnutzen.

2. Formel fiir die Ableitung: diese folgt sofort aus der Kettenregel, denn indem wir
die Identitét

fla(y)) =y =id(y)
(mit id=Identitdtsabbildung) nach y ableiten, erhalten wir

Ji(a(y))Ja(y) =1

(mit /=Einheitsmatrix) und somit J,(y) = Jr(a(y))™L.

3. Differenzierbarkeit: Um zu zeigen, dass « total differenzierbar im Punkt yy mit
Ableitung Da(yg) = Df(xo)™!, miissen wir zeigen (siehe Definition der totalen
Diff’barkeit): fiir jede Folge yx, — yo, yr # Yo gilt

|a(y/€) - a(yg) B ‘]f(xo)_l(yk - y0)| =0 (**)
YK = Yol '
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Sei xy, = a(yx). Nach Erweitern mit |z — | ist die linke Seite gleich

ek = w0 = Jp(x0) " (f () = F(@o))| | = ol

|$k—$o| |yk—yo| .
——
::A =B

Der zweite Bruch, B, ist wegen (*) < 2|J¢(z0)7!|. Den ersten Bruch, A, bearbeiten
wir, indem wir den Vorfaktor J;(zg)™! ausklammern:

[T (o) (£ (r) = F(0) = J5 (w0) (x. = 70) )|

E
< |Jf(:c0)—1| |f($k) ~ f(xT;k__J;Sfo)(mk — ;130)| .

S0 da f diffbar

Damit ist (**) bewiesen.

4. Stetigkeit der Ableitung: Wir schreiben die Formel aus 2. fiir die Ableitung J,(y)
als Dreifach-Verkettung,

Jo(y) = Jp(a()) ™ = o(Jr(ay)))

mit der Matrixinversionsabbildung
P(A)=A" D {AeR™™ :det A0} - M™™.

Die drei auftretenden Abbildungen sind allesamt stetig (o wie in 1. gezeigt, J; nach
Voraussetzung, und ® aufgrund des nachfolgenden Lemmas), und somit auch deren
Verkettung J,. Es bleibt noch zu zeigen:

Lemma 4.1 Die Matrixinversionsabbildung ® : A — A~! ist stetig.

Beweis Dies folgt z.B. aus der Formel

B 1
~det A

-1

(cof A)T,

wobei (cof A)y; = (=1)1*7 det A;; und Ay; die (n-1)x(n-1) Matrix bezeichnet, die man
aus A durch Streichen der i*" Zeile und j**» Spalte erhélt. Gemiss dieser Formel
sind die Komponenten der Matrix A-! rationale Funktionen (d.h. Quotienten von
Polynomen) in den Komponenten der Matrix A, und somit stetig.

Zum Abschluss dieses Abschnittes schauen wir uns noch ein Beispiel an, das zeigt,
dass an Punkten mit nichtinvertierbarer Ableitung oft auch die Funktion selbst nicht
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lokal invertierbar ist. Weitere Beispiele zum inversen Funktionensatz siche Ubungen.

Beispiel 2) 2D Polarkoordinaten. Sei f die Abbildung von Polar- auf kartesische
Koordinaten, d.h.

7 COS
rsin g

f(r790):( )7 f:R2_)R2~

Wir berechnen

_[cosp —rsingp
Jf(r’so)_(singo rcosgp)'

Es gilt det J;(r, ) = rcos? ¢ +7sin® ¢ = 7 und folglich
J¢(r, ) nicht invertierbar <= r =0,

d.h. J; ist genau auf der vertikalen Achse der (7, ¢)-Ebene nicht invertierbar. In der
Tat bildet f die gesamte vertikale Achse der (r,¢)-Ebene auf den Punkt (z,y) =
(0,0) der kartesischen Ebene ab, und folglich existiert fiir jeden Punkt (0,¢) auf
der vertikalen Achse keine offene Menge Uy > (0, ) sodass f|y, injektiv.

Vergleich mit Analysis 1. Es ist legitim und iiblich, aber in gewisser Weise
willkiirlich, die Polarkoordinatenabbildung auf einen festen Bereich einzuschréinken,
auf dem sie bijektiv ist (Satz 10.7, Analysis 1): f : U — V bijektiv mit U =
(0,00) x (=m, 7], V = R2\{0}. Dann ist aber die zugehorige Umkehrabbildung ¢
auf der negativen z-Achse in der kartesischen Ebene (d.h. an den Punkten (z,0),
xo < 0) unstetig, denn sie ist fiir kleine y > 0 ungefihr gleich (|xo|,7) und fiir kleine
y < 0 ungefahr gleich (|zo|, 7). Andererseits sind — aus Sicht des Satzes iiber inverse
Funktionen — die Punkte (79, vo) = (|zo|, 7), o < 0, regulir: es gilt f(rg, o) = (20,0)
und die Jacobimatrix J¢(rg, o) ist invertierbar. Also existiert gemiss des Satzes
iiber inverse Funktionen auf einer offenen Menge Uy 3 (x¢,0) eine stetige lokale
Umbkehrabbildung f~!. Diese stimmt fiir kleine y < 0 nicht mit der globalen Umkehr-
abbildung ¢ iiberein, genauer:

g(x,y) %(m) fiir (x,y) €U, y >0
v

0
g(z,y) + (2 ) ~ (m) fir (z,y) € Up, y <0.
T T

fH(z,y) =

Zusammengefasst: die lokale Umkehrabbildung f~! vermeidet die kiinstliche Win-
kelsprungstelle und liefert nahe der negativen x-Achse der kartesischen Ebene die
eindeutige Losung ¢ nahe 7 des Gleichungssystems x = rcos ¢, y = rsin ¢.

107



4.2 Implizite Funktionen

Im vorangegangenen Abschnitt iiber inverse Funktionen haben wir uns mit dem
Losen von gleich vielen Gleichungen und Unbekannten beschéftigt. Nun interessieren
wir uns fiir das Losen von weniger Gleichungen als Unbekannten.

Wir wollen also die Losungsmenge von k nichtlinearen Gleichungen mit n Unbe-
kannten beschreiben, wenn k < n:

fl(zl, ceey Zn)
:fk(Zl, 7Zn)

fiir eine gegebene Funktion f : Q ¢ R” - R¥. (Dass die rechten Seiten Null sind, ist
keine Beschrinkung der Allgemeinheit, denn die Gleichung f(2) = ¢, ¢ € R¥, kénnen
wir auf die Form (*) bringen, indem wir f durch f - ¢ ersetzen.)

Wir schauen uns zuerst zwei Beispiele im instruktiven Spezialfall einer nichtli-
nearen Gleichung mit zwei Unbekannten (k=1,n=2, f : R? - R) an.

Il
)

(*)
0

Beispiel 1) 22 +y2 — ¢ =0, ¢ € R. Offenbar ist die Losungsmenge leer wenn ¢ < 0,
der Nullpunkt wenn ¢ = 0, und eine Kreislinie wenn ¢ > 0, d.h.

a, c<0
Losungsmenge = < {0}, c=0
S\/E(O), c>0

wobei S,.(0) wie iiblich die Kreislinie {z = (z,y) € R? : |z| = r} vom Radius r
bezeichnet.

Beispiel 2) 22 -y2-¢ =0, c € R. Falls ¢ < 0, folgt y? = 2% + |c| und wir kénnen
nach y auflésen, y = £1/2? +|c| (geometrisch sind das zwei nach oben bzw. unten
offene Hyperbeliste); falls ¢ > 0, folgt y2 + |¢| = 22 und wir kénnen nach x auflésen,
x = +1/y? + |¢| (das sind zwei nach rechts bzw. links offene Hyperbeléste); fiir ¢ = 0

erhalten wir zwei sich im Ursprung schneidende Geraden. Insgesamt folgt

{y = 2}, c=0
Losungsmenge = 1 {y = +\/22 +]c|}, ¢<0
{z=+\/y2+]|]}, ¢>0.

Was lernen wir aus diesen Beispielen?

A) Global sind die Losungsmengen weder Graphen iiber der z-Achse noch Graphen
iiber der y-Achse. D.h. wir kénnen die Gleichung (*) global weder eindeutig nach x
noch eindeutig nach y auflosen.

B) Nahe (z9,90) # (0,0) ist f~1(0) jeweils entweder ein Graph iiber der xz-Achse
oder ein Graph iiber der y-Achse. D.h. wir konnen die Gleichung (*) lokal entweder
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eindeutig nach x oder eindeutig nach y auflosen.

C) Nahe (zg,y0) = (0,0) verhélt sich die Losungsmenge sonderbar. In Beispiel 1
hat sie die “falsche Dimension” (wir haben eine Gleichung mit zwei Unbekannten
gelost, erhalten aber nur einen einzigen Punkt, also ein “O-dimensionales” Objekt)
und in Beispiel 2 erhalten wir zwei Graphen statt einem, und koénnen also lokal
weder eindeutig nach x noch eindeutig nach y auflosen.

Der Satz iiber implizite Funktionen (siehe unten) zeigt, dass das Verhalten in B)
typisch ist, und liefert eine Erklarung fiir das sonderbare Verhalten in C).

Zur Vorbereitung teilen wir die Liste der Unbekannten (z1, ..., z,) in Gleichung (*)
auf in k& Unbekannte y, ..., yx, nach denen wir auflésen wollen, und n—k verbleibende
Unbekannte x1, ..., x,_x, also

2= (2,9) € R™ x RF,
und schreiben (*) in der Form

fl(xla"'7xn—kayl7"'7yk) =0
s "
fk(xlu ooy Tk Y1,y 7yk)

Als néchstes fithren wir die Teilmatrix der partiellen Ableitungen von f nach den
Komponenten von y ein:

of ayl( 0>yo) a{f;( 0>Z/o)
a_y(anyU): of
8y1 (xo, Yo) - ay'; (950, yo)

Wihrend die gesamte Jacobimatrix J¢(xo,y0) eine flache breite Matrix ist (...we-
niger Zeilen als Spalten...), ist die Teilmatrix g—i(xo,yg) eine quadratische Matrix
(...genausoviele Zeilen wie Spalten...).

Die Hauptvoraussetzung des nachfolgenden Satzes ist die Invertierbarkeit dieser Ma-
trix. Diese besagt anschaulich, dass unsere k Gleichungen erstens voneinander un-
abhdngig sind (also nicht z.B. fy = 2f; gelten darf, dann wére ndmlich die zweite
Gleichung fo(x,y) = 0 automatisch erfiillt, wenn die erste, fi(x,y) = 0, erfiillt ist)
und zweitens wirklich von y abhingen (also nicht z.B. fi(z,y) = fi(z)).

Satz 4.2 (Impliziter Funktionensatz) Sei Q c R**xR¥ offen, f:Q - RF stetig
differenzierbar, 1 <k <n, (xo,y0) € Q mit f(zo,y0) =0, und g—g(xo,yg) invertierbar.
Dann gibt es ein offenes W € R mit xqg € W, ein offenes U € R™ mit (xo,yo) € U,
und eine stetig diff ‘bare Funktion g : W — RF sodass

f0)nU = graphg

—_— —_——
={(z)eU: f(zy)=0} ={(z.9(2)):zeW}
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Der Implizite Funktionensatz lie-
fert also die Existenz von 3 ver- f=0
schiedenen Objekten: W (offene
Menge im R" %), U (offene Men-

ge im R"), g (Funktion von W Yo
nach R¥). Eselsbriicke zur Memo-
risierung: What U Get.

X
X0

Es ist niitzlich, die Mengengleichheit f~1(0) n U = graph g in zwei Inklusionen “2”

und “c” aufzuteilen und sich klarzumachen, was diese bedeuten. “2” ist dquivalent

zZu

f(z,9(x)) =0 firallexeW

und besagt folglich die Ewxistenz einer Losung y des Gleichungssystems f(z,y) = 0
fiir gegebenes x (diese ist im Satz mit g(z) bezeichnet). “c” besagt die Eindeutigkeit:
es gibt (innerhalb der Menge U 5 (z,y)) ausser g(x) keine weitere Losung.

Informelle Kurzfassung des Impliziten Funktionensatzes: Die Losungsmenge
des Gleichungssystems f(z,y) = 0 bestehend aus k Gleichungen fiir n Unbekannte
kann lokal mithilfe der Funktion ¢ durch n - k freie Parameter x4, ..., z,_; beschrie-
ben werden.

Die Funktion g heisst implizit definierte oder kurz implizite Funktion, da sie nicht —
wie bisher bei Funktionen iiblich — durch eine explizite Vorschrift, sondern “implizit”
(d.h. indirekt), als Losung des Gleichungssystems f(z,g(x)) =0, definiert ist.

Der lineare Fall: Wir besprechen als néchstes, wie man den IFS fiir lineare Abbil-
dungen f mit Hilfe von Linearer Algebra beweisen kann, und leiten in diesem Fall
explizite Formeln fiir W, U und ¢ her. Das liefert zwar keine Ideen fiir den Beweis
im nichtlinearen Fall, illustriert aber, wieso die Bedingung g—Z(xo,yo) invertierbar
eine (n-k)-dimensionale Losungsmenge garantiert und warum diese ein Graph tiber
X1, ..., T ist. Sei also [ : R® - R* linear, d.h.

faoyy- (4L B (I) bk

kx(nk) kxk y) tk

(z0,%0) = (0,0). Die Nullstellenmenge f=1(0) ist die Losung des LGS

(4 B) (x)o

Y
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d.h. der Kern der Matrix (A B ) In unserem Fall sind die Jacobimatrix und die
relevante Teilmatrix gegeben durch

J;(0,0)= (A B)eRM™, %(0,0):3@’%.

Die Voraussetzung des IF'S sagt: B invertierbar. Dies impliziert, dass (A B ) Rang
k hat, denn die letzten k Spalten sind linear unabhéingig. Laut Rangsatz muss
Ker (A B) ein (n-k)-dimensionaler Unterraum sein. Diesen kénnen wir zudem
mithilfe von x parametrisieren, indem wir das LGS nach y auflésen:

(A B) (‘;):O:»AerBy:O@By=—AJJ‘=’y=_B_1A$- (*)

D.h. wahlen wir

W o= R**
U = R”
g(x) = -B1lAx, g: W - RF,
so folgt
graph g . {(:;) eR":y= —B—lA;p} (f) Ker ( A B )trivm;wmsc}(er ( A B) n U,

wie im IFS behauptet.

Beweis des IFS Wir benutzen einen Trick. Wir nehmen n — k Gleichungen dazu,
die sowieso gelten, und betrachten statt (**) das Gleichungssystem

o~ ;)

wobei
O(z,y) = (f(xx,y))’ ®: QR

Dieses System (von n Gleichungen fiir n Unbekannte) kénnen wir ohne Miihe mithilfe
des Satzes iiber inverse Funktionen (Satz 4.1) behandeln.
Details: Die Jacobimatrix der Abbildung & ist

g ( ) In—k: 0
2(20¥0) =\ 8L (wg,90) &L (w0,0))"

wobei I,,_i die (n — k) x (n — k) Einheitsmatrix bezeichnet. Wir behaupten: Jg(zo,yo) ist invertierbar. Dies folgt
aus der vorausgesetzten Invertierbarkeit von %($07 yo) sowie dem folgenden
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Lemma 4.2 Eine n x n Matrix der Form

(fl ]g)7 Ae MR Be MF*F B invertierbar

ist invertierbar.
Ein-Zeilen-Beweis:
I 0 I 0\ _ I 0 (I 0},
A BJ\-B1A B') \A-BB'A BB') \0 I)
also ist die erste Matrix auf der linken Seite invertierbar, und die zweite Matrix auf der linken Seite ihre Inverse.

Wir koénnen also den Satz iiber inverse Funktionen im Punkt (zo,yo) anwenden, folglich gibt es offene Mengen
Uo 3 (20,%0), Vo 2 ®(x0,y0) = (x0,0) sodass ®|y, : Up - Vo bijektiv und die Umkehrabbildung 1 V) > Uy
stetig diff’bar. Wir bezeichnen die ersten n — k Komponenten der Umkehrabbildung mit » und die restlichen k
Komponenten mit v, d.h.

_ u(z’,y’ _
o 1(x’7y,) = (’UECE’ z’;) eR"F xRF.

Da &~ ! Umkehrabbildung von ®, ist

' _ - roINy o Ny u(:r',y’)
(y’) - ‘I>(CI> 1(m Y )) - <I>(u(a: 'Y )1”(1 'Y )) - (f(u(ac',y'),v(m',y'))) .

(Die erste Gleichung, u(z’,y’) = z’, war zu erwarten, denn die ersten n — k Komponenten von ® waren nach
Konstruktion die Identitdtsabbildung, also sollten auch die ersten n — kK Komponenten der Umkehrabbildung die
Identitdtsabbildung sein.) Indem wir y’ = 0 setzen, erhalten wir

(1) =’ =u(2’,0)
(2) 0= f(u(x” 0),1}(33/,0)) (T) f(mlvv(xlvo))'

Setze g(z') := v(z’,0), wihle offene Mengen W 5 zg, Z 3 0 sodass W x Z ¢ V, und nimm W als Definitionsbereich
von g, d.h. g : W — RF. Dann gilt f(z,g(z)) =0 fiir alle z € W (wegen (2)), oder — in Mengenschreibweise —

F75(0) n Uy 2 graphg.

Dariiber hinaus ist g stetig diff’bar (da ®7! stetig diff’bar), und g(zo) = yo (da ®(xo,v0) = (x0,0), folglich
®1(z9,0) = (20,y0), und somit v(zp,0) = yo). Der einzige Schonheitsfehler ist, dass wir in obiger Aussage “”
statt “=” erhalten haben. Dies beheben wir, indem wir die Menge Uy durch eine kleinere Menge ersetzen. Sei
U:=3"YWxZ),sogilt f71(0)nU =& (W x {0}) = graph g. Damit ist der Beweis beendet.

Zusatz: Wir merken noch an, dass die Identitét f(z,g(z)) = 0 Vo € W eine explizite Formel fiir die Jacobimatrix
Jg(z) liefert. Indem wir ¢(z) := f(z,g(x)), ¥(x) = (z,g9(x)) setzen, folgt ¢ = f o und die Identitdt nimmt die
Form ¢ =0 an. Durch Ableiten nach z folgt

0=, (0) = Iy W) Tule) = (Bm0()) 350 (5,00 = S0 + S a2y )

und somit durch Auflésen nach Jg(x) (fir alle Punkte «, an denen %(x,g(x)) invertierbar ist, also insbesondere
fiir alle z nahe z¢)

Iy(a) = =5 (@) L (@ 0(a).

Der implizite Funktionensatz erklért das Verhalten der Losungsmengen in Bei-
spielen 1 und 2.
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Beispiele 1) und 2), Fortsetzung: Betrachte die Gleichung f(z,y) = 22+y?-c =0,
¢ > 0. Die Jacobimatrix von f an einem beliebigen Punkt (g, o) der Losungsmenge
ist die 1 x 2 Matrix

J¢(xo,0) = (%(ﬂfo,yo), g—g(foayo)) = (20, 2y0).

Die Teilmatrix g—g(xo, Yo) ist die 1 x 1 Matrix

0
a_f(l"o» Yo) = 2yo-
Y

Um den IFS anwenden zu konnen, muss diese Matrix invertierbar sein. Das ist der
Fall, wenn yy # 0, d.h. an allen Punkten (xq,1o) der Losungsmenge, die nicht auf
der z-Achse liegen. An solchen Punkten sagt der IFS: wir konnen die Gleichung
lokal (d.h. in einer Umgebung von (xg,yo)) nach y auflésen, d.h. die Losungsmege
geschnitten mit einer offenen Umgebung U von (zg,1o) ist ein Graph iiber der z-
Achse. In der Tat, wenn yo # 0, muss 27 < ¢ sein, d.h. g € (-\/c,\/c), und mit

(=V¢e,Ve)
{(z,y) e R? : sgn(y) = sgn(yo)}
sgn(yo)Ve-a%, g: W >R

w
U

g9(x)

gilt

f(0)nU = graphg.
Umgekehrt: ist die Voraussetzung g—i(ﬂUo,yo) invertierbar verletzt, d.h. yy, = 0, exi-
stieren solche g und U nicht, denn dann ist xy = +\/c und somit enthélt jede offene
Umgebung U von (zg,yo) fiir alle hinreichend nah bei g liegenden x € (=/c,/¢)
die beiden Losungen (z,+Vc - x2).

Analog ist die Losungsmenge lokal als Graph iiber der y-Achse darstellbar, wenn
%(xo,yo) #0, d.h. wenn xq # 0. Dies erklart Aussage B) oben.

Nun zum Fall ¢ = 0. Dann ist der Punkt (z¢,y0) = (0,0) die einzige Losung
unserer Gleichung; dort verschwindet aber die gesamte Jacobimatrix und der IFS
kann weder beziiglich x noch y angewandt werden. In der Tat ist die Losungsmenge
lokal kein Graph einer auf einer offenen Menge definierten stetigen Funktion g.

Insbesondere folgt: in unserem Beispiel ist die Voraussetzung der Invertierbar-
keit der Jacobi-Teilmatrix nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig fiir die
lokale Darstellbarkeit der Losungsmenge als Graph; das sonderbare Verhalten der
Losungsmenge im Fall ¢ = 0, d.h. Aussage C) oben, hingt damit zusammen, dass
dort — und nur dort — die Invertierbarkeitsvoraussetzung des IFS sowohl bzgl. x als
auch bzgl. y verletzt ist.
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Analoges gilt fiir Beispiel 2), d.h. f(z,y) = 2% - y? — ¢: dann ist Jy(zo,yo) =
2(zo,-yo), und somit die Invertierbarkeitsvoraussetzung des IF'S nur am Nullpunkt
sowohl bzgl. z als auch bzgl. y verletzt; aber die den Nullpunkt enthaltende Losungs-
menge (¢ = 0) ist lokal kein Graph, sondern der Schnittpunkt der beiden Geraden
T = %y.

4.3 Singulidre Punkte; Untermannigfaltigkeiten

Der Punkt (0,0) in obigen Beispielen, an dem beide Teilmatrizen der Jacobi-Matrix
nicht invertierbar sind, ist ein sogennanter singuldrer Punkt. Allgemeiner definiert
man:

Def. 4.1 Sei Q2 c R” offen, f: Q — RF stetig differenzierbar, 1 < k < n. Ein Punkt
2o € Q mit f(z9) = 0 heisst singuldrer Punkt der Losungsmenge f~1(0), wenn der
Rang der Jacobimatrix J¢(2g) kleiner als k ist; anderenfalls heisst er reguldrer Punkt.

Singuldre Punkte sind also genau diejenigen Punkte, an denen keine Wahl von &
Koordinaten y; = 2, ..., yr = 2z, (1 <4y < ... < i < n) moglich ist, sodass g(ZQ)

9y
invertierbar.

Geometrisch gesehen sind die reguldren Punkte der Losungsmenge “lokal langwei-
lig”, denn geméss IFS ist die Losungsmenge dort lokal als Graph darstellbar. An
den singuldren Punkten konnen hingegen interessante Dinge passieren.
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Beispielgalerie impliziter Kurven in R? (d.h. Losungsmengen von Gleichungen
der Form f(z,y) =0, f : R?2 > R):

X
RS

Gleichungen: 22 -y =0, 22 -9y2 =0, 2?2+ 23 -9y? =0, 22 —y? =1, (22 + y?)? +
3x2y —y? =0, 23 +y? = 0. Welche Gleichung gehort zu welchem Bild?

Mithilfe des IFS kénnen wir die “Singularitdten” solcher Kurven (d.h. Punkte, an
denen die Losungsmenge nicht lokal als Graph einer stetig differenzierbaren Funktion
darstellbar ist) vorhersagen. Die Strategie ist: 1. Rechne die Jacobimatriz aus. 2.
Bestimme die Nullstellen der Jacobimatriz (beachte: sie hat Rang < 1 g.d.w. sie
Null ist). 3. Bestimme die singuldren Punkte, d.h. diejenigen Nullstellen, die auf der
Kurve liegen. Nach IFS miissen “Singularitdten” notwendigerweise singuldre Punkte
der impliziten Kurve sein; durch Inspektion der Bildergalerie stellen wir fest, dass
in unseren Beispielen diese Bedingung jeweils auch hinreichend ist. Untersuchen
wir z.B. die Gleichung fiir die “Schlaufe”. Die Jacobimatrix der Funktion f(z,y) =
2?2+ 23 —y? ist (x(2+3x), —2y). Ist sie gleich Null, muss y = 0 sein, und = = 0 oder
—%. Der Punkt (0,0) liegt in der Tat in der Losungsmenge der Gleichung, der Punkt
(-2,0) aber nicht. Also ist (0,0) der einzige singuléire Punkt. Das Schaubild zeigt,
dass dort die Schlaufe sich selbst kreuzt, d.h. die Lésungsmenge ist in der Tat lokal
kein Graph.
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Beispiel einer impliziten Fliche im R? (d.h. einer Losungsmenge einer Glei-
chung der Form f(z,y,2) =0, f : R3 > R):

Nullstellenmenge der Funktion f(z,y,z) = 1 - (22 + y? + 22) + 2z2yz,
f : R3 - R. Auf dem Bild sehen wir 4 Punkte, an denen die Nullstellen-
menge lokal kein Graph ist (sogenannte “Singularititen” der Fliche). Mit-
hilfe des impliziten Funktionensatzes konnen wir die Existenz von héchstens
4 solcher Punkte sowie deren Lage vorhersagen, indem wir die singuléren
Punkte bestimmen (siehe Text).

Gemaiss IFS sind die einzigen Kandidaten fiir Singularitdten die singuldren Punkte;
wegen k =1 sind dies — genau wie im Fall ebener Kurven — die Punkte, an denen die
gesamte Jacobimatrix Jy(z,y,2) € RM3 verschwindet. [Die Nullstellenmenge nahe
(z,y,2) ist lokal als Graph tiber der (z,y)-Ebene darstellbar wenn 2 (z,y,2) # 0,
und analog als Graph iiber der (z,2)- bzw. (y,z)-Ebene wenn 2L(z,y,2) # 0 bzw.
9 (z,y,z) #0.] Die Jacobimatrix ist

Ji(z,y,2) = (—2:5 +2yz 2y+2xz -2z+ Qxy) ;
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und verschwindet somit genau dann, wenn z = yz, y = zz, und z = xy. Einsetzen der
zweiten Gleichung in die erste liefert = x22, mit den Losungen x = 0, z beliebig
oder x # 0, z = £1. Im ersten Fall gilt wegen der zweiten und dritten Gleichung
x =y =2z =0. Anderenfalls miissen — wegen der ersten Gleichung — alle drei Kompo-
nenten # 0 sein und — analog zu obigem Argument fiir z —in {+1} liegen. Nicht alle
Vorzeichenwahlen liefern Losungen, denn unser Gleichungssystem impliziert, dass
das Vorzeichen jeder Variablen gleich dem Produkt der beiden anderen Vorzeichen
sein muss. Schliesslich stellen wir noch fest, dass der erste kritische Punkt (0,0,0)
nicht in der Nullstellenmenge von f liegt, die anderen kritischen Punkte aber schon.
Insgesamt folgt also:

1 1 -1 -1

{(l‘,y,z)Effl(O)CJf(l',y,Z)ZO} = 1 ’ -1 ) 1 ) -1
1 -1 -1 1

Die Nullstellenmenge enthélt insbesondere genau 4 kritische Punkte des Gradien-
ten, und somit hochstens 4 Singularitéten. Die berechneten kritischen Punkte des
Gradienten entsprechen — geometrisch gesehen — den Ecken eines Tetraeders, d.h.
jeder zweiten Ecke des Wiirfels [-1,1]% im R3. Das Schaubild zeigt, dass die Null-
stellenmenge dort tatséichlich singulér ist. Die innere Fléche entspricht optisch einer
etwas aufgeblasenen Version dieses Tetraeders.

Der implizite Funktionensatz erlaubt keine Aussage dariiber, wie die Nullstellen-
menge einer Funktion in der Néhe kritischer Punkte des Gradienten aussieht. Diese
Frage wird in der algebraischen Geometrie untersucht, sofern die Funktion f — wie
in obigem Beispiel — ein Polynom ist. Fiir nichtpolynomiale f kann die Nullstellen-
menge lokal extrem wild aussehen:

Beispiel Sei

J(a,y) = (22 + y2) sin

(=rSsin & mit r = |(z,y)]), f : R? > R. Die Nullstellenmenge f~(0) besteht aus
dem Nullpunkt sowie allen Kreisen um 0 vom Radius 1/\/7n, n € N.

Wir wenden uns nun dem singularitdtenfreien Fall zu. Wir beginnen mit einer
einfachen aber niitzlichen Umformulierung des IFS. Im IFS haben wir die Lésungs-
menge lokal als Graph einer Funktion g : W ¢ R** — R* beschrieben. Der Graph
von g, {(z,y) e R* : x e W, y = g(x)}, ist aber exakt dasselbe wie das Bild ¢(W)
der Abbildung

bW >R w(m):(gé)). (1)

Die Abbildung ¢ ist im Gegensatz zu g injektiv, denn man kann ja x aus t(x)
ablesen; sie “verbiegt” das flache Teilstiick W des niedrigdimensionalen Unterraums
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R™* und platziert es irgendwo im hochdimensionalen Raum R”. Dies liefert folgende
alternative, koordinateninvariante Formulierung des IFS:

Korollar 4.1 [Impliziter Funktionensatz: Formulierung via Parametrisierung] Sei
Q c R offen, f:Q — RF stetig differenzierbar, 1 <k <n, zg € Q mit f(z) =0, und
J¢(zp) habe maximalen Rang (d.h. Rang k). Dann gibt es ein offenes W ¢ R**, ein
offenes U € R™ mit 2y € U, und eine stetig diff’bare injektive Abbildung ¢ : W — R"
sodass

(i) [HO)NU=4(W)
(i1) Rang Jy(x) maximal (d.h. gleich n - k) fir alle z € W
(i) Y=t (W) - W stetig.

Die Abbildung v heisst lokale Parametrisierung der Losungsmenge.

Beweis Da J;(zp) maximalen Rang hat, existieren Koordinaten z;, =: y1, ..., z;, =t i
sodass die Spalten 38—;1(,20), o %(zo) linear unabhéngig sind. Indem wir den IFS
anwenden und 1 geméss (1) wihlen, folgen alle Behauptungen bis auf (ii) und (iii).
Letzteres ist aber trivial, denn ¢¥~!(x,y) = x, und ersteres folgt aus

Jul@) = (‘]g—(;))

(mit I = (n—k) x (n—k) Identitatsmatrix), denn dies impliziert, dass die ersten n—k
Zeilen von Jy(z) linear unabhéngig sind.

Mengen, die sich wie in Korollar 4.1 parametrisieren lassen, haben einen besonderen
Namen (und spielen in Geometrie und Physik eine wichtige Rolle).

Def. 4.2 (Untermannigfaltigkeiten des R™) Sei ¢ < n, a € N. Nichtleere Teilmengen
M c R, fiir die zu jedem Punkt zy € M (wie in obigem Korollar fiir M = f~1(0) und
¢ =n-k) ein offenes W c RY, ein offenes U € R™ mit 2z € U, und eine a-mal stetig
diff’bare injektive Abbildung ¢» : W — R™ mit den Eigenschaften (i) M nU = (W),
(i) Rang Jy(x) maximal(d.h. gleich ¢) fir alle z € W, (iii) ¢! : (W) - W stetig
existieren, heissen /-dimensionale C¢-Untermannigfaltigkeit des R".

Informelle Zusammenfassung der Definition: /-dimensionale Untermannigfaltigkei-
ten sehen lokal in der Nihe jedes Punktes wie ein verbogenes Stiick des Rf aus.

Was ist der Grund fiir die Forderung (iii) in Def. 4.27 Lésst man sie fallen, kann
man z.B. ein Stiick des R so “verbiegen”, dass das Ende fast die Mitte beriihrt, aber
trotzdem (i) und (ii) gelten. Dieser technische Punkt ist in Beispiel 4) erklart. Ob
eine Menge eine Untermannigfaltigkeit des R” ist, hat also nicht nur damit zu tun,
wie “kleine Teile” (d.h. Bilder kleiner Teilmengen der Parametergebiete W unter
den Abbildungen 1)) aussehen, sondern auch damit, wie sie global im R drinliegt.

Mit dieser Terminologie folgt sofort aus Korollar 4.1:
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Korollar 4.2 Tst Q c R” offen, f : Q — RF stetig differenzierbar, f~1(0) nicht
leer, und Rang J;(z) = k fiir alle z € f~1(0), so ist f~1(0) (n—k)-dimensionale C!-
Untermannigfaltigkeit des R™.

Untermannigfaltigkeiten konnen also lokal auf zwei verschiedene Weisen beschrieben
werden: durch eine Parametrisierung v mit Hilfe von n—k freien Parametern geméss
Def. 4.2 (“primale Beschreibung”); oder als Losungsmenge von k Gleichungen wie
in Korollar 4.2 (“duale Beschreibung”).

Beispiele 1) Ebenen im dreidimensionalen Raum sind 2-dimensionale C!-Unter-
mannigfaltigkeiten. Aus der Schule kennen wir zwei alternative Beschreibungen ei-
ner Ebene:

(a) Punkt-Richtungs-Form: E = {xq +tv + sw : t,s € R}. Hierbei ist 2 ein fester
Punkt in der Ebene und v, w sind linear unabhéngige Richtungsvektoren.
(b) Hesse’sche Normalform: £ = {z € R? : n-z = a}. Hierbei ist n € R? (|n| = 1) der
Normalenvektor und a > 0 der Abstand vom Ursprung.
Hier haben wir die iibliche Notation n -2 = ¥, n;x; benutzt. (a) ist die “primale”
Beschreibung der Ebene (durch eine Parametrisierung) geméss Def. 4.2; (b) ist die
“duale” Beschreibung (als Losungsmenge einer Gleichung) geméss Korollar 4.2. Setzt

man namlich
P(s,t) =20+ 50 +tw, ¥ : R? - R3

dann folgt E =1(R?), v injektiv, und Rang J,(s,t) = 2 fiir alle s,¢, denn

|
e[t v)

und v, w sind linear unabhéngig; alternativ dazu fiihrt man die Funktion
f(z)=n-z-a, f:R*->R

ein, dann folgt £ = f~1(0) und Rang J;(z) = 1 fiir alle z, denn J¢(z) = (n1,n9,n3) # 0

wegen |n| = 1.

2) Die Sphdre St~ :={z e R™ : |z| = 1} ist nach Korollar 4.1 eine (n-1)-dimensionale
C'-Untermannigfaltigkeit des R?, denn fiir 2 = R” und f(2) = |2> - 1 gilt S»! =
f7H0) und Jg(2) = (221,...,22,) # 0 Vz € S*71, und somit Rang Jy(z) = 1 Vz €
Sn-1. Eine explizite Parametrisierung der Kreislinie S! = {z ¢ R? : |z| = 1} gemiss
Definition 4.2 ist z.B. durch die beiden iiberlappenden “Dreiviertelkreise”

P (2,7 5> R? pW(z) = (cosz,sina), UM ={zeR?: 2 < %},
Y@ ¢ (B Umy L R2 (1) = (cosa,sinz), U ={zeR?: z > —%}

4 4
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gegeben.

3) Wir behaupten: die Gruppe der orthogonalen Matrizen (oder kurz orthogonale
Gruppe)
O(n)={XeR¥ : XTX =1}

ist @-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit des R™”. Zum Beweis betrachten
wir die Abbildung

f(X) — XTX—], f R RIXR

sym
N—— N——
;‘]Rn2 ~Rn(n+1)/2

wobei RZxm = {X € R™" : X = X7} den Vektorraum der symmetrischen n x n
Matrizen bezeichnet. Da symmetrische Matrizen durch ihren oberen Dreiecksteil
eindeutig bestimmt sind, haben sie n+(n-1)+(n-2)+...+1 unabhéngige Komponenten

und wir kénnen R mit dem R™("+1/2 identifizieren. Wegen
n(n-1) 5 n(n+1)
— = n .
2 2

reicht es zu zeigen, dass Rang .J;(X') maximal fiir alle X € O(n), dann folgt die Be-
hauptung aus Korollar 4.2. Das versucht man besser nicht in Koordinaten, sondern
rechnet abstrakt:

Df(X)(H)

i (FOCHH) - £(X)

0

=(X+tH)T (X+tH)-XTX=t(HT X+XTH)+t2HT H

= H'X+X"H.
Da Df(X) eine lineare Abbildung von einem hoherdimensionalen in einen niedri-
gerdimensionalen Raum ist, ist ihr Rang maximal genau dann wenn sie surjektiv ist.
Df(X) ist aber surjektiv fiir jedes invertierbare X, denn zu gegebenem B e R7x"
ist

1
H = a(Xil)TB

Losung der Gleichung Df(X)(H) = B. (Nachrechnen: Df(X)(H) = 3BX'X +
XTL(XT)"'B=B.)
4) Die “sich fast selbst beriihrende Schlaufe”
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ist keine Untermannigfaltigkeit des R2. Setze M = v((-1,00)) € R2, ~(t) = (% -
1,#3—t). Dann erfiillt M zwar die Bedingungen (i), (ii) aus Def. 4.2 [solche Mengen
gehoren iibrigens zur Klasse der sogenannten “Mannigfaltigkeiten”; diesen Begriff
erkldren wir hier nicht], denn ~/(¢) # 0 fiir alle ¢, also kénnen wir (fiir beliebiges
20€ M) W =(-1,00), ¢ =, U=R2? wihlen. Aber es existieren keine W, ¢, U mit
der Zusatzeigenschaft (iii), insbesondere ist v~! : M — (-1, 00) unstetig, denn fiir
t; > -1, t. =1 gilt v(¢;) - v(t.) aber t; 4 t..

4.4 Lagrange’sche Multiplikatorregel

Wir wenden uns nun einer Frage zu, die auf den ersten Blick wenig mit dem impli-
ziten Funktionensatz zu tun hat, zu deren Beantwortung wir den Satz aber heran-
ziehen werden:

Wie findet man Mazximums- und Minimumsstellen unter Nebenbedingungen?

Als Voriiberlegung betrachten wir folgende Situation: f, g : R? - R seien gegebe-
ne Funktionen, gesucht sind die Maximums- und Minimumsstellen von f unter der
Nebenbedingung g(z,y) = c¢. (Deren Existenz wird unter sehr allgemeinen Voraus-
setzungen durch Satz 1.5 und das zugehorige Beispiel 2) sichergestellt.)

Anschaulich-geometrische (nicht mathematisch rigorose aber instruktive) Losung:
Die Menge {(z,y) € R? : g(z,y) = ¢} ist Niveaulinie von g. Wir skizzieren diese
Menge sowie — im selben Bild — die Niveaulinien von f. Sei (x,y) ein Punkt auf der
Niveaulinie von g. Der Gradient von f zeigt (nach Satz 2.3) in Richtung des stérk-
sten Anstiegs von f. Falls die Projektion des Gradienten auf die Niveaulinie von ¢
nicht Null ist, konnen wir durch Entlanglaufen auf der Linie g(x,y) = ¢ den Wert
von f erhohen/erniedrigen. Also muss an einer Maximums- oder Minimumsstelle
der Gradient von f senkrecht auf der Niveaulinie von g stehen. Dies ist aber (wegen
der grundlegenden Tatsache, dass die Niveaulinie von g senkrecht zum Gradienten
von g steht, siehe Satz 2.4) dquivalent dazu, dass V[ in dieselbe Richtung wie Vg
zeigt. D.h. an einer Maximums- oder Minimumsstelle gilt V f(x,y) = AVg(x,y) fiir
ein A e R.

Derartige anschaulich-geometrische Betrachtungen sind immer lehrreich, aber
nicht immer korrekt. Beispiel zweier einfacher Funktionen f und g, fiir die die obige
notwendige Bedingung fiir Extremstellen trotz aller Plausibilitat leider falsch ist:
siche Beispiel 2) unten. Was ist hier schiefgegangen? Wir haben uns bei obiger
Argumentation stillschweigend und unberechtigterweise die Niveaumenge g=1(c) als
schone glatte Kurve vorgestellt. Dies diirfen wir — laut implizitem Funktionensatz —
immerhin dann, wenn der Gradient von g an der Extremstelle ungleich Null ist. In
der Tat lasst sich, fiir beliebige Raumdimension n, beweisen:

Satz 4.3 (Lagrange’sche Multiplikatorregel) Sei 2 ¢ R offen, f, g : @ > R
stetig diff ‘bar. Sei c € R, sei zy € Q0 lokale Maximums- oder Minimumsstelle von f
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auf der Niveaumenge {z € Q : g(2) = ¢}, und sei Vg(z9) # 0. Dann existiert ein
A e R sodass

Vf(20)=AVg(2).

Die Zahl A heisst Lagrange’scher Multiplikator; daher auch der Name der Regel.

Der Vorteil der Regel besteht darin, dass man die (n—1)-dimensionale Lésungsmen-
ge der Gleichung g(x) = ¢ nicht zu bestimmen braucht; stattdessen benétigt man
nur die — in der Praxis typischerweise viel einfacher zu bestimmende — Ableitung
von g.

Beispiel 1) Maximiere f(z,y) = x beziiglich der Nebenbedingung g(z,y) = 22 +zy+
y?=1.

Bemerkung (nicht zum Bestimmen der Maximumsstelle benotigt): Die Losungsmen-
ge der Nebenbedingung, d.h. die Niveaumenge g='(1), ist eine Ellipse mit grosser
Halbachse der Linge v/2 in Richtung v, und kleiner Halbachse der Linge 1/2/3 in

Richtung v, wobei
_ a1 (! _a1 (1
el rTE )

(Skizze.) Dies ldsst sich mittels linearer Algebra herleiten. Die Extremwertaufgabe
bedeutet geometrisch: wir suchen den Punkt auf dieser Ellipse, der am weitesten
rechts liegt.

Wir berechnen

T+ 2y

Vi(z,y)= ((1)) , Vg(z,y) = (QZE . y) :

Falls (x,y) Maximumsstelle, gilt wegen Satz 4.3: V f(x,y) = A\Vg(z,y) fiir ein A € R.
Die erste Komponente dieser Gleichung liefert 1 = A\(2x +y) und insbesondere \ # 0;
die zweite Komponente liefert 0 = A(z + 2y) und somit (da A # 0) z + 2y = 0, d.h.
y = —x/2. Einsetzen in die Nebenbedingung ergibt 1 = g(x,—x/2) = 22 - 22/2+ 22 /4 =
322, dh. x = :I:%. Insgesamt folgt also

{(x,y) eg ' (1) : Vf(z,y) = AVg(z,y) fiir ein ) € R} = {(%,—%), (—%, %)}

Durch Einsetzen in f und Wertevergleich entscheiden wir, welcher Punkt die Maximums-
und welcher die Minimumsstelle ist. In unserem Beispiel konnen wir die Werte von f
sofort ablesen. Der erste Punkt ist die Maximumsstelle; der maximale Wert von f ist
gleich %; und der genau gegeniiberliegende zweite Punkt ist die Minimumsstelle.

Das folgende Gegenbeispiel zeigt, dass die Bedingung Vg(zp) # 0 in der Lagran-
ge’schen Multiplikatorregel nicht weggelassen werden kann.

Beispiel 2) Minimiere f(x,y) =y beziiglich der Nebenbedingung g(x,y) = y? - 22 =
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0, f, g : R? > R. (Gesucht ist also der Punkt auf der Losungsmenge der Nebenbe-
dingung, der am weitesten unten liegt.) Da a2 > 0, ist die Nebenbedingung y3 = 22
eindeutig nach y auflésbar, sie ist dquivalent zu y = v/z2 = 22/3. (Graph.) Insbeson-
dere hat die Losungsmenge der Nebenbedingung eine scharfe nach unten zeigende
“Spitze” bei (z,y) = (0,0). Nun zu unserem Minimierungsproblem. Offensichtlich ist
y >0 es sei denn z = 0, also (0,0) einzige Minimumsstelle. Es gilt aber (fiir beliebiges
AeR)

v £(0,0) = (‘i) + AVg(0,0) = (8) .

Was geht hier schief? An der Minimumsstelle steht die Niveaulinie von f senkrecht
auf derjenigen von g, statt parallel zu sein! Dies hat mit der Nichtglattheit der
Niveaulinie von g zu tun. Wére sie der Graph einer glatten (d.h. differenzierbaren)
Funktion, miisste der Graph natiirlich (wie schon aus Analysis 1 bekannt) an der
Minimumsstelle eine waagerechte Tangente haben und somit parallel zur Niveaulinie
von f liegen. Salopp gesprochen “versteckt” die Funktion g die waagerechte Tangente
in ihrer Singularitét.

Beweis (Lagrange’sche Multiplikatorregel).

Idee: Nach Voraussetzung ist Vg(zp) # 0. Finde eine Komponente des Gradienten,
die ungleich Null ist. Lose die Gleichung ¢g(z) = ¢ in der Ndhe von zg nach der ent-
sprechenden Komponente von z auf (dies ist moglich wegen IFS). Damit kénnen
wir unsere Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung in eine Extremwertaufgabe oh-
ne Nebenbedingungen fiir die verbleibenden n — 1 Komponenen von z umschreiben.
Diese bearbeiten wir mithilfe der Theorie fiir solche Extremwertaufgaben aus Ab-
schnitt 2.7.

Details: Nach Voraussetzung ist Vg(z0) # 0, 0.B.d.A. sei 9g/0zn(20) # 0. Teile die Variable 2z auf in z = (z,y),
x € R* 1 y e R; entsprechend schreiben wir z9 = (z0,y0). Nach IFS kénnen wir die Nebenbedingung nach y
auflésen, genauer: es existieren offene Mengen U 5 zg und W 5 zg, W € R® !, und eine stetig diff’bare Funktion
h : W — R sodass g~'(c) n U = graph h. Folglich ist xg € W lokale Extremstelle der Verkettung

a(z) = f(z,h(z)), a:WcR" SR,

D.h. wir haben unsere Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung in eine entsprechende Aufgabe ohne Nebenbe-
dingung umgewandelt. Die Optimalititsbedingung erster Ordnung lautet (siehe Satz 2.7) 0 = Jo(z0). Um die
Jacobimatrix von « auszurechnen, schreiben wir « als Verkettung,

a) = @@, 2@ = (,f). W eRT R

Nach Kettenregel gilt

1 0 0

0 1 0

9 le] 9 :

Ja(z0) = Jp(2(20)) Jo(w0) = (ﬁ 8x7f_1 375)($0’y0) 0 1
1xn Matrix aaThl(IO) (%12(930) aff,l (o)

nx(n-1) Matrix

9 9 oh 2] 9 oh
(2L (@0,90)+ G (wo,90) 22 (20) 52— (20, y0)+ §L (20, 90) 522 (w0))

1x(n-1) Matrix
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und folglich (mit der Notation Vg f fiir den Vektor der partiellen Ableitungen von f nach den Komponenten von x)
of
fo(zmyo)=—6fy(107y0)Vxh($o)' 1)
Die Ableitung von h haben wir als Zusatz zum Beweis des IF'S ausgerechnet, sie lautet im Allgemeinen
9g -10g
Jp(z) =—(—(z,h(x —(x,h(x
(@) = (5o @) G (e h(a)
und folglich im Fall unserer skalaren Funktion h an der Stelle xg
dg -1
Vazh(zo) = —(87/(96073/0)) Vz9(%0,Y0)- (2)
Einsetzen von (2) in (1) liefert
. of
Va f(20,90) = AVa2g(wo,y0) mit A= (wo,yo)( (Imyo))

Dies ist fast die gewiinschte Gleichung, aber noch nicht ganz, denn hier steht nur der Teil der Gradienten, der die
Ableitungen nach den ersten n—1 Komponenten von z enthélt. Fiir die letzte Komponente der Gradienten gilt aber
trivialerweise wegen der obigen Formel fiir A

%($07y0)=>\%($07y0)- (3)

Insgesamt folgt die Behauptung V f(z0) = AVg(20).

Beispiel 3) Sei A reelle symmetrische n x n Matrix. Wir untersuchen folgende
Extemwertaufgabe mit Nebenbedingung: Maximiere/Minimiere

f(x) =(x, Az) ( Z:z:z(Ax) Z :EiAijxj), f:R" >R,
.3=1

beziiglich der Nebenbedingung

9(x) = (%06)(: |lzf? = gxf) -

Die Menge ¢g~!(1) ist die Einheitssphére im R” und insbesondere kompakt, und f ist
quadratisch und insbesondere stetig, also existiert eine Maximumsstelle/ Minimumsstelle
x € g71(1). Die Gradienten von f und g berechnen sich zu V f(x) = 2Az, Vg(x) = 2x
Nach Multiplikatorregel (Satz 4.3) existiert ein Multiplikator A € R sodass

Vf(z)=AVg(r) < Az = \z.

Da x # 0, ist = also Eigenvektor von A, und X zugehoriger Eigenwert! Des weiteren
gilt: indem wir die Gleichung Az = Az (fiir einen beliebigen Eigenwert und zugehori-
gen normierten Eigenvektor) mit = skalarmultiplizieren, ergibt sich (x, Az) = A.
Insgesamt folgt:
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Korollar 4.3 (Rayleigh-Ritz’sches Variationsprinzip) Sei A eine reelle symmetri-
sche n x n Matrix. Der maximale bzw. minimale Wert der quadratischen Funkti-
on x ~ (z, Az) auf der Einheitssphére ist der grosste/kleinste Eigenwert von A.
Maximums- bzw. Minimumsstellen sind genau die zugehdrigen normierten Eigen-
vektoren.

Insbesondere folgt das Definitheitskriterium aus Lemma 2.5: eine symmetrische Ma-
trix ist genau dann positiv/negativ definit, wenn alle Eigenwerte positiv/negativ
sind. Als weitere Folgerung aus dem Rayleigh-Ritz’schen Variationsprinzip erhalten
wir ein wichtiges Resultat der Linearen Algebra:

Korollar 4.4 (Spektralsatz fiir symmetrische Matrizen) Sei A eine reelle symme-
trische n x n Matrix. Dann existiert eine Orthonormalbasis des R™ bestehend aus
Eigenvektoren von A.

Um dies einzusehen, benotigen wir
Lemma 4.3 Sei V c R” invarianter Unterraum von A, d.h. V Unterraum und
veV = Av e V. Dann ist das orthogonale Komplement von V,

Vi={zeR": (v,2)=0Yv eV},

ebenfalls invarianter Unterraum von A.

Beweis: Sei x € V1. Zu zeigen: Ax € V1. Berechne fiir beliebiges v e V

(v, Ax) =  (Av,z) = 0.

A symmetrisch AveV
Beweis von Korollar 4.4: Wir miissen orthonormale Vektoren vy, ...,v, finden
sodass Av; = A\wu; (fiir geeignete \; € R), i = 1,...,n. Dies tun wir mittels In-
duktion und Lemma 4.3: haben wir vy,...,v;, ¢ < n, bereits gefunden, setzen wir
Vi == Span{vy,...,v;}, dann ist V; invarianter Unterraum von A, also wegen Lemma
4.3 auch V;*. Indem wir in V;* irgendeine Orthonormalbasis wihlen und Al mit
der entsprechenden Matrixdarstellung A; identifizieren, folgt A; symmetrisch, und
Korollar 4.3 liefert einen neuen normierten Eigenvektor v;,1, der zu vy, ..., v; ortho-
gonal ist.

Schreiben wir die n Eigenwertgleichungen Av; = A\;v; in der Form

—_—
=9

und benutzen die Tatsache, dass wegen Orthonormalitit der v; die Matrix S die
Beziehung STS = [ erfiillt (d.h. eine orthogonale Matrix ist), erhalten wir durch
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Multiplikation von links mit S7 die folgende alternative Formulierung von Korollar
4.4: fiir jede reelle symmetrische n x n Matrix A existiert eine orthogonale Matrix S
und eine reelle Diagonalmatrix A sodass

STAS = A.
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5 Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen

Eine Vielzahl wichtiger Prozesse in Physik, Biologie, Chemie, Ingenieurwissenschaf-
ten konnen mithilfe von Systemen gewdhnlicher Differentialgleichungen modelliert
und analysiert werden. Umgekehrt zeigen die Losungen solcher Systeme einen gros-
sen Reichtum an Verhaltensweisen oder “Effekten”, die das Verhalten des zugrun-
deliegenden physikalischen / biologischen / chemischen / technischen Systems wie-
derspiegeln.

In Analysis 1 Abschnitt 12 hatten wir bereits einige gewohnliche Differentialglei-
chungen fiir eine einzelne Funktion y : I € R - R kennengelernt und mithilfe der
Separationsmethode explizit gelost, z.B. die Gleichungen

Yy =ay bzw. ' =ay-by®> (a,b>0)
fiir exponentielles bzw. logistisches Wachstum einer Population. Die Losung ist die
Exponentialfunktion bzw. eine sich der Konstanten a/b annidhernde Funktion,

y(t) =y(O)e”  bow.  y(t) =

+ Gy — e

In diesem Kapitel betrachten wir nun allgemeiner Systeme mehrerer miteinander
gekoppelter gewohnlicher Differentialgleichungen. Fiir Systeme ist explizite Losbar-
keit untypisch. Auf den ersten Blick mag das enttduschen. Auf den zweiten Blick

sollte es begeistern: Differentialgleichungen beschreiben “neue” Funktionen und Ef-
fekte. Wir

- beginnen mit einer ausfiihrlichen Einleitung, in der wir typische Fragestellun-
gen und die moderne Herangehensweise an solche Systeme anhand von drei
sorgfiltig ausgewahlten Beispielen besprechen

- gehen als néchstes der — in Analysis 1 selbst im Fall einer einzigen Gleichung
offengebliebenen — grundlegenden Frage nach, wie man unter moglichst allge-
meinen Voraussetzungen Existenz und Eindeutigkeit von Losungen nachweisen
kann

- zeigen, wie man lineare Systeme explizit mithilfe einer Verallgemeinerung der
Exponentialfunktion auf Matrizen 16sen kann

- untersuchen das qualitative Verhalten von Losungen linearer und nichtlinearer
Systeme in der Néhe von Gleichgewichtspunkten.

5.1 Einleitung
Ein System gewohnlicher Differentialgleichungen ist eine Gleichung der Form

y'(t) = f(y(t),t) fiir alle tel, I <R Intervall. (D)
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Gegeben: Funktion

f=l:|: R xI>R"

Gesucht: Funktion
U1
y=|:+]:1->R"
Yn

Geometrisch gesehen ist y eine Kurve im R™ und f fiir jeden festen Zeitpunkt
t € I ein Vektorfeld im R™ (man nennt Abbildungen f der obigen Form deshalb
zeitabhdingige Vektorfelder). Die Differentialgleichung (D) bedeutet geometrisch: der
Tangentialvektor an die Kurve im Punkt y(t) ist gleich dem zeitabhéingigen Vektor-
feld am Punkt y(t) € R® zur Zeit ¢, fiir alle . Héngt f nicht von ¢ ab, heisst das
Differentialgleichungssystem autonom.

Eine typische Aufgabenstellung lautet: Lose die Differentialgleichung (D) zusam-
men mit einer Anfangsbedingung

y(to) = Yo (A)

mit gegebenem Anfangszeitpunkt ¢y € I und Anfangswert 3, € R”. Man interessiert
sich zunéchst dafiir, ob (bzw. fiir welche Anfangsdaten und Zeitintervalle) iberhaupt
eine eindeutige Losung existiert. Dann mochte man die qualitativen Eigenschaften
des Systems verstehen. Z.B.: Was ist das Langzeitverhalten? Néhern sich Losungen
einer Gleichgewichtslosung, oszillieren sie periodisch, verhalten sie sich “chaotisch”?
Wie dndert sich das Verhalten in Abhéngigkeit von Anfangsbedingung oder System-
parametern (d.h. Parametern des Vektorfeldes f)?

Def. 5.1 Eine Ldsung von (D), (A) auf dem Intervall I ist eine Funktion y : [ - R",
die differenzierbau auf I ist und die (D), (A) erfiillt.

Beispiel 1 (Rauber-Beute-Modell aus der Biologie)

H' aH-bH*-cHF,
F'" = -dF+eHF

wobei a, b, ¢, d, e positive Konstanten, H, F' : [0,7) — R. Hierbei ist H(t) die
Populationsgrosse der Beute zur Zeit ¢, und F(t) diejenige der Rauber.

Biologische Erliuterung der Modellierung: Man kann sich z.B. Hasen und Fiichse
vorstellen. Der Term H - F' modelliert die Wahrscheinlichkeit eines Réauber-Beute-
Treffens, aber die Proportionalitdtskonstanten, mit denen die Wahrscheinlichkeit
solcher Treffen die langfristige zeitliche Anderung der Popoulationsgrossen beein-
flusst, sind unterschiedlich, denn der Hase rennt um sein Leben, aber der Fuchs nur
um sein Abendessen. In Abwesenheit von Raubern (F = 0) reduziert sich das Modell
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auf die logistische Gleichung H' = aH - bH?, die wir in Analysis 1 §12 hergeleitet
und gel6st hatten; dann saturiert die Grosse der Hasenpopulation fiir ¢ — oo bei der
Umweltkapazitét a/b. In Abwesenheit von Beute (H = 0) reduziert sich das Modell
auf F’ = -dF’; die Losung ist dann (geméss Analysis 1 §12) die abfallende Exponen-
tialfunktion F'(t) = F'(0)e~%, d.h. die Fiichse sterben aus.

Beispiel 2 (Bewegungsgleichungen fiir die Umlaufbahn von Planeten aus der Astro-

nomie)
T

ma" = —a— *

e ()

wobei m, « positive Konstanten, x : [0,7) — R3. Indem wir p(t) := ma'(t) € R?
einfiihren, konnen wir das System in die Form (D) bringen:

/ 1
Ty ( ,?pl
!
Ty mP2
x’ Lp s 3
s — m — 31— m
(*) T\ —as Y| o (22 + 22+ 22) 32
p ik Dy 1Ly T Ly Ty
/ 2, .2, 2\-3/2
Pl —axo(z? + 23 + 22) 73/
/ _ 2, .2, 2)\-3/2
v5 ) axs(a] + a3 +23) 79

Hierbei ist x(t) € R3 der Ort eines Planeten zur Zeit ¢ und x'(t) seine Geschwindig-
keit.

Physikalische Erliuterung der Modellierung: Die Differentialgleichung (*) ist ein
Spezialfall des 2. Newton’schen Gesetzes Masse mal Beschleunigung = Kraft. Der
Parameter m ist die Masse des Planeten, x”(t) ist die Beschleunigung zur Zeit ¢,
und die rechte Seite von (*) ist die zur Zeit ¢ wirkende Anziehungskraft der Sonne,
deren Position hier zeitunabhéingig am Nullpunkt angenommen ist. Die Hilfsgrosse
p ist der Impuls (Impuls = Masse mal Geschwindigkeit). Gleichung (*) wurde 1667
von Isaac Newton — als erstes Differentialgleichungsmodell in der Geschichte der
Naturwissenschaften — aufgestellt.

Beispiel 3 (Lorenz-Gleichung)

"= o(y-x)
"= 2(p-2)-y
2l = —Pz+uay

wobei o, p, f positive Konstanten und x,y,z : [0,T) - R.

Erliuterung der Modellierung: Dieses System wurde vom Mathematiker und Me-
teorologen Ed Lorenz als drastische Vereinfachung eines Systems nichtlinearer par-
tieller Differentialgleichungen aus der Hydrodynamik aufgestellt, indem das volle
System auf einen endlichdimensionalen Unterraum projiziert wurde. Die Lorenz-
Gleichung ist ein Modellbeispiel dafiir, dass unschuldig aussehende Systeme (mit
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nur drei gekoppelten Differentialgleichungen und nur linearen und quadratischen
Termen) kompliziertes Verhalten der Losungen produzieren kénnen. Siehe unten.

FElementare Beobachtungen (fir alle drei Beispiele):

e Die Gleichungen sind jeweils gekoppelt. In Beispiel 2: x| benétigt p;; p] bendtigt
x1, T2, T3; Th, x4 bendtigen po, ps.

e Die Gleichungen sind nichtlinear.

Bevor wir uns die Beispiele genauer anschauen, fithren wir noch etwas Termino-
logie ein.

Def. 5.2 Eine Losung y von (D), die nicht von ¢ abhéngt, also zeitlich konstant
ist, heisst Gleichgewichtslosung oder stationdre Losung. Der entsprechende Punkt
y € R sodass y(t) = g fur alle ¢ heisst Gleichgewichtspunkt oder stationdrer Punkt.

Im autononomen Fall sind die Gleichgewichtspunkte offensichtlich genau die Null-
stellen von f.

Das Bild {y(t) : t € I} ¢ R" einer Losung von (D), (A) zu gegebenem Anfangswert
Yo heisst Orbit von yy. Eine Zerlegung von R™ in Orbits, bzw. ein simultaner Plot
einer reprasentativen Teilmenge von Orbits, heisst Phasenportrdit von (D).

Beispiel 1 (Fortsetzung): Wir setzen der Einfachheit halber b = 0. Dann sind die
stationdren Punkte die Losungen (H, F') € R? der beiden nichtlinearen Gleichungen

0 = aH-cHF,
0 = —dF+eldF,
d.h.

(H,F)=(0,0) oder (4,2).

Das erste Gleichgewicht ist biologisch trivial (wenn es anfangs weder Hasen noch
Fiichse gibt, bleibt das so), das zweite nicht (es gibt ein bestimmtes, aus den Mo-
dellparametern errechenbares, Gleichgewichtsverhéltnis zwischen Rdubern und Beu-
tetieren). Wenn man vermutet, die Populationen wiirden sich fiir typische Anfangs-
daten im Laufe der Zeit diesem Verhéltnis anndhern, liegt man falsch.
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Raeuber 4

Raeuber

Links: Numerische Losung des Rduber-Beute-Modells (Beispiel 1) fiir a = ¢ =
d=1,b=0, e =0.4 mit Anfangsbedingung Hy =1, F =0.1.
Rechts: Phasenportrat des Modells.

Biologische Interpretation: Anfangs wichst die Hasenpopulation stark an. Dies
ermoglicht eine zeitverzogerte starke Vermehrung der Fiichse. Die Fiichse dezimieren
nun die Hasenpopulation so stark, dass sie am Ende selbst nicht mehr genug Beute
finden und ihr Bestand stark zuriickgeht. Danach wiederholt sich dieser Zyklus. Die
von unserem einfachen Modell vorhergesagten zeitversetzen Oszillationen kann man
in der Natur (ndherungsweise) beobachten.

Beispiel 2 (Fortsetzung): Fiir dieses System gibt es keine Gleichgewichtspunk-
te, denn die rechte Seite der Gleichung fiir p’ ist stets # 0. Aufgrund der speziellen
Struktur des Systems gibt es aber viele Erhaltungsgrdssen:

E = 5-p]* - o1 (Energie)

l=xxp (Drehimpuls)

€= —Lpx{ (Runge-Lenz-Vektor).
Nachrechnen, dass diese Grossen entlang Losungen zeitlich konstant sind, ist eine
exzellente Ubung. Mithilfe dieser Erhaltungsgleichungen lisst sich zeigen: Typische
Orbits der Ortsvariablen x (d.h. {x(t) : t € R}) sind Ellipsen, deren einer Brenn-
punkt der Ursprung x = 0 ist. Dieses Ergebnis geht auf Newton hochstpersonlich
zuriick, und erklérte die bereits vorher von Kepler anhand empirischer Daten ge-
fundene Tatsache, das sich die Erde auf einer Ellipsenbahn bewegt, in deren einem
Brennpunkt die Sonne steht (“erstes Kepler'sches Gesetz”). Da sich die Details in
vielen Mechanik-Biichern finden (siehe z.B. V.I. Arnol’d, Mathematical methods in
classical mechanics, Springer-Verlag) und wenig zum Verstandnis allgemeiner Syste-
me beitragen (explizite Losbarkeit ist untypisch), fithren wir sie hier nicht aus. In
der Tat ist das entsprechende System von Bewegungsgleichungen fiir drei oder mehr
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Himmelskorper, deren Wechselwirkung durch die Gravitationskraft gegeben ist,

20 _ ()

m (’L:]_,...,N)

mz®M" = - Z Gm;m;
je{1,.. ,N}\{i}

(mit m;=Massen der Himmelskorper und G=Gravitationskonstante), nicht mehr
explizit 16sbar.

Beispiel 3 (Fortsetzung): Wir bestimmen zunéchst die Gleichgewichtspunkte,
d.h. die Losungen des Gleichungssystems

y—-x = 0
zp—xz-y = 0
-Bz+xy = 0.

Elimininieren von y mithilfe der ersten Gleichung liefert z(p - 1) = xz, 2% = f=.
Zunéchst gibt es die triviale Losung x = y = z = 0. Falls eine (und deshalb beide) die-
ser Variablen # 0, ist z wegen der ersten Gleichung gleich p—1 und zudem wegen der
zweiten Gleichung > 0, also muss p > 1 gelten und in diesem Fall ist z = +1/8(p - 1).
Insgesamt folgt also: Fiir p <1 ist x =y = 2 = 0 das einzige Gleichgewicht; fiir p > 1
gibt es drei Gleichgewichte,

(0,0,0), (i\/ﬁ(p_ 1),:&\/5(p— 1)7p_ 1)

Wenn man vermutet, typische Losungen wiirden gegen eines dieser Gleichgewichte
konvergieren, liegt man falsch.

Ein numerisch berechneter Orbit 0
der Lorenzgleichung (Beispiel 3) fiir
o =10, p = 28, 8 = 8/3. Quel-
le: Wikipedia (detaillierte Quellen-
und Lizenzangabe siehe Ende des
Kapitels). Der Orbit startet na-
he dem ersten Gleichgewichtspunkt
und umkurvt anschliessend wie-
der und wieder die anderen beiden
Gleichgewichtspunkte, ohne sich fiir
einen der beiden (oder einen festen
Umkurvungsabstand oder eine fe-
ste Umkurvungsreihenfolge) zu ent-
scheiden.

132



Mathematische Interpretation: Die Bilder zeigen: die Lésungen unseres Systems
verhalten sich extrem kompliziert. Explizite Losungsformeln sind nicht zu erwarten,
ebensowenig implizite Losungsformeln im Sinne von Abschnitt 4.2 (d.h. Darstellun-
gen der Orbits als Losungsmengen expliziter Gleichungssysteme der Form g(y) = 0).
Kleinste Anderungen der Anfangsdaten fithren dazu, dass man sich zu irgendeinem
bestimmten spéteren Zeitpunkt “links” statt “rechts” authélt oder umgekehrt. Und
das nicht nur wenn man an einem speziellen stationdren Punkt startet (auch bei der
1D Gleichung 4" = y wandern Anfangswerte y, > 0 nach rechts und y, < 0 nach links,
aber alle o > 0 und alle yo < 0 verhalten sich gleich), sondern egal wo man star-
tet! Der Meteorologe und Mathematiker Ed Lorenz beobachtete dieses Phénomen
zunéchst in einem viel komplizierteren Wettermodell, dass er in den 1960er Jah-
ren simulierte: kleinste Variationen von Anfangsdaten und Modellparametern riefen
stark abweichende Wetterprognosen hervor (“Schmetterlingseffekt”). Anschliessend
entdeckte er, dass dieser Effekt bereits in obigem, heutzutage nach ihm benannten,
einfachen System von 3 Differentialgleichungen auftritt.

Solche Beispiele motivieren die Herangehensweise der modernen Mathematik
an Differentialgleichungen. Als “Ersatz” fiir die historische Suche nach expliziten
Losungsformeln geht man wie folgt vor:

— Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis

— Analyse des qualitativen Verhaltens (wenn mdoglich)

— Design konvergenter numerischer Verfahren.

Der allgemeine Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis, den wir im néchsten Abschnitt
fithren, zeigt, dass die Losungen der Lorenz-Gleichung wohldefinierte mathemati-
sche Objekte sind. Warnung: Aufgrund des “chaotischen” Verhaltens und der sensi-
tiven Abhéngigkeit von Anfangsdaten und Systemparametern ist aber beim Lorenz-
System — wie beim echten Wetter — eine zuverlassige numerische Vorhersage nur fiir
kurze, aber nicht lange Zeiten moglich.

Systematische Methoden zur Analyse des qualitativen Verhaltens werden im Ge-
biet der Dynamischen Systeme entwickelt (siehe die Vorlesung ‘Introduction to Non-
linear Dynamics’); als prototypisches Beispielproblem untersuchen wir in Abschnitt
5.4 das qualitative Langzeitverhalten von Losungen in der Néhe von Gleichgewichts-
punkten.

Design und Analyse numerischer Verfahren mit (je nach Anwendung) geeigneter
Genauigkeit und Effizienz sind Gegenstand der numerischen Mathematik (siehe die
Vorlesung ‘Numerics of Differential Equations’).

5.2 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

In diesem Abschnitt gehen wir der folgenden grundlegenden Frage nach: Besitzt das
System (D), (A) unter mdéglichst allgemeinen Voraussetzungen an f eine Lisung?
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Die Grundidee wurde bereits in der Einleitung von Abschnitt 3| angedeutet: wir
suchen zunéchst nur Funktionen y(®), die das System (D), (A) néherungsweise 16sen,
aber mit fortschreitendem k besser und besser.

Als Voriiberlegung stellen wir fest, dass das System (D), (A) #dquivalent zur
Integralgleichung

y(t) = o +/t0tf(y(s),s) ds firalletel ()

ist. Der Clou bei dieser Umformulierung ist, dass die Integralgleichung bereits fiir
Funktionen y niedrigerer Regularitdt Sinn macht - ndmlich bloss stetige Funktionen.
Genauer gilt:

Lemma 5.0 Sei f : R® x I - R" stetig, y : I - R", t; € I. Dann sind dquivalent:
(i) y ist differenzierbar auf I und 16st (D), (A).
(ii) y ist stetig auf I und lost (I).

Beweis: Falls y (ii) erfiillt, ist wegen Stetigkeit von ¢t — f(y(t),t) und Hauptsatz
die rechte Seite von (I) (und folglich auch die linke Seite) differenzierbar, und somit
hat y automatisch die hohere in (i) vorausgesetzte Regularitéit. Fiir solche y folgt
die Aquivalenz von (D), (A) und (I) sofort aus dem Hauptsatz.

Ein cleveres, erstaunlich einfaches Verfahren, dass die Integralgleichung (I) ndhe-
rungsweise besser und besser 16st, ist das

Picard’sches Iterationsverfahren: Definiere rekursiv eine Folge von Néaherungslosun-
gen y*) : I - R” durch

yO(t) = y fir alle t
t

yP(t) = yo+ft Fly®D(s),s)ds (k>1).
0

Hierbei benutzen wir

Def. 5.3 Das Integral einer stetigen vektorwertigen Funktion z : [a,b] — R™ ist
komponentenweise definiert:

lb Z1§5) . /, zlgs)ds

Zn(5) K zn(s) ds

Beispiel zum Picard-Verfahren: n = 1, f(y,t) = y, to = 0, d.h. wir 16sen das 1D
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Anfangswertproblem (D) 3" =y, (A) y(0) = yo. Die Rekursionsvorschrift liefert

yO(t) = yo fiir alle ¢,

¢
y(l)(t) = y0+f y(o)(s) ds =yo(1+1),
0 —_———
=Yo
y () = yo+ t M(s) ds=yo(l+t+12)
0 0 Yy Yo A

—_———
=yo(1+s)

t ,
yO(t) = y0+f0 y0(1+s+§)ds:y0(1+t+§+§)
und folglich durch Iteration

Y™ (t) = yo(l R = %n,)

Der Term in Klammern ist aber gerade die Partialsumme n-ter Ordnung der Taylor-
reihe der Exponentialfunktion (sieche Analysis 1)! Folglich (™ (t) — yoet fiir n — oo.
Dieser Grenzwert ist genau die eindeutige Losung von (D), (A) (siehe Analysis 1
Abschnitt 12). Dies ist kein Zufall, siehe der folgende Satz; der allgemeine Nachweis
der Konvergenz des Verfahrens benotigt aber substantielle analytische Werkzeuge,
ndmlich den Banach’schen Fixpunktsatz und die Vollsténdigkeits des Raumes der
stetigen beschrankten Funktionen mit Supremumsnorm (siche Abschnitt 3). Wir
erinnern an die Definition der gleichméssigen Konvergenz (Def. 3.5 in |Abschnitt 3).

Satz 5.1 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz (globale Version)) Seil ein be-
liebiges kompaktes Intervall, und sei ty ein beliebiger Punkt in I. Sei f : R*x I — R"?
stetig, sowie Lipschitzstetig in der ersten Variablen (d.h. es existiert eine Konstante
L sodass |f(y,t) — f(z,t)| < Lly - 2| fiir alle y, z € R und alle t). Dann gilt:

a) Die Differentialgleichung (D), (A) besitzt eine eindeutige Losung auf I.

b) Die Folge des Picard-Verfahrens konvergiert gleichmdssig gegen diese Ldsung.
Beweisidee Durch Betrachten von §(t) := y(to +t) und f(y,t) = f(y,to +t) kénnen
wir annehmen, dass £, = 0. Wir zeigen Konvergenz der Folge des Picard-Verfahrens,

indem wir den Banach’schen Fixpunktsatz in einem geeigneten Banachraum anwen-
den. Die Kunst ist die Wahl des Banachraums. Wir nehmen:

X :={z:1->R": z stetig und beschriankt},
versehen mit der Norm

|12 := sup e W|2(2)]
tel
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mit b > L. Warum diese gewichtete Supremumsnorm eine gute Wahl ist, sehen Sie
in Schritt 2 des Beweises.

Lemma 5.1 Fiir beliebiges b € R ist der Raum X versehen mit der Norm || - || ein
Banachraum.

Beweis Dies folgt aus der Aquivalenz der obigen Norm zur Supremumsnorm, z.B.
ist fiir >0 und 7 := max{|t| : te I}

Izl < el <™l
—
=supyer [2(t)]

und der Banachraumeigenschaft der stetigen beschrinkten Funktionen mit Supre-
mumsnorm (Satz 3.2).

Beweis von Satz 5.1: Betrachte die dem Picard-Verfahren zugrundeliegende Ab-
bildung F', die eine Funktion y : I - R” derart auf eine andere Funktion g = F'(y) :
I - R™ abbildet, sodass y*) = F(y(*-1D):

F@)O =+ [ fu(s),9)ds (te1),

1. Zunéchst behaupten wir: dieses F' ist Selbstabbildung von X nach X. Die
Stetigkeit der Funktion F'(y) ist offensichtlich; die Beschranktheit folgt aus der Tat-
sache, dass die Funktion |F'(y)| auf der kompakten Menge I ihr Maximum annimmt.

2. Man zeigt nun, dass F' Kontraktion, genauer: A\-Lipschitz mit Konstante A =
% < 1. Der Beweis ist magisch, geniessen Sie ihn. Fiir y, z € X ist

|F(y)(t) - F(2)(t)| = (yo—yo)+/0t(f(y(s),s)—f(z(s)’s))ds|
v/(;t |f(y(s),s) = f(z(s),s)] d5|
s fot f; ly(s) —Z(s)|d5’

f Lipschitz
:Leblsle_b‘-s‘

IN

< foteblswly— ol ds|

= @Dy

< Ty e
— MFGO-FEO] < s
— PG -FI < -l
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(Die dusseren Betragsstriche in der 2. bis 4. Zeile sind tiberfliissig fiir ¢ > 0 aber
notwendig fiir ¢ < 0, denn dann ist [ |f|= - [°[f| <0.)

3. Nach Banach’schem Fixpunktsatz konvergiert y(*) in X gegen eine Funktion
y € X, und letztere ist Fixpunkt, d.h. F(y) = y. Die Fixpunktgleichung ist aber
gerade die Integralgleichung (I). Somit ist y wegen Lemma 5.0 differenzierbar auf [
und 16st (D), (A). Die Gleichmissigkeit der Konvergenz folgt aus der Konvergenz in
X und [ [loo < €] -]

4. Es ist noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien y, § Losungen von (I). Dann
liegen y, ¥ in X und sind Fixpunkte der Abbildung F' auf dem Raum X. Da F
Kontraktion, gibt es laut Banach’schem Fixpunktsatz hochstens einen Fixpunkt,
d.h. y=1y.

Lokale Existenz und Findeutigkeit. Die Forderung der globalen Lipschitzstetigkeit
von f in Satz 5.1 ist fiir viele Anwendungen zu restriktiv, und schliesst z.B. quadra-
tische rechte Seiten, etwa die 1D Differentialgleichung
y/ — y2
aus. Aus Analysis 1 Abschnitt 12 wissen wir, dass in diesem Beispiel das Anfangs-
wertproblem (D), (A) nur “lokal”; d.h. in einem vom Anfangswert abhéngigen Zei-
tintervall, 16sbar ist. Zur Erinnerung: die Losung fiir t5 = 0 und g > 0 ist
1
)= ——
vt =1—
Yo
sie existiert nur auf dem Intervall [0,1/yy) und geht fiir ¢ - 1/yo gegen oo (“Blow-
Up”). Wir zeigen nun: eine solche lokale Existenzaussage gilt unter extrem allgemei-
nen, alle wichtigen Anwendungen abdeckenden, Voraussetzungen.

Satz 5.2 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz (lokale Version)) Seil Intervall,
und sei to innerer Punkt von I. Sei f : R"xI — R" stetig, sowie lokal Lipschitzstetig

in der ersten Variablen (d.h. fir jede kompakte Teilmenge K c R"x [ existiert ein L

sodass | f(y,t) = f(z,t)| < Lly - 2| fiir alle (y,t), (z,t) € K ). Dann existiert zu jedem

Anfangswert yo € R™ ein 6 > 0 sodass (D), (A) auf [to — d,ty + 0] eine eindeutige

Lésung besitzt.

Beweisidee Wir kénnen wieder annehmen, dass ¢y = 0. Wir gehen &hnlich vor wie
beim Beweis von Satz 5.1, benutzen aber einen etwas anderen Funktionenraum. Wir
zeigen Konvergenz der Folge des Picard-Verfahrens im Raum der stetigen Funktio-
nen auf [-d,0] mit (ungewichteter) Supremumsnorm, wobei Selbstabbildungs- und
Kontraktionseigenschaft durch hinreichend kleine Wahl von 4 erreicht werden.

Details: Wéhle R > 0 und wéhle 71 > 0 hinreichend klein sodass [-T1,71] c I. Definiere die Menge Br(yo) x
[-T1,T1] (wobei Br(yo) wie iiblich die abgeschlossene Kugel {x € R" : |z - yo| < R} bezeichnet). Wegen der lokalen
Lipschitzstetigkeit von f existiert L > 0 sodass

|f(y,t) = f(z,t)| < Lly — 2| fiir alle y,z € Bg(yo) und alle t € [-T%,T1]. *)

137



Wegen der Stetigkeit von f und des Satzes vom Maximum und Minimum existiert C' > 0 sodass
|f(y,t)| < C fiir alle (y,t) € Br(yo) x [-T1,T1]. (**)
Fiir § < Ty definieren wir den Banachraum
X :={z:[-6,8] > R™ : z stetig}
versehen mit der Supremumsnorm ||z]| = supe[_s,4] |2(f)], sowie die abgeschlossene Teilmenge
A:={zeX :|2(t) —yo| <R fiir alle t € [-4,5]}.

Wir betrachten die aus Satz 5.1 bekannte Abbildung des Picard’schen Iterationsverfahrens, F' : A - X,

FO@ =0+ [ 1(u(s),9) ds (¢ [-6,]).

Wir behaupten: Fiir

R 1
0 =min{ Ty, —,

Cﬁ}

ist F' Selbstabbildung und Kontraktion auf A.
Selbstabbildung: Sei y € A. Dann ist F(y) offensichtlich stetig, und

|F(y)(t)fy0|s|f0t|f(y(s),s)|ds| (5*)50 R fiir alle t € [-6,6].

<
Wahl von &

Kontraktion: Berechne fiir y, z € A und t € [-4, §]

< Loz
S - -z
Wahl von § 2 v

t t
@)@ = FEOI<| [T15w0).9) = FE)lds] < | [ L) = 2()ds] 0 Llly -2
und folglich, indem man das Supremum {iber ¢ € [-§, §] nimmt,

1P () - PG| < 5 ly =L

Nach Banach’schem Fixpunktsatz existiert ein eindeutiger Fixpunkt y € A von F. Nach Lemma 5.0 impliziert die
Fixpunktgleichung F(y) =y, dass y Losung von (D), (A) auf [4,0].

Wir miissen noch die Eindeutigkeit zeigen. Sei § eine beliebige Losung von (D), (A) — bzw. der dquivalenten
Integralgleichung (I) — auf [-d,d]. Wegen der Eindeutigkeit von Fixpunkten von F' auf A reicht es zu zeigen: § € A.
Wir argumentieren indirekt. Angenommen § ¢ A. Dann existiert wegen der Stetigkeit von § und Zwischenwertsatz
ein kleinstes |t1] < § sodass |§(¢1) — yo| = R. Folglich

t t
R = [5(t1) - yo = |f "F@i(s).s)ds| < |[ "Cds| = Clu| < €5 < R,
0 l5(s)-vol<r | Jo

Widerspruch. Damit ist die Eindeutigkeit bewiesen.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen.

1) Ohne viel Zusatzarbeit kann man folgendes zeigen: Ist f : R? x I — R stetig
sowie lokal Lipschitzstetig in der ersten Variablen, so existiert zu jedem y, € R
ein mazximales Intervall (a,b) mit a = a(yg) € (—o0,tp) U {-00} und b = b(yo) €
(tg, 00)u{+00} sodass (D), (A) in (a,b) eindeutig 16sbar ist, aber in keinem grosseren
Intervall (a’,b') eine Losung besitzt. Siehe Ubungen.

2) Eine einfache hinreichende Bedingung fiir lokale Lipschitzstetigkeit von f in der
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ersten Variablen ist: f stetig partiell differenzierbar in der ersten Variablen. Beweis:
Sei K c R"x [ kompakt. Wihle eine kompakte Teilmenge Br(0)x I’ =: K’ von R" x|
die K enthélt. Setze L = max(, e |V.f(2,t)]. Dann gilt fiir alle (y,t), (2,t) € K"

£t Fenl =] [5G+ sly-2).0) ds| < Ly~ 2|

3) Lésst man die Voraussetzung der lokalen Lipschitzstetigkeit von f in Satz 5.2
weg und verlangt nur Stetigkeit von f, bleibt die lokale Existenzaussage erhalten
(“Satz von Peano”); der Beweis liegt aber jenseits der Methoden dieses Skripts. Al-
lerdings reicht Stetigkeit von f nicht, um lokale Eindeutigkeit zu garantieren. Dieses
Phénomen ist uns bereits aus Analysis 1 bekannt; z.B. besitzt die Differentialglei-
chung ¢’ = 2\/@ mit Anfangsbedingung y(0) = 0 auf dem Zeitintervall [0, c0) die
Losungen

t<a

y(t) =0, y(t)=t3 y(t)= {(t 0?2 t ; ) (a >0 beliebig).

5.3 Lineare Systeme

Wir betrachten nun lineare Systeme von Differentialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten. Die Losung kann dann explizit durch Verallgemeinerung der Exponenti-
alfunktion aus Analysis 1 auf Matrizen bestimmt werden.

Satz 5.3 (Lineare Differentialgleichungen und Matrixexponentialfunktion)
Sei A e R yg € R, Die eindeutige Losung y : R - R"™ der Differentialgleichung

y'=Ay
mit Anfangsbedingung
y(0) =
st gegeben durch
y(t) = etAy()a
mit der Matrizexponentialfunktion
= lim Z B’f (B e R™™). (*)

n—oo

Hierbei ist B* das k-fache Matrizprodukt B B---B, mit der Konvention B? = 1.
|
kmal
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Vorsicht: Die Funktionalgleichung eA*5 = e4eP gilt nur fiir kommutierende Matrizen.
Siehe Ubungen.

Wir miissen zwei Dinge beweisen: die Konvergenz der Reihe in (*), d.h. die Tatsache,
dass die Reihendefinition eine wohldefinierte n x n Matrix liefert, und die Tatsache,
dass die Funktion y die Differentialgleichung 16st.

Beweis der Konvergenz der Reihe (*): Wir zeigen dies ohne Mehraufwand
fiir beliebige komplexe Matrizen B € C". Als Norm auf dem C™" benutzen wir
wahlweise die Hilbert-Schmidt-Norm

n —T
1] = \l > A2 = V(A A)
ij=1

oder die von der euklidischen Norm |-| auf C" induzierte Operatornorm

A
lAl= sup AT

zeR™, 2+0 |'T|

und folgendes Lemma:

Lemma 5.2 Die obigen Normen sind submultiplikativ, d.h. ||AB|| <||A||||B||, wobei
AB das Matrizenprodukt von A, B € C™" ist.

Fiir die Operatornorm ist das trivial. Beweis fiir die Hilbert-Schmidt-Norm: (AB);; =
Yh-1 Air By, also folgt nach Cauchy-Schwarz

|(AB l]|2 Z |Azk|2 Z|B€J|2

und Summieren iiber i, j liefert ||AB|? < ||A|[?||B]|?.
Also folgt fiir beliebiges B € C»

D{CEONE

(die letzte Reihe ist nichts als die iibliche Exponentialreihe an der Stelle |B] € R,
deren Konvergenz wir in Analysis 1 mit Hilfe des Quotientenkriteriums hergeleitet
hatten). Also ist die Reihe (*) komponentenweise absolut konvergent, und die Matrix
eB e C»n somit wohldefiniert.

14" >

Bk
Lemma52k0k‘” || <o

Beweis von Satz 5.3: Die gliedweise Ableitung der Reihe



nach ¢ € R ist die Reihe
0 k?tk_l
= k!

oo tf .
AF o > EAK I(= Aett = !4 A).
=l b

Diese Reihe ist — analog zur Reihe fiir ¢4 — ebenfalls komponentenweise absolut
konvergent, fiir alle ¢ € R. Somit kénnen wir Analysis 1 Satz 9.8 iiber die gliedweise
Differentiation von Potenzreihen anwenden. Demnach ist die urspriingliche Reihe
diff’bar, und es gilt

iem = Ae!t = e A,
dt

Anwenden der ersten beiden Ausdriicke auf den Vektor y, € R™ liefert ¢t ~ et4y,
diff 'bar,

da \_ tA

a(e yo) = A(e yo) Vt e R.
Die Stetigkeit folgt aus der Diff’barkeit und die Anfangsbedingung aus der — gemaéss
Reihendefinition offensichtlichen — Tatsache

etA‘ =1
£=0

Beispiel 4 (Harmonischer Oszillator) Wir betrachten das System y{ = ya, ¥4 = ~w?y;
mit Parameter w > 0, in Matrixschreibweise:

, (0 1
y__WQOy'

Interpretation als Schwingungsgleichung siehe unten. Da

2 3 4
0 1Y (o 1\fo 1y L. (0 1) (0 1 o 1\
)l ) B S M S A

ist die Matrixexponentialfunktion
0o 1
t
e (—w2 0)

~ 0 1\ (wt)?2f1 0y w?3({ 0 1\ (wt)*, w0 1
_[+t(—w2 0)_—2! (0 1)——3! ~o? 0 + m [+—5! —o? 0 - =+ +...

[ 1= —(”;!)2 + —(ﬂf!)4 .. t- %}i + w;f54—+... [ cos(wt) Lsin(wt)
e e Dyl ot ) singen) st

und somit die Losung von (D), (A)

- Lm0, v

—wsin(wt)  cos(wt)
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Interpretation: unser System ist dquivalent zur (aus Analysis 1 bekannten) Schwin-
gungsgleichung

2" +w?2=0, 2(0) =z (Anfangsauslenkung), 2'(0) = vy (Anfangsgeschwindigkeit)

(setze y1 =z, y2 = 2', (Yo)1 = 20, (Yo)2 = vo). Physikalisch beschreibt z(t) die Auslen-
kung eines ungeddampften Pendels aus der Ruhelage zur Zeit ¢; fiir eine Herleitung
der Gleichung siehe Beispiel 5. Die Losung der Schwingungsgleichung ist also gege-
ben durch die 1. Komponente der Losung (L), d.h.

2(t) = 2o cos(wt) + 2 sin(wt).
Dieses Ergebnis hatten wir bereits in Analysis 1 — mithilfe anderer Methoden —
gefunden.

Im Allgemeinen kann man die Matrixexponentialfunktion nicht so einfach aus der
Reihendefinition ablesen, dann hilft

Lemma 5.3 (Die Matrixexponentialfunktion vertauscht mit Basistransformationen)
Seien A, A e R und sei
A=SAS!

fiir eine invertierbare Matrix S € R™". Dann gilt
et = Seth gL,
Beweis: Das folgt sofort aus der Reihendefinition, denn ist A = SAS™!, so folgt

A?=SA S71S AS Tt =5A%S!
=1

und analog A* = SA*S-! fiir beliebiges k € N.

Aus der linearen Algebra wissen wir: typischerweise (z.B. wenn A symmetrisch
oder orthogonal ist, oder n verschiedene Eigenwerte besitzt) ist A diagonalisierbar,
d.h. es existieren n linear unabhéngige Eigenvektoren. Indem man diese in die Spal-
ten einer Matrix schreibt und die Matrix S nennt, folgt

A0 .0
A=S O AE 0 S (1a)
0 0 .. \

hierbei sind die \; die Eigenwerte der Matrix. Die Exponentialfunktion einer Diago-
nalmatrix lasst sich aber sofort aus der Reihendefinition ablesen und wegen Lemma
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5.3 folgt

eMt 0
Aot
mogl Ve s (1)
0 0 .. eMt

Die Matrizexponentialfunktion, und somit die Losung des linearen Differentialglei-
chungssystems y' = Ay, y(0) = yo, ldsst sich also mithilfe der Eigenwerte und Eigen-
vektoren von A bestimmen. Siehe Beispiel 5) unten sowie Ubungen.

Allgemeine Matrizen konnen wir auf Jordan’sche Normalform bringen. Genauer: Nach einem grundlegenden
Resultat der Linearen Algebra gibt es fiir beliebiges A € R™*" ein invertierbares S sodass

A1
_ A'm -1
A=S I S (2a)
Je
=Aq
wobei die \; € C und die J; Jordanblocke!l, d.h. von der Form
A1 0 1
J= A L|=ATe N e ka2, N - 0 - .
A 0
tJ

Auch fiir einen Jordanblock kénnen wir e*? ausrechnen. Da die Matrizen AI und N vertauschen, ist et’ = etAM etV =
eMetNV | d.h wir miissen nur die Exponentialfunktion des nilpotenten Anteils ausrechnen. Im 2 x 2 Fall ist

(0 1 2 N (1t
N R ()

Analog ist die Exponentialreihe auch im k x k Fall wegen N* = 0 endlich, und berechnet sich zu

tk_l

12 k-1 1 i D!
eN=T+tN+=N?+ ..+ Nk-L : :
2! (k-1)! t
1
Insgesamt haben wir also
et
k-1
1 ¢ £
(k-1)! tAim
et — oAt 1 t . etA-s € o g1 (2b)
1

tJy

Wir besprechen hierzu ein interessantes 2 x 2 Beispiel.

HUManche Autoren nennen die 1 x 1 Matrizen \; ebenfalls Jordanblécke und die J; nichttriviale
Jordanbl6cke
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Beispiel 5 (Schwingungsgleichung mit Dampfung) Wir betrachten die Gleichung
2+ p2 +qz=0, p,g>0 (S)
(wobei z : R - R), mit Anfangsbedingungen
2(0) = 2o, 2'(0) = vp.

Mit v = 2, y2 = 2', (Y0)1 = 20, (Y0)2 = Vo ist dies dquivalent zu

0 1 20
!/
= y O =
V=g —p)¥ vO={,
[ —
=:A

(wobei y : R — R?). Physikalische Interpretation: z(¢) =Auslenkung eines Pendels
aus der Ruhelage zur Zeit t, zy =Anfangsauslenkung, vy =Anfangsgeschwindigkeit.
Die Parameter p bzw. ¢ beschreiben die Stérke der Dampfungs- bzw. der riicktrei-
benden Kraft.

Herleitung der Schwingungsgleichung (S). Diese ist ein Spezialfall des zweiten Newton’schen Gesetzes
F = ma. Genauer: sei z(t) die Auslenkung eines an einem Faden- oder Federpendel befestigten Teilchens aus der
Ruhelage zur Zeit t. Dann bedeutet z'(t) die Geschwindigkeit und 2" (¢) die Beschleunigung zur Zeit ¢. Nach dem
zweiten Newton’schen Gesetz sowie der Annahme einer riickwirkenden Kraft proportional zur Auslenkung sowie
einer Dampfungs- oder Reibungskraft proportional zur Geschwindigkeit folgt

mz'=F=-kz-~2,

wobei m=Masse des Teilchens, F=Kraft, und k, v Proportionalitdtskonstanten. D.h. wir erhalten (nach Division
durch m) eine Gleichung der Form (S). Der Fall v = 0 entspricht einem ungeddmpften Pendel.

Die Eigenwerte von A sind die Losungen der Gleichung

-A 1

0 =det(A-\) =det oA = A2+ p)+ .12
Die Eigenwerte sind
(i) Mp=-f+acR a=,/(5)?-¢ wenn (£)? > ¢ (starke Ddmpfung)
(i) A=-FLeR wenn (5)? = ¢ (kritische Dampfung)

(iii) Ajp=-8+iweC\R, w=+/¢-(5)? wenn (%)? < ¢ (schwache Dampfung).

Wir beschrénken uns zunéchst auf die “typischen” Fille (i) und (iii). Dann ist A
diagonalisierbar und wir kénnen (1a), (1b) anwenden. Explizit:

)\1 S_l

A=S o

12Die Eigenwerte von A sind also genau die Nullstellen der charakteristischen Gleichung A2 +
pA+¢q =0 aus Analysis 1, die wir dort formal aus der Schwingungsgleichung durch die Substitution
2"~ A2 2"~ A, 2z~ A = 1 erhalten hatten. Das braucht uns aber hier nicht zu interessieren.
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|
S = (U|1 U|2 , 1, vy Eigenvektoren zu A\, \s.

Ist A\ Eigenwert, so ist

)0 ()2 0)

und somit sind die Eigenvektoren

(1) ()

Ao -1
-1

_ At %0 Looa_ 10 1) e (e A
y(t)—e (Uo) mit e —()\1 )\2)( eret A=A\ -\ 1 |°

Insbesondere hat die Losung die Form

) und Gleichung (1b) liefert

Die Inverse von S ist —:-—
o

y(t) = aeMt + Betet

fiir geeignete Konstanten «, 5 € C. Fiir starke Ddmpfung (Fall (i)), und der Ein-
fachheit halber zg = 0, ist also

» at _ » at _ ,—at b, .
At)=y(t)=e2"(1 1) (6 e—at) 2 ( ;;0) ) %eﬁt% = ‘¥e72'sinh(at)

und fiir schwache Dampfung (Fall (iii)), und der Einfachheit halber 2z, = 0,

Py eiwt _ e—iwt

iwt 1 _
Z(t) = yl(t) = G_gt (1 1) (6 e_th) ( UO) _ %)6_2 - - 1;_0€—gt Sll’l(wt)

21w \ Yo 21

Das Schaubild auf der néchsten Seite zeigt, wie die errechneten Losungen aussehen.
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(57 <a

I I I I I . . .
0 2m/w -1 0 !
Zeit t z

62 >q

O[\ z,|

0 1/a 03 0 03
Zeit t z

Losung der geddmpften Schwingungsgleichung mit Anfangsauslenkung 0 und An-
fangsgeschwindigkeit 1.

Oben: Fiir schwache Démpfung ist die Losung eine abklingende Exponential-
funktion mal einem Sinus. Links: Losung als Funktion der Zeit. Rechts: Orbit im
Phasenraum.

Unten: Fiir starke Dampfung ist die Losung eine abklingende Exponentialfunk-
tion mal einem Sinus hyperbolicus. Links: Losung als Funktion der Zeit. Rechts:
Orbit im Phasenraum (blau) sowie analoger Orbit mit Anfangsgeschwindigkeit —1
(lila).

Im Sonderfall (ii) (kritische Ddmpfung) hat A nur einen Eigenwert. Da die Matrix A andererseits keine Dia-
gonalmatrix ist, besitzt sie die Jordan’sche Normalform

P
w3 3)

tAg _ a1l t
efto ¢ (0 1).

Um eine Basis {v, w} des R? zu bestimmen, in der A die Normalform Ag besitzt, d.h. sodass

el 4
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miissen wir die folgenden linearen Gleichungen lésen:
Av = v, Aw = w+wv.

Hierzu ist es niitzlich, A mithilfe von A auszudriicken (beachte g = (p/2)2 = \2):

0 1
A= (—,\2 2,\)'

Indem wir 0.B.d.A. v; = 1 annehmen, erhalten wir aus der ersten Gleichung vz = A, und indem wir 0.B.d.A. w1 =0
annehmen, folgt aus der zweiten Gleichung ws = 1; damit sind die Vektoren

“fy =0

die gesuchte Basis. Somit folgt

10 10
b3 )
A 1 0Y(1 t\[1 O\ x (1-X t At [1+5¢ t _py
© ()\ 1)(0 1)(—)\ 1)6 ’(—,\Qt A1) T (22 1-8e)¢

und, indem wir die erste Komponente des Vektors et4yy nehmen,

A

z(t) = zo(l + gt)e’gt +vgte Bt

Ubung: machen Sie die Probe, d.h. rechnen Sie nach, dass z die Schwingungsgleichung und die Anfangsbedingungen
erfiillt. Diese Losung wird in typischen Physik- und “H8here Mathematik fiir Ingenieure”-Skripten (und manchen
Analysis-2-Lehrbiichern) mithilfe des Ansatzes z(t) = Ae  + Bte  hergeleitet, der auf wundersame Weise vom
Himmel fallt.

Wir beschéftigen uns nun mit der inhomogenen Gleichung 3’ = Ay + f, wobei f
eine gegebene zeitabhéngige Funktion ist. Wie im homogenen Fall (f = 0) kann man
die Losung explizit angeben.

Satz 5.4 (Variation der Konstanten) Sei A e R™™ yyeR", f: R - R" stetig.
Die eindeutige Losung y : [0,00) - R™ der Differentialgleichung

y' = Ay+f

mit Anfangsbedingung
y(0) =wo
st gegeben durch

y(t) = etA(yo + fot e f(s) ds).

Der Name des Satzes ist in der Herleitung der Losung erklart.

Beweis Nach Produktregel und Hauptsatz gilt fiir obiges y

Syt = A (s [ () ds) v ()

=y(t) =f(t)
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Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 5.1.

Wie kommt man auf die Losungsformel? Im homogenen Fall hat die Lésung
gemass Satz 5.3 die Form

y(t) = ete, c konstanter Vektor.
Im inhomogenen Fall machen wir den Ansatz
y(t) = ete(t), c zeitabhingiger Vektor. (A)

Daher der Name “Variation der Konstanten”. Angenommen es existiert ein solches
diff’bares ¢, dann folgt wegen Produktregel y/(t) = Ay(t) + e/ (t), d.h. y lost die
gewiinschte Gleichung falls

et (t) = f(t) fiir alle ¢.

Aus dieser Bedingung kénnen wir ¢ bestimmen: indem wir von links mit der Matrix
e~4t multiplizieren, folgt ¢/(¢) = =4 f(¢) und somit durch Integration

t
c(t) =co+ f e 5 f(s)ds, cy konstanter Vektor.
0

Aus der Anfangsbedingung ergibt sich schliesslich ¢y = 3o und somit ist (A) genau
die Losung aus Satz 5.4.

Beispiel 6 (Erzwungene Schwingungen; Resonanz) Ein Anwendungsbeispiel, das
man mit Hilfe von Variation der Konstanten ansatzfrei® 16sen kann, ist die Gleichung
fiir erzwungene Schwingungen

2"+ p2' + qz = Fy cos(wpt). (Sinn)

Physikalisch beschreibt die Gleichung — wie in Beispiel 5 — die Auslenkung z(t) eines
Pendels aus der Ruhelage zur Zeit ¢; die rechte Seite entspricht einer zuséatzlichen von
aussen einwirkenden zeitperiodischen Kraft, die hier der Einfachheit halber durch
den Cosinus modelliert wird. Der Parameter wg > 0 heisst Anregungsfrequenz. Es ist
mathematisch einfacher, zunéchst die komplexe Glechung

2"+ p2 + qz = Fye™! (S’iun)

131n typischen Physik- und “Héhere Mathematik”-Skripten und manchen Analysis-Lehrbiichern
wird diese Gleichung behandelt, indem zunéchst eine spezielle Losung vom Himmel f&llt und man
dann nur noch eine geeignete Losung der homogenen Gleichung aus Beispiel 5 addieren muss, um
gegebene Anfangsbedingungen zu erfiillen
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zu 16sen; der Realteil 16st dann (S;,,). Wie in Beispiel 4 und 5 schreiben wir die
Gleichung als System, indem wir y; = 2, ys = 2’ setzen:

v 0= )0 ()

N———
=A

Variation der Konstanten liefert folgende eindeutige Losung fiir gegebene Anfangs-
bedingungen y(0)

t 0
_ LAt A(t-s) ‘
y(t) = e*y(0) + /(; e (Foewﬂs) ds.

=4(t)

Wir beschrénken uns auf den Fall schwacher Dampfung, (§)? - ¢ < 0, dann besitzt
A zwei verschiedene Eigenwerte A\; und Ay und durch Einsetzen der Formel fiir eA™
aus Beispiel 5 erhalten wir

~ tf1 1 eAi(t-s) ) N -1 0
y(t) - ‘/0‘ (>\1 )\2) ( 6)\2(25—8)) A2—=A1 (_)\1 1 Foeiw()s ds
FO t €>\2(t—s) _ €>‘1(t_5) s
) m ‘/0 >\2€’\2(t_5) - )\16>\1(t—s) € ds.

Folglich gilt fiir die erste Komponente Z(t) von g(t)

z FO Aot ¢ (=Aa+iwp)s At ! (=A1+iwo)s
z(t)—)\2_)\l[e '/0 e ds—e fo e ds].

Die Integrale kénnen wir exakt auswerten: fiir beliebiges komplexes a+ib ist fot elatib)ss =

—L(ele+®)t — 1) und somit

FO [eiwot _ e)\zt eiwot _ e}\lt]

S(4) =
0=

—>\2 + iu}o —/\1 + Z'(UO

Zusammen mit unserem Ergebnis fiir die erste Kompnente von eAty(0) aus Beispiel
5 ergibt sich die Losung von (S’iy)

' F 1 1
£) = aeht + et 4 Ot 0= L0 -
2(t) = ae™' + B + Ce'’, )\2_>\1[—)\2+z’w0 —)\1+z'w0]

mit geeigneten, aus den Anfangsbedingungen zu bestimmenden Konstanten «, [ €
C. Die explizite Konstante C' hat sich zunéchst in etwas uniibersichtlicher Form
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ergeben. Indem wir die beiden Briiche in der Klammer auf den Hauptnenner bringen,
die Formel aus Beispiel 5 fiir die Eigenwerte von A benutzen, d.h.

p .
Alj2 = —§izw, w=1/q- (%)’

(weshalb A; + Ay = —=p und A1)z = ¢), und die Grosse w, = /q einfithren (Schwin-
gungsfrequenz des ungeddmpften homogenen Systems), folgt
F F
o 0 _ 0

Mg —iwg( A1+ A2) —w? w2 —wd +ipwy

Zum Bestimmen des Realteils der Losung ist es vorteilhaft, die komplexe Zahl im
Nenner in Polarkoordinaten anzugeben, folglich

C=cge™®
mit
- L , )
V(W3 - wg)? + (pwo)?
5 =arg((w?-w) +ipwy) (= arctan wzp_ " im 1. Quadranten). (2)

u 0

Einsetzen der expliziten Formeln fiir A;, Ay und C' liefert die Losung von (S’y,y) in
der tbersichtlichen Form

2(t) = e’gt(aem + Be’i‘“t) + get(wot=9)
Indem wir den Realteil nehmen, erhalten wir schliesslich die Losung von (Siun),

2(t) = e‘gt<o/cos wt + [ Sinwt> + o cos(wot —0),
N——ee
=1z (1)
mit geeigneten, aus den Anfangsbedingungen zu bestimenden Konstanten o/, 5" € R.
Noch interessanter als die explizite Losungsformel ist das — durch die Formel
offengelegte — qualitative Verhalten:
1. Wegen des exponentiell abklingenden Faktors vor dem ersten Term ndhert sich
die Losung — unabhénging vom Wert der Konstanten o', 8’ bzw. den Anfangsbedin-
gungen — fiir grofle Zeiten der speziellen Losung z,,

lim<z(t) - z*(t)) =0.

t—o00

Siehe Schaubild. D.h. asymptotisch schwingt das System mit der Anregungsfrequenz
wp und der in Gleichung (1) berechneten Auslenkung o. Diese ist also die universelle
Endauslenkung.
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2. Gleichung (1) zeigt: liegt die Anregungsfrequenz nahe an der intrinsischen
(oder “Eigen”-)Frequenz des Systems (d.h. wy ~ w, ), wird die Endauslenkung gross.
Dieser Effekt heisst Resonanz. (Alltagsbeispiel: nur wenn man ein Kind auf der
Schaukel im richtigen Takt anschubst, erreicht man mit wenig Kraft eine grossere
und grossere Auslenkung.) Im theoretischen Limes p — 0 geht die Endauslenkung bei
exakter Ubereinstimmung beider Frequenzen sogar gegen Unendlich. Die Abhéingig-
keit der Endauslenkung von der Anregungsfrequenz ist von grossem Interesse in
Physik und Ingenieurwissenschaften; der Graph der Funktion

Anregungsfreuenz wy ~ Endauslenkung o

heisst Resonanzkurve (siehe Schaubild). Beim Design mechanischer Bauteile mochte
man Resonanzen typischerweise verhindern; mogliche Anregungsfrequenzen und in-
terne Frequenzen sollten nicht zu nah beieinanderliegen. Wer sich fiir ein Beispiel
eines misslungenen Designs interessiert, kann “Tacoma Bridge” googeln.

20

@
&

@
=]
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S

o
Endauslenkung o
[

3

@

>

| i =
10+
—_—
2,

_200 100 200 300 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Anregungsfrequenz wy

o o

Verhalten der inhomogenen Schwingungsgleichung (Siyy) fiir schwache Dampfung
(Parameterwerte p = 0.02, ¢ = 1, Fy = 1). Links: Losung bei fast-resonanter
Anregung und anfinglicher Ruhelage (w, =1, wy = 1.05, 2(0) = 2’(0) = 0). Nach
anfinglichem Aufschaukeln und zwischenzeitlichen “Schwebungen” néhert sich
die Losung der speziellen periodischen Lésung z.. Rechts: Resonanzkurve.

5.4 Stabilitat

Eine wichtige Fragestellung lautet: was lédsst sich iiber das Langzeitverhalten von
Losungen eines Systems gewohnlicher Differentialgleichungen aussagen, also das Ver-
halten im Limes ¢t - c0o? Wir behandeln diese Frage in der Nahe von Gleichgewichts-
punkten und untersuchen, ob Losungen, die nah an einem Gleichgewicht starten,
auch nah am Gleichtgewicht bleiben oder sogar gegen dieses konvergieren.

Def. 5.4 (Stabilitétsbegriffe) Sei y Gleichgewichtspunkt von 3’ = f(y), f : R» > R"
stetig diff 'bar. ¢ heisst
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(a) stabil, falls es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt sodass fiir alle Losungen y : [0, 00) —
R™ mit |y(0) - y| < J gilt:
ly(t) —y| <e Vit > 0.

Anderenfalls heisst § instabil.

(b) asymptotisch stabil, falls § stabil und 6 > 0 so gewihlt werden kann, dass
zusétzlich

Jim (1) =71 =0,

Informelle Zusammenfassung:
stabil = nah starten, nah dranbleiben.

Fiir lineare Systeme lédsst sich die Frage der Stabilitidt von Gleichgewichten
vollstéandig beantworten.

Satz 5.5 (Stabilitéit fiir lineare Systeme) Sei A € R beliebig. Fir den Gleich-
gewichtspunkt y =0 von y' = Ay gilt:
a) § asyptotisch stabil <= alle Eigenwerte von A haben Realteil <0

b) y stabil < alle Eigenwerte von A haben Realteil <0,
und Eigenwerte mit Realteil = 0 treten
nicht in nichttrivialen Jordanblicken auf.

Des weiteren gilt im asymptotisch stabilen Fall: Fir alle o > 0 mit max{Re\ :
A ist Eigenwert von A} < —«v existiert eine Konstante C,, sodass

le"]] < Cae™* Vi€ [0,00). (*)

Die Bedingung an die Abklingrate « ist scharf; die Argumente im Beweis unten
zeigen, dass ein solches C,, nicht existiert, wenn max{Re A : A ist Eigenwert von A} >
-a.

Beweis Zuniichst zeigen wir: die Spektralbedingung in a) impliziert (*), dann folgt
auch die Implikation “==" in a). Es reicht, Aussage (*) zu beweisen. Wir benutzen
die Jordan’sche Normalform (2a), (2b) von A. Zunéchst stellen wir fest:

[l < IS IHle el 1S

Es reicht also, (*) fiir Ay zu beweisen. Aus der expliziten Form von et4o (siehe (2b))
folgt: alle Komponentenfunktionen von e*4o sind 0 oder von der Form

, tk
a(t) = e(RE)‘)te’(Im)‘)tE fiir einen Eigenwert A\ von A und ein k e Nu{0}.
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Das Produkt eota(t) = e(Rera)teimMi st aher auf dem Intervall [0, co) beschriinkt,
denn |e/ImMt] = 1 (siehe Analysis 1) und der erste Faktor ist (wegen etk — 0 fiir
b >0 und ¢t > oo0) ebenfalls auf [0,00) beschrinkt. Insgesamt folgt e®||et4o|| be-
schriankt auf [0, c0), was zu zeigen war.

Als néchstes zeigen wir die Implikation “==" in a). Wiederum reicht es, Ay zu
betrachten. Ist die Spektralbedingung verletzt, existiert entweder (i) ein Eigenwert A
mit Realteil > 0, der nicht in einem Jordanblock auftritt, oder (ii) ein Eigenwert mit
Realteil > 0, der in einem Jordanblock auftritt, oder (iii) ein Eigenwert mit Realteil 0,
der nicht in einem Jordanblock auftritt. Ersterenfalls ist zu jedem ¢ > 0 die Funktion
y(t) = e, v zugehdriger normierter Eigenvektor, Losung von y' = Agy, und es gilt
ly(t)] = oo (t - o0) obwohl |y(0) — 0] < §. Zweiterenfalls gibt es einen zugehorigen
kx k Jordan-Block J von Ag mit k > 2, und die Gleichung y’ = Jy besitzt die Losung

tk—l
(—1)!

2 t
1

Die entsprechende Losung von y’ = Agy, deren andere Komponenten gleich Null sind,
erfiillt |y(t)| - oo (t = o0) obwohl |y(0) — 0] < 6. Im dritten Fall schliesslich gibt es
einen normierten Eigenvektor v sodass y(t) = Sei™ Nty Lisung, also |y(t)| = 4 4 0.

Als letztes zeigen wir b). Die Implikation “«<=" folgt, da aufgrund der Spek-
tralbedingung alle Matrixelemente von e*4o beschrinkt sind. Die Umkehrung folgt,
da bei Verletzung der Spektralbedingung einer der beiden Félle (i) und (ii) oben
vorliegt.

Indem wir Satz 5.5 mit dem Konzept der Ableitung (§2) kombinieren, kénnen wir
auch im nichtlinearen Fall interessante Aussagen iiber die Stabilitdt von Gleichge-
wichten treffen. Hierbei kommt sowohl die konzeptionelle Seite des Ableitens (Begriff
der totalen Ableitung) als auch die rechnerische Seite (Begriff der Jacobimatrix) zum
Einsatz.

Satz 5.6 (Stabilitit von Gleichgewichten nichtlinearer Systeme) Sei f : R* —
R™ stetig diff 'bar, und sei y Gleichgewicht von y' = f(y). Dann gilt:

Alle Eigenwerte der Jacobimatrix

J5(5) haben Realteil < 0 = Y asymptotisch stabil.

Des weiteren gilt im asymptotisch stabilen Fall: es gibt 6 >0, b> 0, C > 0 sodass fiir
alle Losungen y : [0,00) = R™ von y' = f(y) mit |y(0) —g| <0 gilt:

ly(t) -y < Ce™® vt > 0.
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Umgekehrt ist y instabil, wenn es einen Eigenwert mit positivem Realteil gibt.
Das beweisen wir hier nicht. Im Fall max{Re X : A Eigenwert von J¢(y)} = 0 konnen
alle Moglichkeiten (asymptotische Stabilitdt, Stabilitit aber keine asymp-
totische Stabilitét, Instabilitét) auftreten. Das sieht man z.B. an den eindimen-
sionalen Gleichungen y' = —y3, 3" =0, y' = 33

Informelle Beweisidee: Fiir y nahe 7 gilt wegen der totalen Diff 'barkeit von f

F) = F@) + DE@)y-5) +nly - 7) mit % L0 (k- 0).

Da f(y) =0 (denn y Gleichgewicht), folgt fiir A(t) :=y(t) -y

W'~ Dy(y)(h)(= Jp(9)h).

Auf diese lineare Differentialgleichung kénnen wir Satz 5.5 anwenden.

Um diese Idee rigoros zu machen, miissen wir den Fehlerterm 7(h) entlang Losun-
gen kontrollieren. Dies tun wir durch Kombination von 2 Ideen. Erstens, wir ver-
gessen, dass der Fehlerterm von h abhéngt, und behandeln ihn als zeitabhéngigen
Term, auf den wir die Methode der Variation der Konstanten (Satz 5.4) anwenden
konnen. Zweitens, wir beweisen und benutzen folgendes Lemma.

Lemma 5.4 (Lemma von Gronwall) Sei z : [0,7] - R stetig, b> 0, a € R. Sei
z2(t)<a+ bfotz(s)ds Vte[0,T].
Dann gilt z(t) < ae® Vt e [0,T].
Beweis Z(t) :=a+ bfotz(s) ds ist diff’bar und 16st
Z'(t) <bZ(t) Vi.

Multiplikation mit e~ liefert wegen Produktregel

d —bt

Durch Integration von 0 bis ¢ folgt
e Z(t) < Z(0) = a.
Folglich Z(t) < ae®*. Die Behauptung folgt wegen z(t) < Z(t).

Beweis von Satz 5.6 Ich folge hier der Argumentation im exzellenten Skript Gewdhnliche Differentialgleichungen
meines Kollegen Martin Brokate. Schreibe A = J;(g). Wihle o > 0 sodass

max{Re X : X Eigenwert von J;(7)} < -a<0.
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Nach Satz 5.5 existiert C' > 0 sodass ||et4|| < Ce™®* V¢ > 0. Seien h und 7 wie in der informellen Diskussion des
Beweises, dann nimmt die Differentialgleichung fiir y die Form

h' = Jp(g)h+n(h)
an und es gilt h(0) = y(0) — §. Wegen der totalen Diff’barkeit von f gilt [n(k)|/|k| = O (|k| — 0) und somit existiert

% > 0 sodass
k| < 6« = |n(k)| < %|k|

Wir setzen nun
dx

§:= min{g—é, 5

und nehmen an: |h(0)] = |y(0) — g| < 8. Es reicht zu zeigen (und wir behaupten):
h(t)] < fre 2" (3)

fiir alle ¢ € [0, 00). Via Variation der Konstanten (Satz 5.4) schreiben wir die Differentialgleichung fiir & um als

t
h(t) = eAth(0) + fo A=)y (h(s)) ds
und fithren das folgende Zeitintervall ein:
I:={te(0,00) : |h(s)|<dx Vse[0,t]}.

Somit gilt fiir alle ¢ € I wegen unserer Abschiitzung an n und Satz 5.5 (*)
t «
h(t)] < Ce™®|h(0 +f Ce (=) X |n(s)| ds.
n()] < Ce )]+ [ Cee D Lin(s))as

Multiplikation mit e®? liefert

a rt

e"‘t|h(t)|sC|h(0)|+7[ **|h(s)| ds.

—_— 2 Jo —
=:z(t) =z(s)

Nach Lemma von Gronwall folgt e®*h(t) < C|h(0)]e(*/?)* und somit, indem wir mit e~®* multiplizieren,
Ih(0)] < Cem @ h(0)].

Nach Wahl von § ist aber |h(0)] < 2‘5—6, und somit gilt (3) fiir alle ¢ € I. Wir miissen noch zeigen: I = [0, o), d.h.

|h(t)| < &« fiir alle t > 0. Sei t« := supI. Angenommen ¢, < oo. Dann ist |h(¢)| < § fiir alle ¢ € [0,¢4), |h(t+)| = d«.
Wegen (3) fiir alle ¢ € [0,¢+) folgt aber |h(t+)| < 0x/2, Widerspruch. Somit ist ¢« = co und (3) gilt auf ganz [0, o).

Als Anwendungsbeispiel zur Stabilitdtsanalyse besprechen wir
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Beispiel 6 (SIR-Model der Epidemiologie) Vielleicht interessieren sich ja neuer-
dings einige von Thnen fiir Epidemiologie. Wie fiir viele andere Gebiete gilt: Ohne
Differentialgleichungen keine Epidemiologie. Wir besprechen das Standardmodell, es
heisst SIR wegen “susceptibles”, “infectives”, “recovered”. Die Grundversion lautet

S o= -pIE
I' = BI% —4I
R = ~I.

S(t) ist die Anzahl der Suszeptiblen fiir eine Krankheit zur Zeit ¢, I(t) die der
Infektiven (also derjenigen, die infiziert aber nicht quarantiniert sind, also andere
anstecken konnen), und R(t) die der Genesenen (englisch recovered). N =S+ 1+ R
ist die Gesamtzahl der Population und ist Erhaltungsgrosse, denn

L(S+I+R)=0.

Es ist sinnvoll, statt der absoluten Zahlen die relativen Anteile s:= S/N, i:=I/N,
r:= R/N zu betrachten. Division der Gleichungen durch N liefert

s' = —fis
' = Bis—7i
o= i,

und es gilt s+i+r = 1. Da zudem s, ¢, r Anteile € [0, 1] sind, sollten Anfangswerte im
Dreiecksgebiet {(sg,i0,70) : S0 20, 49>0, r9>0, sg+1ig+79 =1} vorgegeben werden
(Losungen konnen dieses Gebiet nicht verlassen).

Erldauterung der Modellierung. Der nichtlineare Term i - s modelliert die Anzahl
infektionsrelevanter Kontakte pro Zeiteinheit [sagen wir, pro Tag]. Bei hinreichend
“zufilligen” Kontakten in einer Population (also nicht: jeder trifft immer nur die-
selben Leute) kann er als proportional zum Produkt der Anzahl Suszeptibler und
der Anzahl Infektiver angenommen werden. Die Proportionalititskonstante [ ist
die Kontaktrate, d.h. die Anzahl ansteckungsrelevanter Kontakte pro Person und
Zeiteinheit [Tag]. Die Zahl 1/~ ist die durchschnittliche infektive Periode, also die
durchschnittliche Anzahl Tage, in der ein Infizierter frei herumlduft und andere an-
stecken kann.

Weitere interessante Parameter sind: die Kontaktzahl o = /7, also die typische
Anzahl ansteckungsrelevanter Kontakte eines Infizierten wéhrend der gesamten in-
fektiven Periode, und die Reproduktionszahl R(t) = os(t) = ﬁ%s(t), also die durch-
schnittliche Anzahl Personen, die ein Infektiver insgesamt ansteckt.

v ist eine intrinsische Konstante einer Krankheit, 5 ist verhaltensabhéngig, und
s(t) gibt den Immunitéatsstatus der Population wieder. Die Reproduktionszahl kann
aus 2 vollig verschiedenen Griinden klein sein

1) s klein, oder dquivalent dazu r gross (“Herdenimmunitét”)
2) 8 klein (“social distancing”, “politische Massnahmen”).
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Ziel des Modells ist die ungefédhre Vorhersage des zeitlichen Epidemieverlaufs anhand
der Parameter $ und v und des anfanglichen Immunitétsstatus der Population, also
der Anfangswerte s(0) = sg, i(0) =g, 7(0) = 7914

Gleichgewichtszustinde: Wir betrachten nur das System fiir s und ¢, da r die
anderen Grossen nicht beeinflusst und hinterher elementar durch den Erhaltungssatz
s+i+r =1 aus diesen berechnet werden kann, also

s\’ B N N _ [ —Bis
(Z) _f(S7Z) mit f(SJ)_(ﬁZ‘S—’}/Z‘)'
Die Gleichgewichte (sg, 1), also die Nullstellen von f, 16sen

—Bipso =0, ig(Bso—y)=0.

Da sg nicht gleichzeitig 0 und 7/ sein kann, folgt iq = 0, also sind die Gleichgewichte
die Punkte
(50,0), sg € [0,1] beliebig.

Es gibt somit ein Kontinuum von Gleichgewichten: wenn niemand infektiv ist, steckt
sich auch niemand an, egal wie viele Personen suszeptibel sind.

Linearisiertes System: Das am Startwert sy fiir den Anteil Suszeptibler sowie 0
Infektive, also am Gleichgewicht (sg,0), linearisierte System lautet

(si—_%o)zf(so,oh J£(0,0) (SZ‘_%O)

NG
)
0 Bso-7

Eigenwerte der Jacobimatriz: Wir berechnen
det(J5(s0,0) = M) = (A= (Bso = 7))
und somit sind die Eigenwerte
/\1 = 0, /\2 =ﬁ80 -y = As.

Nach Satz 5.5 und Satz 5.6 wird die Stabilitdt des Gleichgewichts (sg,0) unter
der linearisierten Dynamik (bzw. der vollen Dynamik) durch das Vorzeichen des
nichttrivialen Eigenwerts A, entschieden (bzw. nahegelegt):

<0 = (s0,0) stabil
>0 = (s0,0) instabil.

)\*:ﬂSO_’Y{

14Die Vorhersagen epidemiologischer Modelle sind natiirlich weit weniger genau als die von Phy-
sikmodellen; insbesondere kann das wahre Kontaktverhalten einer Population nicht mit einem
einzigen Parameter (hier §) zusammengefasst werden und selbst dieser Parameter ist nicht leicht
zu schétzen.
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Beachte: A, > 0 genau dann wenn die anféngliche Reproduktionszahl R(0) = os¢ > 1.
Die Losung des linearisierten Systems mit Anfangswert (0,79) (beachte: wir haben
am Startwert sq linearisiert, die Null im ersten Eintrag bedeutet s—so = 0) und ig > 0

ist
s(t) = so\ _ (00 (0) _ (1 - e )52
i) io ey )

Insbesondere ist i(t) = ige*t (das kann man direkt aus der zweiten der urspriing-
lichen Gleichungen sehen, ohne die Matrixexponentialfunktion auszuwerten). Ist
A < 0, sinkt der Anteil Infektiver exponentiell (keine Epidemie) und fiir A, > 0
wéchst sie exponentiell (Epidemie). Solange die Anzahl Infektiver im Vergleich zur
Gesamtbevolkerung klein ist, also in der Anfangsphase (wenn i(t) << 1), und die
Kontaktrate 3 zeitlich konstant ist, ist das linearisierte Modell eine gute Naherung
des SIR-Modells und wir erwarten analoges Verhalten des vollen Modells.

Gesamter Zeitverlauf: Das Modell zeigt kein chaotisches Verhalten a la Lorenz-
gleichung und kann numerisch akkurat gelost werden.

susceptibles susceptibles
infectives 0.2 infectives
recovered

0.9

recovered

0.8 0.8

0.7 0.7

0.6 0.6

0.5 0.5

0.4 0.4

0.3 0.3

0.2 0.2

0.1 0.1

Zeit [Tage] Zeit [Tage]
Epidemieverlauf geméss SIR-Modell bei hoher Kontaktzahl, links, und redu-
zierter Kontaktzahl, rechts. In beiden Féllen sind die Parameter so gewéhlt,
dass die anfingliche Reproduktionszahl R(0) > 1 ist oder, mathematisch gesagt,
der infektionsfreie Gleichgewichtszustand instabil ist, d.h. die dortige Jacobi-
matrix einen Eigenwert A, > 0 besitzt. (Links: infektive Periode 1/ = 14 Tage,
Kontaktzahl 5 = 0.3; rechts: selbes 1/, 8 = 0.125.) Anfangswerte: ig = 1074,
sp = 1 =107 (neue Krankheit, d.h. niemand ist immun). In beiden Féllen be-
ginnt die Epidemie zunéchst — wie von der Stabilitidtstheorie aus Satz 5.5 und
Satz 5.6 vorhergesagt — mit einer exponentiellen Wachstumsphase. Wie aus dem
Nichts wird aus dem anfianglich winzigen, in den obigen Graphen unsichtbaren
Anteil Infizierter ein signifikanter Anteil der Gesamtpopulation. (Salopp gesagt:
Epidemien sind Mist.) Der Buckel von Infektivfillen wird aber bei Reduktion
sozialer Kontakte flacher und verschiebt sich zeitlich nach hinten, und Herden-
immunitét wird bei einer niedrigeren Anzahl Genesener (recovered) erreicht.
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Literatur: Ein klassisches Lehrbuch fiir das dynamische Verhalten gewohnlicher Differential-
gleichungen ist John Guckenheimer and Philip Holmes, Nonlinear oscillations, Dynamical Sy-
stems, and Bifurcations of Vector Fields, Springer, 2002. Dort werden allerdings einige fortge-
schrittene mathematische Eigenschaften gewshnlicher Differentiangleichungen (jenseits der hier
behandelten Existenz-, Eindeutigkeits- und Stabilitétssétze) vorausgesetzt. Ein modernes, zugéng-
lich geschriebenes Lehrbuch, das kein derartiges Vorwissen verlangt und demnéchst erscheint, ist
Christian Kuehn, Essentials of Dynamical Systems, Band I: Introduction to ODEs and Nonli-
near Dynamics. Das Schaubild zur Lorenzgleichung ist folgender Quelle entnommen: Wikipedia,
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Lorenz_attractor_boxed.svg, Autor: D.328, Lizenz: CC BY-SA
3.0, https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/. Eine exzellente Ubersicht iiber Modellierung
und Analyse gewohnlicher Differentialgleichungen aus der Mechanik findet sich im Standardlehr-
buch V. I. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics, Springer, 1989. Eine Diskussion
des SIR-Modells und einiger Varianten findet sich in dem Ubersichtsartikel Herbert W. Hethcote,
The Mathematics of Infectious Diseases, SIAM Review Vol. /2 No. 4, 599-653, 2000. Fiir wei-
tergehende Informationen zu mathematischen Modellen in der Epidemiologie siehe Kapitel 4 des
Lehrbuchs Johannes Miiller and Christina Kuttler, Methods and Models in Mathematical Biology,
Springer, 2015.
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6 Einfiihrung in die Topologie

Topologie ist das systematische Studium stetiger Abbildungen sowie von Eigenschaf-
ten, die unter stetigen Deformationen erhalten bleiben.

Wir erinnern an die elementare Definition von stetig: f : M ¢ R® - R™ heisst
stetig, wenn gilt: [z() € M, x € M, 2) - x = f(2®) - f(x)]. Aber viele ele-
mentare Fragen sind auf der Basis dieser Definition nicht so einfach zu beantworten.

Beispiel: Betrachte die Mengen

-+ O =

dh. A={(z,y)eR? : x=0}, B={(z,y) e R? : -y =0}, C ={(z,y) e R? : a2+92 =
1}, D=(0,1) x{0,1}. Zwei Teilmengen M, M' des R™ heissen homéomorph, wenn
es eine bijektive, in beiden Richtungen stetige Abbildung zwischen ihnen gibt (d.h.
f M — M', bijektiv, stetig, f~! stetig).

Welche der obigen vier Mengen sind zueinander homdémorph?

In der Topologie beginnen wir damit, grundlegende Begriffe wie abgeschlossen,
konvergent, kompakt, stetig nicht nur in R (siehe Analysis 1) oder R” (siehe Analysis
2), sondern viel allgemeiner und abstrakter zu definieren — natiirlich so, dass im R
und R" wieder dasselbe herauskommt wie bisher. Diese Herangehensweise ist fiir
viele Bereiche der modernen Mathematik grundlegend — und wird uns auch erlauben,
obige (elementar formulierbare, aber gar nicht so triviale) Frage zu beantworten.

Die Grundidee ist, nicht mit einer Norm, also einem “Abstandsbegriff”, anzu-
fangen, sondern das Konzept der offenen Menge an den Anfang zu stellen und alle
weiteren Konzepte hieraus abzuleiten. Gegeniiber den anschaulichen, auf Normen
beruhenden “Fussgéngerdefinitionen” aus Analysis 1 und Analysis 2 werden die
Konzepte dadurch mathematisch einfacher, allerdings auf Kosten von Anschaulich-
keit.

Wie soll man aber definieren, was eine offene Menge ist? Die geniale Losung
dieses Problems besteht darin, offene Mengen durch ihre “Wechselwirkungseigen-
schaften untereinander” zu definieren! Dies ist ein Paradebeispiel des axiomatischen
Standpunkts in der Mathematik. Wir umgehen die Frage, was die Objekte an der
Spitze einer daraus abgeleiteten Begriffskette “sind”, und definieren sie dadurch,
was man mit ihnen machen kann.

Zur Vorbereitung der Definitionen beginnen wir mit zwei Wechselwirkungseigen-
schaften der offenen Mengen im R". Wiederholung der Definition von offen mithilfe
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der euklidischen Norm im R™: A ¢ R" heisst offen, wenn gilt: zu jedem Punkt in
A existiert eine Kugel um diesen Punkt, die ebenfalls in A liegt; in Formelsprache:
Ve AJe>0: B(z)={yeR": |[x-y|<e} c A

Lemma 6.0 Fiir offene Mengen im R” gilt:

a) Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen. D.h. A; offen Vi e I, I Index-
menge == J;.; A; offen.

b) Endliche Durchschnitte offener Mengen sind offen. D.h. A; offen Vi e I, I endlich
= ;g A; offen.

Beweis a):

erAi:>3i0:xeAiO — EIBa(as)EAi0:>Ba(x)§UAZ-.

Aio offen

b):
re()A4 = Vi3B.,(z) € A; = Buin,,; () € A;Vi, d.h. (A,

6.1 Der Begriff des topologischen Raumes

Die Hauptzutat in der Definition eines topologischen Raumes sind die beiden soeben
hergeleiteten Wechselwirkungseigenschaften a) und b) offener Mengen im R™.

Fiir eine beliebige Menge X bezeichne P(X) := {A : A c X} die Potenzmenge.
Wir erinnern daran, dass @, X € P(X).

Def. 6.1 Ein topologischer Raum ist ein Paar (X,7), wobei X eine Menge und
T € P(X) eine Familie von Teilmengen von X ist, sodass folgende Axiome gelten:
(1) X,2eT

(2) X;eT firalleie ] = Uje; X; €T

(3) X; eT fiiralle i e I, I endlich = N;; X; € T.

Eine solche Familie T heisst Topologie auf X. Die Elemente von 7 heissen offene
Mengen (beziiglich der Topologie 7).

In Worten: Ganzraum und leere Menge miissen offen sein; beliebige Vereinigungen
und endliche Durchschnitte offener Mengen miissen offen sein.

Beispiele 1) X =R, |-|=Absolutbetrag (d.h. || = 2 wenn x > 0 und -z wenn z < 0),
T €T <= zu jedem zy € T existiert ein £ > 0 sodass B.(zg) := {r € R : |z — x| <
eycT.

2) X =R", |-|=euklidische Norm (d.h. |z]| = (22 + ... + 22)1/2), T € T :<=> zu jedem
xo € T existiert ein € > 0 sodass B.(zo) :={xeR : |x —xzo|<e} cT.

3) X = C([a,b]), ||fle=L* Norm (d.h. [|fflec = SUD,efq ) [/ (2)]), T € T :e=> zu jedem
fo € T existiert ein € > 0 sodass B.(fo) :={f € C([a,b]) : ||f - folleo <€} € T.

4) X = C([a,b]), |- |=L* Norm (d.h. [|fll2 = (J,|f (z)[2dz)"/2), T analog
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5) X normierter K-Vektorraum mit Norm || ||, K beliebiger Korper, 7 analog

Alle obigen Beispiele sind von der Form 5). Der Nachweis, dass 5) die Axiome (1),
(2), (3) erfullt und damit (X, 7T) topologischer Raum ist, geht genauso wie in Lem-
ma 6.0 im Fall des R™ vorgerechnet. Die Familie 7 heisst Normtopologie auf X.
Beachte: der dem Vektorraum zugrundeliegende Korper braucht keineswegs R oder
C zu sein; Q, endliche Korper, etc. sind erlaubt.

6) Die “kleinstmogliche” Topologie auf einer Menge X ist 7 = {X,@}. Sie heisst
triviale Topologie, und erfiillt offensichtlich die Axiome (1), (2), (3).

7) Die “grosstmogliche” Topologie auf einer Menge X ist 7 = P(X). Sie heisst dis-
krete Topologie, und erfiillt offensichlich die Axiome (1), (2), (3).

8) Sei (X, 7)) topologischer Raum, A ¢ X. Die Familie T4 :={T'n A : T € T} heisst
Relativtopologie auf A, und macht A auf natiirliche Weise ebenfalls zu einem topolo-

gischen Raum. Mengen in T4 heissen offen beziiglich T, oder relativ offen beziiglich
A oder kurz A-offen.

9) Das Paar (R",7) mit 7 =abgeschlossene Mengen des R” ist keine Topologie. Es
gelten zwar die Axiome (1) und (3), aber (2) ist verletzt, denn z.B. ist die Vereini-
gung Uy,en[=, 1] = (0,1] nicht abgeschlossen.

10) X metrischer Raum mit Metrik d, T' € T :<= zu jedem x € T existiert ein € > 0
sodass B-(xo) :=={x e X : d(x,z9) <e}cT.

11) Der Raum (X, 7) mit X ={0,1} und 7 = {@, {1}, X} heisst Sierpinski-Raum.
Er ist das einfachste nichttriviale Beispiel eines topologischen Raumes, dessen To-
pologie nicht von einer Metrik induziert ist.

Beispiele zur Relativtopologie 1) X = R (versehen mit der iiblichen Normto-
pologie aus Beispiel 1)), A = [0,1], B = [0,b) (b € (0,1)). Die Menge B ist nicht
offen, aber relativ offen beziiglich [0, 1], denn es gibt eine offene Menge T' sodass
B=Tn[0,1], z.B. B=(-1,b)n[0,1].

2) X = R wie in Beispiel 1), A = Z. Die Relativtopologie auf A ist die diskre-
te Topologie, d.h. Ty = P(Z). Fiir jedes m € Z gilt ndmlich {m} offen, denn
{m} = (m-1m+3)nZ, und wegen Axiom (2) folgt hieraus die Offenheit bzgl.
Ta jeder Teilmenge M ¢ 7Z, denn

M= {m}.
meM
Topologie des R”. Als nichstes kommen wir zu einer Besonderheit des R,
nimlich der (uns aus Satz 3.1 bekannten) Aquivalenz aller Normen, und bespre-
chen diese aus topologischer Sicht. Um diese Besonderheit angemessen wiirdigen zu
konnen, sei betont, dass selbst in “scheinbar einfacheren” Vektorraumen wie Q nicht
alle Normen dquivalent sind. (Die Nichtédquivalenz von Normen in unendlichdimen-
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sionalen Vektorrdumen wie C([0,7']) hatten wir schon in Abschnitt 3.3 kennenge-
lernt.)

Beispiel (p-adische Normen auf Q) Sei X = Q (aufgefasst als Q-Vektorraum), p
Primzahl. Die p-adische Norm ist definiert durch

2] 1% wenn z = p"% a € Z\{0}, be N, n € Z, a,b, p teilerfremd

x|, =

P 0 wenn x=0.

Dies ist wohldefiniert, da sich jede von Null verschiedene rationale Zahl eindeutig
in der obigen Form darstellen ldsst, und erfiillt die Normaxiome (sieche Ubungen).
Diese Norm ist klein, wenn der Zahler den Primfaktor p oft enthélt, und kann sinn-
voll zum Studium von Teilbarkeitseigenschaften rationaler Zahlen benutzt werden.
Die p-adische Norm ist hochgradig nichtdquivalent zur iiblichen Norm (dem Ab-
solutbetrag), und fiihrt zu bemerkenswerten Konvergenzeigenschaften von Folgen,

z.B.
13%]3 = 0 (k = o0), |3lk|3 — 00 (k> 00), [2F]3= |2ik|3 =1 fiir alle &.

Lemma 6.1 Die Normtopologie auf R™ héngt nicht von der Wahl der Norm ab; d.h.
[ llxs [+ ll2 Normen = Ty, = Ty,

Die von verschiedenen Normen induzierten Topologien sind also nicht nur in irgend-

einem schwammigen Sinne “dhnlich”, oder in irgendeinem prézisen aber komplizier-
ten Sinne “dquivalent”, sondern IDENTISCH!

Beweis Dies folgt aus der Aquivalenz aller Normen auf dem R™ (Satz 3.1).

Zusammenfassend halten wir fest: Die Aquivalenz aller Normen liefert auf dem R”
eine natiirliche Topologie — die Normtopologie.

6.2 Abgeschlossene Mengen, Abschluss, Inneres, Rand

In allgemeinen topologischen Rdumen kénnen diese Begriffe allein mithilfe der ele-
mentaren Mengenoperationen “Vereinigung”, “Schnitt”, “Komplement” erklért wer-
den. Wir erinnern an die De Morgan’schen Regeln fiir diese Mengenoperationen, die
man sich sofort anhand von Skizzen klarmachen kann: falls X beliebige Menge und

A, B Teilmengen von X, gilt

X\(Au B) = (X\A4) n (X\B),
X\(AnB)=(X\A)u(X\B).
In Worten: Das Komplement der Vereinigungsmenge ist die Schnittmenge der Kom-

plemente; das Komplement der Schnittmenge ist die Vereinigungsmenge der Kom-
plemente.
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Def. 6.2 Sei (X,7) topologischer Raum, A ¢ X.

A abgeschlossen <= X\A offen.

Dariiber hinaus definieren wir:

A = N B (Abschluss von A)
B2A, B abgeschlossen
intA = B (Inneres von A)
BcA, Boffen
0A = A\int A (Rand von A).

Der Abschluss ist also die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthilt; das
Innere ist die grosste offene Menge, die in A enthalten ist.

Eine offensichtliche Folgerung aus der Definition von abgeschlossen, den Axio-
men (1), (2), (3), und den De Morgan’schen Regeln ist:

(1)’ X, @ abgeschlossen
(2)” Beliebige Durchschnitte ;; A; abgeschlossener Mengen A; sind abgeschlossen
(3)” Endliche Vereinigungen U,y A; abgeschlossener Mengen A; sind abgeschlossen.

Im R” (mit der Normtopologie) ist abgeschlossen gemiss obiger Definition dqui-
valent zur anschaulichen “Fussgéngerdefinition” aus Abschnitt 1.5 (A ¢ R™ heisst
abgeschlossen, wenn fiir jede Folge (x,) in A mit x,, > x € R? gilt: x € A; in Worten:
Grenzwerte miissen ebenfalls zur Menge gehoren); siehe Satz 1.2. Beispiele zu Ab-
schluss, Innerem und Rand im R” hatten wir schon in Abschnitt 1.5 kennengelernt.

Zuriick zum Fall beliebiger Teilmengen eines beliebigen topologischen Raumes. Wir
behaupten:

Lemma 6.2

a) A ist abgeschlossen.
b) int A ist offen.

c) 0A ist abgeschlossen.

Beweis Das Innere int A ist laut Definition eine Vereinigung offener Mengen, und
daher nach Axiom (2) offen. Um den Abschluss A zu untersuchen, benutzen wir
zunéchst die de Morgan’schen Regeln, um A mithilfe einer Vereinigungsmenge statt
einer Schnittmenge auszudriicken:

A-x\(x\A)=x\(x\ N B)=x\( U x\B).

B2A,B abg. B2A,B abg.

Den Ausdruck auf der rechten Seite kénnen wir nun analysieren: X\B ist offen
(nach Def. von abgeschlossen), also U(X\B) offen (nach Axiom (2)), und folglich
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X\(U(X\B)) abgeschlossen (nach Def. von abgeschlossen). Schliesslich zum Rand
0A. Es gilt

OA=A\int A= A N (X\int A)
~—— S~———
abgeschlossen wg. b) abgeschlossen wg. a)

und somit ist A, als Durchschnitt zweier abgeschlossener Mengen, abgeschlossen.

Korollar 6.1 _ _
a) A abgeschlossen <= A = A; insbesondere A = A
b) A offen <= A =int A; insbesondere intint A = int A.

(13 2

Beweis a): “==" ist offensichtlich, denn dann gehort A selbst zu der Familie der
Mengen B, als deren Durchschnitt A definiert ist. “<=": Sei A = A. Nach Lemma
10.2 ist A abgeschlossen, und folglich (wegen A = A) auch A selbst. b): analog.

6.3 Konvergenz

In einem beliebigen topologischen Raum kénnen wir diesen Begriff wie folgt einfiihren.

Def. 6.3 Sei (X, T) topologischer Raum, x € X. Eine Teilmenge U ¢ X heisst Um-
gebung von z, wenn gilt:

es gibt eine offene Menge €2 sodass x € 2 c U.

Eine Folge (z,) in X heisst konvergent gegen x, Schreibweise: z, — x oder
lim,, 0 @, = x, wenn gilt:

jede Umgebung U von z enthélt alle bis auf endlich viele z,,.

Beispiele 1) Sei X normierter Vektorraum, 7 die Normtopologie. Dann ist ()
genau dann konvergent gegen x geméss Def. 6.3, wenn zu jedem € > 0 ein N € N
existiert sodass ||z, — x|| < € fir alle n > N (“Fussgéngerdefinition” von Konvergenz
aus Analysis 1 fiir X =R bzw. aus Analysis 2 fiir X = R").

2) Sei X Menge, T die diskrete Topologie. Dann ist (z,) genau dann konvergent,
wenn (z,,) stationdr ist, d.h. wenn es ein x € X gibt sodass x, = x fiir alle bis auf
endlich viele z,,.

3) Sei X Menge, T die triviale Topologie. Dann konvergiert jede Folge gegen jedes
Element x € X, denn die einzige Umgebung von x ist der ganze Raum X, und dieser
enthélt alle Folgenglieder. Grenzwerte brauchen also nicht eindeutig zu sein!

4) Sei (X, T) der Sierpinski-Raum (siche Beispiel 11) oben). Jede Folge konvergiert
gegen 0, da X die einzige Umgebung von 0 ist, aber nur diejenigen Folgen mit nur
endlich vielen von 1 verschiedenen Gliedern konvergieren gegen 1, da {1} Umgebung
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von 1 ist.

Beispiele 3) und 4) motivieren die Einfithrung eines zusétzlichen Axioms, das die
Eindeutigkeit von Grenzwerten garantiert:

Satz 6.1 Sei (X,T) topologischer Raum. Falls T das Hausdorff ’sche Trennungs-
axiom erfillt, d.h.:

Zu je zwer Punkten x, y e X mit x +y existieren (H)
offene Mengen A>x, B>y mit An B =g,

sind Grenzwerte eindeutig.

Beweis Sei z,, > z, z, >y, © +# y. Wegen (H) existieren offene Mengen A >z, B>y,
mit An B =@. Wegen x,, - x enthélt A alle bis auf endlich viele z,. Wegen z,, -y
enthélt andererseits B alle bis auf endlich viele z,,. Widerspruch.

Lemma 6.3 Sei K Korper, X normierter K-Vektorraum. Die Normtopologie erfiillt
das Hausdorff’sche Trennungsaxiom (H).

Beweis Sei © # y. Wegen Positivitat der Norm ist ||z —y|| =t € > 0. Dann haben die
Mengen A = B.jy(x), B = B.j2(y) die erforderlichen Eigenschaften, denn sie sind
offen und wegen Dreiecksungleichung gilt fiir beliebige 2’ € B.j2(x), v € B.j2(y)

2" =3/l = I(z" = 2) + (=) + (y =y 2 o =yl =(llw = 2’| + [ly = ¢/l]) > 0,
—_——
=€ <e[2+¢/2

und folglich wegen Positivitat der Norm x’ # y’; somit sind A und B disjunkt.

6.4 Kompaktheit

In einem topologischen Raum ist dieser Begriff wie folgt erklért.

Def. 6.4 Sei X topologischer Raum, K ¢ X. Eine Familie {U;}ier von Mengen
U; € X heisst Uberdeckung von K, wenn gilt:

K c|JU;.

iel

Eine Teiliiberdeckung von {U;}ier ist eine Familie {U;};; mit J ¢ I, die immer noch
eine Uberdeckung von K ist. K heisst kompakt, wenn gilt:

jede offene Uberdeckung von K besitzt eine endliche Teiliiberdeckung
(Heine-Borel Eigenschaft).
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Satz 6.2 Ser X =R"™ mit der Normtopologie, K € X. Dann sind dquivalent:

(1) Jede offene Uberdeckung von K besitzt eine endliche Teiliiberdeckung
(Heine-Borel Eigenschaft )

(2) Jede Folge in K besitzt einen Hiufungspunkt in K
(Bolzano-Weierstrass Figenschaft)

(3) K ist abgeschlossen und beschrdnkt.

Die Aquivalenz (2) <= (3) ist der Satz von Bolzano-Weierstrass (Satz 1.1). Die
Methoden der Topologie liefern einen neuen, effizienten Beweis.

Beweis Es reicht zu zeigen: (1) = (2) = (3) = (1).

(1) = (2): Sei (xy) Folge in K, A = {z} : k € N}. Falls A endlich, besitzt (x})
sogar eine konstante Teilfolge. Sei also A unendlich. Falls (zy) keinen Haufungspunkt
hat, besitzt jedes x € K eine offene Umgebung U(z) sodass U(z) nur endlich viele
Punkte von A enthilt. Nun ist aber {U(z) : € K} offene Uberdeckung von K.
Wegen (1) existiert eine endliche Teiliiberdeckung {U(z;) : i = 1,...,N} von K.
Nach Konstruktion enthélt jedes U(z;) nur endlich viele Elemente von A; damit ist
A endlich. Widerspruch.

(2) = (3): K besitze die Bolzano-Weierstrass Eigenschaft. Wére K unbeschrénkt,
gibe es eine Folge (z) in K sodass |zy1| > |zx] + 1 fiir alle k. Diese Folge besitzt
keinen Haufungspunkt. Widerspruch. Nun zur Abgeschlossenheit. Sei () eine Folge
in K mit 2 - x € R*". Wegen Eindeutigkeit von Grenzwerten ist = der einzige
Héaufungspunkt der Folge, und die Bolzano-Weierstrass FEigenschaft liefert x € K.

(3) = (1): K sei abgeschlossen und beschréankt. Um (1) zu zeigen, argumentieren
wir indirekt. Wir nehmen an, {U; : i € I} sei eine offene Uberdeckung von K,
die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Da K beschrénkt, gibt es einen Wiirfel
Wy der Kantenldnge s mit K ¢ Wy. Wir zerlegen Wy in 2" Teilwiirfel der halben
Kantenldnge s/2 und finden einen Teilwiirfel Wy, sodass K n W nicht von endlich
vielen U; iiberdeckt wird. Durch Iteration finden wir eine Folge von Wiirfeln Wy o
Wi oWy o ... sodass W, Kantenlidnge s/2% hat und folgendes gilt:

kein K n W, wird von endlich vielen U; iiberdeckt. (*)

Wir wéhlen nun Elemente xy € K n Wj. Nach Konstruktion ist (z;) Cauchyfolge.
Wir benutzen nun entscheidend die Vollstandigkeit von R™. Diese liefert die Existenz
eines = € R” sodass x; - x. Wegen K abgeschlossen folgt x € K. Da {U; : i € I}
Uberdeckung von K, existiert ein U;, mit U, > . Da U, offen, liegen alle bis auf
endlich viele Wy, in U;,. Dies widerspricht (*). Damit ist Satz 6.2 bewiesen.

Wie unser Beweis zeigt, gilt die Implikation (1) = (2) in beliebigen topologischen
Réumen. Man kann zeigen, dass die Umkehrung (2) = (1) immerhin in beliebi-
gen Banachraumen (d.h. vollstéandigen aber nicht notwendig endlichdimensionalen
R-Vektorraumen, siehe Def. 3.3) gilt; der Beweis ist aber wesentlich komplizierter
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als im R”. Die Implikation (2) <= (3) beruht hingegen entscheidend auf der End-
lichdimensionalitdt des R™, und ist in jedem unendlichdimensionalen normierten R-
Vektorraum falsch. Ein explizites Beispiel einer abgeschlossenen und beschrankten,
aber weder folgen- noch iiberdeckungskompakten Menge sind die trigonometrischen
Monome x ~ (e®)* im Vektorraum X = C'([-m,7]) der stetigen Funktionen auf
dem Intervall [-7, 7] versehen mit der L? Norm,

etkx

V2r

denn wegen der Orthogonalitét der e; gilt nach Pythagoras |ley, — eflls = V2 fiir
alle k& # ¢. Somit enthélt z.B. die offene Uberdeckung von K bestehend aus den

Einheitskugeln um jeden Punkt, {Bj(ex) : k € Z}, keine endliche Teiliiberdeckung,
und die Folge {e} ey besitzt keine konvergente Teilfolge.

K={ey:keZ}, ep(x)=

6.5 Stetigkeit

Von einem abstrakten mathematischen Standpunkt aus sind “stetige Abbildun-
gen” zwischen topologischen Réumen das Analogon von “Gruppenhomomorphis-
men” zwischen Gruppen, oder “linearen Abbildungen” zwischen Vektorraumen. Wie
kommt man auf diese Klassen von Abbildungen? Wenn die zugrundeliegenden Men-
gen zusétzliche Struktur besitzen (z.B. Gruppe, Vektorraum, topologischer Raum),
ist es natiirlich, Abbildungen zu betrachten, die mit dieser Struktur in geeigne-
ter Weise kompatibel sind. Im Falle topologischer Réume ist die zusétzliche Struk-
tur die Topologie 7, Abbildungen sollten also kompatibel mit den Topologien auf
Definitions- und Wertebereich sein.

Def. 6.5 (Stetig) Seien (X,7T), (X', T") topologsiche Rdume.
a) [+ X - X’ heisst stetig, wenn gilt:

die Urbilder offener Mengen sind offen.
b) Sei Ac X. f: A— X' heisst stetig, wenn gilt:
die Urbilder offener Mengen sind offen beziiglich der Relativtopologie T4.

Im R™ bedeutet diese abstrakte Figenschaft nichts anderes als die anschauli-
che Eigenschaft der Kompatibilitit von Funktionsanwendung mit Grenzwertbildung.
Genauer:

Lemma 6.4 Fir X = R?, X/ =R™, A c R" gilt: f : A > R™ stetig genau dann
wenn gilt:

fiir jede Folge (x,) in A mit z, > x € A gilt f(z,) — f(x). (F)
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In allgemeinen topologischen Riumen ist fiir die Eigenschaft (F) die Bezeich-
nung “Folgenstetigkeit” {iblich, um sie von der in Def. 6.5 geforderten Eigenschaft
zu unterscheiden.

Beweis Fiir A = R” ist dies genau das abstrakte e-0-Kriterium aus Satz 1.4. Der
Beweis fiir A c R™ verlduft analog.

Zuriick zu allgemeinen topologischen Rdumen. Aus den De Morgan’schen Regel folgt
sofort, unter den Voraussetzungen von Def. 6.5:

a)” f: X - X' stetig < die Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen
b)" f : A —> X’ stetig <= die Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen
beziiglich der Relativtopologie Tjy.

Auch in allgemeinen topologischen Réumen bleibt Stetigkeit unter Verkettung er-
halten.

Satz 6.3 Die Verkettung stetiger Funktionen ist stetig, d.h. wenn X, Y, Z to-

pogische Rdume und f 'Y - Z und g : X — Y stetig, so ist auch die durch
h(x):= f(g(x)) definierte Abbildung h : X — Z stetig.

Beweis Dies folgt sofort aus h~'(A) = g7'(f~1(4)).

Zur mathematischen Allgemeinbildung gehort folgende einfache Aussage iiber das
Zusammenspiel zwischen Kompaktheit und Stetigkeit.

Satz 6.4 Seien X, X' topologische Riume, K € X kompakt, f : X — X' stetig.
Dann ist das Bild f(K) kompakt.

In Worten: Bilder kompakter Mengen unter stetigen Funktionen sind kompakt.

Beweis Sei {U;}icr offene Uberdeckung von f(K). Dann ist {f~1(U;)}ie; offene
Uberdeckung von K. Da K kompakt, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, d.h.
K< (f"(Uy)u...u f1(Us)). Folglich f(K)c (U, u...uUyy).

Als Korollar verallgemeinern wir den Satz vom Maximum und Minimum (Satz 1.5)
auf kompakte topologische Raume.

Korollar 6.2 Sei X topologischer Raum, K ¢ X kompakt, f : X — R stetig. Dann
besitzt f auf K eine Maximums- und eine Minimumsstelle.

Beweis Das Bild f(K) ist kompakt, also nach Satz 6.2 abgeschlossen und be-
schriankt. Wegen der Beschrinktheit existieren Supremum M := sup f(K) € R und
Infimum m :=inf f(K) € R. Wegen der Abgeschlossenheit liegen M und m in f(K).
Deren Urbilder sind Maximums- bzw. Minimumsstellen.

6.6 Zusammenhingend

Anschaulich weiss jeder, dass man ein Blatt Papier, ein Gummiband, ein Seil durch
stetiges Verformen nicht in zwei Teile zerreissen kann. Aber was heisst das eigent-
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lich — ein Objekt besteht nur aus einem Teil? Bemerkenswerterweise kann man diese
Eigenschaft mathematisch prézise formulieren; die Tatsache, dass sie unter stetigen
Abbildungen erhalten bleibt, wird dann zu einem mathematischen Satz. Wir formu-
lieren die Eigenschaft und den Satz nicht nur im Spezialfall anschaulicher Mengen
im dreidimensionalen Raum (Blatt Papier, Gummiband, Seil), sondern gleich ohne
Mehraufwand in allgemeinen topologischen Radumen.

Def. 6.6 (Zusammenhéngend) Sei (X, 7)) topologischer Raum.

a) X heisst zusammenhingend, wenn es keine Zerlegung X = U u V' gibt mit U,
V' offen, disjunkt, nichtleer.

b) Eine Teilmenge A ¢ X heisst zusammenhéngend, wenn A zusammenhéngend
beziiglich der Relativtopologie Ty.

Beispiel 1) A= {(z,y) e R? : 22 -y? =1}. A ist eine Hyperbel, siehe Skizze.

Diese Menge ist nicht zusammenhéngend, denn

R*nA={(z,y)eR?*:2<0}nA U {(z,y)eR? : >0} nA.

=:U (offen bzgl. T4) =V (offen bzgl. T4)

Um zu zeigen, dass die beiden Teilstiicke U und V' nicht weiter zerlegt werden
konnen, also zusammenhéngend sind, braucht man etwas Theorie.

Satz 6.5 Sei A € R mit mindestens zwei Elementen. Dann gilt:

A zusammenhdngend < A Intervall.

Diese Aussage kldrt den in Analysis 1 ein wenig ad hoc eingefiihrten Begriff des
Intervalls (Wiederholung: ein Intervall ist eine Teilmenge I von R, die mindestens
zwei Punke enthélt und fiir die gilt: wenn z, y € I, dann folgt auch z € I fiir alle
z € [x,y]. Dies sind die Mengen [a,b] oder [a,b) oder (a,b] oder (a,b) oder (—o0,b)
oder (a,o0) oder [a,00) oder (—o0,b] oder R).

Den Beweis besprechen wir weiter unten.
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Satz 6.6 X, X' topologische Riume, X zusammenhdngend, f : X - X' stetig =—
f(X) zusammenhdngend.

Beweis Anderenfalls existieren nichtleere f(X)-offene disjunkte U’, V'’ mit
f(X)=U"uV".
Hieraus folgt eine analoge Zerlegung von X, ndmlich
X = LU V).

Widerspruch zu X zusammenhéngend.

Beispiel 1), Fortsetzung Wir kénnen jetzt zeigen, dass die beiden Hyperbeliste
U und V zusammenhéngend sind. Wir betrachten z.B. V. Wir konnen V' als Graph
iiber der y-Achse darstellen, indem wir die definierende Gleichung nach z auflésen:

V={(z,y) e R? : z =\/y?+ 1}. Folglich gilt

V=p(R) mitp: R—R? @(y)z(vyz+1).

V ist also Bild einer geméss Satz 6.4 zusammenhéngenden Menge unter der stetigen
Abbildung ¢, und damit nach Satz 6.6 zusammenhéngend.

Beispiel 2) B = {(z,y) e R? : 22 +y? = 1}, d.h. B Kreislinie (links); C = {(z,y) €
R2 : 22 + 23 —y? = 0} Seil mit Schlaufe (rechts).

O [«

Wir behaupten: B und C' sind zusammenhéngend. Zunéchst zur ersten Menge. B
ist gleich p(R) fiir die stetige Abbildung

o : R—R? (t)=(cost, sint),

also das Bild einer geméss Satz 6.5 zusammenhédngenden Menge unter einer stetigen
Abbildung, und damit nach Satz 6.6 zusammenhdngend. Eine weniger elegante,
aber elementarere Darstellung von B als Bild eines Intervalls unter einer stetigen
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Abbildung erhélt man, indem man die Gleichung zunéchst nach einer Variablen
auflost, z.B. nach y. Wegen 22 + y? = 1 gilt 22 < 1, also = € [-1,1]. Auflésen nach
y liefert B = {(x,y) e R? : z € [-1,1], y = +VV1 - 2?}. Indem man beide Zweige der
Losung nacheinander durchlduft, also z.B. x = [t| - 1 mit ¢ € [-2, 2] setzt, erhélt man
B =¢([-2,2]) mit

(1) - (-1, /1-(t[-1)2) t>0
A= (Jt|- 1, -/1T= (- 1)2) t<o0.

Nun zur zweiten Menge. Da y? > 0, gilt fiir alle Punkte in C: 22+ 23 > 0, folglich (we-
gen z2 + a3 = 22(1+2)) x > —1. Auflésen nach y ergibt C' = {(z,y) e R2: x> -1,y =
+Vx? + 23}, Indem wir wie oben beide Zweige der Losung nacheinander durchlau-
fen, also z.B. 2 = |t| - 1 mit ¢ € R setzen, erhalten wir wiederum eine Darstellung der
Losungsmenge als Bild ¢(R) von R unter einer stetigen Abbildung:

o - (=1 VTP (1), 120
! (It =1, /(e = 1)2 + (jt] - 1)3), ¢t <o0.

Wir haben hier absichtlich eine elementare Parametrisierung hergeleitet, die fiir
unsere Zwecke ausreicht. Eleganter wire z.B. ¢ : R - R2, o(t) = (2 - 1,83 - 1),
aber systematisch auf solche Formeln zu kommen liegt jenseits der Methoden von
Analysis 2 (dazu brauchte man etwas algebraische Geometrie).

Beweis von Satz 6.5. Dies beruht auf speziellen Eigenschaften von R, ndmlich
den Anordnungsaxiomen sowie dem Vollstéandigkeitsaxiom.

Das folgende Korollar ist unter dem Namen “verallgemeinerter Zwischenwertsatz”
bekannt und zeigt, dass die Eigenschaft eines topologischen Raumes, zusammenhéngend
zu sein, die Losbarkeit gewisser Gleichungen der Form f(z) = ¢, f : X - R, nach
sich zieht.

Korollar 6.3 (Verallgemeinerter Zwischenwertsatz) Sei X topologischer Raum, X
zusammenhéangend, f : X — R stetig, a, be X = f nimmt jeden Wert zwischen

f(a) und f(b) an.
Beweis Im Fall f(a) # f(b) ist f(X) wegen Satz 6.6 zusammenhéngend, und somit
wegen Satz 6.5 ein Intervall.

Wichtig: vom praktischen Standpunkt aus ist Korollar 6.3 allerdings bei weitem kei-
ne gleichwertige, sondern nur eine sehr schwache Verallgemeinerung des ZWS. Sei
namlich X eine offene zusammenhéngende Teilmenge des R™, n > 2. Dann besagt
Korollar 6.3 nur, dass eine Gleichung mit mehr als einer Unbekannten mindestens
eine Losung besitzt. Dies ist weit davon entfernt, die gesamte Losungsmenge zu ver-
stehen oder zu charakterisieren. Eine zwar nur lokale, aber viel stérkere Aussage ist
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der Satz iber inverse Funktionen (Satz 4.1), der unter geeigneten Voraussetzungen
die Losbarkeit von n Gleichungen mit n Unbekannten garantiert.

Eine weitere interessante Folgerung aus “zusammenhéngend” ist die folgende Cha-
rakterisierung reellwertiger Funktionen mehrerer Variablen, deren Gradient gleich
Null ist.

Satz 6.7 Sei 2 € R"™ offen. Dann gilt:

jede diff ‘bare Funktion f : Q — R mait

0 zusammenhingend < Vf(x)=0 fir alle z € Q) ist konstant.

Beweis “<=": Falls {2 nicht zusammenhéngend, ist 2 = U u 'V fiir offene disjunkte
nichtleere Mengen U und V. Die nichtkonstante Funktion

1 2zeU
f(x):{o reV

ist offensichtlich differenzierbar, mit v f(z) = 0 fiir alle z € Q.

“=—"": Diese zwar anschaulich plausible aber nichttriviale Aussage konnen wir mit
unseren bisher entwickelten topologischen Methoden elegant und effizient bewei-
sen. Die Beweismethode ist genauso interessant wie die Aussage selbst, und kann
vielfiltig verwendet werden. Sie ist eine Art kontinuierliches Analogon zu vollstindi-
ger Induktion: man beweist eine Aussage iiber Punkte im R™ durch sukzessive
Vergrosserung des Giiltigkeitsbereiches, genau wie man eine Aussage iiber natiir-
liche Zahlen durch sukzessive Vergrosserung n — n + 1 ihres Giiltigkeitsbereiches
beweist. Sei zq € 0, ¢:= f(zg). Wir betrachten die Menge M = {x € Q : f(x) = c}.
M ist nichtleer, da xy € M. Wir behaupten: M ist offen. Sei ndmlich x € M. Da 2
offen, gibt es eine Kugel B.(z) € Q, € > 0. Fiir y € B.(x) betrachten wir die Funk-
tion ¢ : [0,1] - Be(x), ¢(t) = (1 —t)z + ty. Nach Hauptsatz und Kettenregel (siehe
Lemma 2.1 fiir den hier ausreichenden Spezialfall) gilt

—— | —
=y = =

F() = F(e0)) = [ htetnat = [ (vren), (o) at=o.

d.h. y € M. Dies beweist die Offenheit von M. Andererseits ist M 2-abgeschlossen,
denn M ist das Urbild der abgeschlossenen Menge {c} unter der stetigen Funktion
f (beachte: der Gradient von f ist Null, insbesondere stetig, und damit die Impli-
kation “stetig diff’bar = stetig” aus Abschnitt 2.2 anwendbar). Also ist auch das
Komplement Q\M Q-offen. Da € zusammenhéingend ist, muss Q\M leer sein, denn
sonst hétten wir €2 in zwei offene disjunkte nichtleere Mengen zerlegt.
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6.7 Was ist eine topologische Eigenschaft (oder topologische
Invariante)?

Informell versteht man darunter eine Eigenschaft, die unter “stetigen Deformatio-
nen” erhalten bleibt. Z.B. ist die genaue Gestalt einer Kurve im R? (stellen Sie sich
ein Drahtstiick vor) durch stetige Deformation (Verbiegen) verdnderbar, nicht aber
die Tatsache, dass die Kurve nur aus einem einzigen Stiick besteht. Diese Idee for-
malisieren wir wie folgt.

Definition 6.7 Seien X, X’ topologische Raume. Ein Homdomorphismus ist eine
bijektive, in beide Richtungen stetige Abbildung, d.h. eine Abbildung f : X - X’
sodass f bijektiv, f stetig, f~! stetig. Existiert ein solcher Homdomorphismus, heis-
sen X und X’ homéomorph.

Beispiel Die Abbildung f : x ~ e* ist Homéomorphismus zwischen R und (0, o0);
gy~ ﬁ ist Homoomorphismus zwischen (0,00) und (0,1); die Verkettung
gof :xw— er/(1+e*) ist Homoomorphismus zwischen R und (0,1). Insbeson-
dere ist die unbeschriankte Menge R homéomorph zur beschrinkten Menge (0,1).

Definition 6.8 Eine topologische Figenschaft (oder topologische Invariante) ist eine
Eigenschaft eines topologischen Raumes, die unter beliebigen Hom&omorphismen
erhalten bleibt.

Zwei solche Eigenschaften haben wir schon kennengelernt: kompakt und zusam-
menhdngend. Mithilfe topologischer Invarianten kann man z.B. untersuchen, ob zwei
gegebene topologische Rdume homdomorph sind. Unterscheiden sie sich bzgl. einer
Invariante, konnen sie nicht homdomorph sein.

Beispiel 1 Die Einheitskreislinie S* = {(z,y) € R? : 22 + % = 1} und das Winkel-
intervall [0,27) sind nicht homéomorph, denn S! ist kompakt, aber [0,27) nicht.
(Beispiel zum Beispiel: die Polarkoordinatenabbildung ¢ ~ (cos ¢, sin ) von [0, 27)
nach S! ist bijektiv und stetig, die Umkehrabbildung muss also wegen der Nichthoméo-
morphie beider Mengen unstetig sein. In der Tat ist sie unstetig im Punkt (1,0) €

SL)

Beispiel 2 Keine der Mengen |, O und = aus dem einfiithrenden Beispiel sind zu-
einander homoomorph. Die mittlere Menge (also die Einheitskreislinie) ist kompakt,
die beiden anderen aber nicht. Die linke Menge ist zusammenhéngend, denn sie ist
das Bild von R unter der stetigen Abbildung = ~ (0,z), aber die rechte Menge
D =(0,1) x {0, 1} nicht, denn

R*nD={(z,y) eR*: y>4}nD u {(z,y) eR*: y<3}nD.

=:U (offen bzgl. Tp) =:V (offen bzgl. Tp)
Eine bessere Invariante als zusammenhéngend, an der wir insbesondere ablesen
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kénnen, ob ein topologischer Raum zusammenhéngend ist, ist die Anzahl Zusam-
menhangskomponenten oder 0-te Betti-Zahl

bo(X) := sup{u I : {U;}er ist eine Zerlegung von X in offene, disjunkte, nichtleere Mengen}.

Hierbei bedeutet 7 € {0} UNuU {+oco} die Anzahl Elemente einer Menge /. Zusam-
mehéingende Mengen X nU;, U; offen, heissen Zusammenhangskomponenten von X.
Offenbar gilt:

X zusammenhéingend <= bo(X) =1.

Unsere Ergebnisse in Beispiel 1) und 2) fiir die Hyperbel A und den Kreis B lassen
sich mithilfe der O-ten Betti-Zahl elegant formulieren als

b()(A) = 2, bo(B) =1.

Mithilfe von by konnen wir auch den noch offenen Teil der eingangs gestellten Fra-
ge (ist + homoomorph zu irgendeiner der anderen drei Mengen?) aufklaren: wére
néamlich f ein entsprechender Homéomorphismus, so wéare die Einschriankung f von
f auf + ohne den Mittelpunkt ein Homéomorphismus auf eine der anderen drei Men-
gen ohne einen Punkt; dies widerspriache aber der Tatsache, dass f die Invariante
by erhalten muss. Details siche Ubungen.

Unser Beweis von Satz 6.7 fiir offene Teilmengen €2 des R” liefert auch ein inter-
essantes Ergebnis wenn (2 nicht zusammenhéngend, ndmlich

bo(2) = dim Ker v

(wobei V : {f : Q@ - R : fdiff’bar} - {v : Q@ - R"}). Dies ist eine tiefliegende
Charakterisierung von bg(§2) als Dimension der Losungsmenge des Kerns eines Dif-
ferentialoperators, und ein Spezialfall einer sehr allgemeinen Aussage namens Satz
von de Rham.

Die Invariante by ist nur die erste in einer ganzen Serie topologischer Invarianten
be, k € Nu {0} (k-te Betti-Zahl). Die erste Betti-Zahl b; z&hlt anschaulich gesehen
die Anzahl Locher der Kodimension 2 in einer zusammenhéngenden Menge, z.B.

bi(R?) =0,
b (R*\{0}) = 1,

bi(R*\{ai,...,an}) = N fiir paarweise verschiedene a, ...,ay € R%

Wie man b; mathematisch prézise definiert, erkldren wir hier nicht. Die Konstruk-
tion solcher Invarianten und das systematische Studium invarianter Eigenschaften
topologischer Réaume ist Gegenstand der Algebraischen Topologie.
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7 Kurvenintegral

Die vielleicht einfachste der vielen Verallgemeinerungen des Integrals fab f einer 1D
Funktion f : [a,b] — R ist das Integral eines Vektorfeldes iiber eine Kurve. Hier
bleibt der Definitionsbereich (iiber den wir integrieren) eindimensional, und Defini-
tion und wesentliche Eigenschaften ergeben sich ohne grosse Miihe durch Verbinden
des Riemann-Integrals aus Analysis 1 mit unseren Kenntnissen iiber Vektorfelder
und Kurven aus Kapiteln 1 und 2. Das Kurvenintegral erlaubt die Bestimmung
der Lange einer Kurve, und ermoglicht ein tieferes Verstdndnis der beiden Ablei-
tungsoperationen “Gradient” und “Rotation”.

Def. 7.1 Eine regulire Kurve im R” ist eine stetig differenzierbare Abbildung
v : [a,b] > R® mit v/(¢t) # 0 Vt € [a,b].

Oft wird das Bild I = y([a,b]) ¢ R einer Kurve ebenfalls Kurve genannt. Regulire
Kurven miissen nicht injektiv sein; sind sie es, hingt der Tangentialvektor +/(¢) an
[’ im Punkt v(¢) nur vom Fusspunkt ~(¢) ab.

Def. 7.2 Sei v : [a,b] = R" regulére Kurve, v : v([a,b]) - R" stetiges Vektorfeld.

Dann heisst ,
/vv-ds ::fa (0( (1)), 7' (1))t

Kurvenintegral von v iiber 7.

Hier ist (-,-) das euklidische Skalarprodukt im R™. Man integriert also das Skalar-
produkt zwischen Vektorfeld und Tangentialvektor.

Physikalische Bedeutung des Kurvenintegrals: — fvv -ds = Arbeit, die verrich-
tet werden muss, um ein Teilchen im Kraftfeld v entlang v zu transportieren. Als
Beispiel kann man sich Schwimmen in einem Stromungsfeld vorstellen. Entlang der
Trajektorie v gegen die Stromung schwimmen (7" -v < 0) kostet Arbeit (Kurvenin-
tegral < 0); mit der Stromung schwimmen (7’-v > 0) spart Arbeit (Kurvenintegral
> 0).

Der Clou bei dieser Definition ist die Invarianz unter Umparametrisierung.

Def. 7.3 Sei v : [a,b] - R” reguldre Kurve, ¢ : [a’,V'] - [a,b] bijektiv und stetig
diff’bar mit ¢’(s) # 0 Vs, und

Vi=vop: [ b] >R

Integration iiber mehrdimensionale Gebiete (insbesondere offene und beschriinkte Teilmengen
des R™) lernen Sie erst in Analysis 3 kennen. Dies beruht darauf, dass der Riemann’sche Zu-
gang (...Integrationsgebiet in Intervalle zerlegen...) keine offensichtliche Verallgemeinerung besitzt
(...Quader? Simplizes? Welcher Grosse? Aber schon fiir einfache Gebiete wie Kreisscheiben oder
Kugeln kommt man ja dann nie mit endlich vielen Quadern oder Simplizes aus...) Wenn man
auch im Mehrdimensionalen einen schénen Integrationskalkiil mit Analoga von Hauptsatz, Substi-
tutionsregel etc. entwickeln mochte, ist der wesentlich abstraktere aber schlagkriftige Zugang des
Lebesgue-Integrals sinnvoll.
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Dann heisst 4 Umparametrisierung von . Ist ¢’ > 0 (bzw. < 0), heisst 4 orien-
tierungserhaltend (bzw. orientierungsumkehrend).

Lemma 7.1 Sei 7 : [a,b] - R” regulire Kurve, 7 : [a/,b'] > R” Umparametrisie-
rung von v, v : y([a,b]) = R" stetiges Vektorfeld. Dann gilt:

/ p { fvv-ds falls 4 orientierungserhaltend
v-ds=
2l

- f7 v-ds falls 4 orientierungsumkehrend

Fiir injektive reguldre Kurven v héngt das Kurvenintegral also bis auf ein Vorzeichen
nur von der Bildmenge I":= v([a,b]) ab, man schreibt deshalb oft

fv~ds
r

statt fﬂ/ v-ds. Diese Schreibweise unterdriickt aber, dass zwecks Festlegung des Vor-
zeichens zusétzlich eine “Durchlaufrichtung”, alias Orientierung, von I' vorgegeben
werden muss.

Beweis Wir verwenden die Substitution ¢ = ¢(s), dt = ¢'(s)ds sowie die Tatsache,
dass nach Kettenregel 7/(s) =v'(¢(s))¢’(s). Sei zundchst ¢ orientierungserhaltend,
dann ist p(a’) = a, p(b’) = b. Berechne

Lv-ds _ fab(v(”y(t)),fy'(t»dt

Def. des Kurvenint.

- [t A ) s ds

Substitutionsregel

bl
— ~ v = .
Kette_nregel -/a’ (U (7(8 ) ) Y (S) ) ds Def. des Kurvenint. /ﬁ/ v-ds.

Falls ¢ orientierungsumkehrend, ist ¢(a’) = b, (V') = a, und die Behauptung folgt
aus der Eigenschaft des Riemann-Integrals, dass [, f = - fali f (siehe Analysis 1
Abschnitt 11).

Beispiel 1 (Lédnge einer Kurve) Sei die reguldre Kurve 7 injektiv. Wihle als Vek-
torfeld v das Einheitstangentenfeld

v(3(1)) = L)

(0

Lv-ds /b<| ’Etg| v'(t) dt—f Iy (t)|dt.

Dieses Integral heisst (und kann geometrisch interpretiert werden als) Liange (oder
Bogenlidnge) der Kurve. Wegen Lemma 7.1 héingt es nicht von der Wahl der Para-
metrisierung ab.

Dann ist
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Spezialfall: n =2, f : [a,b] - R stetig diff'bar,

1= ) (¢ eLaiD:

Dann ist das Bild v([a,b]) = graph f, und

fab|v'<t>|dt=fab\(f,}t))\dh]abmdt,

d.h. wir erhalten gerade die Formel fiir die Linge von graph f aus Analysis 1 Ab-
schnitt 11.6.

Die geometrische Interpretation des obigen Integrals als Lénge erklart sich wie folgt.
Wir teilen (wie bei der Diskussion der Lénge eines Graphen in Analysis 1) das Inter-
vall [a,b] in N Teilintervalle [¢;-1,¢;] (j = 1,...,N) mit ¢; = a + jh, h = %2, und ap-
proximieren vy durch den Streckenzug vy, der aus den geraden Verbindungsstrecken
zwischen 7(¢;_1) und 7(¢;) besteht, d.h.

7N<(1 - §)tj_q + stj) = (1= 8)v(tj-1) + sy(t5).

Die elementargeometrische Lénge von ~yy ist

L) = S (5) =2l = X[+ (200 -1t o= Sl [ olar

wobei wir in der vorletzten Zeile den Differenzenquotienten durch die Ableitung von
v an der Stelle ¢; approxmiert und die so entstandene Summe als Riemann-Summe
fiir das Integral auf der rechten Seite erkannt haben. Die Konvergenz gegen das
Integral folgt sofort aus der Tatsache, dass eine solche Summe gegen das Integral
konvergiert (Analysis 1 Satz 11.1).

Die Niherung in der vorletzten Zeile liasst sich wie folgt streng rechtfertigen. Sei € > 0. Wegen der gleichmissigen
Stetigkeit von + existiert § > 0 sodass |y/'(t) —v'(¢')| <& Vt, t' € [a,b] mit |t - ¢'| < 6. Fiir h < § folgt somit

'Y(tj)_'Y(tjfl) ’ 1ftj ’ ’
— = - (¢ = - s)—7v(t;))ds
| - v (1) Haugsats - tH('y() v (t;)) ds|
1 rti,, , 1
= [ W@ =y )] ds < <ot -tm0)
tj*l—-v—’ h —
<e =h

und deshalb
N
|LON) = S W (IR < N-h-e=(b-a)- ¥h<s.
j=1

Insgesamt folgt also

b
dim Lew) = [Tp/ @ldt.
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Beispiel 2 (Gradientenfelder) Als zweites Beispiel betrachten wir Vektorfelder der
Form
v=Vf

fiir eine skalare Funktion f. Dann héangt das Kurvenintegral nur von Anfangs- und
Endpunkt der Kurve ab:

Satz 7.1 (Wegunabhingigkeit fiir Gradientenfelder) Sei 2 ¢ R" offen, f :
Q > R stetig diff bar, v : [a,b] = Q requlire Kurve mit v(a) = A, v(b) = B. Dann
qilt
[ vrds= 1) - j(A)
Insbesondere gilt fir jede andere regulire Kurve 7 : [a',b'] - Q mit Y(a') = A,
S(b) = B:
[Vf-dSZ [Vf-ds (Wegunabhingigkeit).
v 7

Die erste Identitéit kann als mehrdimensionales Analogon des Hauptsatzes auf-
gefasst werden.

Beweis Nach Kettenregel und Hauptsatz ist

[uteds= [{rG)70) = FGO) - F6@)

=& f ()

Als Anwendung des Kurvenintegrals untersuchen wir, welche Vektorfelder von
der Form
v =V f fiir eine skalare Funktion f (P)

sind.

Def. 7.4 Falls eine solche skalare Funktion existiert, heisst sie Potential des Vek-
torfelds.

(In der Physik ist die Konvention v = -V f {iblich.) Mathematisch gesehen ist (P)
ein System partieller Differentialgleichungen (gegeben: Vektorfeld v : 2 ¢ R* - R®,
gesucht: Losung f : Q - R). Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit in der
Dimension n = 3 ist rotv = 0; siehe §2.5 Lemma 2.3. Wir werden zeigen, dass fiir
solche v in “gutartigen” Mengen (2 eine Losung f existiert, und die (bis auf eine ad-
ditive Konstante eindeutige) Losung explizit als Kurvenintegral konstruieren. Dies
kann als weitreichende Verallgemeinerung der Tatsache aus Analysis 1 Abschnitt 12
angesehen werden, dass die gewohnliche Differentialgleichung f’ = h, h : [a,b] = R
gegeben, durch das Integral f(z):= [ h gelost wird.
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Def. 7.5 Eine Menge 2 € R" heisst sternférmig, wenn ein Punkt x( € Q) existiert,
sodass fiir alle x € €2 die gerade Verbindungsstrecke [xq,x] = {(1-t)xo+tz : t € [0,1]}
in  liegt.

Satz 7.2 Sei Q) c R™ offen und sternformig, v : Q - R™ stetig diff 'bares Vektorfeld.
Dann gilt:

a)

v=Vf firenf: Q>R < Duv symmetrisch.

Insbesondere gilt in der Dimension n = 3:
v=Vf firenf:Q->R < rotv=0.

b) Falls die Bedingung in a) erfillt ist, ist
) = f v-ds mit 7 () = (1 - t)zo + t (¢ € [0,1])
Yz

das bis auf eine additive Konstante eindeutige Potential von v. Hierbei ist der Punkt
xo gemdss Def. 7.5 gewdhlt.

Wir erhalten also das Potential am Punkt x, indem wir das Kurvenintegral des
Vektorfeldes von einem festen Punkt xy nach z ausrechnen. Nach Satz 7.1 ist es
iibrigens egal, ob wir den obigen geraden Weg verwenden.

Beweis Die Implikation “==" in a) folgt aus dem Satz von Schwarz. Die umge-
kehrte Implikation folgt durch Ausrechnen des Gradienten der Funktion f aus b).
Die Eindeutigkeit des Potentials bis auf eine additive Konstante folgt aus Satz 7.1.

Die Voraussetzung €) sternférmig kann nicht weggelassen werden. Sei z.B. in Dimen-
sion n = 2

o(2) = (‘“), v : RA{0} > R?

v(x) = —5——| 21 |, v : R*\ws-Achse - R®.

Dann ist Dv symmetrisch bzw. rotv = 0, aber fiir den (jeweils nach oben durchlau-
fenen) rechten bzw. linken Halbkreis um 0 in der (z1,z3)-Ebene ist

[ v-ds # f v-ds,
v Minks

rechts
denn Yyeents lauft mit der Stromung und Y gegen die Stromung; somit kann v
wegen Satz 7.1 kein Gradient sein.
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